1 


1 


1 


^ 


i 


REVUE 


DE 


MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 


Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  witii  funding  from 

University  of  Ottawa 


littp://www.archive.org/cletails/revuedematlimat21pari 


REVUE 


DE 


MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


REDIGEE  PAR  MM. 


E.  HUMBERT 

ANCIEN    ÉLEVÉ    DE    l'ÉCOLE   NORMALE    SUPÉRIEURE 

AGRÉGÉ    DES    SCIKNCES    MATHÉMATIQUES 

PROFESSEUR    DE   MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES   AU    LYCÉE    LOUIS-LE-GRAND 

ET 


G.    PAPELIER 


ANCIEN    ELEVE   DE    L  ECOLE    NORMALE    SUPERIEURE 

AGRÉGÉ    DES    SCIENCES    MATHÉMATIQUES 

PROFESSEUR    DE   MATHEMATIQUES   SPÉCIALES   AU    LYCÉE   d'oRLÉANS 


AVEC    LA    COLLABORATION     DE     MM. 


N.     GHARRUIT, 

ANCIKN    KLl'lVl-:   I)K    I.KCdl.r.    NllUMAr.l';   SUI'KKIIÎURE 
AGRKOK    DU   M ATHlilMATigi-KS,   l'UOl'KSSIU  U   AU    LYCÉU    DE  LYON 

E.     DESSENON, 

ANCIKN    ÉLKVK  DE  l'kCOLK   NORMALE    SUPÉRIEURE 
AGUÊaÉ    DE    MATHÉMATIQUES,    PROFESSEUR    AU    LYCÉE    SAINT-LOUIS 

P.     LAMAIRE, 

ANCIEN    ÉLÈVE  DE    LÉCOI.E   NORMM.K   SUPÉRIEURE 
AGRÉGÉ   DE   MATHÉMATIQUES,   PROFESSEUR  AU   LYCÉS  DE  LILLE 


GH.     RIVIÈRE, 


ANCIEN   ELEVE    DK    L  ECi)LK   NOHMALK   SUPERIKURK 
DOCTEUR  ES  SCIENCES,  PROFESSEUR  AOUÉGÉ  DE  PHYSIQUE  AU   LTCÔB  SAINT-LOUIS 

A.  TARTINVILLE, 

ANCIEN  ÉLÈVE  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIKCRK. 
AGRÉGÉ  DK  MATHÉMATIQUES.   PROrtSSl.lll  AL    LYCÉE  SA1>T-L0UI9 

H       VUIBERT, 

RÉDACTEUR  DU  Juwiial  de  Matftématii)U(s  fUmftitaires. 


T   0  H  B     0  ÎT  Z   I  È  M  E. 
Ami(5e3     I910     à,     1912. 


V  A  U  1  s 
LIBRAIRIE     N  0  N  V     cV:     C* 

17,  rue  dos  Kcoles.   17. 


ÛA) 


REVUE 


DE 


MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 


21e  Année.  —  N'j  1. 


Octobre  1910. 


PREMIERE    PARTIE 


SUR  LE  RAYON  DE  COrUBlIlh:  DES  COIRBES  PLANES  [Suiie) 

par  M.  Louis  Sire,  boursier  d'agréf;alion  à  la  Faculté  des  sciences  de  Lyon. 


Système  de  deux  courbes  tangentes.  —  Podaires.  —  Considérons  deux  courbes  (Ci).  (Co  tangenies 
CM  un  [)oinl  M;  leurs  [»oiiairL's  (l'i),  (l'.>)  pur  rapport  à  un  point  0  seront  tangentes  au 
point  correspondant  P. 

F. a  formule  Fs  appli(iu(''C  aux  deux  systèmes  de  courbes   (Ci  .    P|)  et  (Cj).  (P^;  nous 
donne  les  deux  relations 


4.3 


—  1=0, 


_  FV,n,,.fu,-R,^ 


des(iuelles  nous  lirons 

_     H2ny.2-R|Ry,., 

'  /i(R,,-ll„)    ' 

nous  oljtenons  ainsi  les  expressions  des  rayons  p,  p,,  en  fonction  des  rayons  de  courluire 
de  deux  courbes  tangentes  et  de  leurs  podaires. 
D'autre  part,     pj,  =  p  cos  0,     de  sorte  tjuc 

expression  du  cosinus  de  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  O.M  avec  la  perpendiculaire  à  la  tangente. 

En  particulu-r,  si  le  point  M  est  le  pied  dune  normale  issue  de  0  aux  courbes  (Ci)  et  (Cj),  nous  avons 
0  =  0     et  par  suite  la  relation 

(RiR;,2  -RiH/,i)»  =  4R;,,R^2(R,-R,)m^2-  Rh). 

ExKMi'LK  1,  —  Soient  deux  cercles  tangents  en  un  point  .M  ;  prenons  leurs  podaires  par  rapport  à  un  point  0 
situe  sur  leur  norniale  commune  ;  nous  aurons  deux  limac^ons  de  Pascal  de  point  double  0  et  tangents  en  un 
point  P  tel  que  OP  soit  l'axe  de  symétrie  de  ces  deux  limaçons.  Si  Ri,  Rj  désignent  les  rayons  de  courbure  de 
ces  deux  lima(;ons  au  point  P,  bi,  />>  leurs  constantes,  nous  avons  la  relation 

(b-^Wi  —  ^,Ri)-  =  4ll,R-.(!{,  -  [\i\bi  —  fr,). 

KxKMi'i.K  II.  —  Prenons  les  podaires  négatives  des  deux  cercles  précédents  par  rapport  au  point  0  ;  nous 
obtiendrons  deux  coniques  de  foyer  0  et  tangentes  en  l'un  de  leurs  sommets  P.  Si  Ri,  \\>  désignent  les  rayons 
de  courbure  de  ces  deux  coniques  au  point   P,  fl|,  02  leurs  demi-grands  axes,  nous  avons  la  relation 

{a.iVi  —  fliRi)-  =  iflifljl":  —  ai\Wî  —  R,). 

D'une  manière  plus  générale,  considérons  deux  courbes  tangentes  (Ci).  (Cj''  et  leurs  podaires  d'iudro  h 
(P/ii),  (P/ij)  ;  pour  les  deux  systèmes  de  courbes  (('1),  (P/,i)  et  (C>),  (P/,s).  nous  avons  les  deux  relatiuui 

,3  j    4;*pp,.  -  2p(/i  -h  1)R,„  -  2R,:/<  -  {)?,,„  -h  AR.R^A,  =  0. 

^^>  \    khppu  -  2o{h  4-  I  )1V,,  -  2R,(/<  -  1  \:„,.  -t-  ARjR^^a  =  0. 

lesquelles  deleiniinent  p,  p/,.  En  reiraneliaut  membre  à  meiul)re  ces  deux  équations  (i).  nousa\on> 

(ï)  2(A  +  1)(1V;,,  -  R,,,)p  +  2(h  -  l)(Ri  -  R,  ip,  ;  -i-  /mR.IV.,  -  \\A\st\  =  0. 

Supposons,  en  outre,  que  le  point  de  contact  M  soit  un  point  de  rebrousseux m  nom-  la  courbe  iC.A.  cV»l- 
ii-dire  que    Ui  =  0  ;     la  première  des  relations  {2t)  devient    ^^h  —  —â) —  ^f'^^' 
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En  transportant  dans  la  relation  (y)  cette  valeur  de  p^,/„  nous  en  déduisons 

d  autre  part    p,/,  =  o  ces'' 0,     d'où 

^^^„  (j  ^   /^(^+l)^[V,.(tV.,-H,,/,2)  . 

en  particulier,  si    0  =  0,     il  vient 

h{h  +  l)^R,,,„(IV/„  -  R,,/,2)  =  ^2  [{h''  -  i)R,,;,.  -  hn\,H\- 

Inverses.  —  Soient  deux  courbes  (Ci),  (C^)  tangentes  en  un  point  M  ;  leurs  inverses  (L),  {h)  par  rapport  éi 
0  seront  tangentes  au  point  correspondant  1.  La  formule  F,  appliquée  aux  deux  systèmes  de  courbes  (Ci),  (Ii) 
et  (C2),  (L)  donne  les  deux  relations 

,  ,,  ,.  ,        RiR2(R/2-R,i)  n,.R,2(lii-n2)       .    ,. 

desquelles  nous  tirons    p  =   -,-7-~ „  ,.       ,      p;  =     ,.  ,,    — r^-n —  ,    de  la 

I   1m1»i2  —  l»2li;i  lî  I.      — 


RlMr.  - 

R 

>Ri 

1 

1 

H, 

15,2 

) 

1 

i 

l«i 

^      1{2 

d'autre  part     1  =  4pp,  ces-  0,     d'où 

(R,R,2-R2R/.)- 


C0S2  0  : 


4R,R2R,ili2  R,  —  R2)(R,i  —  R,2) 
\o  Le  point  M  est  le  pied  d'une  normale  issue  de  0  a  (Ci),(C2). 
Dans  ce  cas,     0  =  0,     par  suite  on  a  la  relation 

(RiR,2—  I^aH,,)-  =  4H,n2R,iR2(l{i  -  R2)(R,i  —  R,2). 
2"  Le  point  M  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  issue  de  0  à  (Ci),  (C2). 

T.  H I  R  1 

On  a     0  =  —  ;     de  là,  la  relation      -r^  =  -r-, —  -        laquelle  donne  le  tliéorème  : 

2  i<2  ti/2 

SoienL  (d),  (C2)  deux  courbes  tangentes  en  un  point  M  ;  (L),  (I2)  leurs  invcrsîs  par  rapporta  un  point  de  la 

tangente  en  M  ;  les  rayons  de  courbure  de  ces  quatre  courbes  aux  points 
J,.;^^  M,  I  forment  une  proportion. 

Remarql'k .  —  Egalons  la  valeur  de  p  obtenue  dans  le  cas  des  podai- 
(li)  {^2)       res  à  la  valeur  de  p  obtenue  dans  le  cas  des  inverses  ;  nous  avons  la  rela- 
tion 

R2R,.2-15|IVl    _    nilt2,R,2-R,i) 

0  '  >  ^^'''  4il{,2-R/,i      ~     RiR/2  — !52R,i    ' 

laquelle  renferme  comme  élémenLs  les  rayons   de    courbure  aux  points  de  contact  de  deux  courbes   tangentes 
et  les  rayons  de  courbure  aux  points  eori'cspondanls  de  leurs  inverses  et  de  leurs  podaires. 

Cas  oh  le  point  M  est  d'inf/e.'ion  pour  la  courbe  (Ci).  —  Les  formules  relatives  aux  inverses  deviennent 

R2(n;2-R;,)  ,/  ,,  R,-2 

—  -  —  n,i,        cos^  0  = 


R;2  ,'-■'",  --  4R„R2(R,i-R.2) 

si  M  est  le  pied  d'une  normale,  nous  avons    R,2  =  4R,iR2M{|i  —  11,2). 

Polaires  réciproques.  —  Considérons  deux  courbes  (Ci),  (C2)  tangentes  en  un  point  M  ;  leurs  polaires 
réciproques  (Ti),  (ïj)  par  lajiport  à  un  point  0  sont  tangentes  au  point  correspondant  T.  La  formule  Fk  appli- 
quée aux  deux  systèmes  de  courbes  (Ci),  (Ti)  et  (C2\  (T2)  donne  les  relations  RiRi  =  4pp,,  R2R,2  =  4ppr, 
delà  ' 

(5)  RiR,i  =  R2R,2,  ou  encore  -r^  =  17""  * 

ce  qui  donne  le  tliéorème  : 

Les  rayons  de  courbure  au  point  de  contact  de  deux  courbes  tanjcntes  et  au  point  de  contact  de  leurs  polaires 
réciproques  forment  une  proportion  inverse . 

En  particulier,  si  les  courbes  (Ci),  (C2)  sont  des  coniques  de  foyer  0,  on  retrouve  le  théorème  que  j'ai  établi 
{Revue,  juin  1909)  : 

Deux  coniques  qui  ont  un  foyer  commun  0  elqui  sont  tangentes  en  unpoint  ont  leurs  rayons  de  courbure  en  ce 
point  inversement  proportionnels  aux  rayons  de  leurs  cercles  polaires  réciproques  par  rapport  à  0. 
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Si  le  cercle  direcleur  est  osculateur  en  M  à  la  courbe  ((-ij,  nous  aurons  R,i  =  R,,  de  sorle  que  la  relation 
(o)  devient    R,"  =  Ih^ri,     par  suite: 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  (Tune  courbe  (C,)  est  moyen  proportionnel  entre  le  rayon  de  courbure  en 

M  d'une  courbe  (C2)  tangente  en  M  à  (Ci)  et  le  rayon  de  courbure   de    la   polaire  réciproque  de  [di]  par  rapport  au 

cercle  osculateur  en  M  à  (Ci). 

\ 
Reprenons  la  formule  F,,  sous  la  forme    Riî,.  =  — -— -,    et  supposons  que  le  point  M  soit  le  pied  d'une 

normale  issue  de  0  à  une  courbe  (Ci)  ;  nous  aurons  pour  ce  point  Ri{,  =  1  ;  de  là,  la  proposition  qui  'Généra- 
lise la  précédente  : 

Le  rayon  du  cercle  directeur  est  moyen  proportionnel  entre  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  d'une  courbe 
(Cl),  pied  d'une  normale  issue  de  0  et  le  rayon  de  courbure  au  point  correspondant  de  sa  polaire  réciproque. 

Si  du  centre  du  cercle  directeur  nous  pouvons  abaisser  deux  normales  OM^  OM2  sur  la  courbe  (Ci),  nous 

aurons    HiR,i  =  R2H,2     ou 


Wi 


=  Yr~'     cest-a-dire 


Les  rayons  de  courbure  aux  pieds  de  deux  normales  abaissées  du  centre  du  cercle  directeur  à  une  courbe  el 
les  rayons  de  courbure  aux  points  correspondants  de  sa  polaire  réciproque  forment  une  proportion  inverse. 

Reprenons  un  système  de  deux  courbes  (Ci),  (C2)  tangentes  en  un  point  M  ;  prenons  sa  polaire  réciproque 
par  rapport  à  deux  points  0',  0".  La  formule  (0)  nous  donne  les  deux  relations 

R  n  ' 

R,r;.,  =  RoR;.,,  RiR"i  =  R2R:'2  ;  par  suite  -^,!-  =  —^  ;    de  là  : 

Si  deux  systèmes  de  deux  courbes  tangentes  sont  les  polaires  réciproques  d'un  même  système  de  deux  courbes 
tangentes  par  rapport  à  deux  points,  leurs  rayons  de  courbure  aux  deux  points  de  tangence  forment  une  proportion. 

Systèmes  de  trois  courbes  tangentes.  —  Podaires.  —  Considérons  trois  courbes  (Ci),  (C2),  (Cj) 
tangentes  en  un  point  M  ;  leurs  potlaires  (!',),  [V,],  (P3)  seront  tangentes  au  point  correspondant  P.  La 
formule  Fg  appliquée  aux  trois  couples  de  courbes  (Ci),  (Pi)  ;  (C2),  (P2)  ;  (C3),  (P3)  donne  les  relations  : 

R/-1         4p  \\j,>        4p 

que  nous  écrivons 

4pp,,  -  4pR^,,  +  R,R,,i  =  0,  4pp,,  -  4pIV,  -t-  l\A\j,,  =  0.  4pp,,  -  4pl{,,3  +  RaR/,3  =  0. 

L'élimination  de  ppj,  et  p  entre  ces  trois  équations  nous  conduit  à  la  relation 

RiH,,  Rvi  1 

de  là  : 

Si  trois  courbes  sont  tangentes  en  unpoin',  leurs  rayons  de  courbun  en  ce  point  el  les  rayons  de  courbure  au 
point  homologue  de  leurs  podaires  par  rapport  à  un  point  quelconque,  sont  liés  par  la  relation  (m). 

Cette  relation  (co),  développée,  s'écrit    (H,  —  n24{^,,R^„,  -\-  (R.  — R3)R^,,R^,3  -+-  (R3  —  Ri)R;,3R,.,  =  0. 

Si  on  considèro  les  podaires  négatives  des  courbci  (Ci),  (C2),  C3)  par  rapport  au  point  0,  on  obtient  de 
môme  la  relation 


^l'3  4p 


(^) 


R„-iRi  R, 

R/,.-2R2  Rj 

n,,-Ah  R, 

-vliiRj-H  (R^,.- j  — R. 


=  0. 


)li,lî;  +  (R,„-3-R,..-i)R3Ri  =0; 


laciuelle,  développéi»,  s'écrit     (R;,,-i  —  R^,,. 
par  suite  : 

Si  trois  courbes  sont  tangentes  en  un  point,  leurs  rayons  de  courbure  en  ce  point  et  les  rayons  de  courbure  au 
point  homologue  de  leurs  podaires  négatives  par  rapport  à  un  point  quelconque  sont  liés  par  la   relation  (t.). 

Application  au  limaçon  de  Pascal .  —  Supposons  que  les  courbes  (Ci),  Cj),  (C.)  soient  trois  cercles  tanf:onl$ 
en  un  [)()int  M;  leurs  podaires  par  rapport  à  un  point  quelconque  0  seront  trois  limaçons  do  point  double  <> 
et  laii-euts  en  un  point  P.  Si  h,,b2.b,  désignent  les  constantes  de  ces  limac^ons,  R,.  Rj,  R,  leurs  ravons  de 
courbure  au  point  P.  la  lorniule  ((»)  donne  la  relation 

&iRi  R,  i 

(>>)  biUi  Rj  I      =  0. 

ft,n,         R,         1 
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que  l'on  peut  écrire    RiR;(i'i  —  ^'2)  +  n>[{Jbî  -  b,)  +  R,Wi{b,  —  &,)  =  0  ; 
de  là,  ce  théorème  : 

Si  trois  limaçons  de  Pascal  ont  me  ne  point  double  et  sont  tan//ents  en  un  point,  leurs  rayons  de  courbure  en  ce 
point  satisfont  à  la  relation  (X). 

En  parliculier,  si  le  cercle  (Ci)  a  un  rayon  nul     (^1  =  0),     sa  podaire  par  rapport  à  0    se  réduit  au  cercle 

décrit  sur  OM  comme  diamèti'c;  nous  avons  donc,  dans  ce  cas,     lù  =  —^  =  d,  ;     de  sorte  que  la  relation  (/.) 

devient 

[Ij.)  di[\\,bi  -  ÏUj^  -h  R2R,(fc2  -b,)  =  0, 

c'est-à-dire  : 

Si  deux  limaçons  de  Pascal  ont  même  point  double  et  sont  tangents  en  un  point,  leurs  rayons  de  courbure  en 
ce  point  satisfont  à  la  relation  (;j.). 

Application  aux  coniques.  —  Considérons,  de  même,  trois  cercles  (C,),  (Co),  (C;i)  tangents  en  un  point  M  ; 
leurs  podaires  négatives  par  rapport  à  un  point  quelconque  0  seront  trois  coniques  de  foyer  0  et  tangentes  en 
un  point  P.  Si  «i,  a-i,  a:i  désignent  les  longueurs  des  demi-grands  axes  de  ces  coniques,  Ri,  R:.  R3  leurs 
rayons  de  courbure  au  point  P,  la  rorniule  (r.)  donne  la  relation 

aiiîi  Oi  1 

a.Wi  a,  t      =  0, 

OU  encoi'e 

aia.:\\i  —  H2   -I-  a,a,iï{i  —  Bj)  +  a,ai{[\i  —  Ui)  =  0, 

de  là,  ce  théorème  : 

Si  trois  coniques  ont  un  foyer  com^tinn  cl  sont  tanyenles  en  un  point,  leurs  rayons  de  courbure  en  ce  point 
satisfont  à  la  relation  (•/). 

En  particulier,  si  le  cercle  (Ci)  se  réduit  à  nno  droite  (ai  =  x),  sa  podaire  négative  par  rapport  à  0  est 
une  parabole  de  foyer  0  ;  dans  ce  cas,  la  relation  (•/)  devient 

(p)  '  fl.,(Hi  -  n;0-l-«.(n2— Bi)  =  0, 

c'est-à-dire  : 

Si  deux  coniques  à  centre  et  une  parabole  ont  un  foyer  commun  et  sont  tangentes  en  un  point,  leurs  rayons  de 
courbure  en  ce  point  satisfont  à  la  relation  (p). 

Cas  oli  le  point  P  est  d'inflexion  pour  la  courbe  (Pi).  —  Dans  ce  cas,  nous  savons  qu'il  existe  une  parabole 
de  foyer  0,  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe  (Ci);  nous  pouvons  ainsi  remplacer  la  courbe  (Ci) 
par  cette  parabole.  La  relation  (10)  oii     \\,,^  =  <»     donne 

(7)  (Bi  -H,>)M^,,  4.(15,, -n,)IV,  =0, 

par  suite  : 

Si  deux  courbes  quelconques  cl  une  parabole  sont  tanyenles  en  un  mr oie  point,  leurs  rayons  de  courbure  en  ce 
point  et  les  rayons  de  courbure  au  point  homologuede  leurs  podaires  pir  rapport  au  foyer  de  la  parabole  satisfont 
à  la  relation  [<y) . 

Cas  où  le  point  M  est  de  rebroussement  pour  la  courbe  (C|).  —  Dans  ce  cas,  le  cercle  osculalcur  en  (P)  à 
Iv  courbe  (Pi)  passe  par  0  et  nous  pouvons  remplacer  la  courbe  (Pi)  parce  cercle.  La  relation  (10)  où  Hi  =  0 
donne 

(')  (B2  -  B:i)IV-.B,,3  +  B.;B,,;,B^„  -  BjR,,,!?,,:  =  0, 

par  suite  : 

.Si  deux  courbes  quelconques  et  un  cercle  sont  langents  en  un  point,  leurs  rayons  de  courbure  en  ce  point  el  les 
rayons  de  courbure  de  leurs  podaires  négatives  par  rapport  à  un  p-yint  de  ce  cercle  satisfont  à  la  relation  (-.). 

Les  deux  dernières  propriétés  généralisent  les  relations  (u),  (z'  ;  elles  s'en  déduisent  d'aiHeurs  immédia- 
tement, puisqu'au  point  de  vue  des  rayons  de  courbure  on  peut  leuiplacer  une  courbe  par  chacun  de  ses 
cercles  osculateurs. 

Cela  étant,  revenons  aux  relations  (i.j)  et  (-)  et  remarquons  qu'elles  sont  complètement  indépendantes  du 
point  par  rapport  auquel  on  prend  les  [)odaires.  Prenons  les  podaires  de  trois  courbes  (Ci),  (C-i),  (C3)  tangentes 
en  M  par  rapport  à  deux  points  0',  0".  I,a  formule  (o)  appliijuée  à  ce  système  de  courbes  tangentes  et  à  chaque 
système  de  podaires  donne  les  relations 

r;ir;,,(Pi  -  Wi)  +  b;.b;,:,(H2 -  \h)  -+-  b;,3b;i(B;,  -  Bi)  =  o, 
b;ib;;,(Ri  -  r.)  -+-  r;2u;;,(B2-  r^)  -+-  r;;:!r;,(R3  -  bo  =  o. 

Or  (Bi  -  B2)  +  (B2  —  R3)  +  (B3  —  Ri)  =  0  ; 


SUR  LE  RAYON  DE  COL'RBL'RE  DES  COURBES  PLANES 


l'élimination  de     Ri  —  R^,     Rj  —  Hj 


('>) 


R.t  —  Ri     entre  ces  trois  équations  nous  conduit  à  la  relation 

r;ir;2       r;2r;:.       %^k^ 

=  U  ; 


Ft;.R;2 
1 


R,R,. 


(/•) 


=  0. 


(•y) 


en  outre     R^"i  =  00     et  la  relation  (-V)  devient 


0. 


1  1 

de  là,  le  théorème  : 

Si  deux  systèmes  de  trois  courbes  tangentes  sont  les  podaires  d'un  même  système  de  troin  courbes  tangentes  par 
rapport  à  deux  points  différents,  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux  systèmes  aux  deux  points  de  langence  satis- 
font à  la  relation  {•[). 

Prenons  de  même  les  podaires  négatives  d'un  système  de  trois  couri)es  tangentes  en  un  même  point  M. 
par  rapport  à  deux  points  dKîérents  0',  0".  La  formule  (r)  donne  les  deux  relations 
R;(RiR2  —  R;)Ri)  H-  R2(R2R3  —  R1R2)  +  R;(R3Ri  - R^nri)  =  0, 
R';(RiR2— RaRi)  +  R2(R2R3— RiR2)  +  R;;iR'Ri-  R2Ro)  =  0. 
Or  (RiR.—  R:>Ri)  -I-(R2R>  — RiR2)-l-  (R^Ri  —  RjIî^)  =  0. 

les  R'  désignant  les  rayons  de  courbure  des  podaires  négatives;  l'éliminalion  de    R1R2  —  RRi,    R^R^ 
R3R1  —  RoRi    entre  ces  trois  équations,  nous  conduit  à  la  relation 

r;  R2  Ri 

K  R2  1^3 

1  1  1 

laquelle  donne  le  théorème  : 

Si  deux  systèmes  de  trois  courbes  tangentes  sont  les  podaires  négatives  d'un  même  système  de  trois  courbes 
tangentes  par  rapport  à  deux  points  différents,  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux  systèmes  aux  deux  points  de 
langence  satisfont  à  la  relation  (/"). 

Cas  particuliers.  —  Si  le  point  0'  est  le  foyer  d'une  parabole  ayant  un  contact  du  second  ordre  en  M  avec 
la  courbe  (Ci),  on  peut  appliquer  une  fois  la  relation  h)  ;  la  formule  (6)  se  simplifie  et  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

R;2(n;:i  -  r;,)       R;3(n;,-R;2) 
r;2  b;3 

Si  0"  est  le  fovcr  d'une  seconde  parabole  jouissant  de  la  même  propriété  ([uc  la  préccdcnto,  nous  aurons 

Kl  ^  Kl 
K       K  ' 

Or,  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  en  M  avec  une  courbe  (C,)  est 
un  cercle  tangent  en  M  à  (Ci)  ;  de  là,  la  courbe  (Ci)  étant  quelconque  : 

Si  deux  systèmes  de  deux  courbes  tangentes  sont  les  podaires  d'un  même  système  de  deujc  courbes  (Cj),  (C3) 
tangentes  en  un  point  M,  par  rapport  à  deux  points  0',  0"  situés  sur  un  cercle  tangent  en  M  à  (Cj),  (Cj\  les 
rayons  de  courbure  aux  deux  points  de  langence  forment  une  proportion . 

J'arlons  de  même  de  la  relation  (f)  et  faisons   successivement     R',  =  0.     R';  =  0,      c'est-à-dire  supposons 

,  .    ,         r;     h.:    ,.  . 

que  les  points  0',  0"  satisfassent  à  la  même  condition  que  précédemment,  nous  oblionarous  ~-  —  1^;-.  a  ou 
le  môme  théorème  pour  les  podaires  négatives. 

Application  au  limaçon  de  Pascal.  —  Considérons  trois  cercles  (Ci),  (C2),  (Ci)  tangents  en  un  point  .M  :  leurs 
podaires  par  rapport  à  un  point  G'  sont  trois  limaçons  de  Pascal  de  point  double  0',  tangents  en  un  point  P' 
et  de  conslantes  bt,  b.>,  b.^  égales  aux  rayons  de  ces  cercles  ;  leurs  podaires  par  rapport  à  un  second  point  tk' 
sont  (rois  limaçons  de  point  double  0",  tangents  en  un  point  1''  et  de  mêmes  constantes  bi,  b:,  b>.  Les  rayons 
de  courbure  aux  points  P',  P"  satisfont  à  la  relation    {^j  ;  de  là  : 

Si  deux  systèmes  de  trois  limaçons  de  l'ascal  ayant  même  point  double  et  tangents  en  un  point  ont  tuâmes 
constantes,  les  rayons  de  courbure  aux  deux  pointa  de  tangence  satisfont  à  la  relation  {•l). 

Ces  rayons  de  courbure  satisfont  à  la  relation  {-l)  si  le  point  O'  est  le  foyer  d'une  |Mrabolc  ayant  un  con- 
tact (lu  sc((nni  ordre  en  M  avec  le  cercle  (C|);   ils  forment  une  projtortion  s'il  eu  est  de  même  du  point  0". 

Application  aux  coniques.  --  Ku  prenant  les  podaires  négatives  des  trois  cercles  (Ci),  (Oj),  (Cj)  par  rapport 
à  deux  points  0',  0",  on  arrive  de  même  à  la  propriété  suivante  : 

.Si  deux  systèmes  de  trois  coni(]ues  ayant  même  foyer  et  tangentts  en  un  point  ont  mêmes  longueurs  Je  grands 
axes,  les  rayons  de  courbure  aux  deux  points  de  tangence  satisfont  à  In  relation  (f'). 

Ces  ra>ons  de  courbure  satisfont  à  um>  relation  (f)  simplifiée  si  le  point  o'  est  sur  le  corde  (C|)  ;  ils 
forment  une  |)roporlion  s'il  en  est  de  même  du  point  (>". 
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Inverses.  —  Considérons  trois  courbes  (Ci),  (C2),  (Cs)  tangentes  en  un  point  M;  leurs  inverses  (Ii),  (U), 
(I3)  seront  tangentes  au  point  correspondant  I.  —  La  formule  F,-  appliquée  aux  trois  couples  de  courbes  (Ci),  (L); 
(C2),  (I2)  ;  (C3),  (I3)  donne  les  relations 

ii;-^-k-^=''  Tfc+îf:-'^^'  ■k-^i:-'='^ 

que  nous  pouvons  écrire     p,Ri  +  pR,i  —  RiR,,  =  0,     z,[\,  +pR,2  —  llAin  =  0,     p.Rs  +  pR,-  —  R:iR  ,,  =  0. 
L'élimination  de  p,,  p  entre  ces  trois  équations  nous  conduit  k  la  relation 

1?,  R,,  RiR, 

(?)  .  R.  R,2  WiRr:      =  0, 

R:l  R;  R:in,3 

de  là  : 

Si  trois  courbes  sont  tangeyiits  en  un  point,  leurs  rayons  de  courbure  en  ce  point  et  les  rayons  de  courbure  au 
point  homologue  de  leurs  inverses  par  rapport  à  un  poini  qualronque  sont  liés  par  la  relation  (-j). 

Cette  relation  (o),  développée,  s'écrit    RiR.R^m'R,,  —  R,.,  -+-  RjRaRaîR.î  —  R/a)-!-  RnRiR,:'R,3  —  R,i)  =  0. 

Si  le  point  M  est  un  point  d'inflexion  pour  la  courbe    (Ci)(Ri  =  00),    la  relation  (cp)  devient 

(4^)  R  .R,;i(R;i  —  R,2)  -f-  R3R,-2(R/n  -  R/i)  =  0. 

Prenons  les  inverses  du  système  de  trois  courbes  (Ci),  (C2),  (Cj^  tangentes  en  M,  par  rapporta  deux  points 
différents  0',  0".  La  formule  (9)  nous  donne  les  deux  relations 

RâR'ilR.Rn  —  RiiRij  +  R;iR;3(R3R.  —  R1R2)  +  R-iR.'iCRiRi  —  nA\,.)  =  0, 

R:'iR;'2(R3R2  —  RiRs)  +  R';2R;'3(R;iRl  —  R1R2)  -f-  R":.R"i(RiR2  —  R2R3)   =  0. 

Or  (R2R;,  —  R:iRi)+(R3Ri  — RiR2)  +  (RiR2  — R2R.O  =  0, 

l'élimination  des  trois   quantités  entre  parenthèses  qui  figurent  dans  la  dernière  équation  nous  conduit  à  la 

relation 

R;iR!2  RiiR/s  HiaRa 

<^^)  ^"nKi  Ki^'n  K.Kt      —  0, 

1  \  1 

de  là,  le  théorème  : 

Si  deux  systèmes  de  trois  courbes  tangentes  sont  les  inverses  d'un  riu'me  système  de  trois  courbes  tangentes  par 
rapport  à  deux  points  différents,  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux  syUroxes  aux  deux  points  de  tangence  satisfont 
à  la  relation  (Q. 

Remarquons  que  la  relation  (^  est  la  môme  que  la  relation  {-.). 

Unyon  de  courbure  d'une  conique.  —  J'ai  établi  la  proposition  suivante  {Revue,  juin  1900)  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  rayons  de  courbure  de  deux  coniques  aux  points  de  contact  de 
deux  tangentes  communes  forment  une  proportion  inverse  est  que  ces  quatre  points  soient  sur  un  cercle . 

On  doit  à  Duporcq  le  théorème  suivant  (*)  : 

Lt.  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  deux  coniques 
soient  sur  un  cercle  est  que  leurs  foyers  soient  sur  un  cercle  et  y  forment  une  division  harmonique. 

De  là  : 

Lorsque  les  foyers  de  deux  coniques  sont  sur  un  cercle  et  y  forment  une  division  harmonique,  le  produit  des 
rayom  de  courbure  aux  points  de  contact  d'une  tangente  commune  quelconque  est  constant. 

(A  suivre.) 
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1836.  — 5î'  deux  quadriques  qui  ont  deux  génératrices  communes  de  même  système  se  coupent  à 
angle  droit  en  tou%  les  points  de  l'une  d".  ce%  généralrices,  el/ex  se  coupent  à  angle  droit  en  tous  les  points  de 
t' au  Ire. 


(')  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathèiwitiques,  1904. 


GÉOM  ET  m  E  A  >  A  L  YT IQ  U  E 


Soient  (G)  y  —  mx  =  0,  z  —  h  =  0\  (G')  y^mx  =  0,  z-hli  =  0,  les  cqualions 
des  deux  génératrices  G  et  G'  de  même  système,  communes  aux  qiiadriqiies  S  et  S',  que  l'on  sup- 
pose indécomposables  (*)  ;  les  équations  de  ces  quadriques  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

(S)     A(ii  —  mx)(y  -+-  mx)  -+-  B(j/  —  mx)(z  -+-  h)  +  C( j/  -+-  mx)(z  —  h)-^  \)(z  —  h)[z  -i-  h)  =  0, 

(S')     A'(v  —  mx)(y  +  mx)  -{-  B'(y  —  laxyz  +  h) -\-  C'(?/  -f-  mx){z  —  h)  -^  D'(z  -  h'jfz  +  A)  =  0  ; 

les  déterminants     AD  —  BC  et  A'D' —  B'C    ne  sont  pas  nuls. 

Le  plan  I',  y  —mx  —  /'{z  —  //)  =0,  touche  la  siirfacc  S  en  un  point  A  de  la  génératrice  G;  le 
plan  1'',  y  —  mx  —  ijJz  —  h)  ==  0,  louche  la  surface  S'  en  un  point  A'  de  la  génératrice  G'.  Pour  que 
CCS  doux  plans  soient  reclangulairos,  il  faut  que 

(I)  m2+  l-hÀ[JL   =   0. 

Cherchons  maintenant  la  condition  pour  que  A  et  A'  coïncident.  Pour  avoir  l'abscisse  de  A  on 
remplace  dans  l'cqualion  (S)  y  —  mx  par  Xz  —  h),  z  —  A  est  alors  en  facteur  ;  on  divise  par 
z  —  h     et  dans  le  quotient  on  fait     y  —  mx    et     :;  =  h.     On  obtient  ainsi 

(-2)  mx{l\  4-  G)  4-  /i(BX  -f-  D)  =  0. 

La  coordonnée  x  de  A'  satisfait  à  l'équation  analogue 

(3)  mx{ii\'  -+-  G')  +  /((B'.a  H-  D')  =  0. 

En  égalant  ces  valeurs  de  x,  on  trouve  une  équation  en  X  et  [x  indépendante  de  m  et  de  //  : 

(4)  >.iJt(AB'  —  BA' j  -H  KGB'  —  DA')  -h  À(AD'  —  BC)  -^  CD'  -  DC'  =  0. 
Pour  que  cette  équation  soit  identique  à  l'équation  (1),  il  faut  que 

AB-    ba'^cd'-ik:'^         ,;,v_,u=o,         cn-n'A  =  o. 

1  14-  m^ 

Ces  équations  ne  contiennent  pas  h  ;  m,  n'y  ligure  que  par  son  carré;  donc  si  les  plans  tangents  à  S 
et  à  S'  en  un  même  point  de  G  sont  rectangulaires,  la  même  propriété  a  lieu  le  long,  de  la  génératrice 
G',  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Les  surfaces  ont  deux  autres  génératrices  communes  •(  et  y'.  ^^  système  auiro  (jio  celui  auquel 
appartiennent  G  et  G',  elles  se  raccordent  aux  points  où  G  coupe  ces  deux  génératrices.  Comme  elles 
sont  orthogonales  en  tous  les  points  do  G,  il  est  clair  que  -;  et  •/  sont  imaginaires,  et  que  les  plans  de 
raccordement  sont  isotropes. 

Mais  on  peut  se  convaincre  de  l'existence  de  surfaces  réelles  ayant  en  commun  deux  génératrices 
de  mémo  système,  réelles  aussi,  et  se  coupant  orthogonalement  en  tous  les  points  de  l'une  ou  de  l'autre 
do  ces  génératrices.  On  peut  se  donner  arbitrairement  les  coefficients  A,  B,  C,  D  do  l'équation  de  l'une 
de  ces  surfaces  (en  supposant  AD  —  BC  y^  0),  les  équations  (o)  déterminent  des  quantités  propor- 
tionnelles à  A',  B',  C  et  D'.  On  trouve  ainsi  que  si  l'équation  do  la  première  quadriquo  est 

(?/  -  mx)'\{y  -h  mx)  +  B(3  -{-  h)]  -h  (-  —  /i}[Ciy  -\-  mx)  +  D(:  -h  h)\  =  0, 
celle  (le  la  seconde  est 

(1  -h  m-)[z  —  li)\\{y  ■+-  wx)  +  B(:  -h  h)]  —  (j/  -  "'■'•^fC(v  -h  mx)-\-  D(:  -hh)\  =  0. 

Le  plan  tangent  à  la  quadriquo  S  au  point  ii  l'iulini  sur  G  est  lo  plan  langent  h  S'  an  point  central, 
et  réciproquoincnt.  Donc  los  surfaces  S  et  vS'  ont  même  point  otMilral  I  sur  G,  et  les  plans  tangents 
aux  doux  qiiailiiquos  on  ce  point  sont  icM'tangulaircs.  Ou  sait  ipio  si  Ton  appelle  "  l'angle  que  f;\il  le  plan 
langont  en  un  point  A  de.  G  av(>r  je  plan  langont  on  I,  on  a  IgO  =  k.W,  A-  est  co  que  l'on  appelle  le 
paramètre  do  distribution.  Pour  <iU(Mt>s  sui  l'aoos  S  et  S',  orthogonales  on  I,  soient  orthogonales  on  A, 
il  faut  et  il  sullit  (pio  lo  paramètre  do  distiihutiotï  soit  lo  môme  pour  les  doux  surfaces  le  lon«  de  G. 


(•)  Le  théorème  n'a  pas  lieu  si  cliacuin'  ilos  siiif.icos  si-  réiiiiit.t  >li'ii\  plans. 
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Solution  géométrique.  —  Considérons  deux  quadriqucs  (S)   et   (S')  ayant  en  commun  deux  génératrices 

G  et  G'  de   même  système  ;  nous  allons  démontrer  la  propriété  suivante  : 
Si  les  plans  tangents  à  (S)  et  à  (S')  en  un  point  M  qui  parcourt  G  forment 
une  involution,  il  en  est  de  même  des  plans   tangents  à  ces  quadriques  en  un 
même  poirit  qui  parcourt  G'. 

L'involution  formée  par  les  plans  tangents  en  un  môme  point  de  G  a 
deux  plans  doubles,  ce  sont  les  plans  tangents  aux  points  E  et  F  où  les 
surfaces  se  raccordent.  Les  plans  tangents  en  M  k  (S)  et  (S')  étant  conjugués 
dyns  l'involution  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  plans  doubles. 
Les  plans  doiil)les  coupent  G'  en  E'  cl  F'  (EE'  et  FF'  sont  les  deux  généra- 
trices dfi  l'autre  système  communes  aux  quadriques),  le  plan  langent  à 
(S)  en  M  coupe  G'  en  P,  le  plan  tangent  à  (S')  en  M  coupe  G'  en  O  :  ces  points  sont  conjugués  harmoniques 
relativement  à  E'  et  F'.  Le  plan  tangent  à  (S)  on  P  est  le  plan  de  .M  et  de  G',  que  nous  désignons  par  (M,  G'j, 
les  plans  tangents  à  S'  en  Q,  E'  et  F'  sont  respectivement  les  plans  M,  ('•'),  (E,  G'),  (F,  C),  le  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  plans  tangents  à  S'  en  quatre  points  Q,  P,  E',  F'  d'une  même  génératrice  est  égal  à  celui  des 
quatre  points,  donc  le  plan  tangent  à  S'  en  P  est  conjugué  du  pian  (M,  G')  relativement  aux  plans  (E,  G'J  et  (F,  G';. 
Les  plans  tangents  aux  deux  quadriques  en  P  forment  donc  une  involution  quand  P  se  déplace;  les  plans 
doubles  de  cette  involution  sont  les  plans  (E,  G')  et  (F,  G'). 

(A.   D.) 
Bonnes  solutions  de  MM.  A.  Rousseau,  à  Landrecies  ;  A.  Courtois,  à   Douai. 


1841. —  l"  /Jélerminer  et  construire  les  courbes  (C)  telles  que  In  tangente  et  la  normale  en  chaque 
pd'nU  M  (lé terminent  sur  O.r  un  segment  de  mesure  algébrique  constante  a. 

2°  Calculer,  en  fonction  de  l'angle  polaire  a  de  la  demi-tangente  positive  de  la  courbe  (C)  qui  passe  à 
l\)iii/ine,  les  coordonnres  de  .M,  Varc  O.M  et  le  rayon  de  courbure  en  M.  Calculer  l'aire  comprise  à  l'inté- 
rieur de  la  courbe. 

o"  Trourer  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes   (C). 

4"  On  considère  les  tangentes  aux  di/fcrenles  courbes  (C)  en  leurs  points  de  rencontre  avec  Oy.  Trouver 
et  construire  l'enveloppe  (E)  de  ces  tangentes. 

5'J  On  suppose  que  a  varie  et  on  demande  les  trajectoires  orthogonales  (T)  des  courbes  fE). 

(')"  Construire  la  podaire  relativement  à  l'origine  de  la  courbe  (C)  qui  ))asse  en  ce  point  et  celle  d'une 
courbe  (T)  (juelconqiic. 

\°  Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M.  Si  a  désigne  l'angle  polaire   de  la  dcmi-tangcnle 

ijosilive  monéc   en  ce   poini  à  la   courbe  (C),  l'équalion  de  la  tangente  est —  = — -. — '-' 

cos  a  sina 

En  y  faisant     Y  =  0,     nous  avons  l'abscisse  du  point  T  où  cette  droite  rencor>itre  O.r,  soit 

Xt  =  .t  —  y  cotg  a. 
Pour  avoir  l'abscisse  du  point  do  rencontre  X  de  Oc  avec  la  normale,  il  suflit  de   changer  a  en 

«  +  -J:     Xn  =  r-^y  Ig  a. 

Si  a  désigne  la  mesure  algébrique  du  segment  TX,  nous  avons  réqualion    y(tgï  +  cotg  a)  =  a,    d'où 

(l)  y  "^  ^  sin2a, 


puis 

ou 

en  posant 


dx  =  dy . cotg  a  —  «.cos  2a. cotg  a.rfa, 

,                             2cos-  a  —  1   ■                      a     l  —  -u    , 
dx  ^=  —  a  cos  a •  f/(cos  a)  =  — -  •  — du, 

1   —  cos'-  a  2         1  —  u 

Il  =  cos-  ot. 
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On  est  ramené  à  nno  quadraliiro  portant  sur  une  fraction  rationnelle  très  simple.  En  appliquant  la 
méthode  classique,  nous  avons 

x=a^  l^du-^j-^'^  ^a|^u-f-|log|«-l|J-hC". 

En  remplaçant  u  par  sa  valeur  et  désignant  par  .;•„  une  constante  arbitraire,  on  a  finalement 

(3)  .r  =  Xg  +  fl(cos^  »-f-log  jsin  a|). 

Les  éfiuations  (1)  et  (3)  constituent  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  (C)  la  plus  générale. 
On  voit  que  toutes  ces  courbes  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  des  translations  suivant  Ox,  ce  qui 
était  évident  a  priori. 

Construisons  celle  qui  correspond  à  une  valeur  nulle  de  x,j. 

D'abord,  x  et  y  sont  des  fonctions  périodiques  de  a,  dont  la  plus  petite  période  est  -.  Nous 
aurons  donc  toute  la  courbe  en  faisant  varier  a  de  0  à  -.  Le  changement  de  a  en  -  —  a  nous  indi- 
(jue  une  symétrie   par  rapport   ii  Ox  et  nous  permet  de  réduire  notre  intervalle  de  variation  à  linter- 

valle   (0,  -^  )•    Si  nous  remarquons  que  les  équations  (2)  nous  donnent  les  dérivées  de  j-  et  de  y  par 

rapport  à  a,  nous  pouvons  immédiatement  construire  le  tableau  suivant  : 


a 

0 

4 

^ 

(Jj- 

dx 

-4- 

0 

— 

x 

—  00 

cr. 

Ti' 

-logâ) 

(lécr 

0 

dy 
dx 

.  L- 

0 

- 

y 

0 

cr. 

a 
2~ 

décr. 

0 

Si  l'on  se  rappelle  que  a  est  l'angle  polaire  de    la  demi-tangente  positive,   on    pt>ul   tracer  sans 
aucune  difliculté  la  courbe  ci-dessus,  (jue  nous  complétons  en  pointillé  au  moyen  de  la  sytntMru'  par 

rapport   h  0./;.   {{(Miiarquons  (juc   les  point<  A  et  A',  (\m  correspondent  à     x  =  —     et sunl  des 

4  ■% 

points   d(!    rebronssrincnl.   En   ces   points,   le   sons   des   aies  positifs   ^qiii  est  inditiué  sur  la  ligure  par 

(les  (lèches)  change,  comme  cela  a  loiijours  lieu  chaque  lois  (ju'on  traverse  un  point  de  rebrousseraenl 

sur  une  combe  (|uele()n(|ue. 

o    X-  j  '^V  Cos  -Ix     ,  /      1  .    .        V  , 

z"  .Nous  avons  as  =  — ^ —  =  a dx  =  al 2  sin  x  ]dx, 

sma  sm  X  \  sin  x  I 


d  où 


co 


=  (ihog  tg  —    |--2cosa  ). 


en  preii;int  l'origine  des  arcs  an  point   O. 

Remarquons  que  .v  est,  ii  proprement  parler,  rabsci>M'  curviligne  du  point  M  de  paramètre  ». 

Kn  regardant  la  ligure,  nous  voyons  (\ue  l'arc  ()>[  sera  »>gal  à    *,  si  M  est  entre  0  et  A.  Si  M  osl 
entie   A   et  x',  on  aura      are  OAM  —  Sr.-hiS-  — s,\  =  'is  -  —  .v^. 

»  \      4  /  4 

Soit    maiiileii;iiil     U     l;i    mesur(>    algébrique    du    rayon    de   courbure    .-ur    la   demi-droite   d'angle 


polairt^      a  -\ 

2 
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.        ,  ds  cos  2a       ,^       ,  .„  .        .  . ., .  ^ 

On  a,  comme  on   sait,     R  =  — —  =  a  — : On  vérifie,  suivant  une  propriété  connue,  que    R 

dd  sin  a 

s'annule  pour       a  =  —      et     a  =  — — . 

Considérons  un  point  M,  de  paramètre  oc,  et  compris  entre  A  et  x'  (voir  la  figure).  L'aire  A  com- 

prise  entre  Ox',  la  courbe  et  l'ordonnée  de  M  a  pour  valeur     A  —  —   (     ydx,     car  l'élément  diflcren- 

tiel  ydx  est  positif  de  0  en  A  et  négatif  de  A  en  M. 
Calculons  cette  intégrale  définie  : 


A  =    I  -  ydx  =  —   I  -  sin  2a  cos  2a  cotg  oc.  doL  =  a^  j  - 


cos*  a  ces  2ada. 


1  1 

Or,         cos-  X  cos  2a  =  cos-  a  —  2  sin^  a  cos-  a  =  —  (1  -h  cos  2a) (l  —  cos  4a) 

2  4 

1      i       ^       1 

=  -—  H cos  za  -f-  --  cos  4a  . 

i        2  \ 

/a         sin  2a         sin  ia  \;         ^         a-  /  -  .  sin  4a 

D'où  A  =  a^(--i-— ^+-^^j;.     A  =  -(--a-sm2a_-^ 

Four  avoir  l'aire  totale  comprise  à  l'intérieur  de  la  courbe,  il  suffit  de  faire     a  =  0     et  de  doubler. 

ce  qui  donne     ^.  — ;-• 
4 

3°  Toute  trajectoire  orthogonale  (C)  des  courbes  (C)  doit  avoir  pour  tangente  et  normale  en  un 
quelconque  M  de  ses  points,  la  normale  et  la  tangente  à  la  courbe  (C)  qui  passe  par  ce  point.  Les 
courbes  (C)  jouissent  donc  delà  même  propriété  que  les  courbes  (G),  avec  cette  seule  différence  que 
a  a  changé  de  signe,  puisque  les  points  N  et  T  se  sont  échangés.  Or,  les  courbes  symétriques  des 
courbes  (C)  par  rapport  à  Oy  répondent  à  la  question  ;  ce  sont  donc  les  trajectoires  orthogonales 
demandées. 

On  peut  le  voir  aussi  simplement  par  voie  analytique.  En  effet,  si  a'  désigne  l'angle  polaire  de  la 
demi-tangente  positive  menée  par    M    à  (C),  l'angle  polaire    a    de  la  demi-tangente  positive  menée  par 

M  h  la  courbe  (G)  qui  passe  par  ce  point  est  lié  à  x   par  la  relation       a  =  a'  h-  —  • 

L'ordonnée  du  point  M  est  donc       y  =  —  sin  2a  = sin  2a'. 

2  2 

A  partir  de  là,  on  est  ramené  à  l'équation  (1),  où  Ton  aurait  changé  a  en  -  — a',  ce  qui  revien- 
drait, comme  on  le  voit  sans  peine,  à  remplacer    Or    par  la  demi-droite  opposée.  Enfin,  on  peut  encore 

remarquer  que,  y  no  changeant  pas  quand  on  change  a  en  -^ a,  à  tout  point  M  de  (C)  corres- 
pond un  point  P  de  la  même  courbe  ayant  même  ordonnée.  Ces  deux  points  sont  de  part  et  d'autre  de 
A  (voir  la  figure),  et  les  tangentes  correspondantes   ont  des  directions  symétriques  par  rapport  à  la 

direction  d  angle  polaire  —  •     Il  s'ensuit  que,  si  Ton  prend  l'arc  symétri([ue  de   APO    par  exemple  par 

rapport  ù  l'ordonnée  du  point  P,  la  tangente  en  ce  point  à  lare  obtenu  sera  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente en  M  à  l'arc  AMx'.  On  en  conclut  que  les  symétriques  des  courbes  (C)  par  rapport  à  Oy  sont 
les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes,  les  symétriques  des  arcs  tels  que  APO  étant  les  trajectoires 
des  arcs  tels  que  AM.c'  et  les  symétriques  des  arcs  tels  que  AMx'  étant  les  trajectoires  des  arcs 
tels  que    APO. 

4"  Si  l'on  fait  .x- =  0  dans  l'équation  de  la  tangente  écrite  tout  au  début,  on  obtient     Y  =  Xtga4-y. 

Eu  remplaçant  y  par  la  valeur  (1),  et  revenant  aux  petites  lettres  pour  les  coordonnées  courantes, 
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nous  avons  l'équation  généralo  des  tangentes  considérées  : 


(5) 


7/  =  a?  tg  a -h  — -  sinSc 

z 


où  a  conslituo  le  paramètre  varialjle. 

Si  l'on  pose     tga  =  m,     elle  prend  la  forme 


(fi) 


rj  =  mx  ->r 


1 


m^ 


On  reconnaît  la  forme  classique  de  l'équation  des  tangentes  à  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments.  Il  n'y  a  plus  qu'à  placer  cette  courbe,  dont  la  forme  est  bien  connue.  Pour  rela,  remarquons  que 
l'équation  (5)  ne  change  pas  quand  on  y  change  ?/  en  — y  et  a  en  —a;  donc  Ox  est  un  axe  de 
symétrie  de  l'enveloppe,  ce  qui  était  d'ailleurs  évident  à  priori  ;  c'est  donc  une  des  trois  tangentes  de 
rcbroussemont.  L'abscisse  de  son  point  do  contact  s'obtient  en  dérivant  (o)  par  rapporta  a  : 

(7)  X  -f-  a  cos-  X  cos  2  a  =  0. 

Pour     a  =  0      on  a     x  =  —  a. 

D'autre  part,  l'équation  (îj)  se  réduit  à     x  =  0     pour     a  =  —  ;    donc    ()>/    est   tangente  à  {E^  au 

point  0,  (|ui  est  un  des  trois  sommets.  Nous  avons  linalement  la  courbe  sui- 
vante. Le  centie  I  du  cercle  tritangent  est  au  quart  de  013  à  partir  de  0. 

5"  Prenons  l'équation  de  la  tani^enle  à  une  trajectoire  (T)  en  l'un  quel- 
conque M  de  ses  points,  sous  la  forme  canonique 

(8)  a?  coso  +  y  sincp  =  p. 

La  normale  en  ce  point  a  pour  é(jMation 


(9) 


—  X  Sin  Ci  -I-  y  cos  cp   zz: 


dp 
1^ 


Or,  cette  normale  n'est  autre  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (E)    qui  passe  par  ce  point,  pour 

une  valeur  convenable  de  «.  Si  nous  identifions   (5j   et   (9),    nous  pouvons   prendre  d'aburd,       (f  =  a  ; 

nous  avons  alors 

dp  a 

—~~  =  -r-  cos  a  sin  Z'J.  =  (t  sin  a  cos^  a. 


(10) 


p  cos  a ; —  Sin  a  -t-  a  cos- a  cos  za  =  0. 

rfa 


D'autre  |)arl.  si  nous  remphiçons  cp  par  a  dans  (8)   et  (9)  et   si   nous  éliminons   ij    entre  ces  deux 

dfj 

équations,  nous  obtenons  l'abscisse  du  point  M,     x  =  «cosa ; —  sin  j. 

'  aa 

dette  cx[»ressioii   d(jil  (Mro  éj^ale  à  celle  que  donne   (7   ;   nous  avons  donc  nue  seconde  équation 

eîitie  p,  ^,  (I  : 

(H) 

Eliminons  a  entre  (10)  et  (11),  nous  avons  récjuation  difTérentielle  des  courbes  (T)  : 

dp  ,  dii     .       \    . 

—f-    cos  !2a  -+       l>  cos  a j—  sill  a      Sin  a  =  (), 

dx  \'  dr  ' 

du  sin  a  cos  a.  (/a  1  (/(/ 

d'où  — ^    =      ..    . T—  =  — -  •   — —■  "'"  po^^iiii  II  ~  sin-ï. 

p  s  sin-  a  —  1  2        ;}(/  —  t 

liilc^'ions,  \P\  =  A(|3sin-a  —  IJ)  «  . 

La  constante  arbitraire  A  n'a  d'autre  etl'eL  en  variant,  que  de  remplac«'r  une  courbe  (T)  par  une 
courbe  bomothéliqiie  de  la  prcniicrc  rclativemcnl  an  point  0  (ce  qui  était  :\  prévoir.  <i  Ton  remarque 
(|ut'  la  couibc  (E)  reste  lioinotlH'"li(|iii'  à  ('ll(>-ini''ni(>  iiuanii   n  varie)  ('). 


(')  Voir  à  ce  sujet  une  iiolo  de  l';uileur  ilaiis  le  n-  Me  Mars  l'.'U'i  .ii-  i.i  linuf. 
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6°  La  tangente  à  la  courbe  (C)  construite  dans  (1°)  a  pour  équation  générale 

X  sin  a —  ij  cos  1  =  a  sin  a  |  cos-  a  -+-  log|  sina|  j —  sin  2acos  a  =  a  sin  a.  log  |  sin  ^1 , 

ou  encore  x  cos  w  +  y  sin  w  =  a  cos  w.  log  (  cos  w  | . 

La  podaire  de  (C)  a  donc  pour  équation  polaire 

p  —  a  cos  eu.  logl  cos  w| . 
Construisons  cette  courbe. 

Si  Ton  change  w  en    t  4-  (o,     p  change  de  signe,  ce  qui   redonne  le  même  point,  et  nous  fournit 
comme  intervalle  de  variation    (0,  ~).    Si  Ton  change    w    en     - — to,      p    cliange  également  de  signe  ; 

d'où  symétrie  par  rapport  à  Ox  et  réduction  à  l'intervalle     (  0,  ^  )  • 

do 
Prenons  maintenant  la  dérivée  de  p,         '-  =  —a  sin  m  [1  -\-  log  |  cos  m  \  ]. 

dw 

-  1 

Cette  dérivée  s'annule  entre  0  et      —      pour     cos  m  =  —,       ce    (lui    donne  une  seule  valeur  (o, 

2  e 

danscet  intervalle,  valeur  comprise  entre    t-    et    —  •        Ceci  nou>  permet  de  dresser  le  tableau  suivant  : 


<h 


0 

to, 

•-} 

0 

- 

(1 

+ 

-+-  30 

0 

déc. 

a 
p. 

Cf. 

0 

(La  valeur  de  p  pour     to  = -1     se  présente  sous  la  forme     Oxx  ;     mais  on  sait  que  c'est  cos  o 

qui  l'emporte  sur  le  logarithme).  D'où  la  courbe  ci-dessus,  complétée  par  symétrie. 

Construisons  enfin  la  pôdaire  de  la  courbe  (T)  cjui  correspond  à      A  =  1.     Cette  podaire  a   pour 

équation  polaire  \o\  =  (jlJsin-  w— 1|)  «  ,  ou  p"  =  ±(^3  sin- w  —  I). 

iNous  aurons  donc  deux   courbes    algébriques  distinctes.  Pour  chacune  d'elles,   il    sunit    de   faire 

varier  m  de  0  à  —  et  de  compléter  par  symétrie  relativement  a  Or  et  O»/. 

I  :     p"  =  3sin^  m  —  1.   —  Pour  la  réalité  de  p%  il  faut  avoir     sin-"j  >  — ;     d'où 
o)>(u,,      w,  désignant     un  arc,  compris  entre   —   et  —  et 

1 

ayant  pour  sinus   — -  •  D  ailleurs,   lorsque  10  croît  de  to,  à 

-— >   p  croit  de  0  a  i/25.  Ceci  nous  donne  la  courbe  ci-contre,  à  gauche. 

II  :     p''  =  1  — 3sin-to.   —On  fera  varier  w   de  0  à  (o,,  auquel  cas  p  décroîtra  de  1  à  0;  d'où  la 
courbe  ci-dessus,  à  droite.  j.  H\A(J. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Blarez,  école  Sainte<;eneviève  ;  G.  L.agii,  à  Denain  ;  A.  Courtois;  Léonzi,  ;i  Bordeaux  :  Nkvkja.ns. 
Assez  bonne  solution  :  M.  .1.   Socbahjné. 
Solution  partielle  :  M.  A.  Housskau. 
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1845.  —  On  considère  deux  coniques  fixes  C  el  C,  soienl  M  el  M' les  pôles  d'une  même  droite  par  rap- 
port aux  deux  coniques  ;    lieu  de  ces  points  sachant  que  le  milieu  de  MM'  est  situé  sur  une  droite  donnée  D. 

Nous  prendrons  la  droite  D  pour  axe  des  ;/,  l'axe  des  x  étant  absolument  quelconque  et  nous 
désignerons  par 

Ax-  -h  5Baj/  4-  Cy-  4-  2i).r  +  2Ky  -1-  F  =  0,  \'x-  -+-  2B'x-y  4-  C'j/^  h-  2b'x  -h  2E'y  +  F'  =  0 

les  équations  ponctuelles  des  deux  coniques,  et  par 

au^  H-  ymv  -f-  cv-  4-  '^duw  -+-  ^evir  +  fin-  =  0,  a'w-  -l-2//uu  4-  c'v^-  4-  2(/'ji?/'  -(-  Se'tvr  -4-  /'«•-  =  0 

leurs  équations  tangentielles,  en  posant  selon  l'nsage 

a  =  CV  —  ES     h  =  E\)  —  BF,     .  . . ,     a'  =  C'F'  —  E",     b'  =^  E'D'  -  B'F',     .  .  . 

Soit  maintenant     ux -^  vy -+- ir  =  0     l'équation  d'une  droite  quelconque    a.     Les  pôles   M  et  M'  de 

,     .  ,  .  ,      .  nu -{- bo -\- dw  a'u-^  b'v-^  d'w 

cotte  di'oile  par  rapport  aux  doux  conKiues  ont  pour  abscisses     — r  -     et     •— ; j 

au  -h  ev-\~  fw  du  -h  ev  -h  fw 

et  ponr  que  le  milieu  do  MM'  soit  sur  la  droite  D,  il  fan!  qu'on  ait 

au -+- bv -h  d/r  a'u -\~  b'v -\- d'w 

du  4-  «iv  4-  fw  d'u  4-  e'o  4-  f'iv    ~ 

ou 

(2)  {au  4-  bv  4-  dw)(d'u  4-  e'v  4-  /V')  4-  (du  4-  eu  4-  fw){a'u  -4  b'v  4-  rf'?*^')  =  0. 

Cette  équation  est  l'équation  tangeiitielle  d'une  conique  (y)  qui  est  l'enveloppe  de  la  droite  a.  11  en 
résulte  imniédiatenienl  que  les  lieux  dos  points  M  et  iM'  sont  des  coniques  qui  sont  les  polaires  réci- 
proques de  (y)  par  rapport  à  (C)  ot  (C). 

Keniarquons  que  les  équations  du -i- ev -{- fw  =  0,  d'u-h  e'o -{- f'iv  =  0  sont  les  équations  tan- 
gentielles des  centres  to  et  w'  des  coniques  C  et  C,  et  que  au -\- bv  ■+-  du-  =  0,  a'u-r-bc  -f-div  =  0 
sont  les  équations  dps  pôles  A  et  A'  de  l'axe  Oy  (ou  de  la  droite  D)  par  rapport  aux  mômes  coniques. 
L'équation  (H)  nous  montre  alors  que  la  conique  (y)  est  tangente  aux  droites  AA',  low',  At.V  et  A'w. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  du  point  M  ;  les  coordonnées  ./■,  y  de  ce  point  vérifiant  les  équations 

_  au  ->rbv  4-  d/r  \.r  -+-  \ly  -+-  D  Hx  4-  Cy  4-  E  l)x  4-  Ey  4-  F 

du  -\-ev  -+-  fie  u  ~  v  w 

Uem{)la(;i)ns  dans  l'équation  (1)  le  jjroinier  rapport  par  x,  cl  dans  lo  deuxiènio  rappoit  u,  r,  ir  par 
les  quanlilés  proportionnelles     Ax  -\-ïiy  -\-D,     \ix -\- Cy -\- E,     D.r -h  Ei/ 4- F  ;     nous  obtenons 

«'(Ax  H-liv  -h  D)  -  i   //(H./-  -»-  Cv  -+-  E)  4-  d'(\)x  4-  Ey  -4-  F) 

X  4 r ^^ ^ =  0, 

d'(Ax  4-  H?/  4-  D)  4-  e'[\ix  4-  C»/  4-  E)  -f-  f'{Dx  4-  Ej/  -t-  V) 

ou 

a[(A(/'  4-  Be' 4-  Df')x  -+-  (IW  4- Ce'  4-  E/")jy  ]  4^ [Aa'  +  B//  -t-  :iUti'  -+-  Ef '  4-  Ef']x 

-H  (Ha'  -f-  (7/  -h  VAny  -^  Prt'  4-  Eb  -f  Frf'  =  0. 

Cette  équation  repr(''senle  en  iriniéral  une  hyperbole  dont  Tune  des  directions  asyniplolicjuos  est 
parallèle  à  I)  ot  dont  l'aulro  a  poui  (Miuation     (Arf'4- B^'4- !)/').«•  4- (B(/' 4- Ce' 4- E/"')j/  =  0. 

Il  est  aise  do  voir  (|ue  celte  diroetion  osl  paiallèle   ;ui  diainolre  conjugue   do  <•><.)'  par  rapport  à  la 

n^      .^  ■  ,.,,,,  A(/^Bo  \Ui-i-Cc 

conu|ue  [C).  (<ai' si  on  y  roniplace   1)   el    \:  pai'  les  valeurs  égales et j • 

l'équation  i\{'  la  deuxième  dii-ecl  ion  .isyiuplolique  s'écrit 

(  ~  -  j)(Ax4-  B.v)  -+-  (77  -  7)("^-  -^  ^'.V)  =  <»' 
et  c.etlo  droite  es!  bien  parallèle  au  (lianièlre  coniuj^ué  de  <••"»'. 
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Le  lieu  du  point  M  est  une  parabole  si  Ton  a  B'i'  -hCe'  -t-  E/'  =  0,  cest-à-dire  si  le  diamètre 
conjugué  de  la  droite  D  par  rapporta  (G)  passe  par  le  centre  de   (C). 

Remarque.  —  On  peut  établir  géométriquement  que  Tenveloppe  de  la  droite  a  est  une  conique. 
Pour  cela,  cherchons  combien  de  ces  droites  passent  par  un  point  donné  P.  Lorsque  a  tourne  autour 
du  point  P,  les  pôles  M  et  M'  décrivent  les  polaires  -  et  -'  du  point  P  par  rapport  aux  coniques  (C) 
et  (C),  et  tracent  sur  ces  droites  des  divisions  homographiques. 

D'autre  part,  à  tout  point  M  de  k  correspond  sur  -'  un  point  M;  tel  que  le  milieu  de  MVl,  soit  sur 
la  droite  D.  On  est  donc  conduit  à  chercher  les  points  .M  pour  lesquels   .M'  et  .M,  sont  confondus. 

Or,  il  est  visible  que  M'  et  M,'  tracent  sur  -'  des  divisions  homographiques  de  même  base,  qui 
admettent  deux  points  doubles. 

Il  y  aura  donc  sur  -  deux  points  M  répondant  ;i  la  question  et,  par  suite,  deux  droites  a  passant 
par  le  point  P. 

On  remarquera  sans  difficulté  que  les  droites  AA',  Aw',  A'w  et  mu,'  sont  des  positions  particulières 

de  A. 

P.  NEVEJANS. 

Bonnes  solutions  par  MVI.  E.-.\.  IUrisie!»  ;  André  Coortois,  lyrée  de  Douai;  G.  Lach,  h  Dcnain  ;  A.  Houssf.au,  à  Amiens  ; 
G.  FoucRY,  à  Reims  ;  .1.  Soubaignfî;  L.  Simon,  à  Tourmies  ;  Th.  ViviEn.  lyrée  de  Poitiers. 
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OlJESTiONS  POSEKS  AUX  EXAMENS  OHAUX 


I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

7506.  —  Décomposer  en  facteurs  linéaires    (//  —  z)^  -h  (z  —  x}^  -h  ).r  —  //)\ 

7507.  —  Démontrer  que    (x  —  l  )"*-'' -^  x-"*^    est  divisible  par    .r=  — r-t-l.     Trouver  le  quotient  pour     ii  =  \,     ii=2. 

7508.  —  Combien  y  a-t-il  de  termes  dans  un  polynôme  du  u"  degré  à  /*  variables? 

750Î).   —  Soit  l'{x)  un  polynôme  h  coefficients  réels.  Sacbant  que    /(/;  =  a  -(-/'/,    trouver  le  reste  de  la  division  de  ce 
polynôme  par    x^  +  i . 

7510.  —Calculer     y^îî^  30v/d  H--  'Voi  —  30^3  • 

7511.  —  Un  polynôme  complet  de  degré    2(/^  — 1)    a  pour  coefficients     1,  2,  3,  .    .,    /'— 1,    /'■    /' —  I ,    /'  — -,  ■■•  2,1. 
Démontrer  que  ce  polynôme  est  carré  parfait. 

1 

7512.  —  Les  fonctions    log.r,     sont  continues. 

sin  X 

7513.  —  Propriétés  du  détei'minant  adjoint. 

7514.  —  Calculer  les  déterminants 

(t         b         c      (I 

—  \x         0       0 

0       —  1       ic       0 


0 


0 
X 

—  \ 


0  33' 


fï 


2aa' 

0         —  \      X  ay'+va'        jiy'  -|-  y|î'  i-rf 

Dans  ce  dernier,  chaque  élément  est  la  somme  de  rélémenl  à  gauche  et  Je  l'clémerat  au-dessus  . 
7515.   —  Etudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 

log  n      ./•"     2(;-      .         .  .       ....  x"  .  »- -i- 1 


d  cos  a  cos  iii 
cos  '/  cos  2a  cos  3a 
cos  2a  cos  3a  cos  in 


2 

3 

4 

;; 

3 

f) 

10 

15 

4 

10 

20 

35 

ri 

15 

3.") 

10 

X"  2  II  T. 

cos ■ 

H  3 


sin ,/ ", 


Clin- + lin+ f  ^ 


(-^r-T^ 


n{)i  —1) 


(-7)" 


L 


//  —  1 


Vn'  -+- 1  —  <Jn-  -1-1. 


'A'n  +  B 


)l  —  1 


n{n  —  l) 

7516.   —  Calculer  la  somme  des  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 

in  —3 

«■'  —  4)( 


(«-^1)! 


1 

v{n  -t-1) 


1 

nf»  -+-  l)(n  -f-  2) 


■(-^)' 
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1  J-                   ± 

7517.  —  Dérivées  des  fonctions      arc  tg —    (expliquer  le  résultat),  (i-i-j:)  -^,     (1-4-tgj;)  ^      (valeur  pour    j  =  0). 

7518.  —  Dérivée  de    cosa;   par  rapport  a    cos  —  • 

7519.  —  Etudier  les  Tariations  des  fonctions 

2              ,                   ,       .„         ,„           5^ -1-3             tg(.r-l-a)  ,1            sin  3.r-^  sin  5x-f- sin  7j: 

x-\ -1       a;log.r,       .x^  —  l2x  —  \2, — -,       — — arctg— -,       ^—- -L- , 

x^                                                             (x—bf           tg(a;  — a)  x'                  sin  3.r -^  sin  5.r 

siti  lu  -^  X) 


sin  \b  -+-  X) 


e-^^\/x,        .'i'^eï,        .«  —  iog  ch  .r,        (i  -1-./;)  ^  ,        |  1  h j 


du  e'i  -+-  2e~'' 

7520.  —  Calculer    — ^    sachant  que  x  et  m   sont  liés  par  la  relation    x  = 

7521 .  —  Trouver  pour    x  =  0    les  limites  des  fonctions 


-T"             ,              (l-hxf  —  \  —  x"           ,-,            ,         ^—          ,.         .               cos  .r  —  v'cos  2jr 
(1-l-tgx)^     ,       x'^Lx,        — '       v/xLx,        (cosx)  -^    ,        (sinxi 'S' ',         r^î- 


7522.  —  Trouver  pour   n    infini  les  limites  des  fonctions 

Ll  -f-  L2  + hLn  1/'  _)-  2"  + 1-  «''  "*"   2  "^  3  "^    "    "^   7i 

n[L(l +«-i-n-)  — L(2-+-TH-n=)],    [ '       — 


//  ///'+i  Ln  II  '. 

7523.  —  Trouver  pour   x    infini  les  limites  des  fonctions 

7524.  —  Limites  (le     '■ pour    x  =.  a,    de    (sin  .r)  •?  "^    pour    x  = -^■ 

7525.  —  ?"ormule  de  Taylor.  Limite  de  8  quand  h  tend  vers  zéro. 

7526.  —  Maximum  ou  miniiiiuni  do  f(x,  y),  sachant  qu'on  a    g(x,  y)  =  0.     Application  :  trouver  les  lonL'ueurs  d'axes 
de  l'ellipse    Ax^ -h  2\'xy  +  Cy^  =  i . 

7527(*).—  Soit    f(x)  ^  ax^ -i-  bx -h  c  ;    démontrer  que    f(x)f"{y) -h  f'(x)f'(y)-h  l\y)f"{x)    est  une  fonction  de    x -t- j/. 

7528.  —  Trouver  une  fonction    f{x)    telle  que  l'on  ait  quels  que  soient    .x-  et  y    f(x -\- yi  =  /"(.r) -+-/■(!/) -4- itxy. 


7529.  —  Déterminer  l'ordre  infinitésimal  de    f{a-h  h)  —  f(a)  —  hf'i  n-h  —  \ 


7530.  —  Dérivée  d'ordre  il  de 


•rf'  +  1 


H  ^  X  1 3  j'  X  -+-  ■' 

7531.  — Développer  en  série  les  fonctions    r""^  cos  x.    arctg —,     arc  ter > 

^l+.r  *'  3x  — x'       .T-  — 3x  +  2 

7532.  —  Développer  en  série  les  fonctions  qui  vérifient  l'équation  didérentiello     ?/"  —  2;/' -4- 2j/ =  0. 


1  —  X- 


7533.  —  Développer  en  série  :  1°  arc  tg  x  sachant  que  iiour    x  =  0     la  fonction  prend  la  valeur  iii:  ;     i»  arc  lu 

■^    1  -+-x' 

sachant  que  pour    x  =  0    la  fonction  est  égale  à 

4 

7534.  —  Partie  principale  de     s/ (t.  -h  hx  —  \/a- 

7535.  -  Calculer  v/999:i,  v/iiitÏÏÏÏÎt!) . 

753G.  —  Calculer  la  didérence  tabulaire  des  logarithmes  des  nomhres  38647  et  38ti48. 

7537.  — Calculer  log  11,  log  101,  log  1001  dans  le  système  à  base  10. 

7538.  —  Calculer  la  dillérencc  tabulaire  correspondant  à  sin  30". 

7539.  —  Calculer  sin  4,1°  1'  et  tg  4f)°  1'  en  apiiluiuaiil  la  lornHili'  des  accroissements  Unis. 

7540.  —  Calculer  sin  10",  tg  7°  30'. 

7541 .  —  Calculrr    arc  cos  ( ).      arc  Ig  — r-  • 

\         3  /  ■      y/j 

7542.  —  Drti'iiiiincr  li'  nombre  imaginaire  c  tel  qiw  l'on  ait    e''  =  i    ou    e-  —-  i -f- 2 

7543.  — Calculer  tg(,  arc  sin  2. 

7544.  —  Pour  (juelle  valeur  imaginaire  de  :.  sin  :  rst-il  réel  .' 

7545.  —  Uésoudre  les  é(iuations     tli  .r       — •     sli  .r        1. 

754(5.  —  Ktudicr  les  équations 
2x'  —  ;ix»  -H  1  =0.       12.r^  —  .r-  —  27.T  —  14  —  0,      x'  —  .Uh.r  -f  «^   t-  /*'  -     ii,       .r-  >  ••./-  —  ..        i>.      x    ♦  «x^  —  x  -»-  I  =  0. 


(*)  Voir-  .louiiial  ih-  Malhéiii.itiques  éiéniiMilaircs,  w  du  !"■  avril  l'.MO,  p.  10",i. 
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.£'•  -h  7a;^  +  13x-  —  3  r  —  18  =  0,  x'  —  3^'  -+-  x-  —  -ix  -4-1  =  0,  x'' -h  ^x'  —  x  ^  i  —  0,  (x -hl)' —  x'^  —  l  =  0, 

x^  -+-  7.r  —  Ax''  —2\x^  -h  ix-  -+-  T.r  —  1  =  0,     x'  =  i  -h  i  ; 


x-h2=^x''—i,        .T- -+- 2.r  +  3  =  vV  -  1,        W  1  _^  JL.  ,x- -f- W  1  _ -'- x  =  1 ,        y  \,Ui -h  ^^x  —  yVà-^i/x  ; 

x'^Lx  —  3  =  0,  X  arc  sin  .t  —  a.-^  4-  1  =  0,  x-  —  cos  a;  =  0,  x  —  tgx=0. 

7547.  —  Résoudre  les  systèmes 

l    a;^  =  7a;  -h  3?/.  xi/  ■+-  yx-  =  6,  (    •'.'  ~  *".,  ^  ■^' 

f    //' =  7y -+- 3,r.  a-V  •+- î/^'-' =  36.  (    %_'^^ZÏ'. 

7548.  —  Étudier  les  solutions  du  système    ,r^  +  a; -t- 1  =  0,     x^ -hx^ -h  i'>  0. 

1  1  1 

7540.  —  Eliminer  x  et  y  entre    ./H ^=  «,    y  -\ =  ?^    a:'/ =  c. 

.r  ■  ?/  ■  ry 

7550.  —  On  donne  une  équation  du  quatrième  degré,  a;'  -+-  ax^  -^-bx-  -1- ca;  -+- d  =  0  ;  former  l'équation  aux  sommes 
ou  au.K  produits  deux  à  deux  des  racines.  Appliquer  ;i  l'équation    a:'  -1- 1  =  0. 

7551 .  —  Discuter  les  racines  de  l'équation    x^  -h  px  +  q  =  0. 

7552.  —  Eliminer  x  entre    .r'  4-  1  =  0    et    nx-  -h  bx  -h  c  =  0. 

755ÎJ.  —  Montrer  que  l'équation  x'-  —  209a;  J-oG  a  deux  racines  dont  le  produit  est  égala  1  et  calculer  ces  deux 
racines. 

7554.  —  Déterminer  la  hauteur  d'une  calotte  sphérique  connaissant  son  volume  —^ —  et  sa  surface  latérale  i-rJr.  Dis- 
cuter l'équation  oljtenue. 

7555.  —  Condition  j>our  qu'une  équation  du   cinquième  degré  ait  une  racine  double  et  une  racine  triple. 
755G.  —  Soient  n,  h,  c  les  racines  de  l'équation    .r'  —  Ix-hl  ^=0.     Former  l'équation  qui  admet  pour  racines 

1,1  1 

(I  b  c 

Même  problème  pour  une  équation  quelconcfue. 

7557.  —  Étant  donnée  l'équation    x^ -f- a:  4- 1  =  0,     calculer  la  fonction  symétrique     \ 

.^J  II-  -+-  1 

7558.  —  Soient  a.  b,  c  les  racines  de  l'équation  f{x)  ;s  x* -hpx- -h  QX -^  r  =  0.  Former  ré(iuation  qui  admet  pour 
racines  f'{a),  f'{b),  f'{c). 

7550.  —  Cabnlur     V, pour  l'éiiualion    a;^  4- 2r»  —  3.r  4- 1  =  0. 

j^  {11  4-  -If- 

75(>0.  —  l)éteiminei-  a,  b,  c  de  façon  ([ue  l'équation    a'^4-ax-  4-  'ap  4-  c  =;  0    ait  pour  racines  les  nombres  a,  b,  c. 
75G1.  —  Trouver    la  condition  pour   (|ue  les   racines    .Ti,  x^,  Xî   de  l'équation      a'' 4- ax- 4  '>x  4- c  =  0      vérifient    la 

relation      —  =  —  4 

■'■[  X-2  Xa 

7562.  —  On  donne  la  somme  de  cinq  nombres  et  la  somme  de  leurs  ciiuiuièmes  puissances.  Trouver  ces  nombres 
sachant  qu'ils  sont  en  progression  arithmétique. 

7508.  —  Condition  pour  que  l'équation  .r*  4- «  r'' 4- ba;- 4  ex -h  d  =  0  ait  une  racine  triple.  Dans  ce  cas,  résoudre 
l'équation.  Cas  où     a  =  0. 

7564.  —Soient  a,  b.  c  les  racines  de  l'éciuaiion  ,t' 4- 4/)^a;  4- 4^-^  =  0.  Condition  pour  f|u'on  ait  a-hb=ab. 
Résoudre. 

7565.  —  Discriminant  d'unr  é(|uation  algébrique.  Montrer  (|u'il  est  égal  au  signe  près  au  résultant  du  premier  membre 
et  de  la  dérivée.  Appliquer  à  l'équalion    a;'  4  3yu-  -^  'iqx  4-  r  =  U. 

7566.  —  Décomi)Oser  en  deux  facteurs  du  deuxième  degré  \c  premier  membre  d'une  équation  réciproque  du  quatrième 
degré. 

7567.  —  Déterminer  x  pour  que  l'équation  3.r'  —  20./-^  4-  iNj--—  iS0x4-  a  =  0  ait  le  nombre  maximum  de  racines 
réelles. 

7568  —  Les  équations  3.r' 4- aa;- 4- 6.r  4- 1  =  0,  a:' 4- fc,c- -;- aa?  4- 3  =  0  peuvent-elles  avoir  deux  racines  com- 
munes? 

7560.  —  Toute  transfornialion  rationnelle  portant  sur  une  racine  d'une  équation  du  troisième  degré  peut  se  ramener 
à  une  transformation  boinoKra]dii(|ue. 

7570.  —  Etant  doiuiés  les  polynômes  fix)  ^  x^ -h  px -h  q ,  g{x)  ^  x-  -h  ax  -i-  b,  trouver  deux  polynômes  /.(a;) 
et  (i,{x)  tels  que  l'on  ait  identiquement    /(/i  4- f//"i  s^  1 . 


7571.  —  Calculer     \j-7-     pour  l'éciuation    f{x)  =  0. 


7572    — Eliminer  .r  entre  les  équations    .r^  4- p.r  4- g  =  0,     a-'- 4- rt.r  4- b  —  0  ;     entre  les  éipiatlons    x^ -h  ]i.r -h  q  —  0, 
x'  4-  p'x  4-  9'  =  0. 

7573.  — Soient  rt,  />,  r  les  racines  de  l'équation    .r' -h /).r -I- 7  =  0 .     Former   l'é(|uation   qui    admet   pour  racines   les 

quantités     :  = 

a- 

1  d 

7574  —  En  posant     //  =  x  4 calculer    x"  H en  fonction  de  v- 

X  .r" 

7575  —  Condition  pour  que  les  racuies  de   l'éciuiition    .c^  4- />.r- 4- ryx  4- r  =  0    soient  en  progression  arithmétique. 
Résoudre  l'équation  dans  ce  cas. 
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7576.  —  Calculer  la  somîTie  des  sixièmes  puissances  des  racines  de  l'équation    x^  -+-  a.t^  -(-  6x'  -i-  c  =  0 . 

7577.  —  Condition  pour  que  le  produit  de  deux  racines  de  l'équation    x' -h px' -h  qx- -h  rx -h  .s  =  0    soit  égal  à  I, 

7578.  —  Kliminer  x  entre  les  deux  équations    x^  -i-px  -h  (/  =  0,    x^  —  3jy^  -1-  3x=  —  3 j;  -t-  2  =  0 . 

7579.  —  Résoudre  une  équation  du  troisième  degré  sachant  que  /V/;)  et  f'ix)  ont  une  racine  commune. 

7580.  —  On  considère  léquation    x' -h  ax- -h  hx -h  c  =  0.     Déterminer  les  coefficients  de  façon  que    x,  et  Xj    étant 
deux  racines  de  l'équation,  on  ait    f(Xi)  =  x-j,    f{x.i)  =  Xi. 

7581.  —  Condition  pour  que  l'équation  ./.'  ^- /).r  +  ^  =  0    ait  le  nombre  maximum  de  racines  réelles. 

7582.  —  Calculer  les  intégrales  : 

/xdx  Ç    xdx  r    xdx  r  dx  / ''  .r  — 1 

~^'-i'  J    x^  - 1  '  J     ///'  +  1  '  ,/     .r^^2^'+3x=  '  j      x^-\    '''■• 

/x-  -t-  2x  -t- 1  r       dx  r  tlx 

(.t2  — .T-f-l)-(j;— 1)-  ^'  /    (r2-+-l)"  '  j    (x-(-l)(x*-t-l)(x'-Hl)  ' 


dr  r  (U  r  dx  r     /'x  —  a      dv  /"    s'dx 


vCF=ri 


/  <K'     __.       /       "■'  /    __      "^J-'  r  /x-a    dr  r 

I     \jx—  a-\-s/x—b  J    s/x~—  a^\/b  —  X  j    s/x'^  -1-  2a;  cos  a  -f- 1  I   \     h  —  x    .r  —  h  '  I 

f     dx  f  x'dx        r  I    X  r  2x - 1   ,       r      x^±  r       '    

f    dx  r        dx  f    dx  f     dx  f  s\n  Zx  A      .  ■   .      .  Tcosa— sinx     , 

I     ■   ,    '  I    r-; — •         I  î — '         I    — ; — '         I  — : dx,  1  (cos'x -f- sm' x)dj-,       i  dx. 

}  sur'./-  /    1— sin'x  /     cos'.x-  /    cos' ./•  /     sm  .t  /   ^"'*^'      ■^'"''-       j    cos'.r  —  sin- j 

t.*  t  tv  «^'  ^y  , 

/'2  cos- Ç'f/'f  r    ^  Z"*         dx  r  sinxdx  Ci  C  ,/- 

/,     a-^cos"-o  +  ft'^sin^o'       /'S'^'^-^-'     ,/    l-+-2cosx'       JT^^i^^'  /      sin"-r</r,       j    cos o^a^cos^ o-^fe« 

r  ^  ■    ■ 


sin-o 

Ig  xdx  I       sin-  xr/j; 


v/2  -t-  tg-  X  f    (2  cos  x  —  iy- 


r    ,       r  e-rdx      ru\-x-^)dx     fsinsx    ,      r    i-x         r  r 

jxe,lx,       j— -^,      j 11—-'-.    JL-^-^d..       /    arctg../x.       \    . 

I  xr.o&'-xdx,      i — .        I  .T"'Lxr/x,        I   e^'^^'^nlx,       j  chKvcos'xdx,       j     «-*•"•  cos. n/.r. 


3x  — x*    . 


i    •    .r^ 


arc  Is;  /'l  r. 


7583.  — Calculer  l'intégrale         1       — :; ., ,.    ,    , .,    .   .. Le  résultat  est  svmétriciut' parrapport  à  a  et  'i.   Pouvait  on 

.  '0 

le  prévoir  ,' 

X  -f-  1  f'\x  ) 

7584.  — Mettre  la  fraction sous  la  forme 


/;  =- 


x(x   f   2)  f{x) 

(■r  -  a)(x  -  1^) 
(x—  (l]{x  —  h] 


rix a)(x 3) 
arctgy^;;; ■^■^^ —  dx.     liitt'^rL'P    complètement     pour     a  =  1,    ,3  =  —  1,     d     •  •, 


758«J.       C.Dnditioii  (lour  que  l'intéL'rale       /   — — — soit  akéliriirut'. 

^  J    (x-pnx-qY 

7587.  —  H(!lation  entre  les  intégrales  de  deux  fondions  inverses. 

7588.  —  Calculer  l'aire  et  le  volume  du  tore,  d'un  segment  de  puraboloïde  de  révolution  limité  à  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe,  de  la  surface  engendrée  par  une  cycloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

758î>.  —  \(ilume  du  segment  spliéri(|ue  compris  entre  deux  plans  parallèles. 

7590.  —  Calculer  le  voImiiic  d  un  létiaclr i  le  décomposaMt  en    volumes  inllniiiK-nf  petits  par  .les  plans  parallèle»  à 

une  liase. 

7501.  —  Klant   donné  un  demi-cercle   de  diamètre  ,\|{.  on   divise  l'arc    \U    en    n    parties    égales  par  les  point-   M  . 
M...  ..    ,  M„  ,.  —     Calculei- la  limite  de  la  moyenne  arithmétique  des  longueurs  .\M,  (|uan-l  H  augmente  indénnlmont 

7502.  -  Même  question  en  supposant  que  les  projections  des  points  M,  sur  le  diamètre  A»  divisent  le  dtamèlre  en    h 
parties  égales. 

750:i.  —  Kclation  cnlic  les   moments  li'mcriic  d'im  corps  solide  par  r.ippoit  .'i  .leu\  axes  parallcles. 

750/*.    -  Calculer  le  moment  lilnertie  d'un  triaimie  par  rapport  à  \me  ba-e.  d"«u»  triangle  é(|iiilatéral  p.ir  r.»i 
centre,  d'une  eliipst-  par  rapport  à  une  tangente  au  sommet  du  grand  axe.  d'iu»  ellips<»ide   de  révolution  par  r.i| 
axe.  d'un  ellipsoïde  (|in'lcon(iue  |)ar  rapport  à    im  a\c.    ,|'nii  tore  par  rapporta  son  axe  ilans   le  cas  p.irthMiller  ou  !-■  c- r- le 
méri<lien  est  tangent  a  l'axe. 
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7595.  —  Intégrer  les  équations  différentielles 

i-xyy^2xy=  \,  -J-  =  i/   L^,  _Z      =iL^ ÏL^         xy- -2ij---x  =  0,        {l  -  x'W -2xy  =  x\ 

dx         V    1  -H  .r-  \  dx  I  x-\  \  —  x) 

dy                                           ,11                            3;/               1  -t-  a; 
-—  +  y  —  xij-  =  (\,  xy' +  —y  =  —  ?y' -  — — —  =  — -—^  yy  —2y  cos  :c ->- x  =  0,         y- —  y  =  x\ 

t-l-l'  Jà  .J  x         X  \\  —  OC  ) 

[y"-  —  Xr-) h  3a;//  =  0,    (1  -  x'^]y'  —  xy  =  xy"-,     x^  —  '•ir-y  -+-  (y'  —  x^)y'  =  0,     y'i  +  x'^y'  -t-  ( I  +  x'-,y  h =0, 

X  1 

yy'i l  +  x-)-+-—  y^  —  \/l  +  x-,  xK{x^  —  2aj-  —  a'dy-  —  aV/r-  =  0,  2;/  =  y'  —  — ;-  ; 

^  y 

1  1 

2t»/ ?/ '+ 1  +  j/'2  =  0,     y"=:zyy'.     y"  ■=  }/,     y"  =  — t~  y'^ll''<    V' = —,'     î/'^" -*- ?/'^-P=  0,    y' cosa:— 2//' sin  j* -(- cos  .T  =  0, 

X  d~x        dx  —  ^  ^3 

y"  —  .'/'  +  y  =  sin  -  .       ?/"  —  2)/  -+-  2y  —  ros  .r,        y"  -  2iny'  4-  m-y'-  =  e'"',         -777--+-  "77   -1-  r  =  <>     î   sin  -—  t, 
ot  fft~  cil  z 

d'- 1/  y  ''  £_ 

y"  +  iy' -h  il/ =  x'^c^^'',      y"  +  y  —  sin  X,         — =  bc'"' -^  ce    "   ,    y"  —  2»/ +  »/  =  n<'^    y' -h  y  =^  x  sïn  x -h  cos x  ; 

dx-         a- 

y" -hhy  =  sinax,    ?/ "  —  3?/' +  2y  =  e^ -1- .t-,    »/"  -  7//'-f- 12// -  .w'-^,    y"  —  2y' -\- y  ^  cosx-he'-^,    y  -h'iy' -i-ljy  =sin2x-i-e^, 
3//'  —  2?/'  —  y=  x^,    y"  +  ?/'  =  sin  x  4-  cos  .r,    y"  —  y  =  {chx)\    ii"  —  2»/'  -h  y  =  x"e^,    y"  -\-y  =  —     y   -!-  '/'  =  tg  .t. 

7596.  —    Intégrer  le   système      ——  =  ?/  + z,       ^- ^=  - -f  .r,      -^  =.r-hj/.     Montrer  que  les  courbes  intégrales 
sont  planes  et  algébriques. 

7597.  —  Etant  donnée  l'équation  différentielle    xy' —  y  =  a; -f-  yy' ,    la  transformer  en  coordonnées  polaires. 


II.  —  Trigonométrie. 


7598.  —  Calculer      cos    — ^^     sin  •     ces  — 

8  12  5 


7599.  —  Calculer  tg  3rt  en  Ibnction  de    sin  — >     cos  —     en  fonction  de    cos  -^i     cos  —    en  fonction  de    sin 

2  2  5  3  4 

X                                                   \ 
/(>0().  —  Calculer   tg  —   sachant  que    sin.!-  = 

t  2 

1  1 

7601 .  —  Simplifier     arc  tiî  1  +  aie  tg +    arc  tsr 

2  3 

7602.  -  Calculer    y/fT   V'T^i- 

7603.  —  Comment  pourrait-on  définir    i    ^"  ? 

7604.  —  Résoudre  algébriquement  et  trigonométriquement  l'équation     x'-"  —  1  :=  0.      En  déduue   le    cùté  du  penta- 
gone régulier. 

7605.  —  Résoudre    .r'-  —  1  =  0,    x''  +  \  =  0.    x"  -1-1  =  0. 

7606.  —  Décomposer    ,T2m  _,_  j     en  facteurs  réels  du  deuxième  degré. 

7607.  — On  donne  la  corde    AB  =  2«    d'un  segment  de  cercle  et  la  flèche  h.  Calculer  le  rayon  du   cercle  et    la   lon- 
gueur de  l'arc. 

7608.  —  Somme  des  puissances  semblables  des  racines  de  l'équation  binôme. 

7609.  —  Calculer  la  somme  des  cosinus  et  des  sinus  d'arcs  en  progression  arithmétique. 

7610.  —  Même  question  pour  les  cosinus  et  sinus  hyperboliques. 

7611 .  —  Soit  0   une  racine  primitive  de  l'équation    .r''  —  l  :=  0  ;    développer  en  série  la  fonction 

~i' 
'^^•12.  —  Quelle  relation  e\iste-t-il  entre  les  cosinus  de  trois  angles  dont  la  somme  est  nulle  ? 

7613.  —  Calculer  le  produit    sin  20°  sin  40o  sin  GO»  sin  80°. 

7614.  —  Eliminer  cp  entre    cos  o  +  sin  o  =  y,     cos3'f  +  sin  3o  =  x. 

7615.  —  Résoudre  les  équations 


tg 


X  H-  tg  (^  .r  +   j  j  +  tg  L/'  -+-  -^  j  -t-  tg  (  a:  -h    '-^  j  =  M,     arc  tg  a;  -+-  arc  tg  2a:  =  -^  • 


7616.  —  Résoudre  le  système    rt  sin  ,r -^  ft  sin  ?/  =  o  sin  0,    a  sin  (0  —  a:) -)-/;sin  (6  —  y/)  =  ^  sin  0. 

a 


7617.  —  Limite  de    cos  «  cos  —  cos  —  ...  cos- —       pour  n  infini. 
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7618.  —  Sil'ona    ai  cosa, -f- Oacos  a,  +  •  ■  •  =:^  0,    «,  cos  (a, -h  0)  +  «^  cos  (aj-i- 0) -(-  ••■  =  0,    on  a  quel  que  soit   >.. 
a,  cos(a, -i-X)h-«2C0S  (ao-i-À)  +  ...  =  0.     Interprétation  géométrique. 

7619.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant:  l»  les  angles  et  une  médiane;  2»  les  angles  et  une  hauteur;    >   les    hau- 
teurs ;  4°  c,  lia,  hi,  ;  5°  2p,  r,  K  :   6«     A  =  90o,     B,    a  +  h  =  l. 

7C20    —  Quelle  est  la  forme  d'un  triangle  dans  lequel  on  a 

sinAsinBsinC  1  sinB— sinC   ., 

=  —  »    2»    sm  G  :=  cosA +- ces  R  ;     •>    sm  A  = 


(sin  B-(-sinC)(sinC -Hsin  AMsin  A -hsin  B)    "~   8  '  '    ~    cos  B-t- sin  C 

7G21.  —  Calculer  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  en  fonction  des  côtés. 

7622.  —  Dans  un  triangle  on  donne  A  et  on  sait  que    //„  =  Aj-i-ftf..     Calculer  les  angles  I!  et  C. 

7623.  —  Dans  un  triangle  on  a     A  =28.     Relation  entre  les  côtés. 

7624.  —  Kn  mesurant  les  cAtés  d'iui  tri.ingle  on  a  trouvé  qu'il  était  rectangle  isocèle  et  que  les  côtés  de  l'angle  droit 
avaient  l'^"'.  Mais  on  a  pu  faire  dans  la  mesure  de  ces  côtés  une  erreur  d'un  demi-mètre  et  dans  celle  de  l'angle  droit  une 
erreur  d'un  demi-degré.  Quelle  erreur  en  résulte-t-il  pour  la  mesure  du  troisième  côté? 

7625.  —  On  considère  un  triangle  sphérique  tracé  sur  une  sphère  de  rayon  B,  et  ayant  pour  angles  .\,  B.  C.  On  cons- 
truit dans  un  plan  un  triangle  rectiligne  ayant  des  côtés  égaux  et  dont  les  angles  sont  A',  B',  C.  Déterminer  les  parties  prin- 

1 
cipales  de      A'  —  A,      B  —  B,      C  —  ',,       —      étant  1  infiniment  petit  principal.  Application  :    R    est  le  rayon  de  la  terre, 

,  ,  .  sin  a  sin  h  sin  c 

7626.  —  Démontrer  que  dans  un  triangle  sphérique  on  a 


sin  A  sin  B  sin  C 


III.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

7627.  -  Construire    \/  — —'     y'a'-hb'. 

7628.  —  On  donne  une  droite  D  et  deux  points  1*  et  O.  In  point  M  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  D.  Quedevient 
la  différence    MP  — MQ  ? 

7629.  —  Un  segment  AB  de  grandeur  constante  se  déplace  sur  Oc.  Calculer  comment  varie  l'angle  AMB,    .M    étant  un 
point  lixc  du  plan.  Cet  angle  est-il  aigu  ou  obtus? 

7630.  —  On  donne  quatre  droites  dans  un  plan     a,  =  0,     ai>  =  0,     xi  =  0,     a»  =  0.     Démontrer  ((uon  peut    trouver 
quatre  nombres  A,  B,  C,  D  ti-ls  que  l'on  ait    Aa,  -+-  Ba-j  -(-  Ca:,-|-  Dati  ^  0.     Que  représente  alors  léqualion     A^i  '^  Ri;  =  0  ? 

7631.  -  Calculer  l'aire  d'un  quadrilatère  ABCD  connaissant     Al!  —  ,i,     AD  =  b,    BAD  =  0,     AKC=  ADÏT  =  — • 

7632.  —  On  donne  trois  points  A,  lî,  C  sur  O.r,  ayant  pour   abscisses    u,    h,    c.    Par    ces  points   on  mène  des  droites 

ABC 

faisant  respectivement  avec  Oj;  les  angles     -^i     — i     -— •     Calculer  les  points  de  rencontre  de  ces  droites. 

7633.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations  suivantes  en  coordonnées  rectilignes  : 

y  =  \/-l-{-  X'  ±  v^x'  —  1 ,      y  =  -3 77  •       y-  =  1  ±  a;  \/.T  -+- 1  ,     ?/  =  |  ,i-  '  -+-  1  -1-  V-r'  —  '  »     .'/  = 


«  =  x^  _  X  -  6,    y  =  2.r  d=  v/^^-     .'/  = \  V  =  Vi^hV^-hVr^^,    y  =  ■''  i  /  ^^^'  y' -x*{i  -  x), 

\  x—2  i--x^\—x'-  y   a-x 

.T^  a*—x*  ii-x^  ,  _^   • 

"         a-x  "        2(1  ±  s!  a*  -  x^  •'         II-  —X-  »      -  -  v  v 

xe^  l-r  sin  x 

y  =  x\j.i-hn.r  h  h,      »/  =  xlLx  —  i),      v  =  L  cos  x — sin  X  -h  3,    y  = r/  =  1 •    V  =  7=-— -i^^^. 

(I  -i  .r)'  .r  V  1    *  cos  J- 

y  r=z   I  ;;-   arc  tg  x  dx,     y  =  aiv  cos  x  —  2<J\  —  .rS       y  ^=  {\  —  .rW.r.      1/  =  I.  — •     y  =   r  —  LJ    »  .r), 

1  -f-  X'  I  -f-  ,r 

1  —  .r^       .    \  -4-.T  1,1  i    V  .1 


1  —  .r^       ,    d  -4-.T                J_  ,    1                            i    y               ,1                  e» 
î/  =  4  sin  X  -  tg  X  +  2x.      y  =   ^  _^^,  +  i,  -p— y  -     y  =  e  --1     ^  •     //  --  ''  ^  '  -  y  /'     '■'  =  **'"  7*     •''  =  7 f  ' 

L(l  — X-)  sin  /■  sin  4.r  /  1  \ 

.'/  = '    y  ^-  -— r-'    .'/  ^  — TT  ■    V  —  l'os   -  arc  tg  j- J; 

X  cos' j  sm'  X  \  2  / 

LrL//  -:  k,    2  arc  sin  .r  =  3  arc  sin  //.    2  sin  .r  =  3  sin  1/.     ''    -  ey  —  n,    oh  r-  ch  v  =  «i  : 
(x'  -4  y'^)x  —  ii{x^  —  j/»)  =  0,    y'  -  yx*  -hx  —  n  —  0,    .r'  —  y^ -hx -+-y  =  0,     xV  -xy'  ^l  —  0,     xy«  -+-  x*  —  r»  -*-  y  =  0. 
3.r-y  V  2»/^  —  (ix  =  0,        x^y   -y'-hiy^  =  0,        xy» -1- y' -  »/' 4- x -^  0.        x' -*-y*  —  a*xy  —  0.       x'  —  x*y  —  y*=o. 

xy^ -h  y{x -h  y) -h  \  =  Q,  v'^-x'— .r'; 

X  =  ,  V  .r  =  — .  i  J"  =  cos  /, 

1  +-<  1  «' -+- r  i  X  —  sin  2/ cos'/.  1 


t»  J  2aH 


y  =  -Tv-rr-  .'/  = 


).r  —  sin  2/  cos-  /.  l 

î/  =  cos  21  sin'  (,  I  ?/  =  l«  -r' 


i  +  r  \  ■         a'-hl* 
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i'  cos  31 

[  X  =  a    — -—y 
^  j?  ^  a  sin  0  cos  0,  )  sin  2i  i  x  =  2(  -+-  2  sin  l, 

1  y  ^z  /jcos-'fi,  J  sin  3i  (  V  =  cOs-  t. 

\  cos  21 

7084.  —  Construire  les  courlies  siiiviintes,  définies  par  leurs  équations  en  coordonnées  polaires  : 

sin  h)  1  -^  /,-  —  2/i  cos  w  , 1 

P  =  -z '  ?'  =  ;; •  /  =  1  -f-  v'sin  2(o, 


2  cos  w — \  '  s.ii- w  cos  (<)-(- sin  2i>) 

oj  sin  oj  I  5 -+- cos  30  , l-i-cos=0 

p  =  ((sin— ,         p  r=  r(  v'sin  2(0,        p= >  —  = •         r  =  a  viK  ''.        r  =  a —   (aire), 

2  1  —  cos  0)  r  a  cos  0 

sin  (o  sin-  lo  sin-  w  1  -+-  cosoi 

?  =  a  ; 


sin  w  —  cos  0)  '         cos- w  (cos  (o  —  sinto)  '  cos- w  (cos  o)  +  sin  w) 

\__ 

p   ^0)  —  \/cOS  w,  ?  =  ''  ^'"  '"  ,  '■  =  fi'  '^'  ".  ?  =  <^  Ig  '■'  '■< 

p2  COS  (0  -  2p  +  i  sinoj  ^  0,  p-  sin  w  —  2p  -I-  1  =  0. 

7(>3r>.  —  f]tuilier  les  coniques 
//  =  lux  -+  Il  zt  \/3  —  2x-     (aire),  x-  —  2xy  -f-  5y-  —  2x-+-  dy  =  0,  x-  -+-  y-  —  6ry  -h  2x  =  Q    (axes), 

X-  -h  y-  -h  xy  —  2x  —  4/y  -+-1=0,  x-  -f-  3//'-  —  2xy  —  2j;  —  6?/  =  0,  .r-  —  S.r?/  -^-  2»/'-  —  1  =  0    (équation  réduite), 

x-  -4-  a 
2x'''  —  2.rv-i-4v'^  —  8.i- -)- iOv  :=  0     (équation  réduite),  // =  > 

X 

,r-  —  2x.//  -h  y-  —  2x  -h  i  =  0     (foyer),  x-  -^  2./;;/  -*-  3_(/'-  —  "  =  0     (axes). 

latid.  —  Toute  conique  peut  être  mise  sous  la  forme  al'- -r  ^Q^  +  vRî  ^=  o,  P,  Q,  R  étant  des  fonctions  linéaires 
de  X  et  //  et  x,  [i,  y  des  conslantes.  Montrer  ([ue  le  point  de  rencontre  des  droites  P  ^  0.  Q  =  0  a  pour  polaire  la 
droite     li  =  0. 

76o7.  —  On  donne  deux  droites  et  un  point  A.  Par  ce  point  on  mène  une  sécante  rencontiant  les  droites  en  1'.  et  C  ; 
sur  HC  on  prend  un  point  I)  tel  que    UC  =  AB-     Lieu  du  point  D. 

7(538.  —  Définir  la  lemniscate,  la  construire,  calculer  son  aire.  Montrer  que  la  courbe  est  unicursale.  On  considère 
la  représentation  j)aramétrique  coriespondant  aux  faisceaux  des  cercles  tiinpenfs  aux  tangentes  au  point  double.  Relation 
entre  les  païametres  des  deux  cercles  définissant  un  même  point  de  la  lemniscate. 

7G31>.  —  Ordre  de  contiict  d'une  courbe  et  de  sa  tangente. 

7U40.  —  l'ne  courbe  plane  est  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  x.  Uévtdopper  les  coonioimées  d'un  iioint  M  de  la  courbe 
voisin  de  l'origine  par  rapport  aux  puissances  de  l'arc    O.Vl  =  .s. 

7041.  —  Rayon  de  courbure  de  la  parabole.  Développée. 

7042.  —  Construire  la  courbe    y  =  21'',    x  ^-  31'-.     Trouver  une  droite  qui  soit  à  la  fois  normale- et  tangente. 
704î{.  —  Kectification  de   la  chaînette.  Développante. 

7044.   —  Lieu  des  points  d'où  Ion  peut  mener  à  la  courbe    ./•  =:  2/',     ;/  =_-  3/-    deux  tangentes   rectangulaires. 

7(545.  —  On  donne  une  courbe,  un  point  0  sur  cette  courbe  et  un  point  M  v.iriable  Sin-  la  tangeule  en  M  dans  le 
sens  Mo  on  poi  te  une  longueur  MP  égale  a  l'arc  .MO.   Montrer  ([ue  le  lieu  du  point  P  e>t  normal  en  P  a  .MP. 

7(540.  —  Les  extrémités  M  et  .M,  d'un  segment  de  grandeur  variable  MM,  =  /  décrivent  deux  courbes  Cet  C,  situées 
dans  un  même  plan.  On  mène  les  tangentes  .MT,  .M|T,  dans  les  sens  positifs;  on  désigne  par  s  et  .s-,  les  abscisses  curvilignes 
des  points  M  et  M,  et  par  0  et  0,  les  angles  de  MM,  avec  MT  et  M,T,.  Démontrer  la  formule     dl  —  ils,ro><h  —(/.>;  cos  0. 

7(547.  —  Construire  la  courbe  c  =- a(l -f- cos  0).  Kst-elle  unirursale  .'  lîeprésentatiun  jiaramétrique.  Condilion  pour 
(pie  quatre  points  de  la  courbe  soient  sur  un  cercle.  Cercle  osculateur. 

7048.  —  On  considère  la  droite  ./;  cos  0 -i- y  sin  0  —  ;»  =  0,  où  p  est  une  fonction  de  0-  tnveloppe  de  cette  droite. 
Démontrer  que  le  rayon  de  courbure  U  est  égal  à     |/;  -+-  //' | .     La  distance  d  d'un  point  de  l'enveloppe  à  l'origine  est  donnée 

par   il-  =  p-  -h  //-.    Si  l'on  pose    d*  =  2//,     monlrer  ([ue     H  =    — -  • 

\  dp  \ 
7(541).   —  Montrer  qu'on  peut  mener  trois  tangentes  .à  la  courbe     (/  =  .r^     par  un  point  M  du  plan.  Lieu  des  points  M 
pour  lesquels  ces  tangentes  et  la  parallèle  h  0//  menée  par  le  point  M  forment  im  faisceau  liarmonique. 

7050.  —  le  point     c  =  x  +  yi    décrit  une  droite.  Quel  sera  le  lieu  du  point  (X,  Y)  si     X  -+-  <Y  =  ;=  ? 

7051.  —  La  normale  en  un  point  M  d  une  courbe  rencontre  Ox  au  point  .N.  En  ce  point  on  mène  une  perpendiculaire 
à  O.r  sur  laquelle  on  prend  la  longueur    NP  =  MiV.    Tangente  en  P  au  lieu  de  ce  point. 

70512.   —  Construire  la  courbe    //  =  ne    '--'    .     Tra.jectoires  orthogonales  de  ces  courbes  quand  a  varie. 

7(55:$  —  Ln  un  point  M(x,//)  de  la  courbe  y  =  /"(.t)  on  mène  la  tangente,  puis  on  coupe  cette  tangente  et  la  courbe 
par  une  parallèle  à  Ox-  ayant  pour  ordonnée  .V -f  //.  Cette  ilroite  coupe  la  courbe  au  point  M'  voisin  du  point  .M  et  la 
tangente  en  M  au  point  T.   Quel  est  l'ordre  infinitésimal  de   M'T  ■.'  Calculer  la  partie  principale. 

7054.  —  Déterminer  des  polynômes  d'une  seule  variable  P,  (j,  H  tels  que  l'on  ait  identiquement  P- -(-  Q- —  K-  =  0, 
P"  +  (P  —  2UP  ^0.     Celte  question  peut-elle  se  rattaclier  à  la  notion  de  courbe  unicur.-ale  .' 

7(555.  —  Enveloppe  d'une  famille  de  courbes.  Condition  pour  que  chaque  courbe  ait  avec  l'enveloppe  nu  contact  du 
deuxième  ordre. 

2  _-  ^1  _  x^ 

7050.  —  Construire  la  courbe    i)  = ;     calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  droites 

X 

1 
x=  — .     X  =  1. 
2 
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7657.  —  Intégrer  l'équation  y"  -h  y'  =  e  ' .  Construire  la  courbe  intégrale  qui  passe  par  l'origine  et  qui  admet  un 
point  d'inflexion  en  ce  point. 

7658.  —  Knveloppe  des  coniques    [x-  —  ?/*)  sin  7  -+■  2ï;  oos  o  —  2y  =  0.     I.ieu  de  leurs  centres. 

7651).   —  tùiveloppe  de  la  droite    y  =  mx -\- —•     Construire  la  courbe;  étude  à  l'origine. 

7660.  —  Trouver  l'enveloppe  des  droites  rencontrant  la  courbe  y  =  x^  aux  points  A,  B,  C  et  0./;  au  point  D  tels 
que     (AI'-CD)  =  -  1. 

7661  .  —  Mémo  question  pour  la  courbe     y-  =z  x^  —  x  —  6. 

fdx                 r        (ly 
—  =:     I   .[ ;      construire  les  courbes  intégrales. 

x\Jx^  —  1  /     y\Jy-  —  1 

7663.  —  Montrer  que  la  courbe    p  =  ay/sin  2w     est  unicursale;  représentation  paramétrique. 

7664.  —  Soient  A  et  B  deux  points  infiniment  voisins  d'une  courbe.  Les  tangentes  en  A  et  B  rencontrent  n'si>.'ciive- 

ment  en  T  et  T'  les  ordonnées  des  points  B  et  A.  Evaiuei-  l'inûniment  petit    ET  —  AT  •    Pour  quelles  courbes  ABTT'  est-il 
un  parallélogramme  ?  Reconnaître  cette  propriété  sur  la  parabole    y  =  fl.r'-  -\-bx-^  c. 

7665.  —  Soient  A,  B,  P,  Q  quatre  points  de  la  strophoide  x(x'^ -hy^)  —  a[x- —  y-),  tels  que  le  rapport  anharmo- 
nique  (O.ABPQ)  soit  égal  à    — 1.     A  et  B  étant  fixes,  enveloppe  de  PQ. 

7668.  —  Construire  la  courbe     r  :=  a  tg  —  ?    Est-elle  unicursale?  P.eprésenlation  paramétrique.   Montrer  (jue   cftle 

courbe  peut  se  transformer  en  elle-même  par  inversion, 

7667.  —  Construire  la  courbe  y  =  x^  —  x.  Lieu  des  points  d'intersection  des  tangentes  à  la  courbe  en  deux  des 
points  où  elle  est  coupée  par  une  parallèle  à  O.r. 

7668.  —  Les  tangentes  menées  d'un  point  .M  à  la  courbe  x  =  3i-,  y  =  2t*  rencontrent  Ox  aux  points  M  ,  M.,  .\l,. 
Lieu  du  point  M  tel  que    (OMiMsM,)  =  —  i. 

7660.  —  Condition  pour- que  deux  cercles  soient  ortliogonaux.  Lieu  des  centres  des  cercles  tangenîs  à  une  droite  fixe 
et  orthogonaux  a  un  cercle  fixe. 

7670.  —  On  donne  deux  cercles  fixes  C  et  Ci.  Un  point  À  décrit  le  cercle  Ci.  Enveloppe  de  l'axe  radical  du  cercle  C 
et  du  cercle-point  A  . 

7671.  —  On  donne  un  point  A  et  une  droite  1),  on  abaisse  AH  perpendiculaire  sur  D,  puis  par  le  point  A  on  mène 
une  sécante  variable  rencontrant  I)  au  point  B.  Du  point  1,  milieu  de  HB,  on  abaisse  IM  perpendiculaire  sur  AB.  Lieu  du 
point  M. 

7672.  —  On  considère  un  cercle  dont  chaque  point  représente  la  variable  imaginaire  :.  Uueis  sont  sur  le  cercle  le 
maximum  et  le  minimum  du  module  de    1  -H  ~  .' 

7673.  —  Construire  la  courbe    x;  =  — >     y~ Knveloppe  des  cordes  vues  de  l'origine  sous  un  angle  droit. 

l  -I-  1  t  -h  i 

7674.  —  Trajectoires  orthogonales  des  droites    x  cos  t  +  y  sin  l  —  f(t)  =  0. 

7675.  —  (Construire  la  courbe  //  =  2x^  —  3x^  —  1 .  Point  d'inflexion.  Courbure  aux  points  correspondant  au  maximum 
et  au  minimum  de  y. 

7676.  —  O'un  point  fixe  0  on  abaisse  OP  perpendiculaire  sur   la  tangente   en    M    à  une  courbe.    Entre    OP   =  /»    et 

/'' 

OM  =  r    on  a  la  relation     r'  ---  — On  aciiove  le  rectangle  OP.MIi     Démontrer  (lue  BP  cnveloppi"  un  cercle. 

p*  —  II- 

7677.  —  Pro[)rictés  des  podaircs.  — Tangente. 

7(»78.  —  Calculer  Taire  comprise  entre  les  deux  courbes  //  =  dix,  (/  =^  sli  x,  l'axe  îles  y  et  une  onlonnée  quel- 
conque. 

7670.  —  On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  de  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  .r'  f  j/'  .  «i*. 
On  mène  la  tangente,  AT  au  point  A(.r  ~- a,  y  —  0).  Soit  M(,r,  //i  un  point  quelconque  du  cercle  :  In  droite  O.M  ren- 
contre AT  au  point  ('-.  Par  le  point  M  on  mène  une  parallèle  à  O.r  qui  rencontre  Al'  au  point  H.  On  joint  OR  qui  coupe 
en  P  la  parallèle  à  0./-  menée  par  C.  Calculer  les  coordonnées  du  point  P.  Lieu  de  ce  point  (|uand  le  point  .M  décrit  le 
cercle . 

7680.  —  Ktudier  la  réalité  des  racines  de  l'écpiation  <zx'  4-  3^,r»  -h  3ar  -^  b  -  0  quand  le  point  {a,  b)  so  déplace  dans 
le  plan. 

7681.  —  On  considère  la  courbe  //  arc  tg  .r  (|ui  passe  par  I  origine,  et  par  le  point  M  do  celte  courbe  qui  a  pour 
abscisse  1  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  0.c  et  MO  perpendiculaire  sur  Oy.  Calculer  les  aires  1>MP  et  OMQ. 

7682.  —  Aire  comprise  entre  les  deux  courbes    nx"    --  ljyi(n>p)    et    a.r"'   -  I)X'''{h'  <p) 

7683.  —  Développée  de  la  cydoïde. 

7684.  —  Mener  par  le  point  (<.)„.  ,'■'.)   des   tangentes  a  la  coniciuo     ç>  = Kquation  de  la  dmito  qui  joint 

les  points  de  contact. 

{A  suivrr.) 
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CONCOURS  DE  1909  (Suite.) 


ÉCOLE  NxKTIONALE  Sll'ÉRIEL  RE  DES  ML\ES. 


(Places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  contrôleurs.) 

Algèbre  et  Analyse. 

1    —  1902.  Etudier  ré(|iiation  différentielle     -r-^  —  '6x -\- i  =0. 

O.X'' 

Le  candidat  exprimera  la  forme  de  la  solution  générale  avec  des  paranièlres  réels,  mais  sans  rechercher 
leur  valeur  numérique. 

C^  dx 

il.  —  1903.  Calculer  l'intégrale  |      ■  ■ ,  _       _     ■ 

(Durée  : 4  henni.) 
Epure . 

Ombie  dans  une  descente  biaise  en  heiceaii.  La  voi'ite  est  constituée  par  un  cylindre  ;  la  base,  située  dans 
le  |)lan  de  front  uv  est  im  demi-cercle,  la  voûte  est  limitée  en  avant  an  plan  de  tète  uv .  Consirnire  l'ombre 
en  projection  verticale.  Les  directions  des  projections  des  génératrices  (i,  (i'  forment  des  angles  de  15°  avec  la 
ligne  de  terre  et  celles  des  rayons  lumineux  L,  L',  des  angles  de  45». 

(Durée  :  3  lifiires.) 

Géoniéti  ir  et  Mrranique. 

I.  —  1904.  On  donne  deux  droites  rectangulaires  et  un  point  A  Mir  l'iitre  d'elles;  on  rrréne  la  tangeirle  AT 
à  une    circonférence  derayorr  variable  tangente  aux  deux  droites.  —  Lien  du  [loint  de  contact,  con>li-nir-e  ce  lieu. 

II.  —  Ln  corps  solide  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  vertical.  Ln  poirrl  matériel  pesant  glisse  sans 
frottement  sur  une  droite  inclinée,  <|ui  est  liée  invariablement  à  ce  solide;  on  deirrande  le  mouvement  du  sys- 
tème; examiner  en  particulier  le  cas  or'i  le  corps  solide  et  le  point  nrateiiel  sont  immobiles  à  l'instant  initial. 

{Durée  :  1  heures.) 

♦ 

CONCOl"|{S  DE  1ÎI10  ^Suitr.) 


ECOLE   DES  PONTS  ET  CllALSSEES 


(Cours  spéciaux  et  places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  conducteurs.) 

Algèbre,  et  Analyse. 

1905.  —  loTr-acer  la  courbe  frguiative  de  la  variation  de  la  fonction     (/  =  {x  —  i)  2^ —  1. 
2°   Déduire  de  celle  courbe  qrre  l'éciuation 

(1)  (x  —  1)  2'  —  I  =  0 

n'a  qir'une  seule  racine  l'éelle. 

A 

3»  Obtenir  le  même  résultat  en  se  servant  des  deirx  courbes    i/i  =: et  i/^  =  -■^■ 

X —  1 

4»  Calculer,  avec  une  décimale  exacte,  la  racine  réelle  de  l'équalion  (I)  en  utilisant  la  méthode  d'interpola- 

lion  par  pai-ties  proportionnelles  (ce  calcul,  très  simple,  devra  être  effectué  sans  le  secours  de  lable.s). 

1906.  —  1«  Former,  err  coor'données  polaires,  l'équation  dilfér-enlielle  des  trajectoires  orthogonales  à  une 
fanrille  de  coirrbcs  planes. 

2°  Appliquer  cette  équation  à  la  recherche  des  liajecloii-es  orthogonales  de  la    famille  de  lemniscates  de 
Bernoulli     r-  —  ±  Sa^  cos  20,     a  élairt  le  paramètre  variable. 
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Géométrie  descriptive. 

Construire,  à  l'échelle  de  0^,01  par  mètre,  le  plan,  la  coupe  et  l'élévation   d'une  travée  et  de  ramorce  des 
deux  travées  voisines  de  l'aqncdue  représenté  parla  perspective  ci-joinle.  sachant  que  : 
1°  Les  lignes  d'assise  sont  horizontales  sur  chaque  face  des  piliers  ; 
2°  \/.i  base  des  piliers  est  rectangulaire  ; 
3"  Les  voûtes  sont  en  plein  cintre  ; 
4»  La  hauteur  AB  est  de  4  mètres. 

Mécanique  et  Géométrie. 

I.  —  Un  caisson  en  béton  armé,  de  forme  rectangulaire,  ouvert  par  le  haut,  doit 
Uotter  sur  l'eau.  Quelle  hauteur  d'eau  faut-il  y  introduire  pour  assurer  la  stabilité  de 
son  équilibre  dans  la  position  verticale  ? 

Données:  longueur  intérieure  a  =  4™,00,  largeur  intérieure  />  =  2™,00,  hau- 
teur intérieure  c  =  6",00,  épaisseur  uniforme  6=0"°. 20,  poids  spécifique 
p  =2'",5. 

Notations.  —  On  appellera  IMe  poids  du  caisson  vide.  Il  la  dislance  de  son  centre 
de  gravité  à  la  face  inférieure  du  fond,  S  la  surface  intérieure  du  fond.  S'  la  surface 
extérieure  du  fond,  /*  la  hauteur  cherchée,  h'  le  tirant  d'eau  correspondant. 

II.  —  Une  pièce  de  bois  rectangulaire  est  lancée  horizontalement  de  manière  à 
glisser,  dans  le  sens  de  sa  longueur,  sur  une  platefoime  horizontale  terminée  par 
une  arête  rectiligne  perpendiculaire  à  cette  direction. 

Connaissant  la  vitesse  de  la  pièce  à  l'instant  où  elle  commence  à  basculer  autour 
ïij3  de  cette  arête,  déterminer  l'abaissement  de  son  extrémité  antérieure  un  dixième  de 
seconde  après  cet  instant,  en  supposant  négligeables  le  frottement  sur  la  plateforme,  la  déformation  de  la  pièce 
et  de  la  plateforme  et  la  résistance  de  l'air. 

Avec  quelle  approximation  peut  être  obtenu  le  résultat  si  les  données  le  sont  avec  une  erreur  relative  de 
un  centième? 

Données:  longueur  de  la  pièce  a  =  5",00,  épaisseur  b  =  0">,[0,  vitesse  initiale  r  =  O^.IO  par 
seconde. 

Notations  :  on  appellera  '<  l'inclinaison  de  la  pièce  au  bout  du  temps  t,  x  son  parcours  horizontal,  j 
l'abaissement  cherche. 

N.-B.  —  On  simpliliera  beaucoup  le  calcul  en  traitant  t,  <),  x  et  c  comme  des   inliniment  petits. 


DEUXIÈME    PARTIE 


GiaJMKTRIi:    ANALYTIOI  I- 


1837.  —  On  considère  deux  coniques  confocalrs  C  et  C'.  /'ar  un  point  V  ijuclcontjui'  de  Cune  des 
directrices  relatives  nu  foyer  commun ,  on  mrne  hs  tangentes  nur  deux  couiifucs.  /h'muntrer  ijue  la  coii- 
dition  pour  <iue,  <juel  (/ne  soit  P,  ces  tam/entes  fiotnent  un  foisriuni  Itnrnionitiue,  est  tfue  les  cercles  prin- 
cijmux  de  C  et  C  soient  orthogonaux. 

Deux  coniques  {\  et  ('/,  ayant  l'origiiuî  pour  foyer  cominun,  ont  pour  t'<|u;ilion 
X-  H-  ?y'-i  —  c'\x  —  a)'  =  0,  x'^  -f  ;/'■'  —  {ax  -4-  f>\l  H-  r^-        H. 

et  leurs  directrices  ont  pour  é(jualions     x  —  a  =  0,     ax-\-  Inj  -h  c  =  0. 

Prenons  un  point  (a,  P)  sur  la  prcuncre  et  menons  par  co  point  tics  lan4'Mili>>^  ,iux  doux  cooiquos; 
nous  aurons  les  deux  équations  : 

(a»  4-  ^»)|x3  -^  j/2  —  c\x  —  «)»]  —  [aX  H-  {>J/j*  =  0, 
[(a-  -h  p-)  —  {a%  H-  l>'^  -H  cy\[x^  -h  rf  -  {ax  -\-  bxj  -f-  c)«J  —  [i.r-f-  Py  —  [m  -+-6?  -+-c)((ix  -t-  b\j  -4-c)]»  =  0. 
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Coupons  ces  deux  couples  de  droites  par  l'axe  des  y,  x  =  0  ;  nous  aurons  les  deux  équations 
du  second  degré 

dont  les  deux  couples  de  racines  doivent  être  harmoniques. 
Ceci  nous  donne  la  condition     AC  -4-  C A'  —  2P)B'  =  0. 
Or  A  =  aS  B  =  0,  C  =  —  e-:L\7}  +  ^2), 

A'  =  [(1  -  62)a2  4-  p2  —  (aa  +  6|3  -h  cf]  —  \}  —  h{aoL  -h  />^  -^  c)]\ 
B'  =  ■  ■•,  C  =  —  c2ra2+p2_(r(a  +  63-f-c)-]  —  C-(a=c -h  *^3 -h  c)«  ; 

la  condition  devient  donc  —  cJ:,}{a- ^ 'p)  —  e-r-U^ -^<^'^)M  =  ^, 

ou  c^+e^[(\  —  b-^y-^^^—[a'x^b'^-^cf]  —  e\'i  —  b{a%  ^  h^ -h  cf/  =  0. 

Cette  condition,  simplifiée,  s'écrit 

c2  _  e2^2(^2  4_  ^i)  ^  e2a2  _  g2;aa  -+-  //;i  -^  c)-  -h  2e2^;i(aï  +  6;^  +  c)  =  0, 
ou  enfin  e^oril—a'  —  62)  _2e-caa  H- c^fl  —  e-)  =  0. 

11  s'agit  de  montrer  que  cette  relation  exprime  que  les  cercles  principaux  des  deux  coniques  sont 
orthogonaux.  Or  ces  cercles  sont  les  podaires  des  deux  coniques  par  rapport  au  foyer,  c'est-à-dire  par 
rapport   à  l'origine.    La   tangente    à   la  première   conique  au   point  ,.r,  '/)  est 

Xx  ■+■  Yy  —  e\X  -  a)(x  —  a;  =  0  ; 
la  tangente  à  la  seconde,     X.r  -t-  Yy  —  (aX  -t-  bY  H-  c)(ùx  -+-  hy  h-  c)  =  0. 


■ornière    droite   est 
X                    Y 

X                    V 

X  —  e''{x  —  a)  y 
e2(X— a)(x— a)       . 

r  —  e-(r  —  a)           y 
X 

nonl 

.r'-  -(-  j/-  —  e^x(x  —  a) 
Y             X-a 

en  tenant  compte  de  cette  première  équation,  on  a  donc 

mais     .1-2 -H  v^  —  e^x(x  —  ai)  =  — e'^oi(x  —  a);     par  conséquent 

-'  ^  ^  .r  —  e-(x  —  al  y  —  a 

Ceci  donne  x  et  y  et  il  sullit  de  porter  leurs  valeurs  dans  l'équation   de    la   coniijue    pour    obtenir 
l'équation  du  cercle  principal  :       (1  — c''')(X- H- Y"'^) -hiJae-X  —  r'-ar  =  0. 
On  trouve  de  même  l'équation  de  l'autre  cercle,  qui  est 

(tr-  +  />2  _  1  )(X2  -+.  Y2 1  -t-  2^/rX  -r  2//cY  -h  c'  =  0, 
et  la  condition  d'orthogonalité  coïncide  justement  avec  la  r(>lati(tn  précédente,  ce  qui  démontre  la   pro- 
priété indiquée. 

NÉVEJANS. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Roisskau,  à  l.andreries  ;  A.  Couhtois,  11  Douai  :  l"..  Lacii  ;  \'à.  Hkme  ;  (1.  rniciiv,  à  Heinns. 

Solution  géométrique.  —  Si  nous  transformons  la  figure  par  polaires  réciproipies  en  prenant  comme 
conique  directrice  un  cercle  ayarit  pour  centre  le  foyer  commun,  chacune  d'elles  devient  un  cercle,  C,  C,  et 
les  centres  de  ces  cercles  sont  lespiMesdes  directrices,  c'est-k-dire  les  points  qui  correspondent  aux  directrices. 
Aux  tangentes  issues  d'un  point  de  l'une  des  directrices  correspondent  les  points  de  rencontre  des  cercles  C  et 
C  avec  une  sécante  quelcon(pu'  passant  par  l'un  des  centres.  Ces  points  devront  être  conjugués  harmoniques  ; 
donc  les  deux  cercles  C  et  C  doivent  être  orthogonaux.  Mais  ceux-ci  sont  les  inverses  des  cercle?  principaux 
des  coniques  ;  donc  ces  derniers  cercles  .sont  orthogonaux  aussi.  NEVE.L\NS. 

Bonne  solution  de  M.  J.  Souhaionk. 


1839.  —  Déterminer  la  Irajcctoire  d'un  mobile  sachant  qu'elle  est  plane  et  que   les  composantes  tan- 
gentielle  et  normale  de  l'accéléra  lion  sont  constantes  toutes  les  drnx. 

dv  r2 

Par  hypothèse,  on  a     7,  =  ~7~  =  ^''     Y»  =^  —  =  b. 

I^a  première  é(piation  ilonne  de  suite     u  =  at-^-v^^,      v^  étant  la   vitesse  à    l'origine  des  temps.  La 

ait  -4-  «„)- 
deuxième  équation  donne  alors     p  = 


GÉOMETIIIE  ANALYTIQUE  To 


ds  ,  (al-^-VoY  1,      . 

D  autre  part,     u  =  — -  =  a/ -t- l'o  ;     donc    s  —  - — r- h^o.      «o  étant  une  certaine  constante, 

(il  la 

qui  dépend  du  choix  de  l'origine  des  arcs.  On  a  donc 

2q(s  — O 

■  = h ' 

ce  qui  montre  que  le  rayon  de  courbure  varie  proportionnellement  à  l'arc.  La  courbe  est  donc  une 

spirale  logarithmique. 

(h  ds         2a  , 

Pour  le  voir  efïectivement,  nous  remplacerons  p  par    -— ,    et  nous  aurons      — -  =  -j-is—Sf.) 

dx  dx  h 

=  -—  rfa  ;  par  suite,  L =  -—  a,  s  —  s^  =  ce  ''    ■ 

s  —  *,,  h  c  0 

dx  ,  2a 

Nous  avons  alors      —r-  =  cos  x,  dx  =  cos  ^  as  =  -— (s  —  Sq)  cosadx. 

ds  0 

2".  2a    -^  I 

Or  5  —  Sq  =  ce  ''  ^  ;  donc  dx  =  c  —  e  ''     cos  a  t/a  ; 

2a  gi;i^    .        ^ 
de  même  dy  =  c  -7-     "     sin  a  rfa  ; 

0 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  calculer  les  deux  intégrales         j  e  ''     cos  arfa,  I  e  '■     sin  a  dx. 

«y  «y 

Appelons-les  I  et  J,  et  intégrons  dans  chacune  d'elles  par  parties  ;  nous  aurons 

iia  2a  -^^^  '2a 

l  =  e ''     sin  a ^J,  J  =  —  e  ''     cos  a  H — —\. 

0  b 

Ces  deux  équations  donnent  I  et  J  : 

e  *"     (2a  COS  a -h />  sin  a)  ,  e  ''     ( — 2a  sin  2 -h  ^  cos  a) 

1  =  0 r~; — r: J  =  i* — ; — J-, 

'la-  -h  />-  4a-  -H  0" 

Les  valeurs  de  x  et  de  j/  sont  donc  fournies  par 

'j'i  2" 

(?   ''  "(2a  COS  a  H- 6  sin  a)                                              e    *■     (  —  2a  sin  a -}-/>COS  a\ 
^-^0  =  2ac ^^,-p^;, ,  y-y,  =  'Hac ,^^^-^, 

F'ortons  alors  les  axes  au  point  (.r„,  j/„)  et  posons       2a  =  /t  cos  2,,,       b  =  A- sin  a^;       nous  aurons 

2ac    ^ix        ^  ^  2ac    i^i   .    , 

a*  =  — - — e"     cos  (a„  —  a),  ,y  =  __.e  "     sin  (^0  —  ^)- 

k  '  l\ 

En  posant     a^^  — a  =  0,     nous  avons  l'éciualion  polaire  de  la  courbe 

2ac    il(a^,-0) 

-     k 

c'est  une  spirale  logarithmique. 

lionnes  solutions  :  MM.   A.  Roisskau  ;  A.  Cduiitois,  à  Douai  ;  J.  Véuots  ;  T..   Iac.ii  ;  NévKjASs  ;  J.  SooBAiiiNii. 


1 843.  —  Déterminev  los nn/r/n's  phiiws  iju'i  possiulrnl  lu  propriété  suivante  :  le  cercle  homoihètique.  dans 
le  rapport  coristtDit  k  pur  rapport  au  point  M  du  cercle  île  courbure  en  M  passe  par  un  point  /ixf. 
Cas  où     k  =  i. 

On  peut  toujours  choisir  sur  une  coiirht*  plaiuMin  sens  positif  tel  que  l'anjrle  »  que  fait  la  demi- 
tangente  positive  avec  O.c  varie  dans  1(>  même  sens  (juc  l'abscisse  curviligne  .v.  Si  l'on  dé>igne  par  II  le 

(h  d.r  dii 

rayon  il(>  conrbur(\  on  a      l{     -  — — •     puis     cos  a  =  — -— .     sm  i  =  -r— • 
■^  dx  ds  ds 
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En  outre,  la  demi-droite  qui  va  d'un  point  M  de  la  courbe  au  centre  do  courbure    correspondant 
fait  avec  Or  l'angle     ^  +  — '       il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  centre  do  courbure  au  point  (x,  y) 

sont      a.--4-R  cos  (  ^-h  ^  J,  jy  +  H  sin  U-+- ^  J,  ou         .r  — Usina        et        y-hWcQSt. 

L'é(piation  du  cercle  de  courbure  au  point  M  (r,  y)  peut  alors  s'écrire 
(1)  (X  —  .r  -f-  Il  sin  a)^  -+-  (Y  —  1/  —  R  cos  -/)-  =  R-. 

Chercbons  Téquation  du  cercle  bomolhélique    dans  le  rapport   k  par   rapport  au   point  M.  Soit 

P  (X,  ^)  un  point  quelconque  du  cercle  (i),  P'  (X',  Y')  son  bomolhélique;  nous  avons  -^r^r-  —  k.     d'où 

MP 
nous  tirons 

\'  —  X         ,  V  _  ,y  \'  —  X  ,.  Y'  —  y 

A  —  ./;  Y    —  y  h  k 

Remplaçons  dans  l'équation  (1)  X  —  x     et     Y  —  ?/     par  ces  valeurs,  nous  obtenons  l'équation  du 

cercle  homolhétique  cherché  : 

X'  -  .r  Y        /  Y'  -  V  \' 

■    R  sin  ^]     •-     r-^  —  R  cos  ^^      =  R-, 


R  sin  ot  j    -H  (  -";-  +  R  cos  ^  \    =  R-,  ou  .r-  -+-  y-  —  2Rt  (x  sin  a  —  y  cos  3)  =  0. 


k         /  \       k 

X'  et  Y'  étant  les  coordonnées  courantes. 

11  n'y  a  plus  qu'à  écrire  que  ce  cercle  passe  par  un  point  fixe  qu'on   peut  supposer  être  l'origine  ; 
nous  obtenons 

X 

dii  dx 

Mais  nous  avons     R  sin  a  =  — -^»  R  cos  ^  =  — 7— J  donc  celte  équation  devient 

d'j.  di 

x"-  -\-  u-  —  2A- .  — ^— — ^ =  0. 

di 

Passons  en  coordonnées  polaires,  nous  avons     .r-  H-.'/-  =  r-,      idy —  ydx  =  r-c/'i  ;     ce  qui  nous  con- 
duit à  l'équation  difrérenticUe     dj.  =  2kdf),     d'où  nous  tirons  immédiatement 

a  =  '2k(i  -h  C. 
Mais  on  a,  à  un  mulliplc  prés  do  -,      a  =  0  -h  V  ;      on  on  déduit      O-4-  V  =  2Â0  4-  C, 

V  =  (2/.- —  1)  0-H  G,     et,  en  prenant  les  tangentes,      —  =  Ig  ;(:2/.-— 1)0  4- C],  ou 

—  =  cotg[(2/.-—  no  -+-  C]. 

r 
L'intégration  est  alors  immédiate  et  nous  donne 

Lr  =  — L  sin  \(U  —  1)  0  -f-  Cl  +  Lr/,  ou  j^'--'  =  a^^-'  sin  [(ik  —  1)0  +  C], 

2/t'  —  1 

ou  enfin,  en  posant     2/.-  —  1  =  »,     et  en  prenant  pour  axe  polaire  la  droite     '>  =  — — , 

(1)  r"  =  a"  sin  n<K 

Telle  est  l'équation  générale  des  courbes  cherchées. 

Remahouk.  — Dansée  qui  précède  nous  avons  supposé     2k    -  I  =r  0     ou     /,•  v  —  .        Si     /.•  =  — » 

r' 
l'équation  dillérentiellc  se  réduit  à    —  =  0%     et  les  courbes  intégrales  sont  des  spirales  logarilhmi- 

ques. 

En  excluant  ce  cas  particulier,  les  courbes  intégrales  sont  représentées  par  l'équation  (I). 
Pour     /i-=1.    jî  =  1,     l'équalion devient     r=rtsin0,     elle  représente  un  cercle. 
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Pour     /;  = 


limaçon    de  Pascal;     ^  =  —^      »  =  2,     lemnis-ate    de    Bernoulli 


/,•  =  — >       n  = —5         parabole  ;        /.•  = -»        n  — 

4  2  2 

l 
n= —i     cubique  de  Tscliirnhausen. 


2,       hyperbole  équilatère  ;        A-  =  — 


André  COURTOIS,  lycée  de  Douai. 

Bonnes  solutions  par  M.M.  (',.  Dr.AnEZ,  école  Sainte-Geneviève,  à  Paris  ;  L.  Hoilève,  Ivcéede  Versailles  :  G.  L\ch.  à  Denain 
ra\il  LÉONZi,  à  Uonleaux;  Nkvkjans  ;  Hené  Poii.ain,  h  Lourches;  A.  Rousseau,  à  Amiens;  Rodolphe  Saspobtks,  lvcî''e  d'Alger 
J.  SouBAiG.NK,  à  Mont-de-Marsan;  A.  WiÉxen,  lycée  de  Versailles;  (i.   Folcrv,  à  Reims.  >     -    -        • 


1847.  —  Soit  une  droite  fixe  de  longueur  AB.  Par  un  point  M  variable  pris  sur  AB,  on  mène  d'un 
même  côl<;  de  AB  des  parallèles  à  deux  directions  fixes  AP,  BO.  On  obtient  ainsi  les  deux  triangles  sem- 
blables APM  et  MQB.  Montrer  que  :  1°  le  lieu  du  milieu  de  PQ  est  une  ligne  droite;  2"  Venveloppe  de  la 
droite  PQ  est  une  parabole.  Construire  celle  parabole  lorsque  les  triangles  APM  et  yiQE  sont  équilaléraux 

3°  Trouver  aussi  le  lieu  de  la  projection  de  M  sur  PQ. 

Nous  prendrons  pour  axes  de  coordonnées    les  droites    AP    et    BQ,    et  nous  désignerons  par   a 

l'abscisse  du  point  A  et  par  6  l'ordonnée  du  point  B,  en  supposant 
a  >  0,     6  >  0. 

1.  Le  milieu  I  de  PQ  est  aussi  le  milieu  de  OM.  par  suite 
le  lieu  du  point  I  est  la  droite  AB',  parallèle  à  AB,  qui  joint  les 
milieux  A'  et  B'  de  OA  et  de  OB. 

Tm 

2.  Si  on  désigne  par  À  le  rapport  -^'    les  coordonnées  du 

MB 

b\ 


point   M    sont      x  = 


1-hX 


y  = 


1 


et  l'équation  de  la 


droite  PQ  est 


^X 


1  =0, 


ou 


bxl-  H-  l{bx  -f-  ag  —  ab)  -hai/  =  0. 


1    -1-   A 


l-^X 


Ecrivons  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  À  ;  nous  obtenons 

{bx  -I-  ag  —  ab)-  —  ïabxg  =0  ou  (bx  —  ag)-  —  2nb{bx  -f-  ag)  -+-  a'b^  =  0  ; 

c'est  l'équation  de  l'enveloppe  de  la  droite  PQ. 

On  voit  immédiatement  que  cette  équation  représente  la  parabole  qui  est  tangente  en  A  à  OA  et 
à  OB. 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  s'établir  géométriciucment. 

En  elTet,  les  points  P  et  Q  tracent  sur  OA  et  OB  des  divisions  lionu^irraphiques,  donc  la  droite  PQ 
enveloppe  unt^  conique  langeut*»  aux  droites  OA  et  OB.  De  plus,  (iiiaïul  It^  point  ij  est  en  0,  le  poinl 
P  est  en  A,  donc  la  coni'iue  touche  OA  ;ui  point  A;  elle  touche  de  même  OB  au  point  B.  En(in  si 
le  point  P  est  ;i  riiifini,  le  point  Q  est  aussi  à  rinlini,  la  droite  PQ  coïuriiie  avec  la  droite  do  rinlini. 
La  conitpie  enveloppe  esl  donc  une  |)arabole  langenle  en   A    el    B   aux  droites  OA  et  OB. 

La  construction  dtî  cette  parabole  est  bien  connu(\  La  direction  asymplotiqiie  est  paralN-io  à  la 
droite  (jiii  joint  le  point  0  au  milieu  C.  de  AB  (//'/.  2k  On  mène  AD  et  BK  paralUMes  à  OC, 
puis  on  construit  AK  syinélri(pie  de  Al)  p;ir  rapport  à  OA.  Bl*'  symétrique  de  BK  par  rapporl  .\  UB  ; 
ces  deux  droites  se  coupent  au  loyer  !•'.  La  l;ingentt'  au  sommet  passe  par  les  projections  M  et  K  du 
point   1''  sur  0\    el   OU,   entin  le  sommet  S   est  la  pri\jeclion  du  point   V  sur  IIK. 
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Fig.  2. 

lieu    de   IIK;    la   droite    OC    est  l'axe   de   la  courbe. 
3.  Nous  avons  vu  que  l'équation  de  la  droite   PQ   est 


Dans  le  cas  où  le 
triangle  OAB  est 
équilaléral  {fig.  3), 
on  voit  immédiate- 
ment que  le  foyer 
F  est  le  centre  du 
triangle  OAB,  H  et 
K  sont  les  milieux 
de  OA  et  de  OD,  et 
le  point  S  est  le  mi- 


'}) 


b\ 


1  =  0. 


hl 


Son  coefficient  aniîulaire  est Le  coefficient  angulaire  m  de  la  perpendiculaire  est  donné 

a 


par  l'équation  1  -j-  (  m 1  cos  0 =  0, 


d'où 


a  —  b\  cos  0 


h\  —  a  cos  0 
Par  suite,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  PQ  a  pour  c{iuation 


b'k 


a  —  6 A  cos  0 


?/  — 


1  -I-  A         b'>~  —  a  cos  ')    V  i 

On  aurait  l'équation  du  lieu  demande  en  éliminant  À  entre  les  étiualions  (l)  et  {"i) . 
Mais  il  sera  plus  simple   de  résoudre  les  équations  (1)  et  (2)  par  rapport  à  x  et  7  ;  on  obtiendra 
ainsi  les  équations  paramétriques  du  lieu.  On  trouve  ainsi 

«2  _  [n—bl  cos  0)  b-'K\b\  —  a  cos  0) 

(À  -h  Vyjr'i--  —  tabl  cos  0  4- a')  '  ''  (À  -4-  \ )(b-'t.^  —  2«/A  cos  0  h-  n"-)  ' 

et  l'on  voit  que  le  lieu  est  une  cubique  unicursalc  aisée  à  conslruire.  Elle  est  tangente  en  .\  et  B  aux 
droites  OA  et  OB,  admet  un  point  vve\  h  l'infini  (correspondant  à  À  =  —  1),  et  une  asymptote  corres- 
pondante, puis  deux  points  imaginaires  conjugués  à  l'infini,  relatifs  aux  valeufs  de  >.  qui  sont  racines 
de  l'équation     A'^À^  — 'iabl  cos  ')  4-  a^  =  0. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ces  points  sont  les  points  cyclitiues.  En  ellet,    la   direction  asymjjtotiquc 

'/         b^'/.^(bl  —  a  cos  0) 

correspondant  a  une  racme  de  cette  équation  a  pour  coefficient  angulaire     —  =  ^ ; — 

^  ^  ^  °  .f  a'{n  ~b'' cos  0) 

Mais  on  peut  écrire     //-À-  —  2aiÀ  cos  0  +  a-  ^  //''(iÀ  —  a  cos  0)  —  a(bl  cos  0  —  a)  =  0, 

b'f^  —  a  cos  0  a  y  /yX 

b/-  '  X  a 


ou 


/>>>  ces  ')  —  a 


b\ 


Si    l'on   pose     — ■ —  =  m,     on  voit  que  m  est  racine  de  ré(|ualion     m-  h- 2?»  cos  0  -t-  1  =  0,     ce 
a 

qui  montre  bien  (\ne  les  directions  asymptotiquos  imaginaires  sont  isotropes. 

Donc  le  lieu  est  une  cubique  circulaire  unicursalc. 

André  COURTOIS,  lycée  de  Douni. 


Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Lacii,  à  Rodez;  Marescalchi  ;P.  Niîvejvns,  21^  d'artillerie;  A.  Rousseau,  àAmiens;  L.  Simon, 
à  Fourmies  ;  .T.  Socbaigné. 
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1840.  —  Une  droite  de  longueur  donnée  passe  par  un  point  fi.ie  et  une  de  S'is  exlrémilés  décrit  une 
droite.  Trouver  le  lieu  de  son  autre  extrémité. 

Soit  A  le  point  fixe,  D  la  droite  donnée,  0  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  l), 
OA  =  a,  et  soit  /  la  longueur  constante.  Le  problènoe  proposé  peut  encore 
s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

On  donne  un  point  A,  une  droite  D  et  une  sécante  mobile  passant  par  A 
et  rencontrant  D  au  point  B  ;  on  porte  sur  cette  sécante  BM  =  BM  =  /. 
Trouver  le  lieu  des  points  M  et  M'. 

Ce  lieu  n'est  autre  chose  que  la  conclioïde  de  droite,  ou  conchoide  de  .\xco- 
mède.  On  a  immédiatement  l'équation  cartésienne  de  celte  courbe,  en  prenant  .\ 
pour   origine,    AO    pour   axe    des    x,    la  perpendiculaire    en    A    pour   axe   des    7.    C'est   l'équation 


l'-x-  =  (x  —  a)''[x^  -i-rj-)^      (|iie  l'on  déduit  de  réqualion  polaire  du  lieu      o  = 


cos  w 


/,     et  on  peut 


construire  aisément  à  partir  de  l'une  ou  de  l'aulrc  de  ces  équations  la  courbe  cherchée,  en  distinguant 
trois  cas,  suivant  que  b  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  a. 

Nous  allons  nous  contenter  d'étudier  géométriquement  celte  courbe.  Faisons  tout  d'abord  la  re- 
mar({ue  générale  suivante  :  si  on  considère  la  droite  mobile  ABM.M'  comme  une  figure  invariable  se  dé- 
plaçant dans  son  plan,  on  connaît  tout  d'abord  la  trajectoire  i)  de  l'un  de  ses  points  B  et  la  normale  à 
celte  trajectoire  à  chaque  instant.  D'autre  part  on  peut  considérer  le  point  A  comme  invariablement  lié 
à  la  sécante  mobile,  sa  trajectoire  à  un  instant  donné  étant  alors  la  position  correspondante  de  celte 
sécante,  on  connaît  donc  encore  la  normale  à  ce  déplacement,  par  suite  le  centre  instantané  de  rota- 
tion, les  normales  en  M  et  M'  à  la  conchoïdeet  par  conséquent  les  tangentes  en  ces  points. 

/"■  Cas     />a.  —  La  circonrérencc  décrite  de  A  comme  cenlre  avec  /  |)our  rayon  rencontre  I)  en 

deux  points  P,Q.  Si  la  sécante  mobile  est  la  droite  AP.  les  poinls 
mobiles  sont  le  point  A  et  le  point  C,  symélri(iue  de  .V  par  rap- 
port à  P.  La  courbe  part  donc  du  point  A  tangentiellemenl  à  la 
droite  AP,  on  aurait  cette  droite  AP  et  la  tangente  en  C  parla 
construction  indiquée. 

Si  l'on  fait  tourner  la  sécante  autour  de  A  de  façon  que  P 
décrive  le  segment  PD,  les  points  M  et  .M'  s'éloignent  à  linlini  : 
la  normale  on  A  à  la  position  limite  de  la  sécante  est  A.r,  la  nor- 
male au  point  à  rinlini  sur  1)  est  parallèle  à  A.r.  Par  suite  les 
noi  nulles  aux  points  à  l'inlini  des  aies  do  courbe  décrits  par  M  ol 
M'  sont  parallèles  à  Ax  et  passent  par  le  point  à  l'inlini  sur  I)  : 
la  [)osition  limite  des  tangentes,  c'est-à-dire  l'asYniplole,  osl  donc 
la  droite  1)  ellc-moino.  M  (>l  M'  s'oloignonl  donc  indéllnimonl 
sur  h's  doux  arcs  \{,  Iv,'  (|ui  admoUonl  tous  doux  l)  pour 
asymptote. 

Si  la  sécante  mobile  varie  maintenant  à  partir  de  la  position 
AP  on  se  rapprochant  de  .\'),pour  une  position  inlorméJiaire  \l\ 
nous  obtenons  les  doux  p»)ints  .VI  et  .M'  :  la  normale  à  U  ai:  point 
I!  ol  11  iioriualo  à  AB  on  \  se  coupent  au  point  I,  contre  ins- 
lanlané  de  rotation.  On  on  déduit  los  normales  l.M.  IM  ol  les  tangonlos  on  M  cl  M".  Si  la  sécanlo  : 
bile  vient  se  confondre  avec  AO,  on  a  sur  A.r  los  doux  poinls  du  liou  D,  F!  :     OK  =  OC  =  /  :     lo  .      - 
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tre  inslanlané  de  rotation  est  le  j^oint  0  et  les  normales  étant  confondues  avecOa-,  les  tangentes  en  E,  L' 

sont  parallèles  à  D.  On  complète  la 
courbe  en  prenant  la  symétrique  de 
EMÂ-fc'E'  par  rapport  à  la  droite  AOx. 
On  voit  que  A  est  un  point  double. 

2"-  Cas  l  =  a.  C'est  un  cas  limite 
du  précédent  :  la  circonférence  de 
centre  A  et  de  rayon  /  étant  tangente 
à  D,  les  points  P,  Q  et  les  droites 
AP,  AQ  du  cas  précédent  sont  confon- 
dus suivant  AO  :  le  point  A  est  alors 
un  point  de  rebrousscment,  la  tan- 
gente de  rebrousscment  étant  AO.  Au 
point  E',  symétrique  de  A  par  rap- 
port à  0,  la  tangente  reste  parallèle  à 
D.  Le  reste  de  la  courbe  n'est  pas 
changé,  mais  la  boucle  disparaît.    La 

courbe  passe  toujours  par  A  qui,  connue  nous  venons  de  le  voir,  devient  un  point  de  rebroussemcnt. 

3"  Cos.  /•<  (I.  La  circonférence  de  centre  A,  de  rayon  /,  ne  coupe  plus  D  :  le  poii;t  A  qui,  au 
point  de  vue  analytique  fait  toujours  partie  de  la  courbe,  n'en  fait  plus  partie  au  poiiit  de  vue  géomé- 
trique. On  a  toujours  sur  AO  les  deux  poinis  E,  l'^,  OE  =  OE'  =  /,  les  tangentes  étant  toujours  paral- 
lèles à  D.    La  boucle  du  premier  cas  a  complètement  disparu.  LÉO.N/I,  lycée  de  Bordeaux. 

Bonnes  solutions:  M^I.  K.-N.  liAnisiGN  :  G.  Lach,   à   Fournes-en-Weiipe   (Nord);   L.  Bel,  à  Alger;  L.  Simon,  à   Fourmies  ; 
NiivEJANS  ;  A.  lîoussiiAu,  à  Landrecies  ;  A.  Dai  vin  :  A.  CounTois,  h  Douai  ;  J.  Vérots,  Socuaigné,  à  Mont-dc-Marsnn. 


l>IIYSIQUi:    LT    ClILMIl- 


1833.  —  Cn  mélange  de  chlorures  de  phosphore  et  d'arsenic  pesant  Qt^^Hi  est  dissous  dans  un  excès 
d'eau.  De  la  liqueur  ainsi  obtenue,  on  fait  deux  parts  égales.  La  première  sert  à  déterminer  la  composition 
du  mélange.  A  cet  effet,  on  la  colore  avec  quelques  gouttes  d'hélianthine  et  on  g  verse  une  dissolutimi  titrée 
de  soude  jusqu'à  virage  qui  se  produit  quand  on  a  employé  120  millimolécules  de  soude  ;  puis  on  ajoute  de 
la  phtalé'ine  et  on  continue  de  verser  de  la  soude  jus(iu'à  nouveau  virage  qui  se  produit  quand  on  a  employé 
encore  20  millimolécules.  Comme  contrôle,  on  verse  encore  une  dissolution  acide  de  permanganate  qui  cesse 
de  se  décolorer  quand  on  en  averse  10  millimolécules. 

Etant  maintenant  fixé  sur  la  composition  de  la  liqueur,  un  ajoute  à  la  deuxième  part  unexcès  d'azotate 
d'argent  ;  Use  forme  un  précipité.  Quelle  est  sa  nature  et  son  poids  '.^  Dans  la  liqueur  filtrée,  on  ajoute  peu 
à  peu  et  indéfiniuicnt  de  l'ammoniitque,  que  se  produira-l-il  successivement,  qualitativement  et  quantitative- 
ment y 

Désignons  par  .r,  y  et  :•  les  nombres  de  millimolécules  de  pentachlorure  de  phosphore,  de  tri- 
chlorure  de  phosphore  et  de  chlorure  d'arsenic  qui  se  trouvent  dans  chaque  part  du  mélange.  On  aura 
d'abord  xPCl^ -h  yPCl^^ -+- :AsCl'  =  4920  ou  208,.;ix+ 137,5^ -l- 181,6:  =  4920.     (I) 

En  dissolvant  les  chlorures  dans  l'eau,  on  produit  les  réactions  suivantes 
a-(PCP+  4H^0  =  PO^H»  +  3HC1),     ?y(PCF  -+-  3U-0  =  PO^H^*  -h  3IIC1),     :.(AsCF  -+-  3H20  =  AsO'H^-h 3I1G1), 
et  la  composition  de  la  liqueur  est  représentée  par    {bx  -+-  3.'/  +  3-)HCl  -\-  xPO^H'  -i-  v/PO^H^  -i  -AsO^H'. 

Le  virage  à  l'hélianthine  se  produit  lorsque  tout  l'acide  chlorhydrique  est  saturé  et  lorsque  les  acides 
pliosphorique  et  phosphoreux  sont   transformés  en   sels  monosodi(iues.    L'acide   arsénicux  est  sans 
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action  sur  l'hélianlhine.  La  Iransformalion  avant  exigé  120  inillimolécules  de  soude,  nous  aurons  donc 

Gx- -+- 4?/ -h  3z  =  120.  (2) 

Le  virage  à  la  plilaléine  se  produira  quand  les  acides  phospliorique  et  phosphoreux  auront  été 
transformés  en  sels  disodiques,  c'est-à-dire  lorsqu'on  aura  ajouté  encore  a^-t-y  raillimolécules  de 
soude,  donc  xh-j/  =  20.  r^\ 

La  résolution  des  équations  (1),  (2)  et  (3)  donne 

x  =  o,  y  =  io,  ;  =  lu. 

11  y  avait  donc,  dans  le  mélange  primitif,  10  millimolécules  de  penlachlorure  de  phosphore,  30  de 
Irichlûiure  de  phosphore,  20  de  chlorure  d'arsenic,  ou,  en  poids,  2^', 085  de  penlachlorure  de  phosphore, 
4,125  de  trichlorure  de  phosphore,  3,03  de  chlorure  d'arsenic. 

Sous  l'action  du  permanganate,  l'acide  phosphoreux  se  transforme  en  acide  phosphorique,  Tacide 
arsénieux  en  acide  arsénique,  chacun  hxanl  un  atome  d'oxygène.  Le  permanganate  aura  donc  à  fournir 
y  -\-  z  milliatomes  d'oxygène.  Or  2  millimolécules  de  permanganate  fournissent  5  milliatomes  d'oxv- 
gènc  ;  les  10  millimolécules  employées  en  fournissent  2j,  ceciui  est  bien  égal  à     y  -i-  z. 

Une  partie  de  l'azotate  d'argent  ajouté  à  la  liqueur  i)récipite  l'acide  chlorhydrique  en  produisant 
(ox  -^3y  -i-3v)AgGl.     Une  autre  partie  est  réduire  par  l'acide  phosphoreux  conformément  à  la  formule 

y(POm^  +  2AzO'Ag  +  IPO  =  2Ag  -t-  PO'H^  -+-  2.\zO'il) 
et  produit  un  précipité  d'argent  pesant  27Ag.  En  liqueur  acide,  il  n'y  a  d'action  ni  sur  l'acide  phospho- 
rique ni  sur  l'acide  arsénieux. 

La  liqueur  filtrée  contiendra  encore  ces  deux  derniers  acides,  de  l'acide  azotique  et  un  excès  d'azo- 
tate d'argent.  L'ammoniaque  neutralise  successivement  l'acide  azotique,  l'acide  |)hosphorique  et  l'acide 
arsénieux,  détermine  alors  la  précipitation  de  phosphate  et  d'arsénile  d'argent,  pui>,  réagissant  sur 
l'excès  d'azotate  d'argent,  en  précipite  de  l'oxyde  d'argent.  Enfin,  un  excès  d'ammoniaque  redissoul  tous 
ces  précipités  dans  un  ordre  d'ailleurs  assez  dinicile  à  prévoir.  »    PEVR\IU)   •'  I  • 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  GiiniN,  à  Lyon,  et  I'étiudi,  ;i  Paris. 


r 
lant 


1848. —  Un  objectif  photograpliique,  dont  lu  dislance  focale  est     o  =.  IC'"     et  iinttrsticc    e  =  2<""> 
donne,  d'un  objet  très  éloigné  AB,  vne  image  réelle  et  renversée  A'B'  de    Icin  rfg  diamètre.   On   recule  le 
verre  dépoli  à  'i8c">  du  second  point  nodal  0  el  on  intercale,  entre  ce  verre  dépoli  et  l'objectif,  une  lentille 
divergente  mince  C,   de  10^'"  de   distance  focale.   A  tjuelle   dislance  du  point  0  doit-on   la  placer  pou 
o'jlenir  wic  image  nette  A'B"  sur  le  verre  dépoli*  Quelle  sera  la  grandeur  de  cette  image?  Celte  image  élan 
vvse  en  place  sur  la  figure,  construire  les  points  nodaux  du   système  total.  Comment  pourrait-on   ccri/ier 
l'accord  du  résultat  ohicnu  avec  le  calcul  ? 

L'image  A'B'  est  dans  le  second  plan  focal  de  l'objectif  et  la  distance  AO  est,  en  valeur  absohie, 
égale  à  o.  Celte  image  A'IV  doit  jouor.  par  rapport  à  la  lentille  C,  le  rùle  d'objet  virUiel.  et  les  distan- 
ces conjuguées  A'C  et  A"C  doivent  satis-laire  à  la  relation 1 ■  = , 

A'C        AT.  10 

tant  par  ./■  la  dislance  cherchée  CO,      — 


ou, CD  roprésen- 


10  — 


•48  —  .(• 


10 


En  chassant  les  dénominateurs,  on  a  l'équation 

a^  —  (;4x  -+-  448  =  l). 

dont  les  deux  racines  sont  x'  =  50  el  x'  =  8;  la 
l)romiorc  correspondrait  ù  une  image  déllnilive  virtuelle 
qu'on  ne  i)omrait  recevoir  sur  le  verre  dépoli  ;  lasccondo 
seule  convient. 

La  distance  CO  étant  de  S^"',  la  distance  A'C  Oî^t  au«si 
égale  à  B'^'^'et  ladislaîjce  A'C  à  iO«^'".  L'image  AH',  cinq 
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fois  plus  éloignée  de  C  que  l'image  A'B',  est  cinq  fois  plus  grande  et  a  par  consé(iuent  5^"  de  dianiélre. 

Tous  les  rayons  incidents  venus  de  B  étant  parallèles  à  OB',  le  second  point  nodal  du  système 
sera  sur  une  parallèle  à  OB'  menée  par  B",  soit  en  N'.  La  seconde  distance  focale  du  système  est  donc 
N'A".  Pour  calculer  sa  valeur  absolue,  comparons  les  deux  triangles  semblables  N'A'B"  et  OA'B'  dont 
le  rapport  de  similitude  est  5  ;  la  distance  N'A"  vaut  5  fois  OA',  c'est-à-dire     5x16=  SO^'". 

Rencontrons  maintenant  le  rayon  qui  émerge  suivant  N'B".  Il  sort  de  la  lentille  divergente  au  point 
I.  Le  rayon  incident  en  1  a  la  direction  IB'  qui  rencontre  le  second  plan  principal  de  l'objectif  au  point 
K.  Le  rayon  reçu  par  l'objectif  rencontre  le  premier  plan  principal  à  la  même  distance  de  l'axe,  au 
point  K'.  Nous  aurons  donc  le  premier  point  nodal  N  du  système  en  menant  par  K'  une  parallèle  à  OB'. 

Les  constructions  donnent  facilement  les  valeurs  successives  CI  =  ;2''"',o,  OK  =  O'K'  =  4^'"', 
ON  =  64cm     et  enfin     N'N  =  3'i*^"'.     Le  système  total  se  trouve  ainsi  complètement  défini. 

Pour  vérifier  le  résultat  obtenu,  {jarliculièrement  en  ce  qui  concerne  la  distance  focale,  appliquons 
la  formule  générale  des  systèmes  centrés, 

16  X  10 

Elle  donne  ici    /'  = r  —  ^0,     ce  (jui  concorde  bien  avec  le  résultat  déjà  obtenu. 

16  —  10  —  8 

Remarquons  enfin  que  le   système   proposé  n'est  autre  que  l'instrument  connu  sou-  le  nom   de 

téléobjectif.  T.  ViviKlt,  lycée  de  Poitiers. 

Assez  bonae  solution  de  M.  A.  Courtois,  lycée  de  Douai. 
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1907.  —  On  considère  une  parabole  et  la  tangente  en  un  point  M  de  celle  parabole  ;  soient  P  la  projection  do 
ce  point  sur  l'axe  et  Q  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  l'axe.  On  considère  en  outre  le  cercle  circons- 
crit au  triangle  MPQ. 

1»  Trouver  la  deuxième  parabole  (pii  passe  par  les  points  de  rencontre  de  la  parabole  donnée  avec  le  cercle 

el  le  lieu  du  sommet  de  cette  parabole. 

2°  Trouver  l'enveloppe  de  cette  parabole. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  sécantes  communes  à  la  parabole  el  au  cercle. 

4°  Enfin  trouver  le  cercle  circonscrit  au  triangle  conjugué  commun  à  la  parabole  et  au  cercle  el  le  lieu  du 

pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles. 

!•:.  H. 

1908.  —  Soient  M  un  point  quelconque  d'une  ellipse  de  centre  0,  A  la  perpendiculaire  élevée  en  .M  à  O.M, 
P  et  Q  les  points  oii  les  parallèles  menées  par  0  à  la  tangente  cl  à  la  normale  en  .M  rencnnlrent  A. 

Construire  les  courbes  lieux  de  P  el  de  O.  L'aire  de  la  courbe  P  est  la  somme  des  aires  de  l'ellipse  donnée 

et  de  sa  développée. 

E.  N.  Barisie.n. 

1909.  —  1"  Construire  la  courbe  (C)  (axes  rectangulaires) 

(a;2  +  y2)2  _  ay(^2  _  ,^2)  _  q. 

en  déterminer  les  tangentes  doubles  el  l'aire  limitée  par  cbacune  de  ses  boucles. 

2°  Un  cercle  passant  par  0  rencontre  (C)  en  trois  points  à  dislance  linie,  autres  que  0  ;  déterminer  les  ré- 
gions du  plan  oii  doivent  se  trouver  les  centres  de  ces  cercles,  pour  que  les  trois  points  d'intersection  soient 
réels. 

3°  Lieu  du  milieu  des  cordes  PQ  de  (C)  vues  de  l'origine  sous  un  angle  droit  et  enveloppe  de  ces  cordes. 

4°  Soit  OPRQ  un  quadrilatère  dont  les  droites  rectangulaires  OP,  OQ  sont  deux  côtés  consécutifs  ;  en  suppo- 
sant que  V  et  0  décrivent  (G)  el  que  le  quadrilatère  OPQli  reste  semblable  à  lui-môme,  on  demande  l'enveloppe 
des  côtés  PR,  QR. 

Louis  Su  E,  k  Lvon. 
♦ 
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SUR  LE  RAYON  DE  GOUUBURE  DES  COURBES  PLANES  [Fin) 

par  M.  Louis  Sire,  boursier  d'agrégation  à  la  Faculté  des  sciences  de  Lyon. 


Les  courbes  (a).  —  Les  courbes  (A)  satisfont,  en  coordonnées  polaiies,  à  l'équation  différentielle  (Revue, 
mai  1909) 

r,2  _1_  r.-2  \ 


f.'^  H-  2?'^  —  çp" 


En  posant    - —  =  0     et  en  intéi^rant  une  première  fois,  cette  équation  se  ramène  à  la  quadrature 

az 


laquelle  peut  s'écrire 


elle  est  ainsi  mise  sous  la  forme  d'une  intégrale  binôme  et  rentre  dans  l'un  des  cas  d'intégrabilité  connus. 
Pour  effectuer  cette  quadrature,  nous  poserons 


-2 


kz^      =  t,  c'est-à-dire 


-{tÏ 


A 

(    \  2(2-AI 


Ce  changement  de  variables  n'est  plus  valable  si    A  =  2,    car  il  devient    A  =  t  ;    la  variable  :  a  disparu. 
Ce  cas  particulier  a  déjà  été  étudié  {loc.  cit.)  et  conduit  à  la  spirale  logarithmique. 

Si     A  i^  2,     la  quadrature  devient        (o  —  (Oq  = — /    —    ' 

I*0S0!1S  t  —  l    =  u-, 

,  ,                                                                             A          T"       dM                    A 
nous  obtenons  o>  —  ojo  =  — | =  — arc  tg  u  ; 

-> _\  .)  »  1 

laisons        0)0  =  0,         il  vient        u  =  tg o.         par  suite         (=:{-{-  tg-  -"' -  o»  = . 


cos' — 


4  —  -2A 

d'oM,  liiialoMicnt      ^_^^    = ^-—^ ,       c'est-à-dire       p        -^       =  A  oos» -"  ~  "^ 

— Â —  cos'^ M 

p  ^ 

2  — A 


En  extray.iiil  la  racine  carrée,  p       '^       z=  H  cos  — ^ 


(I). 


I)  2  — A 

l'osons  — =  n  |{  —  „.., 

A 

nous  obtenons  les  courbes  p"  =  a"  cos  >i(i). 

En  résumé  : 

Les  courbi's  (A)  comprrnuml  la  spirale  loiinrillnniquc,  p  =:  «;"•",  et  les  courbes  z"  =z  j"  cOS  ww  ;  cf  sont, 
à  une  rotation  près,  les  seules  rotirhes  pour  lesquelles  il  existe  tôt  rapport  constant  entre  le  rayon  d<S  courbure  en 
un  point  et  le  rayon  du  cercle  tanyeîit  en  ce  point  à  la  courbe  et  qui  pitase  par  le  pôle. 


3i  SUR  LE  RAYON  DE  COURBURE  DES  COURBES  PLANES 

Il  est  facile  de  vérifier  géométriiiuement  cette  propriété  de  la  spirale  logarithmique.  Soient   M,  M'    deux 

points  infiniment  voisins  de  la  courbe,    MR,  M'R   les  tangentes  en  ces  points  ;  les  angles  en 

M,  M'  étant  égaux,  le  quadrilatère  OMRM'  est  inscriptible,  par  suite    û  =  m,     de  là 

R        r         MM'         ,.         MM' 

R  =  lim  — T =  lim — : =  2o. 

sin  o  sin  (o 

Dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (année  1886)  M.  Du  Châtenet  a  détermine 
les  courbes  pour  lesquelles  il  existe  un  rapport  constant  entre  le  rayon  vecteur  et  la  projec- 
tion du  rayon  de  courbure  sur  ce  rayon  vecteur  ;  en  cherchant  les  courbes    (A),  j'ai  donc 
résolu  le  môme  problème,  f-e  procédé  d'intégration  que  jai  employé  est  difléront  de  celui  de  M.  Du  Chàtenel  ; 
il  est  un  peu  plus  long,  mais  ces  de  ux  méthodes  me  permettent  doblenir,  comme  on  le  verra  plus  loin,  deux 
généralisations  des  courbes  ( \). 

Auparavant,  je  vais  étudier  qu  elques  propriétés  de  ces  courbes  que  llaton  de  la  Goupilliére  a  appelées 
spirales  sinusoïdes  ;  ces  propriétés  sont  bien  connues,  mais  comme  elles  résultent  des  formules  que  nous  avons 
établies,  elles  se  trouvent  démontrées  d'une  nouvelle  manière.  On  pourra  d'ailleurs  consulter  la  thèse  de  llaton 
de  la  Goupilliére  et  divers  luiméros  des  Nouvelles  Annales  (années  1872,  1876...). 
Considérons  donc  les  courbes  (A)  d'équation  polaire 

pn  -_  ^n  cos  nio  ; 

R  2  —  A 

le    A  =  —      de  la  courbe  et  l'entier   n,  appelé  ordre  de  la  courbe,  sont  liés  par  la  relation      — ; —  =  n,     de 

P  -^ 

2 
laquelle   nous    tirons        A  =  — . 

En  particulier,  si     A  =  2,     nous  avons     m  =  0  ;     j)ar  suite  l'ordre  de  la  spirale  logarilhiuique  est  nul. 

De  la  formule  Fs  résulte  que  la  podaire  d'une  courbe    (A)    par  rapport  au  pôle  est  encore  une  courbe    (A)  : 

connaissant  l'ordre  de  cette  courbe,  cherchons  celui  de  sa  podaire  d'ordre  k.  Nous  nous  servirons  de  la  formule 

,        ^  2(A  —  2) 

{Revue,  mai  1909)  :  AJ;  -  2 -h  ^  _\.^  _  ^y 

de  laquelle  on  déduit,  en  remplaçant  les  A,  A^  par  leurs  expressions  en  fonction  de  l'ordre, 


''  ~   1  -H  nk 

Ce  résultat  est  dû  à  Mac-Laurin  {Géométrie  orfianique).  En  particulier,  si  l'on  fait  A  =  »,  il  vient 
n'i,  =  0;  on  pouvait  ainsi  remarquer  que  la  podaire  d'ordre  infini  d'une  courbe  (A)  est  une  spirale  logarithmi- 
que. .)'ai  d'ailleurs  établi  cette  propriété  pour  une  courbe  quelconque  (Tievue,  mai  (909)  ('j. 

Des  considérations  analogues  s'étendent  aux  qiuisi-podaircs. 

La  formule  K,  montre  que  l'inverse  d'une  courbe  (A)  par  rapport  au  pôle  est  encore  une  courbe  (A);  les 
ordres  de  ces  deux  courbes  sont  liés  par  la  rclatu)n    n  -(-  ",  =  0,     ce  qui  est  évident. 

Enfin,  de  la  formule  Fk,  on  déduit,  comme  M.  d'Ocagne  l'a  déjà  signalé  {Annales  de  l'Ecole  normale,  année 
1887)  que  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  (a)  est  également  une  courbe  (A);  les  ordres  de  ces  deux  courbes 
sont  liés  par  la  relation 


n, 


n  -(-  1 

la(iuelle  est  due  à  Saliuon  {Higher  plane  curves). 

Pour  qu'une  courbe  (A)  soit  réductible  à  un  point,  en  prenant  ses  podaircs  successives,  il  faut  et  il  suffit  que 

2 
l'expression    —    soit  égale  à  un   nombre   entier  p  Jievue,   juin   1909)  ;  il  suffit  de  prendre    p -I- 1     fois  la 


A 


podaire  de   cette  courbe  (A)  pour  obtenir  un  point,    fîemplaçons  a   par  sa  valeur  en  fonction   de  l'ordre, 

2  2  1. 

A=  r-     nous  avons r-  =  —  1 ;       par  suite: 

/t  +  1  A  —  2  n  "^ 

Four  qu'une  courbe  (A)  soit  réductible  à  un  point,  il  faut  et  il  suffi  que  son  ordre  soit  égal  à  Vinverse  d'un 
îiombre  entier  p  positif  ou  négatif  ;  il  faut  prendre  la  podaire  d'ordre  —p  de  cette  courbe  (A)  pour  obtenir  un 
point. 

L'équation  générale  des  courbes  de  cette  famille  est  donc 

—  —  (o 

pi'  ^  a  !'   cos  — , 
p 

p  étant  un  entier. 


(1)  Cette  propriété  a  été  énoncée  par  J.  Bertrand. 
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C'est  là  une  proposition  un  pou  plus  générait'  que  celle  signalée  par  Haton  de  la  (i-iupillière  (^omcc//«s  An- 

1 
noies,  1876),  d'après  laquelle  si     n=—  —      (N  >  0,    entier;,  il  y  a  mie   podaire  de  la  courbe   ^A)   qui  est    une 

ligne  droite. 

Ucmarqiions  enfin  que  l'inverse  et  la  polaire  réciproque  par  rapport  au  pôle,  d'une  courbe  (a)  réductible 
à  un  point,  sont  également  réductibles  à  un  point. 

Pour  que  deux  courbes  (a)  soient  réductibles   lune  à  l'autre  [Revue,  mai  l'J09;,  il  faut  et  il  suffit  que  Icx- 

pression   2    ^_ ,_.^      soit  égale  à  un  nombre   entier   positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  que  leurs  ordres 

satisfassent  à  la  relation 

J {__ 

n'  n 
fj  étant  un  entier  quelconque  ;  il  suffira  de  prendre  7  fois  la  podaire  de  la  courbe  (A)  potu'  obtenir  la  courbe  lA'). 
Dans  le  Journal  de  Liouville  (année  1866),  Maton  de  la  (ioupiliière  a  déterminé  directement  la  courbe  sem- 
blable à  sa  podaire  et  a  trouvé  la  spirale  logarithmique  ;  dans  la  Revue  (juin  t909)  j'ai  déduit  ce  problème  de  la 
formule  Fs  et  j'ai  montré  que  les  courbes  dont  la  podaire  d'ordre  déterminé  h  est  semblable  à  leurs  polaires 
réciproques  ou  leurs  inverses,  avaient,  outre  la  spirale  logarithmique,  respectivement  pour  a, 

\k  +  2  2/i 

A  =    .       .    .  A  = 


ft  —  1  ~   k  —  2 

il  en  résulte  que  ces  courbes  ont  pour  équations 

-'■"  À -1-2  _J.         „  2(0 


(7) 


—  )  k^-i    =  A  cos  -  (o,  p       i  =  B  cos     . 


Première  généralisation  des  courbes  ("A).  —  Déterminons  les   courbes  pour  lesiiuelles  le  rapport 

.ir     ^=f{n\ 

2(r2  H-  r'2)        _ 


—      est  une  fonction  connue  du  rayon  vecteur      —  =  f{r);     elles  satisfont  à  l'équation  dilTérenlielle 


Or '2  _ 


m- 


Pour  intégrer  cette  équation,  nous  emploierons  la  môme  méthode  que  pour  les  courbes   (A)  [Revue,   mai 
);  posons      —  =  -,     l'équation  devient 

2(^»-»-y^)    _J\\  .....  2."' +  2^2"  4  z' 


-^, —„     =  fl  —  y  ce  que  nous  pouvons  écrire 

2zdz  -+-  2udu  4d 

ou  encore,  en  posant 


■--'"        r{±) 


Ku  intégrant  une  première  fois,  il  vient     .-^+  u-  =  Ae  J\  '^\~^)' 

/    dz    \^  I         :f(±\ 

e(|uation  de  laquelle  nous  tirons  (  "777  )   =  Ar  J  =0      ^''  —z-, 

dz . 


•     1   -     I-  .,  dz 

c  esl-a-dire  dU  = 


eu  intégrant  une  second(>  fois,  on  obtient 

0  -  Oo  = 


_      /     dz 


Nous  avons  ainsi  ramené  la  (IcteiMniiialion  de  ces  com-bes  à  deii\  iiu;t(ir.itiire>. 

Deuxième  généralisation  des  courbes  (A>.  —   |)elermiiinn>-  lis  ctuirbcs  pour  Ic^qiicllps  le  rapport 

K  .  B  , 

—      est  une  lonction  connue  de  l'angle  polaire      -^  =  o((o). 
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Elles  satisfont  à  l'équation  différentielle      —-,  V,  ,, — - — -  =:  cfw). 
'  r^  -(-  2r'-  —  rr^  ' 

Pour  iritéi,'rer  cette  équation,  nous  emploierons  la  méthode,  déjà  citée,  de  M,  Du  Chàtenet.  A  cet  elTet,  nous 

écrirons  l'équation  précédente  sous  la  forme 

y'i yy" 

yJi    yy"  2  t'-  2 


r-  -|-  r'-  y(w) 


En  intégrant,  il  vient    arc  tg  —  = 


ou  encore 


1. 


Ji  =  6  '"),     cest-a-dire      —  = 


La  détermination  des  courbes  considérées  dépend  encore  de  deux  ([uadrature 


i 


En  intégrant  une  seconde  fois,  nous  avons     log  r  =  A 


Ig  6  («•>) 
log  /(it.j,     d'où     r  —  /(.w). 


ALGKHRE 


1849.    -  ()n  Considère,  le  délcnninant 


D 


flo,     a,^      ...      rtj,, 


(^/„,      a, 

e/  on  suppose  que  ses  éléments  satisfont  aux  diverses  relations 


(1) 


^('h    =    i,  ^  tlafh-j    =   0, 


[^-J] 


tes  nombres  i  et  j  prenant  successivement  toutes  les  valeurs  entières  de   I   à   ti . 
1"  Démontrer  que  l'on  a  dans  ces  conditions 

(2)  ^'^U=U  ^a„a,,  =  0. 

2°  Démontrer  que  D  est  éi/al  à     ±  i     et  que  chaque  élément  de  I)  est  égal  au  mineur  correspondant 

multiplié  par     ±  1 . 

[i°  On  considère  l'équation 

«11  — S     a^,  .    .      a,„ 

a.,.  a.y  —  S     ...      a? 


A(S)  = 


a„„  —  S 


=  0  ; 


démontrer  que  cette  équation  est  réciproque. 

Ouand  admet-elle  sûrement  les  racines     -h  1      ou     —  I  ? 

1°  et  2".  Les  deux  premières  parties  ne  sont  que  la  généralisation  bien  connue  des  propriétés  classi- 
ques que  l'on  obtient  pour    n  =  3.      Leur  véritable  origine  réside  dans  la  question  suivante  : 

Etant  donnée  la  substitution  linéaire  définie  par  les  formules 


(1) 


y.  =  2  a, 


k-rk . 


('■=•1,2,  ...  n) 


quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  su/fisa)Ucs  pour  que  l'on  ait  identiquement 

(:2)  ]f\  H-  !/"-;  H -+-  j/iî  =  .v\  +  ■r-,  H H-  xl. 

En  remplaçant  7,  par  sa  valeur  (1)  et  en  idenliliant  les  deux  formes  quadratiques  en  x,  (jui  sont  alors 
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dans  les  deux  membres  de  (2),  on  obtient  de  suite  les  relations  (1)  de  renoncé,  qui  sont  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  demandées. 

Résolvons  maintenant  les  équations  (I)  par  rapport  aux  x.  Pour  avoir  a^  par  exemple,  on  multi- 
plie la  première  équation  par  a^k,  la  seconde  par  (i.,i,,  ..,  la  n«  par  a,.^.,  et  l'on  ajoute  ;  en  tenant 
compte  des  relations  (l)  do  l'énoncé,  nous  avons 


(3) 


Xk 


a,i,y,. 


(k=  1,-2.  ...  n) 


Si  nous  portons   maintenant  ces  valeurs  dans  (2),  en  identifiant  les  deux  formes  quadratiques  en 
y„  nous  avons  les  relations  (2)  de  renoncé. 
Faisons  à  présent  dans  (1)  : 

•-t'i  =  A,,,  .x-2  =  A,-.,,  .  .  .,  a-,t  =  A;,„ 

en  appelant  A,/^  le  coefficient  de  o;^  dans  le  développement  de  D.  Nous  avons 

?/;  =  D  et  y,  =  0.  (/.-  =  i) 

Portons  dans  (ii),  il  vient 

(4)  A,-,  =  D.r/;;, 

D'autre  part,  en  élevant  D  au  carré,  suivant  la  règle  de  multiplication  des  déterminants,  on  a 

D2  =  1. 
Un  déduit  de  là  les  propriétés  de  (2°). 

3"  Faisons  le  produit  de  D  par  A(S)  ligne  par  ligne  ;  nous  aurons 

1  —  Sa,,       —  S«,.,      ...      —  Sa,,, 
—  Soo,      1  —  Scia     ...      —  Sa2„ 


\).A(S) 


et  ceci  donne 


Sa„, 


1  —  Sa,, 


D.A(S;  =  (-1) 


".S".a(L) 


('ette  relation  nous  montre  bien  que  l'équation     A(S'  =  0     est  réciproque. 
Si  r(Mi  fait     S  =  1     dans  l'identité  précédente,  on  a 

A({)[D-(-i)n=0. 

Si  u  est  [);iir,  on  auia  certainement  la  racine   1,  quand     I)  =  —  i.     Si  h  est  impair.  "D  l'aura,  au 
contraire,  pour     l)—-^\. 

De  même,  nous  avons 

A(-  <)[D-1]  =  0. 
Donc,  si     1)  =  —  I,     on  aura  toujoui's  la  racMuo     —1,     (pielle  (pie  suii  la  paiih' de  m. 

J.   MAA<. 
Bonne  soliiliun  de  M.  It    Dontot. 


GKOMKTRII':    AXALYTIQI  F. 


1846.  —  Oii  roiisidtni;  un  pitnihuloiilc  de  révolution  d'axe  {)z,  tanijent  en  sou  somnn't  ()  iiu  plan  xMy. 
/j'  ci/lindre  droit  (ii/nnl  pour  hase  un  cercle  quelconque  (1  du  plan  xOi/  coupe  le  paraholouie  suivant  tuw 
nniiinir  située  dans  le  phin  polaire  d'un  eerlain  point  7  de  l'espace.  .1  tout  point  de  l'espace  correspond  ainsi 
un   cercle  du  plan  et  uiuersetnent.  On  demande  d'étudier  la  correspondance  ainsi  définie.  En  particulier  : 

Lien  des  points  y  corresj)ondant  à  des  cercles  conceniriijues 

Lien  des  paiiits  ■■  ipti  correspoinlenl  nu.c  cercles  orlhoiioiiait  1  à  un  cercle  fixe,  ou  le  coupent  sous  un 
anijie    V   donne  ; 


as 


GÉOMETRIK  ANALYTIQUE 


Lieu  des  points  y  correspondant  aux  cercles  tangents  à  un  cercle  fixe. 

Lieu  des  points  y  correspondant  à  des  cercles  de  raison  R  donné . 

Lieu  des  points  y  f/ui  correspondent  aux  cercles  homothétiques  d'un  cercle  donné  par  rapport  à  un 
point  fixe. 

Lieu  des  points  correspondant  aux  cercla  qui  enveloppent  une  qaartique  b  icirculaire. 

Points  Y  correspondant  à  Jeux  faisceaux  de  cercles  orthogonaux. 

Etudier  ce  que  devient  la  transformation  par  inversion  par  rapport  à  un  cercle  d'inversion  ayant  l'ori- 
gine 0  pour  centre,  ou  par  rapport  à  un  cercle  quelconque  du  plan  xOy. 


Prenons  le  paraboloïde  (P)     -r"  -+-  ?/ 


"Ipz,     et  un  cercle  quelconque  (C)  du  plan  xOy, 
X'  -H  y-  —  2ai:  —  2/^iy  +  c  =  0. 


Le   cylinlre  droit  défini   par  ce  cercle  coupe   le  paraboloïde  suivant  une  conique  située  dans  le 


plan 


^>«-    S) 


ip 


la.r  —  Uy-hc  =  0. 


0. 


Identifions  ce  plan  avec  le  plan  polaire  de  (y)  (a,  |3,  y),  qui  est     tx  -h  3y  — py  —  p: 
On  trouve  immédiatement  a  =  n,  /'  =  ?>,  c  =  2/jy 

L'équation  du  cercle  (G)  correspondant  ainsi  au  point  (y)  de  coordonnées  »,  p,  y  est 
(C)  x'  -h  y'—  22X—  2p,v  -h  2p(  =  0. 

Le  point  (y)  est  donc  sur  l'axe  du  cercle  considéré.  Considérons  les  cas  particuliers  qui  peuvent  se 
présenter  :  cercles  points;  cercles  réels  ou  imaginaires,  etc.  Le  rayon  K  est  donné  par 

IV  =  a^  H-  [i2  —  2p^. 
Donc  le  cercle  est  réel  quand  (y)  est  extérieur  au  paraboloïde,  imaginaire   dans   le  cas  contraire.   Il  est 
réduit  il  un  point  si  (y)  est  sur  (1*).  Kiifin  ou  verrait  que  les  cercles-droites  sont  représentés    par  des 
points  à  l'inlini  faciles  à  obtenir. 

La  puissance  de  l'origine  (»ar  rapport  au  cercle  (C)  est  "Ip-;,  du  signe  de  y.  Donc  si  le  point  représen- 
tatif est  au-dessus  de  xOy,  on  a  un  cercle  ne  contenant  pa-;  l'origine.  Sinon,  la  cote  de  (y)  est  négative. 
Kn  particulier,  les  cercles  passant  par  0  ont  des  points  représentatifs  à  cote  nulle. 

(léométriquemeiit,  oji  sait  que  les  coniques  d'un  paraboloïde  de  révolution  se  projettent  suivant  des 
cercles  sur  le  plan  tnngenl  au  sommet,  cl  inversenitMil.  De  plus  le  pôle  du  plan  d'une  de  ces  coniques 
est  sur  la  parallèld  à  l'axe  passant  i)ar  son  centre,  ce  qui  établit  l'existence  du  point  représentatif  d'un 
cercle  donné  et  montre  qu'il  est  sur  l'axe  de  ce  cercle.  On  élabliia  sans  peine  les  autres  propriétés  énu- 
mérées  ci-dessus  et  concernant  la  réalité  de  ces  cercles  et  les  cas  où  ils  sont  réduits  à  un  point  ou  à 
une  droite. 

Etablissons    les  autres   propriétés  :  représentons  la  section  de  la  ligure  par  le  plan  de  symétrie 

passant  par  l'axe  0:  de  (P)  et  par  c,  centre  de  (C);  a.\  et  />B  sont 
deux  génératrices  du  cylindre  ((]).  Admettons,  ce  qui  sera  démontre 
plus  loin,  que  deux  cercles  orthogonaux  ont  des  points  représentatifs 
conjugués  par  rapport  à  (P).  Le  cercle  MN  de  section  plane  de  (P;  con- 
tenant dans  son  plan  le  point  (y),  est  alors  en  projection  horizontale 
orthogonal  à  (C).  La  puissance  de  0  par  rapport  à  (C)  est  donc 
Ôm"  =  Oa.Ol)  =  O'M'  =  2p. Mm  =  2p. y,  résultat  déjà  obtenu  par  le 
calcul. 

On  en  déduit  pour  le  rayon  de  (Gj,  H-  =  Oc  —  Om"  =  Oc"  —  2/jy,  qui  est  encore  le  résultat  déjà 
obtenu. 

Cercles  coiicenlriques.  —  Le  calcul  montre  qu(%  a,  ^  restant  fixes,  le  point  (y)  décrit  une  parallèle 
à  ():.  Le  point  où  elle  coupe  (  P)  sépare  les  points  représentatifs  des  cercles  réels  et  des  cercles  ima- 
ginaires. 

(iéométri(iuement,  ceci  résulte  immédiatement  des  remarques  précédentes. 
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Cercles  orthogonaux  ou  se  coupant  sous  l'angle  V.  —  Traitons  les  deux  cas  simultanément  ;  a',  5',  R' 
étant  pour  un  Ctircle  (C)  les  quantités  analogues  à  a,  ^,  H,  on  a  pour  l'angle  V  sous  lequel  se  coupent 
les  deux  cercles,  en  désignant  par  d  la  distance  des  centres,  d-  =  R^  -\-  R'-  -  2Rli'cos  V  ;  ou  encore 
en  chassant  les  radicaux  que  cootiennent  R  et  R',     {d^  —  R^  —  R'-)^  =  iR^R'-  cos-  V,     qui  devient  ici 

L(a  —  «7  +  (|î  —  ^'f  -  (a2  -H  p2  _  2p,^)  _  fa'2  _^  3^2  _  g^y^Js  ^  4(^2  _^_  0,  _  .^^.^^   ^^,2  ^  p,,  _  ^^^,y^  _  ^^g,  ^._ 

Si  l'on  simplifie,  et  que  pour  avoir  le  lieu  des  points  (y')  correspondants  aux  cercles  coupant  (C) 
sous  l'angle  V,  on  remplace  a',  [î',  y  par  des  coordonnées  courantes,  on  trouve 

(ax  H-  py  —  pY  -  pz)2  =  (a-2  -hy'^  —  'ipz)(ci.-  -+-  3-  —  2/3y)  •  cos^ V, 

quadrique  circonscrite  à  (P)  tout  le  long  de  la  conique  du  plan  polaire  de  (y).  On  sait  que  ces  quadriques 
dépendent  d'un  seul  paramètre  qui  est  précisément  ici  cos- V.  Le  cas  où  cos  V  =  0  est  celui  des  cercles 
orthogonaux  qui  donne  comme  lieu  le  plan  «ar  -t-  Py  —  pz  —  p-(  =  0,  plan  polaire  de  (y).  En  particulier, 
on  obtient  ce  résultat  remarquable:  deux  cercles  orthogonaux  sont  représentés  par  deux  points  conju- 
gués par  rapport  à  (P). 

Géométriquement,  considérons  deux  cercles  orthogonaux  (C)  et  (C),  se  coupant  en  un  point  a, 
projection  du  point  A  de  (P)  où  se  coupent  les  coniques  projetées  horizontalement  suivant  ces  cer- 
cles. Les  deux  tangentes  à  ces  coniques  en  A  sont  conjuguées  par  rapport  à  (P),  car  en  projection 
horizontale  elles  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  projection  de  la  section  de  fP)  par  le  plan  tangent  en 
A,  projection  qui  est  un  cercle  de  rayon  rml.  Ces  tangentes  étant  conjuguées,  on  en  déduira  aisément 
que  les  deux  points  représentatifs  le  sont  également. 

Quant  au  cas  de  deux  cercles  se  coupant  sous  l'angle  V,  nous  ne  donnerons  pas  de  démonstration 
élémentaire,  et  nous  nous  bornerons  à  la  démonstration  suivante  :  cherchons  combien  il  y  a  de  points 
du  lieu  sur  une  droite  quelconque.  Remarquons  d'abord  que  les  cercles  (G)  passant  par  un  point  a  du 
plan  xOy  correspondent  aux  points  du  plan  tangent  à  (P)  en  A,  «A  étant  parallèle  à  0:.  On  en  dé- 
duit que  les  cercles  passant  par  deux  points  fixes  a  et  b,  ou  cercles  d'un  faisceau,  correspondent  aux 
points  d'une  droite  et  inversement;  nous  retrouverons  d'ailleurs  plus  loin  cette  propriété.  Or  ici  il  y  a 
deux  cercles  coupant  (C)  sous  l'angle  V  et  passant  par  deux  points  donnés  n  et  6  du  plan  xOi/  (on  le 
démontre  en  transformant  la  figure  par  inversion  avec  a  pour  centre)  ;  donc  il  y  a  deux  points  du  lieu 
sur  une  droite  quelconijue,  et  par  suite  le  lieu  est  une  quadrique.  Si  l'on  remarque  de  plus  qu'il  y  a  une 
double  infinité  de  cercles  coupant  le  cercle  (G)  sous  l'angle  V  en  un  point  donné  de  ce  cercle,  on  en 
déduira  aisément  l'existence  sur  cette  quadrique  d'un  double  système  de  génératrices,  tangentes  à  (P) 
tout  le  long  de  laconique  (jui  se  projette  sur  xOf/,  suivant  ce  cercle  (C)  ;  ceci  montre  que  la  quadrique 
cherchée  est  réglée  et  est  circonscrite  à  (P). 

Cercles  tangents.  —  Ge  cas  correspond  à  cos  V  =  ±  i,  ou  cos"^  V  =  l.  On  obtient  alur>  i«c«ur  la 
quadrique  lieu  des  points  représentatifs  des  cercles  tangents  à  un  même  cercle  (G)  : 

(ax  -h  <^g  —py—  pz)'  =  {x'^  -+-  y'  —  ->f>z)U-  4-  ^  —  2/>y)- 
C'est  le  cône  circonscrit  à  (P)  ayant  pour  sommet  le  point  (-;).  Kn  particulier,  on  voit  qu.>  deux  cercles 
tangents  donufMit  deux  points  sui-  une  même  tangente  à  (I'). 

(;éoinélri(iu<Mnent,  il  est  évident  que  les  deux  points  représentatifs  de  deux  cercles  tangents  en  a 
sont  dans  le  plan  langent  ;\  (P)  en  A,  et  de  plus  en  lignt!  droite  avec  ce  point,  donc  sur  une  tangente  en 
A  à  [V).  On  en  déduil  que  lous  lt!s  cercles  latigents  a  (G)  sontsurun  cône  de  sommet  (v). 

Cercles  de  rayon  donn('  R.  —  On  a  vu  (pic  Ton  a  R»  =  a*  -h  P'  —  2pY»  ""  *^'^c  des  coordonnées  cou- 
rantes,    l\^  =  x'^  -f-  y-  — 'ipz.     Donc  le  lien  des  |)oints  correspondant  à  de  pareils  cercle.s  est  un  parabo- 

loïde  déduit   du  premi(M-  par  une  tianslation  paiallèle  à  0:.   Le  nouveau  sounnel  est  au-dessous  du  pre- 

-  R^ 

niier  a  la  cote       — - —  »      qui  varie  comme  le  carré  de  R. 

ip 
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Géométriquement,  on  peut  donner  une  démonstration  analogue  :  remarquons  d'abord  que  le  lieu 
est  de  révolution  et  cherchons  sa  méridienne.  En  se  reportant  à  la  figure  déjà  faite,  le  point  y  dont  on 
cherche  le  lieu  est  tel  que  Oc'  —  Sp.yr;  =  K-  =  Constante.  On  en  déduit  immédiatement  que  le  lieu 
est  une  parabole  déduite  de  la  parabole  déjà  tracée  par  une  translation. 

Cercles  ko  mol  hé  tique  s .  —  On  peut  pour  simplilier  prendre  le  centre  d'homothétie  sur  un  des  axes  : 
H  [h,  0),  le  cercle  (C)  étant  le  cercle  que  l'on  transforme  par  des  homothéties  de  centre  H  en  de  nou- 
veaux cercles  de  centre  .r,  y  et  rayons  o  : 

X  —  h   __   î/  ? 

T^^  ~  J  ""  r"  ■ 

Les  premières  équations  montrent  que  le  lieu  est  dans  un  plan  parallèle  à  0;,  et  contenant  la  ligne 
des  centres  \\c.  Si  l'on  élève  au  carré  les  deux  dernières  en  remplaçant    R  et  p  par  leurs  valeurs,  on  a 

î/^(a2  -^  [^2  —  2;9Y)  —  ^-{x'  -^  \j-  —  ->:;)  =0  ou  i/"(«'  —  2/>t)  —  '^''■^-  -^  ^p^z  =  0, 

paiaboloïde,  d'axe  parallèle  k  0:,  ({u'il  faut  couper  par  un  plan  parallèle  k  0:  ;  on  obtient  donc  comme 
lieu  une  parabole  à  axe  vertical  passant  naturellemeot  par  (y)  qui  correspond  à  (Cj  ;  elle  sera  détermi- 
née si  l'on  remarque,  ce  qui  est  facile  k  vérifier,  (|uelle  est  tangente  au  paraboloïde  (P)  au  point  de  (P) 
projeté  horizontalement  on  II. 

(jéométriquement,  nous  nous  bornerons  au  cas  où  le  centre  d'homothétie  est  extérieur  à  (C),  cas 
où  il  y  a  deux  droites  fixes  auxquelles  sont  tangents  tous  les  cercles  considérés.  Les  cercles  tangents  à 
la  première  droite  ont  leurs  centres  sur  un  cylindre  circonscrit  k  (P),  facile  à  déterminer  d'après  les 
propriétés  ci-dessus.  Il  en  est  de  même  pour  les  cercles  tangents  k  la  seconde  droite.  Or  ces  deux  cylin- 
dres se  coupent  suivant  deux  paraboles  tangentes  k  (P)  au  même  point  ;  l'une  d'elles  correspond  k  l'une 
des  deux  familles  de  cercles  tangents  à  deux  droites,  et  l'autre  k  la  seconde  famille.  L'une  des  deux 
famillos  contient  le  cercle  (C)  et  donne  bien  la  parabole  trouvée  ci-dessus  par  le  calcul. 

Cercles  enveloppant  une  quarùqiie  hicirculaire.  —  Ils  sont,  comme  l'on  sait,  déterminés  par  la  condi- 
tion d'être  orthogonaux  à  un  cercle  quelconque,  par  exemple  k(C)  et  d'avoir  leurs  centres  sur  une  coni- 
que, X,  ?/,  z  étant  le  point  représentatif  correspondant,  on  a  donc  pour  x,  y  la  relation  /"(.r,  y)  =  0, 
équation  de  laconique,  et  de  pluslacondition  d'orlhogonalité  :  a.r  -l-Si/  — p:  —  p-/ —  ()  ;  l'ensemble  de  ces 
(Mjuations  définit  une  conitiuc  se  projetant  sur  xOy  suivant  la  conique  déférente,  et  par  suite  de  même 
nature.  Il  est  facile  de  voir  que  toute  conique  de  l'espace  correspond  ainsi  à  une  quartique  bicirculaire. 

(ïéométriquement,  il  suffit  de  reprendre  le  même  raisonnement. 

FaUceaux  de  cercles  orthoyonau.v.  —  Nous  nous  hoVnerons  k  la  solution  géométrique,  le  calcul  ne 
présentant  aucune  difficulté.  Nous  avons  déjà  montré  que  les  cercles  passant  par  deux  points  fixes  ou 
cercles  d'un  faisceau  correspondent  aux  points  d'une  droite,  et  que  doux  cercles  orthogonaux  correspon- 
dent k  deux  points  conjugués.  Les  points  conjugués  k  tous  les  points  d'une  première  droite  étant  sur 
une  seconde  droite,  on  voit  (jue  deux  faisceaux  de  cercles  orthogonaux  correspondent  k  deux  droites 
conjuguées,  et  inversement.  L'une  des  droites  coupe  le  paraboloïde  en  doux  points  réels  ;  elle  corres- 
pond au  faisceau  dont  les  points  limites  sont  réels.  Le  cas  particulier  de  deux  faisceaux  orthogonaux 
formés  de  cercles  passant  tous  en  un  môme  point  fixe,  correspond  au  cas  de  deux  droites  conjuguées  et 
tangentes  en  un  même  point  k  (P). 

Inversion.  —  Supposons  que  le  cercle  d'inversion  soit  quelconque,  et  prenons  simplement  son  cen- 
tre sur  0.r,  en  H(/«,  0),  la  puissance  d'inversion  étant  k-.  Le  cercle  d'inversion  sera  représenté  dans  l'es- 

/<-  —  !<•' 
pace  par  le  point  K  de  coordonnées  h,  0,      — ;      prenons  un  cercle  quelconque,  (Cj  par  exem- 

"r 

pie,  correspondant  au  point  a.  S,  y,  et  son  inverse  (C)  correspondant  a  »',  &',  -{.  On  a  entre  ces  quantités 
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les  relations  faciles  à  établir 


relations  que  l'on  obtient  en  etrectuant  la  transformation  par  inversion  indiquée.  On  verra  aisément  que 
les  rapports  ci-dessus  donnent  successivement 

h'-  —  k^ 


a'  _  h         p'         A-2  —  li^  +  2p'('         h'  -  k- 

et  ceci  montre  que  les  points  (y)  et  (■[')  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  k.  Mais  ceci  ne  sulfit  pas  à 
définir  (7')  connaissant  (y).  Pour  obtenir  une  seconde  relation  entre  ces  deux  points,  il  est  bon  de  con- 
sidérer le  cas  où    h  =  0,     cas  facile  à  étudier,  qui  indique  la  marche  à  suivre  dans  le  cas  général. 

Cherchons  le  point  de  rencontre  de  la  droite  qui  joint  les  trois  points  considérés  avec  le  plan  polaire 
de  K  par  rapport  à  (P), 

2/<x'-  h'-\-k'  —  2pz  =  0. 

a  -h  my.'  p  -f-  >n'^'         -;  -r-  m-'        ^ 

Un  tel  pomt  peut  être  pris  sous  la  forme      —, >     —, ;     —, '-■     On  trouve   puur 

1  -t-  ?n  1  -t-  m  1  -f-  »i 

3 
valeur  de  in  la  valeur  commune  des  rapports  précédents  :  par  exemple      —  î    si  1  on  cherche  la  valeur 

qui  correspond  au  point  Iv  qui  est  aussi  sur  la  droite  considérée,  on  trouve    — ^7-;     donc  deux  points 

représentatifs  de  cercles  inverses  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  au  point  K  et  à  son  plan 
polaire.  Cest  donc  une  transformation  homographique  simple  qui  permet  dans  l'espace  de  passer  do 
l'un  à  l'autre. 

Oéométriquement,  il  est  évident  que  les  trois  points  •;,  ■;',  \\  sont  en  ligne  droite,  car  deux  cercles 
inverses  et  le  cercle  d'inversion  font  partie  d'un  même  faisceau.  (Juant  à  la  seconde  propriété,  elle  peut 
se  démontrer  de  façon  élémentaire,  mais  nous  nous  bornerons  à  remarquer  que  les  deux  cercles  consi- 
dérés coupent  sous  le  même  angle  le  cercle  d'inversion,  et  que  par  suite  leurs  points  représentatifs  sont 
sur  une  quadrique  qui  admet  précisément  comme  plan  polaire  du  point  K,  le  mémo  plan  ijue  (P).' car 
elle  est  circonscrite  à  (P)  suivant  la  conique  de  section  par  ce  plan. 

Applicaliuiis  diverses.  —  Les  applications  du  i)rocédé  qui  précède  sont  des  plus  nonibreusos,  et  l'on 
peut  de  façon  générale  faire  correspondre  à  tout  point  de  l'espace  un  cercle  du  plan,  et  inversement. 
Kappclons  que  les  cercles  d'un  faisceau  correspondent  à  une  droite  dans  l'espace;  une  coni«jue  de 
l'espace  correspond  aux  cercles  qui  enveloppent  une  quarti(|ue  bicirculaire.  Une  iiuadriijue  correspond 
à  un  ensemble  de  cercles  tel  (ju'il  y  en  ail  toujours  deux  ayani  un  C(Miire  donné,  ou  mieux,  deu.\  pas- 
sant par  deux  points  donnés.  On  peut  étutlicr  les  courbes  du  |)lan  .1O7.  en  les  considérant  comme  enve- 
loppes de  leurs  cercles  osculatours,  ou  comme  enveloppes  de  cercles  passant  par  l'origine,  etc.  .  .  Nous 
allons  in(li(iu(>r  ([uchpies  applications  de  ces  diverses  méthodes. 

La  puissance  d'un  cercle  par  rapport  à  O  est  d'aulanl  plus  grande  (|ue  le  poinl  re|irosonlalif  l'.-l  plu> 
haut  ;  donc,  étant  donnée  une  famille  de  cercles  hoinolhétiques,  les  cercles  donl  la  puissance  esl  la  mt^mo 
par  rapport  à  0  ont  deux  à  deux  leurs  centres  symétri(iues  par  rapport  à  un  point  de  la  ligne  des  centres 
qui  correspond  au  cercle  pour  lequel  la  puissance  est  niininuim. 

Une  ([uarticjue  bicirculaire  se  transforme  par  inversion  en  une  autre  quarlique  bicirculaire.  L*ne 
(juarliiiue  bicirculaire  est  d(>  (juatrc  façons  dilVércntes  une  enveloppe  de  cercles,  etc. 

Les  cercles  coupant  sous  des  angles  connus  deux  cercles  fixes  donnés  ont  leurs  points  reprosentalifs 


42  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


sur  deux  quadriques  circonscrites  à  (P),  donc  sur  deux  coniques;  ils  se  groupent  donc  en  deux  familles, 

chacune  d'elles  étant  une  famille  de  cercles  bitangents  k  une  quarlique   bicirculaire,  etc.. 

A.  SAlNTE-L\(iL'E. 

Hoiines  solutions  :  MM.  Névkja.ns,  27'  d'artillerie,  ;  A.  ConitOH,  lycée  de  Douai  ;  A.  Kodsseao,  à  Landrecies. 
Solution  partielle  de  M.  Amuurd. 
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1865.  —  Un  parabolonle  hyperbolique  êquilatère  a  pour  sommet  le  point  décote  lOcm  gf  d' éloir/ nem  ent  iO*^^^ 
projeté  sur  le  grand  axe  de  la  feuille  :  une  parabole  principale  P  est  horizontale  et  son  foyer  de  cote  IQcni  etd'éloi- 
(jnement  l()t"i  est  situe  à  icm^s,  à  droite  du  sommet. 

Un  second  paraboloïde  In/perbolique  a  pour  plan  directeur  un  plan  d'' profit  ;  il  admet  pour  (génératrices  reclili- 
ijncs  :  i°  l'axe  du  pjreynier  paraboloïde  ;  2°  une  horizontale  de  cote  i2^"^,  dont  la  projection  sur  le  plan  de  la  parabole 
P  rencontre  l'axe  de  celle  parabole  à  3^"  à  gauche  du  sommet  et  la  tangente  au  sommet  à  3cni  en  avant  du  sommet. 

On  considère,  d'une  pari,  la  région  A  de  l'espace  limitée  par  le  premier  paraboloïde  et  qui  correspond  à  l'inté- 
rieur de  la  parabole  P;  d'autre  part  la  région  B  de  l'espace  limitée  par  le  second  paraboloide  et  qui  correspond  à 
la  partie  du  plan  horizontal  de  cote  lO'"'  située  en  avant  de  l'ace  ilu  premier  paraboloide. 

Représenter  le  solide  limité  par  les  deux  par aboloi des,  jiar  les  plans  horizontaux  de  cotes  ITcm  et  2<'"'  et  par 
le  plan  de  profil  situé  à  lOci"  à  droite  du  sommet  du  premier  paraboloide,  la  partie  solide  éta)it  à  la  fois  dans  les 
régions  A  cl  H. 

(Jn  supposera  les  plans  de  projection  transparents. 

{.\gn''q(ilioii  ilc$  sciences  iiutlln-iiuilnjues.  l'iireiivrs  pratiques,  i'.XJO.) 

Soit  s,  s'  le  .sommet  du  [)r('mier  paraboloïtic  dont  la  parabole  principale  P,  P'  a  pour  foyer  f  en  projec- 
tion borizontalo.  Ce  pai-aboloïdc  étant  équilalorcct  .son  axe  étant  Taxe  de  la  parabole  P  qui  est  horizontale,  ses 
deux  plans  directeurs  passent  par  cette  droite  et  sont  inclinés  à  40»  sur  le  plan  de  la  parabole.  Ils  coupent  le  plan 
de  profil  s,  s'  suivant  deux  droites  symétriques  par  rapport  au  plan  de  frtmt  de  l'axe  et  qui  sont  les  deux  géné- 
ratrices de  la  surface  contenues  dans  le  plan  tangeni  au  sommet. 

Soit  ab  la  projection  borizontalo  de  la  seconde  ^génératrice  donnée  sur  le  second  paraboloïde  ;  la  cote  du 
point  15  de  l'espace  au-dessus  du  plan  de  la  parabole  P  qui  contient  la  première  génératrice  étant  égale  à  l'éloi- 
giiement  sb  de  ce  point  par  lapport  au  plan  de  front  as,  la  droite  SU  paialléle  au  plan  directeur  de  prolil  est 
inclinée  à  45°  sur  le  plan  borizontal  et  par  suite  coïncide  avec  l'une  des  génératrices  contenues  dans  le  plan 
langent  au  sonmict  du  premier  paraboloïde.  C'est  d'ailleurs  une  génératrice  de  la  seconde  surface.  Donc  les  deux 
})ar^aboloïdes  ont  en  commun  cette  génératrice  SB. 

Nous  pourrons  donc  trouver  leur  ligne  d'intersection,  qui  est  une  cubi(|ue  gauche,  en  faisant  passer  des 
pbins  auxiliaires  par  SU  et  prenant  chaque  fois  le  point  commun  aux  deux  génératrices  de  systèmes  différents  sur 
chaque  surface. 

Détermination  d' unpoint  courant  de  l'intersection.  —  Nous  conniiencerons  par  construire  avec  soin  la  parabole 
principale  P  dont  nous  connaissons  le  foyci-  et  le  sommet.  Considérons  maintenant  le  plan  auxiliaire  déflni 
par  SB  et  par  sa  trace  sy  sur  le  plan  de  P  ;  il  coupe  le  premier  [)araboloïde  suivant  une  seconde  génératrice 
qui  est  tangente  à  la  parabole  P  au  point  ■;  et  que  nous  obtenons  en  prenant  l'intersection  c  de  la  tangente  au 
sommet  se  avec  le  diamètre  cci  mené  par  le  milieu  de  la  corde  s-;,  soit  cy.  Ee  même  plan  auxiliaire  coupe  le 
second  paraboloïde  suivant  une  génératrice  parallèle  à  son  second  plan  directeur  qui  est  horizontal  et  qui  ren- 
contre la  généiatrice  verticale  projetée  au  point  a.  Cette  génératrice  se  projette  donc  suivant  la  parallèle  menée 
par  a  à  l'horizontale  sy  du  plan  qui  lacontient,  soit  am,  et  elle  coupe  cy  au  point  m  de  la  courbe  d'intersection. 

Nous  pouvons  maintenant  projeter  la  ligure  sur  le  plan  de  profil  du  sommet  S,  ce  qui  donne  les  deux  géné- 
ratrices I3'i  et  D^  du  premier  paraboloïde  et  la  projection  verticale  y',  o,  de  la  génératrice  cy,  parallèle  à  D',  ; 
nous  en  déduisons  la  cote  \i-m\  du  point  M  ctpar  suite  la  projection  verticale  m'  de  ce  point  sur  le  plan  vertical 
primitif,  en  prenant    \x'm'  =  \^irn\. 

Tangente  au  point  courant. —  La  tangente  en  m  à  la  courbe  d'intersection  est  l'intersection  des  jilans  tangents 
aux  deux  surfaces.  Nous  aurons  chacun  de  ces  plans  en  construisant  la  seconde  génératrice  qui  passe  au  point  M 
sur  chaque  surface  et  l'associant  à  celle  qui  a  donné  le  point  M.  Sur  le  premier  paraboloïde  la  seconde  génératrice 
est  parallèle  au  plan  directeur  D'_,  et  elle  l'cncontre  la  génératrice  D\;  sa  projection  verticale  auxiliaire  est  donc 
^'i»îîO',  parallèle  à  Do  et  sa  projection  horizontale  est  r/»îOi.  Si  nous  coupons  les  deux  génératrices  par  le  plan  hori- 
zontal de  cote  i^-on,  nous  obtiendrons  en  OjO.,  O1O2  l'horizontale  du  plan  tangent  en  M  au  premier  paraboloïde. 
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Sur  le  second  paraboloïde  la  seconde  généralrice  est  de  profil  et  rencontre  Taxe  de  la  parabole  P.  Sa  pro- 
jection verticale  auxiliaire  est  donc  sm[  et  le  point  0,,  0:j  ofi  elle  coupe  OjOo  nous  donne  sa  trace  O3  sur  le  plan 
horizontal  choisi  précédemment.  D'ailleurs  nous  savons  que  la  trace  du  plan  tangent  au  second  paraboloïde  sur 
ce  plan  est  parallèle  à  la  génératrice  horizontale  am,  c'est  donc  la  droite  (ht,  qui  coupe  SiOo  au  point  t  de  la 
tangente  cherchée.  Cette  tangente  est  donc  tm  et  sa  projection  verticale  t'm'  s'obtient  de  suite,  puisque  nous 
connaissons  la  cote  du  point  t. 

Points  remarquables.  —  Nous  construirons  d'abord  les  sections  de  chaque  surface  par  les  plans  qui  limitent 
le  solide  défini  dans  l'énoncé.  A  cet  efTet  nous  tracerons  la  parabole  Q'  section  du  premier  paraboloïde  par  le 
plan  principal  de  front  et  qui  est  égale  à  la  première;  les  points  où  elle  coupe  les  doux  horizontales  de  cote  2 
et  17  font  connaître  les  sommets  h  et  l  des  deux  paraboles  horizontales  égales  à  la  parabole  P,  qui  limitent  le 
premier  paraboloïde  et  dont  les  axes  coïncident  en  projection  avec  celui  de  la  parabole  P.  Le  second  parabo- 
loïde est  coupé  par  ces  deux  mêmes  plans  horizontaux  suivant  la  génératrice  pip-2,  p^Pî  et  suivant  la  généra- 
trice papv,  PaVI-  Le  plan  de  profil  KK'  donne  dans  le  premier  paraboloïde  une  hyperbole  et  dans  le  second  une 
génératrice  dont  les  projections  se  confondent  sur  la  ligne  de  profil  K,  K'. 

La  courbe  d'intersection  se  compose  d";ibord  de  la  gén(''ralrice  commune  sb,  s'b',  puis  de  la  cubique  dont 
nous  avons  déterminé  un  point  m,  m'  et  dont  la  projection  horizontale  passe  au  point  a,  que  nous  obtenons 
deux  fois  en  prenant  les  plans  auxiliaires  définis  par  les  points  de  contact  gi,  72  des  tangentes  menées  à  la 
parabole  P  par  le  point  a;  les  tangentes  sont  les  projections  des  génératrices  correspondantes  du  second 
paraboloïde,  azi  parallèle  à  sqi  et  a-.>  parallèle  à  srj,. 

On  peut  remarquer  que  la  projection  horizontale  de  la  courbe  commune  aux  deux  surfaces  est  symétrique 
par  lapport  à  af,  car  le  plan  de  front  af  est  un  plan  de  symétrie  pour  le  premier  paraboloïde,  et  le  second 
admet  la  génératrice  sf  comme  axe  de  symétrie,  puisque  si  l'on  fait  tourner  de  ISO»  autour  de  cette  droite  les 
deux  génératrices  SB  et  la  verticale  aa'  ainsi  que  le  plan  directeur  lioriznufal  qui  suffisent  à  le  définir,  la 
figure  ne  change  pas. 

Pour  les  mômes  raisons,  leplaa  horizontal  de  la  pirabole  P  étant  plan  de  symétrie  du  premier  paraboloïde, 
la  piojection  verticale  de  l'intersection  sera  symétri(iue  par  rapport  à  5'P'. 

On  déduit  de  là  les  deux  projections  verticales  a'  des  points  a  en  prenant  la  cote  des  génératrices  horizon- 
tales telles  que  azo,  A  cet  efTet  nous  projetons  la  g(Miératrice  07.  du  premier  paraboloïde  en  '/.jr!.  parallèlement 
à  aD'i  et  nous  prenons  la  cote  du  point  v'.>  oïi  elle  coupe  la  génératrice  verticale;  nous  reportons  celle  cote 
sv'.,  en  5V,  d'où  nous  déduisons  a'.  Les  points  sur  les  paraboles  horizontales  hk  et  In  sont  évidemment  à  Tin- 
terseclion  de  ces  paraboles  par  chacune  des  génératrices  horizontales  de  même  cote  du  second  paraboloïde; 
nous  avons  obtenu  précédemment  ces  génératrices  au  moyen  des  projections  verticales  auxiliaires  -:-,  et  7:3. 

Asymptotes.  —  I,e  point  m  s'éloigne  à  l'infini  dans  deux  cas  :  \°  Si  la  tangente  en  7  à  la  parabole  est  paral- 
lèle à  s-(,  ce  qui  ne  se  présente  que  si  le  point  7  vient  au  sommet  v;  le  plan  auxiliaire  coïncide  alors  avec  un 
des  plans  directeurs  du  premier  piraboloïde.  Il  est  d'ailleurs  tangent  au  second  paraboloùle  au  point  s.  Donc 
la  construction  de  l'asymptote  par  la  méthode  ordinaire  est  en  défaut,  les  deux  plans  tangents  qui  la  donne- 
raient étant  confondus.  On  peut  l'obtenir  de  la  manière  suivante  : 

Imaginons  ([uc  l'on  coupe  les  deux  surfaces  par  une  série  de  plans  de  pmtil  se  déplaçant  de  droite  à  gauche. 
Tant  que  le  plan  mobile  n'a  pas  atteint  le  point  s  il  coupe  le  premier  paraboloïde  suivant  une  liyperbole  équi- 
latère  située  dans  l'angle  COI  des  asymptoteset  le  second  paraboloïde  suivant  une  génératrice  LL'  dont  la  peut'- 

est  inférieure  à  rimitc  et  qui  coupe  par  con- 
séquent Ihyperbole  en  question. 

Au  point  .s-  le  plan  de  profil  coupe  les 
deux  surfaces  suivant  la  génératrice  com- 
mune de  pente  unité. 

A  gauche  du  point  5  et  jusqu'à  la  posi- 
tion symétrique  de  x  par  rapport  à  la  géné- 
ratrice verticale  A,  le  plan  de  profil  coupe 
encore  l'hyperbole,  qui  désormais  sera  située 
dans  l'angle  AOB.  Mais  au  delà,  la  pente  de 
la  généralrice  du  second  paraboloïde  devient 
inférieure  à  l'unité  et  cette  génératrice  ne 
coupe  plus  la  première  surface.  Nous  obtiendrons  donc  les  points  à  l'infini  de  l'intersection  sur  la  génératrice  de 
profil  symétrique  de  sp^  par  rapport  à  a,  et  c'est  sa  projection  qui  donne  l'asymptote  cherchée. 

Les  points  de  l'intersection  s'éloignent  encore  à  l'infini  quand  la  seconde  généralrice  du  premier  paraboloïde 
s'éloigne  à   l'infini,  sa  projection  horizontale  touchant   la  parabole   à   rinlini.  Le  plan  auxiliaire  est  alors  hori- 
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zontal  et  comme  il  passe  par  l'axe  de  la  parabole  P  on  voit  bien  que  les  points  de  l'interseclion  viennent  à  la 
limite  se  placer  sur  cette  parabole  dont  ils  s'approchent  indéfiniment. 

\isibiliii'.  —  Tout  d'abord  nous  remarquerons  que  le  second  paraboloïde  ayant  une  génératrice  verticale, 
la  courbe  d'intersection  serait  entièrement  vue  si  cette  surface  restait  seule.  Il   suffit  donc  d'examiner  ce  qui 

reste  du  premier  solide.  A  cet  effet  nous  repren- 
drons les  plans  de  profil  qui  nous  ont  déjà  servi 
à  déterminer  l'asymptote  et  suivrons  le  mouve- 
ment de  la  génératrice  qu'ils  donnent  dans  la 
seconde  surface.  D'après  l'énoncé,  si  nous  sup- 
posons l'observateur  debout  sur  le  plan  horizon- 
tal vers  l'infini,  à  droite  et  regardant  le  plan  de 
■  profil,  l'avant  de  la  figure  est  à  sa  gauche  et  le 
solide  commun  aux  deux  régions  de  l'espace 
qui  ont  été  définies  est  coupé  suivant  la  surface 
couverte  de  hachures  et  affectant  la  foi-me  (3) 
tant  que  le  plan  de  profil  n'a  pas  atteint  le  sommet  S,  puis  la  forme  (4)  entre  ce  sommet  et  le  point  A.  Dans  les 

deux  cas,  les  deux  points  de  lintersection  sont  vus  en  projection  horizontale. 
Mais  après  avoir  dépassé  le  point  A,  la  figure  prend  la  forme  (5)  et  on  voit  bien 
que  les  deux  points  d'intersection  sont  cachés. 

I.e  même  raisonnement  permet  de  reconnaître  sans  difficulté  ce  qui  resli^ 
des  deux  paraboles  horizontales  qui  limitaient  le  premier  paraboloïde.  et  con- 
duit à  la  ponctuation  de  l'épiiro. 

La  projection  verticale  se  déduit  sans  peine  de  la  projection  horizontale  et 
la  ponctuation  est  déterminée  d'une  manière  analogue  par  la  considération  des 
sections  de  profil  et  du  plan  de  front  de  l'axe  du  premier  paraboloïde. 

On  aurait  pu  construire  l'intersection  des  deux  surfaces  en  employanl 
comme  plans  auxiliaires  des  plans  horizontaux  ;  chacun  d'eux  donne  sur 
le  premier  paraboloïde  une  parabole  égale  à  la  parabole  P.  et  dont  le 
sommet  est  projeté  verticalement  au  point  où  la  trace  du  plan  coupe  la  parabole  principale  de  front  qu'on  a 
préalablement  tracée  avec  soin  ;  il  donne  sur  le  second  paraboloïde  une  horizontale  dont  la  projection  horizon- 
tale passe  toujours  par  le  point  a  et  dont  on  peut  se  donner  un  second  point  sur  la  génératrice  de  profil  de 
pente  unité.Ily  aavantagc  à  graduer  d'abord  cette  génératrice,  puis  déterminer  les  plans  horizontaux  auxiliaires 
précisément  par  les  cotes  des  points  ainsi  obtenus. 

Pour  ne  pas  avoir  à  construire  les  paraboles,  on  peut  amener  la  figure  sur  le  plan  de  la  parabole  I*  par 
une  translation  dont  la  grandeur  est  définie  par  la  corde  qui  joint  le  point  s'  au  sommet  de  la  parabole  auxi- 
liaire ;  il  suffit  alors  d'effectuer  sur  la  génératrice  horizontale  du  second  paraboloïde  une  translation  égale  à  la 
projection  horizontale  de  cette  corde,  et  de  prendre  les  points  d'intersection  de  la  droite  ainsi  obtenue  avec  la 
parabole  P.  On  ramène  ensuite  les  points  d'intersection  à  leur  viaie  position  par  une  translation  égale  et  con- 
traire à  la  première. 

Si  maintenant  l'on  remarque  (luel'un  des  deux  points  oïi  chaque  génératrice  horizontale  percf  le  premierp.ira- 
boloïde  est  sur  la  génératrice  commune  SU,  on  est  conduit  à  cette  couslruclion  très  simple  :  par  un  point  quel- 
conque lîde  la  parabole  P  on  mène  la  parallèle  à  son  axe,  et  on  prend  son  intersection  ^avecaft,  on  a  ainsi  la  trans- 
lation p^j  qui  correspond  à  la  cote  du  point  p.  On  joint  a  et  [i,  on  mène  par  o  la  parallèle  à  aS  et  on  prend  sou  In- 
tersection C  avec  la  parabole  P,  puis  ou  donne  à  ce  point  I  la  translation  I^r,  égale  et  contraire  à  _:'>.  On  a  ainsi 
le  point  de  la  courbe  cherchée.  Sa  projection  verticale  s'obtient  iuimédialeinenl  puisque  la  cote  du  point  csl  s^. 

Bonne  épure:  M.   Roissrau,  à  Fournes. 
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N  =800  rihntlitiiis  jiiir  si'riiii(('\  \'ts-à-vis  se  Iiduiu'  un  miroir  plan  P.  argcnli' sur  sfs  (feux  facfs  rt  mohilr 
intlniD-  d'un  n.rr  rrrlicnl  I  sihn'  ///hv  son  plan.  Doux  li>  plan  horizontal  passant  par  la  position  moy^nn*' 
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distance  10  =  lA  et  la  lunette  est  mise  au  point  pour  une  dislance  double  de  10  ;  son  champ  angulaire 
est  alors  de  7°, 2  et  ce  champ  est  plus  que  rempli  par  le  miroir  P  quand  celui-ci  est  à  45°  de  Al.  Que  verra- 
t-on  dans  la  lunette  quand  le  nombre  n  de  tours  accomplis  par  le  miroir  en  une  seconde  ira  en  augmentant 
progressivement  ?  Que  verra-t-on  en  particulier  quand  le  miroir  fera  par  seconde  :  1°  8  tours  ;  2"  8  tours  et 

1  1 

de  tour  ;  3°  8  tours  moins      ^  de  tour  ? 


r)UO  '  oOO 

La  lunette  est  précisément  au  point  pour  la  distance  à  laquelle  se  forme,  dans  le  miroir  plan,  l'image 
du  point  A.  Celle  image,  en  même  temps  qu'elle  oscille,  défile  dans  le  champ  de  la  lunette  d'un  mouve- 
ment uniforme  dans  une  direction  normale  à  la  direction  d'oscillation;  elle  semble  donc  décrire  une 
sinusoïde  et  la  persistance  des  sensations  lumineuses  rend  effectivement  cette  sinusoïde  visible.  Cher- 
chons combien  on  peut  en  voir  de  concamérations  dans  le  champ  de  la  lunette. 

1 

Les  positions  extrêmes  des  images  visibles   sont  à  une  dislance  angulaire  a  de  l^,^o\.\       — tt  ~, 

vues  du  poinl  0  ;  elles  sont  donc  à  une  distance  angulaire  2a  par  rapport  au  point  I  qui  en  est  deux  fois 
plus  rapi)roché.  Or   une  rotation  2a  de  l'image  autour  de  I  correspond   à  une  i-otalion  a  du  miroir. 

Celui-ci  tourne  de  2j?7t  en  une  seconde,  de    — ^  ~     en     --—  -  -; —  —  -rrr. —    de  seconde.  En  une  seconde, 

2t)  25       "in-  .)0r? 

1  .  ,       ..  ,      .         1     N  800   1  16 

le  diapason  exécute  N  vibrations,  en      de  secondes,  il  en  exécute     — =  -^— =  — :     tel 

oUn  ;)0    ??  oO     n  n 

est  le  nombre  des  sinuosités  visibles  dans  le  champ  do  la  lunette.  En  particulier,  pour     n  =  8,     on  en 

verra  deux. 

Sup[)osons  n  petit;  on  verra,  deux  fois  par  tour  puisque  le  miroir  est  argenté  sur  ses  deux  faces, 
le  champ  sillonné  par  la  sinusoïde.  Si  n  augmente,  les  apparitions  augmonlotit  de  fréquence  et  le 
nombre  de  sinuosités  va  en  diminuant. 

Pour  une  vitesse  suffisante,  les  sensations  résullanl  do  deux  apparitions  consécutives  se  superpo- 
seront; la  sensation  résultante  sera  plus  ou  moins  confuse  si  les  positions  de  deux  sinusoïdes  consé- 
cutives n'ont  aucune  relation  simple  ;  mais  si,  pendant  un  tour  du  miroir,  le  diapason  exécute  un 
nombre  entier  de  vibrations,  les  sinusoïdes  successives  se  superposent  et  produisent  la  sensation  d'une 
sinusoïde  fixe.  Or,  pendant  n  tours  du  miroir,  le  diapason  fait  N   vibrations;    pendant  un    tour  il  en 

N 
fait     —  =  /i,     qui  doit  être  un  nombre  entier.   Pour     N  =  800     et     n  =  8,     la  condition  est  remplie 
n 

et     /.■  =  100. 

Supposons   qu'après  un   tour  du  miroir  le  diapason  se  retrouve   dans   la   même    position;  deux 

sinusoïdes   consécutives  coïncident.   Si  le  miroir   va   un  peu  plus  vite,  toutes  les  images  formant  la 

seconde  sinusoïde  sont  déplacées  dans  le  sens  du  mouvement  du  miroir  et  la  sinusoïde  paraît  se  déplacer 

dans  le  sons  de  la  rotation.  Si  au  contraire  le  miroir  va  un  peu  moins  vite,  la  sinusoïde  paraît  se  déplacer 

en  sons  inverso. 

Quoi   est   le    déplacomont  correspondant  à     -— — -     do   tour?   Un  tour  est  effectué   sensiblement 

oOO 

1  l  1  ,  .11 

en    —     (le  seconde.    ^; — ■     dotouron     — —     do  seconde.  La  période  du  diapason  étant    "iTyrrr'      ,  ^^.^ 

représente  une  fraction  de  période  — ■ — —  =  -^-      Donc,  au  bout  de  5  secondes,  le  déplacement  corres- 

4  UUU  V) 

pondra  à  uno  période  entière  et  la  sinusoïde  apparaîtra  à  la  même  place  qu'au  début.  En  d'autres  termes, 
une  sinuosité  complète  défile  dans  le  champ  en  îi  secondes,  à  raison  de  16  apparitions  par  seconde. 
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CONCOURS  DE  1910  [Suite). 


■COLE  NATIONALE  SUPÉUIELRE  DES  MINES 


(Places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  contrôleurs  des  Mines) 

Analysf . 

I.  —  1910.  Calculer  avec  G  décimales  exactes  la  racine  réelle  de  l'équation  :    ix-'  -f-  lux  —1=0, 

II.  —  1911.  i;iunt  donnée  une  fonction  V'x)  représentée  par  une  série,    F(x)  = — \- — — — ^-  . 

1  J  5  7 

former  la  série  (]ui  représente  F'(x),  la  sommer  et  en  déduire  la  fonction  F(.r;. 
En  tirer  un  développement  du   nombre  -^. 

Géométrie  et  Mécanique. 

\.  —  1912.  Enveloppe  et  trajectoires  orthogonales  des  pai-ahoies  ([ui  ont  même  axe  et  même  direotrico. 

11.  —  Une  plaque  rectangulaire  pesante  non  homogène  oscille  successivement  autour  de  chacun  de  ses 
quatre  côtés  placé  horizontalement.  Connaissant  les  durées  des  peliles  oscillations 
réalisées  dans  ces  quatre  positions,  trouver  le  centre  de  gravité  de  la  plaque. 

III.  —  Une  barre  homogène  AB  repose  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  ;  elic 
est  d'abord  immobile.  Une  sphère  S  animée  de  la  vitesse  horizontale  V.,  vient  choquer 
normalement  cette  barre  à  une  distance  x  du  milieu.  Trouver  le  mouvement  du  svstème 
après  le  choc  en  supposant  les  deux  corps  parfaitement  élastiques. 

Epure  de  Géométiit'  descriptive. 

1913.  —  Les  droites  (nb,  a'b')  et  {cd,  c'd')  sont  les  axes  de  deux  cylindres  de  révolu 
lion  A  et  R  ayant  respectivement  pour  diamètres  90  mètres  et  SO  mètres.  La  droili' 
{ef,  e'f)  est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  situé  sur  lu  surface  du 
cylindre  B,  à  gauche  de  cd,  c'd'.  Ce  cône  est  en  outre  bitangenl  au  cylindre  A. 

1"  Keprésenter  la  portion  du  cône  comprise  entre  les  deux  cylindres  supposés  enlevt». 
2°  Construire  le  développenx'nt  de  la  surface  latérale  de  cette  portion  de  cimic. 


DEUXIÈME   PARTIE 


ALGEBRE 


.i\^xdx 


J-  - 1  -  \^X  -r-  3 


/         .i\^.vdx  „.  ,  /       j- - 1 -  .U- -î- o  . 

1856.  —  Calculer  iiiilcinilc        I      — —  .     <nusi  ijue  I  lul^iiralc        \ -•   'sinxtfJ 

.  '„      (1  -^  •'■■)"  J,.  U»"-H  >r' 

I.  Nous  calculerons  d'abord  liiilégralc  indélinie 

i  '      .rl..z'i/./ 

xdx 

appliquant  la  inélliode  do  riiilégralion  par  parties  ;   nous  poserons     u  =  La",     dv  =  — -^  * 

J 

t{l-\-x-')' 
Nous  avons  alors 


cil 

d'où      /;  — 


J 


x<lx 


\.x  I      I  •       dx 
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Or 
cl  par  suite 


X[l  -^X~)  X  1  ~-  X' 

dx  r  dx 


.-/■(l 


On  en  déduit 


en  posant 


C  dx  r    xdx  .  1  .  , . 

r')         J     x         .  '    1  H-  •!  2 

/xLxdx 


Lx  1  1 


C'-     xLxdx 

.    i,       [l-r-X-f 


et  I     —r- —  =  c>(x  )  —  -^(0). 

1' 

llesle  à  calculer  ■^{'■^)  et  o'O)  qui  se  présentent  sous  des  formes  indéterminées, 
Mais  on  peut  écrire 

et  l'on  voit  que  pour     x  =  0,     o(z)  est  nul. 
On  a  aussi 


.M  =  — ■ — 

'^  '  "2(1  -'-./■■^ 


Lx  i 


L 


i{l  -'  x^)        \       I  -  ./■- 

et  sous  cette  forme  on  reconnaît  que  pour     .r  =  +  x  ,     o{x)  a  pour  limite  0.   Donc     -f' 0)  =  cp(x  )  =  0, 
et 

/  "'-     xLrJx 

.1-  -+-  3j'  -h  15 
II    Décomposons  en  éléments  simples  la  fonction  ralionucUc     •    nous  obtenons 

{x-^iy 
x'  +  :{./■  -t-  :{  1  11 


{x-^\f  (.f-l-lj--  lf-+-l.)-  .r4-l 

et  nous  en  déduisons 

sin  xd.r  r  (,'"'■  si n  .r(/.r 


,,               r  ./•- +  3x  H- .'{           .                    i'' (■  'siii  ./(/./•          ,' r     sin  xd.r          r  e~' •i 
1)  I  — -, TTT — e  'sm.rttu.'= h    j r    |  


1 


Calculons    la   [)remiére   intégrale   du    second   membre   en  intégrant   par  parties     /»=c-^sinx, 

dx  1  \ 

do  =• r—  <     V  = -—  ) .      Nous  avons 


,ç^  r  e  '  sin  xdx   ^         (,'     sin.r  1      re~'cosxdx         1      r  r   '  ain  xdx 

^  ^  j    [x+iy    ~  ~  ^x-}-iy  ''  'J  J     (x-4-1)--'       1 J    {x-i-iy    ' 

et  de  même 

„,  r  cr  '  cos  xdx   _        cr^  cos  x         Ç  e""*  sin  xdx  Ç  e~'  cos  xdx 

^^  J      (.r+1)-  .r-^1  j         7T1  ./  r-i-l        ' 

r  e"''  sin  xdx   _        (?~' sin  .r  r  c  '  cos  xdx  r  c' s\n  xdx 

^^  j      [x-^iy      ^  x+i       ^j        ^TT  ,/         .,---1 

Multiplions  les  égalités  (2j,  (3)  et  (i)  respectivement  par   1,       —      et      — ;     pais  ajoutons-les 
membre  à  membre;  nous  avons,  en  tenant  compte  de  l'égalité  (1). 

/ 


'  x^  4-  3x  -4-3  .       ,  e'"-'  sin  j.'         e'""  cos  x         vr'  sin  .r 

e  "''  ain  xax  =  — 


{x-\-\y  \x-^\y         2(07  +  1)         2(.r-4-l) 
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%9 


Le  second  membre  s'annule  pour    ,r  =  -)-oo  ,     il  prend  la  valeur 

f*  x-2  H-  3x  ^-  3           .       ,          1 
I      — : —  ^  -^  sin  xa:v  = 


pour     r  =  0,     on  a  donc 


THOMAS,   à  Lvon. 


Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Foocry,  à  Reims:  R.  Halbronn,  à  Toul  ;  G.  Lacii,  à  Rodez  ;   IViiil   Lko.nzi.  à  Bordeaux  ;    A, 
MABFsSCAr.ciii  :  I'.  F*attin,  à  Béziers  ;  Nkvejans  ;  A.   Rousseau  ;  L.  Simon,  à  Fourmies. 


GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


1838  et  1856.  —  Un  point  M  se  déplaçant  sur  une  parabole  P  de  foijer  F  ; 

1"  Le  lieu  du  centre  du  cercle  G  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  correspondant  nu  point  M  ^s/ 
une  parabole  P'  ; 

2°  Cette  parabole  P'  est  aussi  le  lieu  du  sommet  d'un  trinnqle  isocèle  normal  circonscrit  a  la  parabole  \' 
et  correspondant  à  un  point  M'  de  la  normale  en  M  à  la  parabole  P  ; 

3"  Le  lieu  du  point  M'  est  une  cubique.  Cette  cubique  est  aussi  le  lieu  du  point  à   rqale  distance    de  lu 
parabole  P  et  de  son  foyer  F  ; 

4°  Soit  G  le  cercle  circonscrit  au  triarujle  normal  circonscrit  à  la  parabole  P  et  correspondant  ■/    M 
G  et  C  se  rencontrent  en  F  et  en  un  second  point  dont  on  demande  le  lieu. 

Préliminaires.    —  La    parabole  P    ayant   pour  équation     //-  —  ipx  =  0,     et   a,    i    étant  les  ^ordonnées 

d'un  point  M  quelconcpie  tlii  plan,  nous  allons  former  l'tWiuation  lïéné- 
rale  du  cercle  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  i-orrcNinni- 
(lant  à  M. 

Soient  A,  B,  C  les  pieds  des  normales  issues  de  M  ;  y,,  uu  w, 
les  ordonnées  de  ces  pieds;  Ai,  Bi,  Ci  les  points  de  rencontre  des 
tangentes  en  A,  B,  C.  qui  forment  le  triangle  normal  AiHiCi  cir- 
conscrit correspondant  au  point  M;  (Xi.  Yi),  iX.',  Y..).  (Xj.  Yj)  les 
coordonnées  de  Ai.  Bi,  (!|. 

On  sait  que  l'équation  aux  ordonnées  des  pieds  des  normales  issues 
de  (a,  ^)  est    y'  —  :Xa  —  p)y  —  2f)-}  =  0.    d'où  les  relations 
(<)  i/i  -f- .1/2-1- Va  =  0, 

{"-)  i/iVi  -+■  lliih  -f-  y-îHi  =  —  2/>(«  —  p), 

(3)  !hyi!/A  =  2p».3. 

On  a  aussi 
pp 


(4) 
donc 


Xi  =  y/jj^a-;,  = 


X,  =  f       V,=-|L,. 


2p 


.Vi 


Y,  = 


—    '■'-  "*"  'J^   —  ~  ■'* 


PU1S(JIU' 


!/2  2  /  \  J/J  2    ' 

du 
A,R 

'■i  i     Xm        yj 


Pour  calculer  les  coordonnées  du  centre  du   cercle  circonscrit   à  AiBiCi.  formons    IVquation  de  la  w«'</i.i- 
<rtV;e  de  AiBi  (ou  perpendiculain^  élevée    à  A|R|  en   son   milieu).    Les  coordonnées  du    milieu  do  A|H|  sont. 

X, -I- Xa  _  ;'(i  / 1    ,  ±_\  _  p!^('/i -<-.'/2)  _  - p^y.*  _  -  pPvI  _  _  ppyj 

2//|i/i         ~     2y,y3  2t/iyjys  */»*,&  ' 

\i  -I-  Xj   _       _y|  Yi  H-  Yj  _  —  (t/i  -h  yi)  _  y3_ 

2  """4^7'  2"""  4  ~4" 

1.»    normale    en     C,     c'e>l-à-dire 


Le    coel'licient    angulaire    de    la    int'di.ilricc   est    celui    i\f 

De  sorte  (pu'  l'équation  de  la  médiatrice  de  AiBi  e.st 
Y.-t-Ya               V3    /          Xi-t-Xj  \ 
y W—    =-J    (^ 2 )  "" 


y» 


'-f=-H-i)- 


oO 
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(6) 


pyi      yî 


(-) 


La  médiatrice  de  AiCi  a  de  môiiie  pour  équalion 


pyi 


yî 

4p 


En    résolvant  (6)  et  (7)    par   rapport  à  a;  et  à  y,  on    obtient   pour  les   coordonnées   du   centre    du  cercle 
circonscrit  à  AiBid,  après  avoir  supprimé  le  Facteur    (i/a  —  .Va), 

y-iy-Ayi  +  y.i)  _      !/i!/2y3 


^"f  ~^^^^  +  ^^^'''^''' 


.'/  = 


4p-  4p^ 

Or,  î/2  +  2/3  =  —  i/i.  î/l  -hyl-\-  iy-iyi  =  y'î,  d'où,  en  tenant  compte  de  (2)  et  (3), 

yl  -+-  yî  -+-  yiyz  =■  y\  —  y-yj  =  y?  +  [y^y^  ■+■  1/22/3  ■+-  2p(a  —p)]  =  i/.O/i  -h  yi  +  j/a)  +  2p{z  —  p)  =  M^  —  p)  ■ 


i-^x'P"-P^- 


_         ~P  r" 


(8) 


/    X  = 


3p  — 2a 


Comme  on  sait  que  le  cercle  AiHjCi  passe  par  le  loyer    vio,  -|  j.     l'équation  de  ce  cercle  esl 


(9) 


,^^y.^^JÎljpM.^^y^Él^     =0. 


Revenons  maintenant  à  la  question  proposée. 

1.  Si  le  point  M  se  déplace  sur  la  parabole  I\  on  a 

(10)      p-  =  2pa, 


?/3. 


yl 


X,  =  /). 


Le  point  M  se  confond  avec  C,  el  on  a  les  deux  autres  nor- 
males MA,  MB.  (3)  donne     y, 1/0  =  2//-. 

Si  on  élimine  «  et  ^  entre  les  deux  équations  (8  et  l'équa- 
tion (10),  on  a 

(P')  4j/-+ i/>.r  — 3p- =  0. 

C'est  l'équation  de  la  parabole  P'. 

2.  Soient  M'  un  point  de  la  normale  en  M,    A' et  B'  les  pieds 
(les  deux  autres  normales  issues  de  M' ;     Mi',  A^,  B',  les  points  de 
rencontre  des   tangentes  en    M,    A'   et   B' ;    (X,,   Y',\    (Xj,  Yj), 
(X'3,  Y3)   les  coordonnées  de   A,,  B',  Mi  ;  yi,  y],,  ^3    les  ordon- 
nées de  A',  B'  et  M  ;  («',  p')  les  coordonnées  de  M'.  On  voit  sur  la  ligure  que  si  le  triangle  AlB',M',  est 
isocèle  avec  son  sommet  en  M',,  la  normale  MM'  es/  bissectrice  extérieure  de  l'aivjle  des  deux  autres  nor- 
males MA'  et  Mli'. 

Les  coellicients  angulaires  de  M'M,  M'A',  M'B'  étant     —  — ,     —  — . —.     on  a  la  relation  des 

P  P  P 

p      p  p      p 


bissectrices 


1 


p' 


1 


y>y3 
p' 


ou 


(11) 

Or 


^yiî/iys  -^p%y\  -^  y^  —  '^y^)  -  yl(y;  +  y;)  =  0. 
y'i  +  ?/2  ^  ?/3  =  0»         yîy^  -^  y'^y^  -+-  y\y'>  =  —  2/>:a'  -  p), 
y'iy'm  =  2p2?'. 
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d'où 


En  faisant    y[  -]-y',  =  —  j/j    dans  (11),  on  a 

(12)  yl^'iy'iy',  =  -ip\ 

■¥'  —  yi 
?yiy.  =  — 2 

On  ;i  alors  %'  eL  ^'  en  fonction  de  i/,  : 


•Syl-hp- 


(13)      a'  = 


yzi'ip'  —  yî^ 


yiiZp-  —  vï 


4p 


ip* 


Cherchons  maintenant  le  lieu  du  sommet  M;  du  triangle  isocèle  A;B,M;.  Oq  a  pour  les  coordonnées 


p3'  V-. 

de  Ml,  d'après  (5),    X^  =  ^-^,     YJ  =  — -^     et,  d'après  (13) 

?/3  i 


Y'  =  -i^. 


y 

^r^ 

(Pl^^ 

(r) 

0 

^L^ 

^^nJ  30» 

jr 

-^3    "-        i ' 

4p 
L'élimination  de  t/i  entre  ces  deux  dernières  équations  donne 

4Y;2  h-  4^X3  —  ;ipî  =  0. 
On  retronve  bien  la  parabole  I*'. 

3.   Le    lieu  du  point  M'  s'obtient  en  éliminant  j/j  entre  les 
deux  équations  (13),  ce  qui  donne  la  cubique  r, 

(4a'  — p)(2a'  -  5p)* 


ir) 


r- 


\i)H}j 


Nous  allons  montrer  que  cette  cubique  est  aussi  le  lieu  des 
points  à  égale  distance  de  la  parabole  F  et  de  son  foyer  F.  Cela 
revient  à  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en 
M  avec  la  perpendiculaire  élevée  à  FM  en  son  milieu. 


y 


Le  coefficient  anirulaire  de  FM  est 

Va  —  P' 

diculaire  élevée  à  FM  en  son  milieu  est  donc 

—  ïL=  (.r  -  y-'~^f^'  \  ^f^'  "  •'/'^ 


La  perpen- 


P       '      -P\h 


2  \  4/j 

L'équation  de  la  normale  en  M  est     y  —  1/1  =  —  ~  (  -''  —  5^  )  ' 

Si   l'on  résout  ces  deux  équations  par  rapport  ;i     v     ot  à     7,     on  a.  après  avoir  supprime  le  fac- 
teur (yj -h  p-),  x=^ — ■— ,  y 

i4x-;>)(li--5/i)« 


On  retrouve  les  coordonnées  (13),  et  par  consé(|uonl  la  cublipu»     »/'   = 


108p 


4".  L'èfjualion  de  la  liune  des  centres  CC  est 


;{y>  —  2a 


4 

3/)  —  ^a' 


-=  0. 


ou,  en  lunction  de  rorilonni'e   i/,, 


..^({i'  _  ji)  _  ,/(a'  -  »)  —  Y    3p(!j'  -  P) 


i(Pa'-a^')J  =  U. 
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L'équation  de  CC  est  donc,  après  disparition  du  facteur     (y'^-^p-), 

(14)  ,:,^3+;,y  +  ^£i4llZ![=.o. 

La  droite  CC  est  donc  parallèle  à  la  normale  en  M. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur  CC  n  pour  équation 

(15)  pr-y,y-^  =0. 

En  résolvant  (14)  et  (15),  on  a,  pour  coordonnées  de  la  projection  de  F  sur  CC, 

fta\  "^P^  —  Vt  ?/3 

(16)  -^^  =   -S '  .V   = ;'■ 

4p  4 

Le  second  point  de  rencontre  des  cercles  C    et    C   est  1p  symétrique  de  F  par  rapport  an  point 
(IH).  Ses  coordonnées  sont  donc 

.r=    ^''-yK  y=-ll. 

Lélimination  de    î/^  doime  pour  le    lieu    dti    second   point  de  rencontre   des  cercles    C    et    C'    la 
parabole 

(17)  4v2-f-2/ja:  — ;y- =  0. 

Remarquer.  —  Voici  (pielqiies  autres  lieux  géométri(iues.  conséquences  de  l'étude  précédente. 

1.  <S/  le  point  M  est  quelconque,  comme  point  d'émission  des  itovinales  MA,  MR,  MC,   les  médiatrices  du  triançile 
AiBjCi  sont  normales  ('j  à  la  parabole  fixe  P',     4!/^  -|-  4px  —  3p2  =  0. 

2.  Lorsque  M  est  situé  sur   la  parabole  P,  le  lieu  de  M|   est   la  droite     x  =z  p,     et  le  lieu  des  points  Ai   el  Bi 

est  la  cubique  u^  ■=z 

•>         i{x~p) 

3.  Le  lieu  du  sommet  Mi   du  triangle  isocèle  MJA',B',   es<  (comme  nous  l'avons  vu;  la  j)arabole  P', 

4.v^  -I-  'tpx  —  3;^-  =  0. 
Le  lieu  des  deux  autres  sommets  k\  et  \\\   de  ce  triangle  est  la  quarlique 

i2y-  (8î/^  —  ipx  -+-  2p^)  —  (Si/-  -f-  2px  -t-  2p-]'-  =  0. 
tîne  recherche  directe  du  lieu  donnant  ;i  la  fois  les  trois  sommets  de  ce  trianj^le  conduit  ii  l'équation 
(8y-  —  Itpx  -+-  3p2)(4i/^  —  2px  —  3p-)-  —  4;{2pV-i/"-  =  0. 
qui  est  (lu  sixième  degré,  et  dont  l'éciuation  se  compose  de  celles  de  U  parabole  et  de  la  (juarliqui'  précédentes. 

4.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  MAB  et  MiAilii   enveloppent  chacun  une  cubique. 

C4/C v]i2x 5p)^ 

5.  La  cubique  P,      y-  = -)'■ '- ,      est  connue   sous   le  nom   de  cubique  de  Tscfumhausen  ou 

lOHp  •' 

encore  de  cubique  de  l'Hôpital.  Llle  a  de  nombreuses  et  intéressantes  propriétés,  dont  voici  les  principales  : 

I.  —  La  cubique  F  est  le  lieu  des  points  à  égale  distance  de  la  parabole   P     {y^  —  2px  :=  0)     et  de  son  foyer  F. 

II.  —  La  cubique  V  est  le  lieu  des  noints  tels  qut  l'uni  des  normales  abaissées  de   ce  point  sur  la  parabole  P 
est  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  des  deux  autres  normales  issues  de  P. 

III.  —  La  cubique  F  est  l'anlipodaire  de  la  parabole  O      (4//-  —  ^px  -\- p-  "=■  0)      par  rapport  à  son  foyer  (qui 
est  le  même  que  celui  de  P). 

IV.  —  La  caustique  par  réflexion  de  la  cubique   P   est  In  développée  de  la  parabole  P.   le  point  lumineux  étant 
au  foyer. 

V.  —  La  courbe   V  est  la  caustique  par  réflexion  de  la  parabole  Q  pour  des  rayons  lumineux  perpendiculaires 
à  Vaxe  de  la  parabole. 

VI.  —  Une  droite  quelconque  menée  par  le  foyer  F  coupe  la  courbe   V  en   trois  points  :  les    tangentes   en    ces 
trois  points  forment  un  triangle  équilatéral  (-). 

2 

VII.  —  Les   tangentes  à   la  courbe  F  aux  extrémités  de  deux  rayons  vecteurs  font  un   angle  éqal  aux  —  de 

l'angle  de  ces  rayons  vecteurs. 


C)  I  es  mt!(1iatrices  enveloppent  la  cubique     {ix  —  p)' 4-  108/jî/-  =  0,     (|ui  est  la  développée  de  la  parabole  P'. 
(■-)  Voir  Hevue,  n'' de  novembre  1907,  p.  337. 
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VIIL  —  La  polaire  réciproque  de  la  courba  F  par  rapport  à  une  circonférence  dont  le  centre  est  au  fotjer  F 
est  une  cardioide. 

IX.  —  La  cubique  V  est  le  lieu  du  point  tel  que  le  cube  de  sa  dislance  à  une  droite  fixe  est  proportionnel  au 
carré  de  sa  distance  à  un  point  fixe.  La  droite  fixe  et  le  point  fixe  sont  la  directrice  et  le  foyer  de  P.  D'ailleurs 
réqiialion  de  r  s'écrit 


_-  ~'P  _ 


(-s-r--"' 


=^  constante. 


X.  —  La  cubique  r  est  le  lieu  du  point  qui  divise  chaque  rayon  de  courbure  de  la  parabole  P  dans  le  rappcrt 
de  1  à  3,  à  l'intérieur  du  rayon,  le  plus  grand  segment  étant  du  côté  du  centre  de  courbure. 

XL  —  Les  quatre  courbes  suivantes  :  i"  la  parabole  P  ;  2°  son  cercle-foyer  F  ;  3»  sa  d>;veloppèe  ;  4°  la  cubique 
V  sont  tangentes  entre  elles  et  ont  pour  corde  de  contact  conimune  la  directrice  de  P. 

XH.  —  l^crimètre  de  la  boucle  de  la  courbe  : 

S  =  3pv/3". 

XIII(').  —  Aire  de  la  boucle  : 

E  -N.    BAHISIEX. 

Bonnes  soluHons  :  MM.  0    Lac»,  à  Denain  ;  .A.  Roussead,  h  Landrecies  ;  L    Simum,  à  Fourmifis  ;  Nkvrj.vn»;  G.  FoC';iiv. 
Assez  bonne  solution  de  M    J.  Soudaigné. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (i910) 


Arithmétique,    Algèbre,    Trigonométrie      —    (S[.  (iKuviui 

5054.  —  La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée. 

5055.  —  Si  un  noiribre  est  premier  avec  deux  autres,  il  est  |)reniier  avec  leur  produit. 

5056.  —  Démontrer  que     \f^2  =  ^2. 


5057     —  Kirectuor  le  [iroduit    2  '•  X  2  '      et  justifier  la  recelé. 

35t; 

5058.  —  Calculer  au  moyeu  de  la  règle  à  calcul  le  produit     2,118x1.154;     le  quotient     -; — ^• 

5059.  —  Calculer  à  1/10  près  ry/S,  ite,    -^'    —    —  Calculer  d'abord  une  valeur  approchée  avec  la  récle  à  c-alcul. 

-        e 

5060.  —  Hésoudre  le  système    ./;-+-»/-)-:  =1,    nx  -+-  Inj  4-  cz  =  h,    «*.«■  +-  h*y  -t-  c'z  =  b'. 

.r       y       z        1 

5061 .  —  Hésoudrc  le  système    x  \   if  -h  z  =  i,    ru-  -t-  6»/  -*-  c:  =  </, ►-  -r  -■ =  — 

a        b        c         a 

5062.  —  Résoudre  le  systime    x  -f-  ;/  -t-  :  =  3,    ax  +  hy  -^  cz  =  10.    ii\r  -^-  fe';/  -+-  c*s  =  10,    a,b,c  étant  les  raruiM 

de  l'éfiuation     ./;'  —  5./;  -+-1=0. 

50(»!t.  —  Résoudre  le  système    hz  —  ('.'/=  ',    w  —  "3  "    '".    ".'/  —  '"'       "• 

5()6'i.  —  formule  de  Taylor  pour  un  polynôme  entier  /"(./).  .Vppliquer  au  calcul  de  l'expression 

/•(.*•  f  /iH  i/^ X  +  4  )  ^  ''/"(•^>  -^  '•^'•'^  ^  '•'  -*-  ^'/'l  -^  ^  T  ) 

5065    —    Trouver  un  polynôme  /'(x),  tel  (lue     /(x  -+-  /i)  -+-  4/'(  x  -t-  — •  j  -^  hfix  +  *)-+-  2Af  I  x  -»-  —  J  =  :>l\x). 

5066.  —  Somnu!  des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers.  Démontrer  qup    m(n  ■+■  l|(N-«-i)    est  «lÉtlslblr  p«r  <». 

H(«  -»-  1) 
50(>7.  —  Somme  des  n  picmiers  termes  de  la  suite     //,  —  ; 

5068.         Somme  lies  cuIm's  des  n  premiers  imiubres  entiers.     -  Calculer  la  «omme  de;*   m    premier»  termes  «le  U  milte 

/(_  —  i){n   »   IM»   '   21. 


(1)  Nous  ajouterons  (lue  1 1  ciibunie  .li'  T>.  hunliausen  est  la  seule  cubii|iie  qui  «oit  reclill^blfl  (i/<;W>ni/M«'«i/Nl  rt  ntliON- 
iii'llriiinit .  C'est  donc  la  cdiirbe  de  plus  pelil  ile^ré  dont  l'arc  soit  expnnialije  ainébrlquement  et  niHonnellenn'nt  ni  foncUoo 
d'un  paramètre.  .V.  •'   '    W 
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/  1    \"' 

5069.  —  Limitede    (  1  — -^ — )      pour  m  infini.  Montrer  que    e<2,72, 

5070.  —  Calculer  e^  au  moyen  de  la  règle  à  calcul.  Vérifier  en  calculant  la  valeur  de  e'  à    -— —    près. 

_       _ !^ 

5071.  —  Calculer  à  1/10  près  \/e,  yp,  ^/e,   e     ■  .  Vérifier  au  moyen  de  la  règle  à  calcul. 

5072.  —  Trouver  les  logarithmes  au  moyen  de  la  règle  à  calcul  ;  trouver  par  exemple  le  logarithme  de  4. 

5073.  —  Intérêts  composés.   Annuités.  Annuités  d'amortissement. 

5074.  —  Etudier  les  séries  : 

1  1  1  rt-+-2  2"  3u 

v„  = 


3""-»-l  3"  — 2  "         4" -3  "         n.lO"  "         3-1-10"  4 -t- 10"  ' 

lOtt  n  2/n- 1  2"  3"  3" 


Un   =    -; -— -'  U„  = —- '  Un   = 


3 -H  10"  1-1-2"  "         3_f-5n  4 -H  3"  H -4- 4"  n-hlO" 

n^  -hi  n  -H  2"  ji  -f-  2»  n  -H  3 


«"=yr' 

Un   1 

2"-t-4 

Un  = — ' 

n  -H  3" 

/  2n  +  4  \''' 

_  /  2n-)-5  y'  • 
""      \  2tt-h8  / 

1 

""-    2«-5 

n-f-l 

1  -f- Ji 

Un=               3        , 

n  2 

""=  n^  +  r 

2n  +  l 

s/n'-hi 

n.lO" 

2" 

4 -+-3" 

n  ■+-  2» 

n-(-tO" 

1 

"                   3    ' 

n  » 

v/n-Hl 

n  ! 


/  3«-l  \' 


1 

M„  =    — T'  Un  =■ 


n*  n--(-l 

_    yjn  -t- 1  _       Vn 

n-  -(-  1  '              "  ~   3«-  —  1  '  "  ""    2n'— r 

sin  na 


H  — t-  1 

5075.  —  Etudier  la  série    M„  = Limite    supérieure  de  l'erreur  commise  en  prenant  la  somme  des   trois 

4»  -F   1  ^ 

premiers  termes  comme  valeur  approchée  de  la  somme  de  la  série. 

5076.  —  Ktudier  la  série    m„  ^ Limite  supérieure  de  l'erreur  commise  en  négligeant  tous  les  termes  à 

1  -f-  10" 

partir  du  quatrième.  —  Même  question  avec  la  série    u„ 


1  -^  h! 


5077.  —  Calculer  à  près  la  somme  des  termes  de  la  série    «„  — -— -• 

100  3  -H  10" 

1  1 

5078.  —  Calculer  a  -    prè.s  la  somme  des  termes  de  la  série    «„  =  — — 77J7  ' 

1  2" 

5079.  —  Calculer  à     —    près  la  somme  des  termes  de  la  série    M„  =  — -■ 

10     *^  3  -t-  n  : 

5080.  —  Etant  données  deux  séries    «„    et    y„,  si  le  rapport    — ^     tend  vers  1,  les  deux  séries  sontde  nu  nie  nature 

'■„ 

5081.  —  Étudier  les  séries  : 
1  Ln  L//  L/i  Lh 


""       ^  n*— 3'  ""         e"  '  ""         n=  '  ""         u» -i- 1  v^n' ■+- 1 

■\fnln                                  L?i                                          n                               ,              h-                          .1 
Un  =  -^-, — T'  "■'  =  '^ r  •  ""  =  T~x TTT — •  ""  =  ^  ^'^*  ~1 — T  '        ""  ~  *'" 


e' 

Ln 

3' 

'  — 

4  ' 

TCH- 

2n--l                               3"— 4                                 (ft'-i-l)Ln                                    «' -^  I  2ft  —  5 

l'n                                         -'»  2"  ~  * 

Un  =  1  —  cos -,     Un  —  tg  -— -,  u„  =  arc  sin  — ^ — -.  «„  =  arc  sin  -— : -.     «n  —  arc  ces  — - 

2rt  -f-  1                        3n^  -I- 1                                      n-  -t- 1                               4n-  -h  5  2n  -(- 1 

?i«  4-1 


M„  —  arc  cos 


*(- 


5082.  —  Étudier  les  séries  : 

x»                           X"  _        X"                         X"                      _    X"  -+-  n                      _      nx» 

""  ==    3i(  -f-  1  '         ""  ~    3n  +  4  •  ""  ~    v/3rrr4'    ""  ""  "3«^^^  '            ""  ~       y/n'      '                 ""  ~   4n»  -  5  ' 

ux"                        îi^  -^  i  _    n'  -+-  1             _           1                     _    x"ln                           _    (—  1)» 

""^Tn^T'         ""  "^       .T"     '  ""  ~   j:"  -+-  3  '      ""  ~"    (n^-hl)x»'       "             n2~'                     ""  ~   3n  _  4  ' 

1— 11"»                                n" -h  i  \— i\"                                 Ln                                      Ln                      (—1)" 

W      —    i—LLlIi  ,,      _(_1|"  Un  = —  M„=      —  IV.     ,  //„=(—  D"      ,        Un  =  — —^ 

""-     n'^\    '      """^        '     n^  +  3tt'  "         3"  +  4'         "       '        '        n'                       "■3n-4'                2  +  Ln 

(-1)" 
Lan 

5083.  —  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

1  j  j_ 

y  =  X'",            y  =  Lx,  y  —  arc  sin  x,            y  =  x  ^  ,            y  =  x  ^  ,            y  =  x  ^  , 

i_  ±.  2. 

y  =  x^,           y=x',           y  =  x*,  t/ =  2"nT,            y  =  ssinx^            (/  =  arctgx,            y  =  e-^,            i/  =  esin.t 
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5084.  —  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

y   —  e3LsinJ^_  y  =  glLsin''^,  y  =  yC-^I^,  y  =  td  -h  Vx),  y  =   ViTTIt, 

y  — .        y  =  arcsin3x,  1/ =  arc  ces  (2x' —  1),        y  =  arc  ces  (4x' —  3ri,        y  =  arc  tg  "^ 

X-+-  </£*  —  1  \  —  X    ' 

y  =  arc  tg   ^  _  ^^  ■     ?/ =  arc  tg  -j— ^,        y=L(tgx),  j/  =  L(lg-j,  y  =  L  tg  (  ^ -^  _- ], 

Lj;  .     ,  .       , 

M  =  . — ,  y  =  sin  (?i  arc  sin  x) . 

5085.  —  On   donne     j;  =  cos  (,     y  =  f{t),     calculer  la  dérivée   de  y  par  rapport  à  x.  Même  question  en  prenant 

.T  =  L(i+<),   y  =  f(t)- 

5086.  —  Calculer  yj  sachant  que    x  =  <  —  sin  <,     y  =  \  —  cos  <. 

5087.  —  .Même  question  avec    x  =  sin  3t,    y  =  e*'. 

5088.  —  On  donne    x  —  l(2t  +-  3),    y  =  «"n*^     i  désignant  un  paramètre  variable.  Calculer  les  dérivées  première  et 
seconde  de  y  par  rapport  à  x. 

508Î).  —  .M«;me  question  avec    x  =  ces  3<,     y  =  L[2t-h  3). 

5090.  —  Calculer  la  dérivée  seconde  de  y  par  rapport  à  x,  sachant  (jue  : 

l»  a;  =  2',  y  =  arc  tg  (  ;  2»  x  =  arc  tg ,  y  =  L^ 

5091.  —  Formule  des  accroissements  finis.  Appliquer  à  la  fonction    e»'"^. 

5092.  —  Appliquer  la  formule  des  accroissements  unis  aux  expressions  suivantes  : 

Ll.o  — LU,  tg8<>  — tg7o,  29'n8o  _  2sui6o^  gigb' —  e^'*". 

5093.  —  Dérivée  de    y  =  sin  — 1     u  et  v  étant  des  fonctions  données  de  x. 

5094.  —  Dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

I 

y  =  x^  (variation),  y  =  x^^,  y  =  x'',  y  =  x^    •  y  =  x      .  y  =1  x  ^    ' 

y  =.  x^"^,  y  =  x^ii',  y  =  (tgx)8'ns  y  =  (sin  jrlco»  ^  y  =  (sin  .r)t-f,  y  =  (tgx)'-f. 

5095.  —  Dérivée  d'une  fonction  implicite.  —  Faire  la  démonstration  sur  l'exemple  suivant  :    x'  -h y'  —  3ry  =  0. 

5096.  —  Dérivée  par  rapport  à  x  de  la  fonction  y  définie  par  l'une  des  équations  suivantes  : 

■2  u 

xT  =  2y,  x-hy  =  2w,  ï"'!  'J  =  k,  2^  =  arc  tg  — . 

X 

ys  +  y  =  e2x,  gV-i-  e~'J  =  2x     (Résoudre  l'équation  par  rap|tort  à  y), 

j?  -H  1  =  2'^  +  x'J,  x  =  arc  cos  y  —  \/\  —  y-,  y  =  2.r  -i-  3  arc  tg  ( y  —  2  r) . 

5097.  —  Calculer  y].,  sachant  que    (x-  +  y')'  =  x-  —  y'. 
Limite  de  cette  dérivée  quand  x  tend  vers  0. 

5098.  —  Même  question  avec  l'équation    x'  +  x'  -Hxy  —  y^  =  0. 

5099.  —  On  donne  l'équation    arctgy  =  2arctgx.     —  Trouver  la  dérivée  y',.  —  Résoudre  l'équation.  —  Exprimer 
tg  ;/(v;  en  fonction  de  tga. 

5100.  -  Théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes.  Appliquer  à 

X  ,     x-(-y 

z  =  arc  tg  —  >  :  =  arc  tg 


y  x  —  y 

5101.  —  Ayant  trouvé  la  formule  (fonctions  homogènes)    xf',^-h  yfly  =  mt"'-^l\xy).    dérifer   les  d.'uv  moml.res    par 
rapport  à  (. 

5102.  —  nériv.ses  partielles  par  rapport  à  x  et  ii  y  de  la  l'onction  :  déliiiie  par  l'équation     :  =  x  '   •+-  y'-. 

5103.  —  Soit    3  =  f{n,v),    u  =  .rcos  y,     0  =  as  sin  y.     —  Calculer  les  dérivées  partielles  de  :. 

5104.  —  On  donne     z  ^  /'(«).     «  =  A' -+-.»/'  ;    calculer  :', . 

5105.  —  Etant  donné    z  =  l\it,v),    calculer  z%,  u  et  i'  étant  dt->  fonctions  données  de  x  et  d.«  y. 

5106.  —  Dérivées  partielles   par  rapport  à    ,/    et  à  y   de  la  foiutioii  :  .iéllnie  par  l'équation    /iM.r|  —  0.    s.ichanl  quo 
M  =:  X  -t-  23,    V  =  y  -h  3:. 

Appliquer  h    (x  4  2:)''^:"  =  t. 

5107     -On  a  l'équation    x  = /(y,:).     Calculer  :',. 

.'•lOS.  —  On  donne  l'équation    y  —  2x  h  f{x.z).     hérivéc  de  :  p.»r  rapport  à  .r 

5109.  —  On  a    x  =  y"'  ;    dérivées  partielles  île  :  par  rapport  à  x  et  à  y. 

5110    —z  est   une   fonction  ilo    v  et    y    déOnie   par   réquatlon     Lr  =  2j/-f-xs     trouver   ses  déniée*   par   rappori 
i\  X  et  i\  y 

5111.  —  Dilférentiellc  totale  d'une  fonction     m  ^  f[H,r).    sachnnl  que    M  =  9[x,  y),     0  =  Hx,  y). 

5112.  —  Limite  pour   r  inl'ini  Ar  rcxprcssion     y  =  ;»  —  L[a; -♦- ^1  -i-x'i- 

2"    •-  X 
5113     —  X  désignant  rintlniineiit  i-elit   principal,  ordre  innnitésiin.d  -lo     I.  sin 
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5114.  —  Vari.'itions  de     (/  =  L{x  -h  s,/x^-\-  l). 

5115.  —  Maximum  de    y  =  coso;.  cos3,r. 

5116.  —  Variations  de    y  =  sin  œ  -+-  sm  3,r,    y  ^  2  sin  x  -hZ  cos  x,    y  =  arc  tg  (Asiii  x), 

fil-  _|_  (,-r         '  L j  _L  _1_ 

y  =  ^ —  y  =  3.r'-  e-^^+s,  y  =  — -,  ,/  —  (.x-  _  i)  j-  ,  v  =  (a;  —  1)  f-i  . 

e  '  —  ('~  '  •  "  j:'' 

H  C 

5117.  —  .Maximum  de    tg- — •-  tg-r     dans  un  triangle  rectangle. 

5118.  — On  donne  dans  un  cercle  une  corde    AB  =  /.     F'itudier   les  variations    de   l'aire  du   segment   quanti   l'angle 
au  centre  x  varie  en  même  temps  que  le  rayon  R  du  cercle. 

5119.  —  Démontrer  que    (??;•")"'  =  p'"e"'"". 

5120.  —  Trouver  la  valeur  de  l'expression     I  ; I 

5121.  —  Trouver  deux  nombres  réels  x  et  y  vérifiant  l'équation     (.r-f-y;)*  =  /. 

5122.  —  Calculer  la  racine  carrée  de    1  —  /. 

5123.  —  Racines  cubiques  de  l'unité  :  racines  cubiques  de    —  1. 

5124.  —  Racines  cubiques  de  i,  de    — /.     de    1  -i- i,     de     — — ->     de      — ;; de     <     de    /  —  ^^3. 

s/2  ^  - 

5125.  —  Résoudre  les  équations 

X^ -1-27  =  0,  j;'— 1  =  0,  j'  -1-1=0,  x* -1-1=0. 

.X-»  _  ^iJ  -;-  X-  —  .T  -t-  1  =  0,  a;'  —  .ï'  -+-  3.r-  —  .r  -(-  1  =  0,  x''  —  2x^  +  ix^ —  2x  -h  i  =  0.  jt'  -f-  x'  -(-  9  =  0. 

5126.  —  Relation  indépendante  de  «et  />  entre  les  racines  de  l'équation    j:^ -i- ('/ —  l)x- -!- fix -f- (a -t- 1)  =  0.     Somme 
des  carrés  des  racines.  —  Condition  pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double. 

5127.  —  Condition  de  réalité  des  racines  des  équations 

r'  -t-  3px  -+-  2q  =  0,  x^  -^  'Spx'^  -^  q  =  0,  x^ -h  9x-  -i-  m  =  0. 

5128.  —  Discuter  l'équation    4x'  —  3x  -(- w  =  0.     Relation  entre  les  coefflcients  et  les  racines.  Somme  des  carrés  des 
racines.  —Calculer  deux  des  racines  en  fonction  de  la  troisième. 

5129.  —  Nombre   de  racines   réelles   de  l'équation    x^  —  2x -+- m[l  —  :ix")  =  0.     Helation  entre  les  coefficients  et  les 
racines.  —  Calculer  deux  des  racines  en  fonction  de  la  troisième. 

(A  suivre.) 

♦ 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


1914.  —  En  prenant  ce  comme  iiifuiiuient  petit  principal,  déterminer  la  partie  principale  rie.s  iiiliniinent 
petits 

6"  -t-  1  X  e'  -i-  4s  -  H- 1  X  e'  -t-  3c   ^    -h  3c  ^  -4-  1  x 

2  e'  —  1  6  €'  —  1  o  c^  —  1 

7e' --1- 32c    '►    -f-12e    ''    -♦- 32c  '•  -(- 7  x 

(l.es  coefficients  numériques  sont  ceux  des  premières  l'ormules  de  quadrature  de  Cotes.) 

(i.   FO.MKNK. 

1915.  —  Enveloppe  des  paraboles  de  directrice  tixe  dont  le  foyer  décrit  une  droite  ou  un  cercle. 

PlGLOWSKl. 

1916.  —  Une  droite  de  longueur  constante  k  est  mobile  et  s'appuieà  la  fois  .sur  une  ellipse  E  et  sur  son 
grand  axe. 

1"  Le  lieu  du  milieu  de  cette  droite  est  une  quartiijue.    La  construiie  dans  les  trois  cas  suivants  :  k  supé- 
rieur, inférieur  ou  égal  au  demi-petit  axe. 

2''  Une  devient  la  (juarlique  lorque  l'ellipse  devient  un  cercle  et  que  k  est  égal  à  son  rayon. 

3»  Trouver  dans  le  cas  général  l'aire  de  la  quartique. 

E.-N.  Barisie.n. 

-♦ 

EiiRATUM    —  Page  32,  ligne  3  de  la  question  1908.  Au  lieu  de  :  «  L'aire  de  la  courbe  F  »,  lire  :  «  L'aire  de  la 
courbe  Q  «. 
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SURFACES    REGLEES   RÉCIPROQUES 

par  M.   E.  Keraval. 


Ou  coiisidèie  une  surface  réglée  S  ;ï  cône  directeur  et  sa  ligne  de  striction  l'y  Suit  (i  une  j;énéra- 
Irice  rectiligne,  M  son  point  central,  <i'  la  perpendiculaire  à  G  située  dans  le  plan 
tangent  en  M.  G'  décrit  une  seconde  surface  réglée  S'  que  j'appelle  réciprotjue  de 
S.  Je  vais  prouver  celte  réciprocité  et  faiie  voir  que  S,  S'  sont  tangentes  tout  le 
long  de  ap  qui  est  leur  ligne  de  striction  commune. 

Soit  Ma;  la  perpendiculaire  en  M  au  plan  GG'.  Considérons  le  cône  directeur 
de  sommet  M  :  GMx  est  le  plan  tangent  le  long  de  G,  donc  le  c<jne  directeur  de  S' 
est  réciproque  de  celui  de  S.  Le  plan  tangent  le  long  de  MG'  e-t  donc  G'.Mx  ;  donc 
GMG'  est  le  plan  central  pour  S'.  D'ailleurs  en  M  le  plan  tangent  à  S'  est  bien  le 
[)lan  (i(î',  car  il  contient  (i'  et  la  tangente  iMT  à  a|s. 

Cas  d'ciceplion.  —  La  démonslralion  suppose  que  MT  ne  coïncide  ni  avec  (i  ni  avec  G  . 

G'  J'rernier  c(ts.  —  MT  coïncide  avec  G,  c'est-à-dire  que  S  est  une  surface  dévelop- 

pable,  G  est  tangent  à  la  ligne  de  striction  a?.  Le  long  de  G  il  n'y  a  plus  à  propre- 
ment parler  de  plan  central.  Soit  G'  la  binorniale  et  M»/  la  normale  principale:  le 
plan  osculateur  étant  parallèle  à  tlcux  génératrices  inliniment  voisines  peut  être  consi- 
déré connue  le  [)lan  asymptote,  le  plan  cenlral  serait  Gii  .  Je  suis  tlonc  conduit  à 
prendre  G'  suivant  la  hinurniale.  Alors  pour  S,  S'  les  cônes  directeurs  sont  encore 
réciproques  et  le  plan  langent  à  S'  (jui  est  asymptote  c'est  le  [ilaii  '/MG'.  donc  GMG  est  le  plan  central 
cl  par  suite  M  le  point  central. 

Ainsi  «p  est  encore  la  ligne  de  striction  conunuin',  mais  S,  S'  se  coupent  à 
angle  droit. 

Scciind  CHS.  —  La  ligne  de  striction  i/  de  S  est  tr,ijecl»>ire  orthogonale  des 
génératrices. 

G'  est  peipcndii'iilaiie  à  G  et  à  la  génératrice  inlinimenl  voisine  (')  :  GMx  est 
tangent  au  Ci'iiie  (lirfct(Mnil<' soiiiiiit'l  M  pour  S,  Pour  S'  le  cûne  direcleuresl  réci- 
pr()(|ue,  son  plan  tangiMit  le  long  de  G  est  )i'M.r  leijiiel  esl  le  plan  osculateur  à  i^. 
C'est  le  mèm(>  cas  que  précédemment,  il  sullil  d'echanj;er  S  et  S'. 

Cas  jxiiiirulirr  où  S  rsl  um'  snrfitrr  n'-iflr,'  ,)  plan  iliircti'ur.  —  Soit  l*  le  plan  directeur,  l'i  la  li;?no 


(I)  lii  l;i  |ii'i|i.iiiliiiil,Mic  ('iiiiiiiiiiiu'  ;i  iliMix  nriu'i  ah  iii's  iniiniiiit'iil  voisinos  loinl  vers  l.i  t.iniionU'  .>  I.i  llgiio  de  jlrJcIlon. 
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de  striction.  Je  figure  le  cylindre  droit  qui  projette  ^3  sur  P,  S'  sera  ce  cylin- 
dre.  S,  S'  sont  circonscrites  le  long  de  aS. 

Théorème.  —  Si  l'on  considère  les  symélriqncs  B  d'un  corps  fixe  A 
par  rapport  aux  génératrices  G  de  S,  la  surface  S'  représente  le  lieu  de  l'axe 
du  mouvem<'.nt  hélicoïdal  du  corps  B.  A^i  outre  le  rapport  des  vitesses  de 
rjlissement  et  de  rotation  est  égal  au  paramètre  de  distribution  sur  la  géné- 
rât) ice  G  de  S. 

Soient  G,  G,  deux  génératrices  infiniment  voisines  de  S.  Je  représente  le  corps  A  par  un  de 
ses  points,  soient  B,  B'  les  symétriques  du  corps  A  par  rapport  à  G,  G,.  On  peut 
amener  B  sur  B'  par  deux  renversements  autour  de  G  et  Gi  ;  si  donc  j'appelle  d 
la  perpendiculaire  commune  à  (jGi  et  o  leur  angle  aigu,  le  mouvement  hélicoïdal 
♦^'  qui  amène  B  sur  B  sera  une  rotation  2ç>  plus  une  translation  id  le  long  de  cette 
perpendiculaire  commune. 

On  en  déduit  immédiatement  le  théorème. 

Si  S  est  développable  on  a  un  mouvement  du  corps  B  qui  possède  à  chaque 
instant  une  rotation  tangente.  (Voir  Kœnig?,  Cinéiaaticjue,  p.  3i9  et  204.) 
Enfin  je  proposerai  aux  lecteurs  de  la  Revue  la  démonstration  du   théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  mouvement  du  corps  B  défini  plus  haut  est  idcnlirjue  ait  mouvement  inverse 
[Voir  par  exemple  /{irnigs,  p.  352)  et  réciprorjucmcnl  tout  mouvement  à  un  paramètre  identique  au 
mouvement  inverse  peut  être  considéré  comme  le  mouvement  d'un  corps  B  suméhiijue  d'un  corps  fixe  A 
par  rapport  à  u>ie  droite  G  qui  décrit  une  surface  régime  S. 


Srn   LL\TK(ilL\TlO.\  1)1-:  CKIITALNKS  KnUATIo.NS  DIFFKlil-XTIKLLES 

\r.\v  M.  Gh.   Bioche. 


La  méthode  généralement  indi(iuée  pour  intégrer  une  é^iuation  dill'érentielle  où  ne  figurent  comme 
variables  que  y",  y'  et  y  consiste  à  poser     y'  =  p     et  à  prendre  y  comme  variable  indépendante.  On 
est  conduit  k  intégrer  une  étiualion  du  premier  ordre  en  p  et  à  elTectuer  une  quadrature. 
En  pratique,  le  calcul  peut  être  compliqué.  Dans  le  cas  où  l'éi^uation  est  du  type 

y  y  —  my'-  +  Xyij'  -h  Wy-  h-  C?/'"-"'  =  0, 
où  m,  A,  B,  G  sont  des  constantes,  il  est  plus  avantageux  de  faire  un  changement  de  variables  qui 
ramène  facilement  l'équation  proposée  aune  équation  diflerentielle  linéaire  à  coefficients  constants. 

Je  pose  y  =  u^, 

a  étant  une  constante  que  je  déterminerai  tout  à  l'heure.  On  a 

y'  =  au^^'w',  y    =  au^^'u"  -H  a(a —  llu^'^u' 

l'équation  qui  détermine  u  est  alors 

ait'^^^'u"  -h  I  a(a  —  l  )  —  ma'-ju-"""-  X  '<'-  -+-  Aaît^ 

Pour  (jue  le  terme  en  u"^  disparaisse  il  faut  prendre 

1 


-'«'-f-Bu-^ 


Gu("'+')^  =  0. 


1  —  m 

ce  qui  suppose    m=£  1.  Si  on  avait    m  =  0    l'équation  proposée  aurait  y  en  facteur  dans  tous  ses  termes 
et  la  suppression  de  ce  facteur  donnerait  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants.  Supposons  ces 
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cas  écartés;  si  on  divise  tous  les  termes  de  la  dernière  équation  par  u-^'^  ou  u  »  --" ,  on  obtient  l'équation 

aw'-f-Aau'-f- Bu-f-C  =  0  ou  M"-f-Aw'  +  B(l  —  w)u-i-C(l  — m)  =  0. 

équation  à  coefficients  constants. 

Si     m  ==  l     les  deux  derniers  termes  de  l'équation  initiale  étant  semblables,  celle-ci  peut  s'écrire 

si  on  pose  y  =  e", 

on  a  y'  =  e"u',  y"  =  e"u"  +  e"u''- 

et  on  obtient,  pour  déterminer  w,  l'équation 

e2«u"  -h  e^"u''  —  e'^'u'-'  -f-  \pJ"u'  -+-  De^"  =  0  ; 
le  terme  en  u'-  disparaît  et,  après  avoir  divisé  par  e-",  on  obtient  l'équation  à  coefficients  constants 

u"  -{  Au'  +D  =  0. 
J'indiquerai  pour  terminer  quelques  exemples. 

l"  yy"  —  2î/'2  4- 2?y^  =  0,  équation  dont  riritégrale  est  'i  = 

■"         X-  4-  C.x  -f-  Cî 

20  2?/?y"  —  y'^  —  Âif  =  0,  équation  dont  rintégrale  est  y  =  [C.e-^  -h  Cje-'j». 

1 


3"        ?/?/'  —  2y'-  — y-  +  kif  =  0,         équation  dont  l'intégrale  est       y  =  

C,  cos  a- -h  Cn  sin  X -h  A- 
4"  yy"  —  y'^  —yy'  —  O,  équation  dont  l'intégrale  est  y  =  C'-'^^-r. 
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Concours  de  1908. 


1857.  —  Intégrer  l'équation  différentielle  linéaire 

xxj"  —  (x-\-a)y'-^ij  =  0, 
sachant  ({u'elle  admet  pour  intégrale  particulière  un  polynôme  entier  en  .r.  Montrer  (pie  l'intégrale  générale 
s'exprime  sans  aucun  signe  de  ([uadrature  lorsque  la  constante  a  est  un  nombre  entier  positif. 

L'équation     xy"  —  [x -\- a)g' -h  y  =  0     admet  évidemment  la  solution     i/=.r-(-<i.     Si  alors  nous 
posons     y  =  z[x -ha),     en  désignant  par  :  une  autre  fonction  inconnue,  nous  aurons 

y  =  z{x~ha),  y'  =  z(x-i-a)  -h  z,  y"  =  ;"(.'  -h  <i)  -+-  i:'. 

et  l'équation  différentielle  deviendra 

z"xix  -f-  ^0  —  z'Hx  -\-  af  —  ±v]  =  0,  ou  ^  =  ^^-^^ —  =  {-h- — . 

^  '         "^  z  X  x~ha  X         j-t-a 

-'  (j^    ,-< 

Nous  tirons  de  là  L  —-  =  x  -h  aLx  -^  2L(.r  -h  a),  :  =  '—- , 

(-  (x-hfl)* 

/' e'.x"dx        ,,,  ...  ,  re'.x"dx  .      ,        ,  

etenlin         c  =  C  / —-Ht,        en  dosignaiil  par       i- —  nno   mletrale  parliculiere  qe 

,/    (x  +  a)*  ,'  (x4-n)" 

la  différentielle  sous  le  signe  /  .  La  solution  de  l'équation  proposée  est  donc 

r  r-x"dx 

''  J    U-4-")^ 

/'  e^x^dx  t•^J"         /* 

Dans  Ions  les  cas,  ccllo.  jntOîjralc  se  ranicno  a     /  ,   = -^  J  ^m-*  'dx  ;     il.sunUd'uno 

,  '  {x-ha)^  x-ha       J 

intégration  par  parties.  (Jnant  à  coite  dcrnir-rc  intégrale,  si  <i  est  onlier  et  posilir,  ollo  peut  s'abai:»»er  ol 

se  i'an\en(M'  a  riiilegralt>      I  '■  dr  qni  est  iinuietliale.  du  a  en  flVet, 


60 


ECOLE  PROFESSIONNELLE    SUP£PilEUKE   DES  POSTES   ET  TÉLÉGRAPHES 


/  e'a:"^^dx  =  e'j.-"-^  -  Ui  —  3)  /  e-x^-^dx, 

I  e'xdx  =  e'X  —    |  e'dx  ; 

/  e'x"~'dx  =  e-[.i''-'  —  (a  —  ï)x''-'  ^(n    -  1  )(a  —  2)./-"-  '^  —  ,,,]  =  [a  -  \  )!eiVr), 


puis 


avec 


P„f.ïJ 


-h 


-       ±:J 


(a—  I)!  a— 1>!  ("—3)! 

Oïl  a  do  suite     P'„(r)  =  J\,_i(.f). 
Si  o  (;sL  fraclionnaire.  le  pi'océdé  ne  réussil  pas  :   rexposaiit  do  ./    ne  disparaît  janais.   Si  a  est 

iiégaliL  on  poul  remonlor  jus(ju";i       /  e'x~'dx,     mais  on  ne  peut  aller  plus  loin. 

ROL'LIGANL),  élève  à  LÉcole  normale  supérieure, 
lionnes  solutions  :  MM.  (i .  Lach,  à  Hodez  ;  Leo.nzi,  ;i  llorde;uix  ;  A.  Rousskai  ,  jil'ournes  ;  11.  I".,  à  Lyon  ;  G.  Foichy,  ù  Ueims. 


1858.  —  Soioil  Ox  el  Oij  deux  axes  de  coordonnées  reclanijulaires,  M  un  point  d'une  courbe  plane 
Vj  du  pUin  xOij,  Ml*  /'/  dislance  du  poiiU  M  à  l'axe  0'/,  O.M  /''  distance  de  l'oriijine  à  la  tangente  eu  M  à 
la  courbe  C. 

On  demande  de  déleruiiner  les  courbes  C   telles  (lue  h'  rajivort      - —     soit  énal  à  une  constante  donnée 

'  '  P.M  "^ 

k,  el  d'exprimer  les  coordonnées  d'un  point  .M  de  l'une  de  ces  courbes  en  fonction  de  l'am/le  'f  ijue  fait  la 

tangoile  avec  l'axe  Ox. 

Construire  les  courbes  C  dans  les  deux  cas  )>articuHers  suica))ts  :     /,  =   |,       /:  =  —  . 

J'Jvaluer  dans  ce  dernier  cas  la  longueur  de  l'arc  compté  à  partir  de  l'origiiie. 

Soit  (6  l'angle  de  la  tangente  MT  avec  Oa",  réipiation  de  cette  droite  est  de  la  forme 
(Ij  .(■  sin  o  —  7  eus  o  —  p  =  0, 

/;  étant  une  fonction  de  o  '(uil  &"agit  de  déterminer. 

Le  point  de  cjntact  .M  de  cette  tangente  sera  déliai  par  réquation  (1)  et  parla  suivante, 

X  cos  o  -\   g  sin  o  —  //  =  0 
qui  sen  déduit  en  dérivant  la  lircmièrc  [lar  rapport  à.  -^  ;  p'  désigne  la  dérivée  de  f). 

En  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  x  el  j/,  on  obtient  les  coor- 
données du  point  .\L 
c  (^\  ./■  = /j' cos  ©  +  p  sin --.,  g  —  p's'nx'r — pcoso. 

On  a,  d'antre  part, 

OT  —  \  p  \  ,  l'M  =  I  p'  cos  o  -hp  sin  o  \  , 

de  telle  sorte  ({ue  la  fonction  p  est  définie  par  l'équation 

1  P 


p'  cos  o  -r  />  sm  o 


=  k. 


Nous  écrirons  cette  équation  sous  la  forme 
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m  -, — ^-^  =  A-, 

p  cos  'x>  -h  p  sin  œ 
en  «upposant  que  />•  peut  avoir  une  valeur  positive  on  négative. 
Nous  en  tirons 

p  /,■  cdS  '^  COS  O 

o(,  en  intégrant, 


F./)  =  —  Llg(  -^  -+-  l'j  -^^-  cos  -f  -h  LC, 


C   désignant  une  conslanlo  arbitraire,  ou 


p  =  Gcoscplg'^(^-+-^)- 


Calculons  naaintenant  les  coordonnées  (x,  y)  du  point  M.  11  suffit  de  remplacer   p  et  p'    parleurs 
valeurs  dans  les  formules  (2).  On  peut  diriger  le  calcul  très  simplement  de  la  manière  suivante. 
D'abord,  la  relation  (3)  nous  donne 

X  =  p'  cos  2.  H-  />  sin  'f  =  -^   =  -T  cos  o  tg  ''  (  —  -h  -:-    , 

puis,  de  (4)  nous  déduisons 

I  —  /.•  sin  9 

k  cos  o 

et  par  suite 

r  (1  —  /.■  sin  œ)  sin  «  1  sin  9  —  k 

y  —  p  sin  Ci  —  ?9  cos  o  —  ;>l ; '■ cos  o  I  =  /'  •  — ; • 

•^       '  •      •'  L  /.costf  J  Acos-^ 

et  enfin  y  =-■  —  (sin  9  -  /.)  tg  '••  (^ --  +  ^  ) . 

Los  coordonnées  du  point  M  «ont  donc,  en  fonction  do  o, 

oc  =  —coscplg  '^(_-+-^j,  î/  =  _.(s,no-/.-;tg    (^-;^--+-T  '' 

nous  obtenons  ainsi  les  équations  paramétriques  de  la  courl)e  chercbée. 

Quand  on  fait  varier  la  conslanle  G  on  obtient  des  courbes  bomothéliques  par  rapport  à  Torigine  : 

il  suflira  donc  de  donner  à  C  une  valeur  particulière.  Nous  poserons      —  —  ". 

Pour  simplifier  les  écjuations  paramétriques,  nou'^  ferons  le  rliangement  de  variables     'f  =  '*  —  ■5"» 

qui  nous  donn(! 

1.0  -10 

(;j)  X  =  a  sin  ')  tg  '■  —1  '/  =  —  n(cos  0  -f-  k)  Ig  *'  —  • 

hcmaniuonsenlin  (iii'ù  des  valeurs  de/iégales  et  de  signes  conlraire«JCorrespondent  d.nix  courbessymé- 

lriquesiiarra|)porliiO./' ;  il  sullil  piiurle  voir  de  cbanger  dans  les  formules  :ii/.en      —k     cl '<  on     r  — 0. 

Nous  pouirons  donc  supposer       A       0. 

Phkmu'.h  Gas.     a  =  I.     Lu  courbe  est  définie  par  les  é(|ualions 

0  « 

X  =  n  sin  0  tg  —,  .'/  =  —  "("^^^^  '<-+-•)*?—• 

ou     X  =  l\/sin--  cos  ^l:;4-  '^"  ^'"'  '^  =  a(l  -  cos  (ï).  •/  =  -«ucos»  5- tg  ^  =  -"*»"**• 

Nous  en  tirons     —  a  cos  n  =  x-n,     -  <i  sin  '•  -  j/,     el.  en  faisant  la  somme  des  carrôs. 
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La  courbe  est  un  cercle  langent  à  l'axe  des  y  à  l'origine.  On  vérifie  aisément  que  celte  courbe  jouit 
de  la  propriété  indiquée  dans  l'énoncé,  OT  =  MP. 

Dkumiîme  Cas.     /.-  =  —.     Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  sont  alors 


a  sin  f)  tii^ 


.'/  =  --^(2cosO  +  l)tg'''4- 


Si  l'on  pose     Ig 


/,     on  a 


2a<3 


1 


_  a    (<-  — :î)<^ 
y        "3" 


i2     1-i-r^ 
on  voit  ainsi  que  la  courbe  est  unicursale  et  du  quatrième  degré. 

Pour  discuter  sa  forme  nous  conserverons  la  variable  0.  Si  Ton  change  6  en  :^--f-0  or  et  y  ne 
changent  pas  ;  donc,  il  suffit  de  faire  varier  0  dans  un  intervalle  dont  l'étendue  soit  égale  à  2-,  par 
exemple  l'intervalle  (  —  "^j  -+-  tt).  Mais  en  changeant  6  en  —  0,  x  change  simplement  de  signe  et 
y  ne  change  pas  ;  donc,  la  courbe  est  symétririue  par  rapport  à  Oy,  et  aux  deux  intervalles  ( — -,  0) 
et  (0,  +  r.)  correspondent  des  branches  symétriques.  Il  suffira  donc  de  l'aire  varier  0  dans  l'inter- 
valle (0,  7i)  et  d'achever  par  symétrie  par  rapport  à  Oy. 

Les  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  0  sont 


dx 
~dQ 


a  tg  —  sin  0  (cos  0  +  2) 


2  cos-  — 


nous  en  tirons 


dy 
dx 


dy 

rfe" 

cotg  0. 


n  tg  —  cosO(cos')-f-2) 


2  cos2  — 


Ce  résultat  était  à  prévoir,  car  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,    Ig  s.    devient     —  cotg  ')     si 
on   remplace    o    par      0  — ^■ 

On  en  déduit  le  tableau  de  variation    suivant  (a  est  supposé  positif)  : 


0 

0 

2 

2- 

ÎT 

X 

0 

croît 

a 

croit 

croît 

-+-  00 

y 

0 

décroît    - 

a 

croît 

0 

croit 

+  X 

dy 
dx 

GO 

croît 

0 

croît 

i 

v/3 

croit 

-f-oo 

On  obtient  ainsi  la  branche  de  courbe  OABL,  et  on  achève  par  symétrie  par  rapport  à  Oy. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  l'arc  OABL,  nous  allons  calculer  la  longueur  de  l'arc  OM .  Nous  avons 

0 
o  tg  —  sinO(cosO  4-2) 

dx  = 7 rfO, 

2  cos-  — 
2 


dy  =  - 


rttg  —  cosO(cosO  +  2) 


de, 


2cos^- 


ÉCOLE    PROFESSIONNELLI-:    SUPÉRIEUHE    DES    POSTES  ET  TÉLÉGRAPHES  «3 

0 

ai  tg2  —  fcos  Oh- 2)'' 

6t  ds'  =  dx'-  -h  dy-  = dh\ 

4cos''  — 

d'où,  en  extrayant  la  racine  et  en  remarquant  que  s  varie  dans  le  même  sens  que  0,  et  que  0  varie  de 
0  à  -, 

0 
a  ['^  —  (cosO  H- 2) 

ds  = (/'). 

0 

2cos-  — 
Ceci  peut  s'écrire 

a(2cos-—  -h  l  ) 
acosO-t-2)    ,0  \  2  /  0 

ds  = ; rf  cos  — •  = d  eos  -  . 

0  2  0  2 

cos'  —  cos^  — 

2  2 

0  0 

2a  (/eos—-        (idcos  — 

ou  ds  =  —  - 


0  0 

eos  —  eos  '  — 

2  2 

Intégrons  en  remarquant  que  pour    0=0,     a  =  0  ;     nous  avons 

s  =  —  zaL  eos 1 1 

2  0         2 

2  eos-  — 

a  0  0 

ou  s  =  —  lg2      —  2aLc()S— • 

2         2  2 


NEVEJANS. 


vSolutions  siilisfaisantes  par  MM.  G.  Toucny,  h  Reims;  lî.   Hai.huo.n.n,  à  Toul  ;  (;.  L\>m,  a  WoU'i.  ;  A.   Uoussbau,  â  Fournes- 
en-Weppe  ;  J.  Sodhaigné,  k  Moiit-de-Marsaii. 


1859.  —  Un  point  imitériel  pes/uit  est  moh'de  sur  uni',  circonférence  horizontale  f/ui  tourne  avec  une 
vitesse  angulaire  lo  autour  d'un  art'  vertical  ne  passant  pas  par  Sioi  centre.  (Ja  donne  to  en  foncliou  du 
temps  et  l'on  demande  : 

1"  De  former  l'équation  différentielle  du  mouvemenl  du  point,  en  supposant  que  ce  point  éprouve,  par 
le  fait  du  frottement,  une  résistance  proportionnelle  à  sa  pression  sur  la  circonférence  ; 

2"  l/éludier  en  particulier  le  mouoement  du  point  dans  le  cas  oii  le  frottement  est  né'/lh/eaùU  et  ou  Ui 
quanlilé  «j  est  constante  ;  de  dire  ifuelles  sioit,  dans  ce  cas,  les  conditions  pour  que  le  point  effeeiue  de<: 
oscillaiions  infiniment  petites  et  de  calculer  la  durée  d'une  oscillation. 

I"  Soient  un  syslcme  d'axos  r(M'l;ingulairos  lixcs  Oa'i/':  cl  un  svsli'nic  d'axes  mobiles  0.ri/='  avî^nt 
en  commun  avec  le  premier  l'axe  des  z,  la  vitesse  angulaire  de  ce  dernier  système  autour  do  O:  elanl 
une  fonction  «>  du  temps,  la  position  du  systt'^me  mobile  par  lapporl  au  système  lixo  sora  d<Minie  à  loul 
instant  l  par  l'angle  0  de  Ox'  et  de  O.r,  donm^  par 

si  l'on  su|)pos('  l(>s  deux  syslèmcs  {'oiifondiis  au  temps     t  --  0. 

Nous  snp{)os('roiis  (|ii(;  le  cciilri"  (>,  du  cercle  v;iriable  est  situe  sur  Or  o{  a  pour  abscisse  <».  el  que 
le  rayon  a  pour  vaicui-  H  ;  l;i  position  du  point  nudulr  M   siia  dt'-lliue  sur  ce  cercle  par  l'angle  «  '^^^  ^^i' 
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et  de  0)M  ;  ce  point  aura  donc  pour  coordonnées  dans  le  système  mobile 

X  =  a  -i-R  cos  'f ,  y  =  R  sin  o,  z  =  0. 

On  peut  étudier  le  mouvement  de  ce  point  M  sur  le  cercle  en  supposant  le  cercle  fixe  à  condition 
d'adjoindre  aux  forces  directement  appliquées,  d'après  la  théorie  du  mouvement  relatif,  la  force  centri- 
fuge et  la  force  centrifuge  composée. 

La  première  est  un  vecteur  opposé  au  vecteur  wJ,.,  m  désignant  la  masse  du  point  et  J,.  l'accélé- 
ration d'entraînement  du  point  .M  dans  la  rotation. 

dix'      d'y'      d'-J      ,      ^     . 
Les  projections  de  ce  vecteur  J.  sur  les  axes  lixes  ont  pour  valeurs  — — -•    ——-^    -7-r'    l^s  denva- 
'     ''  ai-        dl-       di- 

tions  ayant  été  faites  en  considérant  o  comme  une  constante  et  0  seul   comme  variable;  elles  sont 
donc,  en  remarquant  que     — -  =  w, 

-'■■''■' -ITT''-        -'"'^+7r^''        " 

et  les  projections  sur  les  axes  mobiles  sont 

(J„>  ^  -  o.2.r  -  —  y,  [.].),  =  -  ^-y  -r-  -^  x,  (l),  =  0. 

La  seconde  est  un  vecteur  ayant  pour  projections  sur  les  axes  mobiles  d'après  les  formules  connues, 

en  remanpjant  que  la  rotation  instantanée  a  pour  projections  sur  les  mêmes  axes  0,  0,  tu, 

du  dx 

2wjw  — ^,  — -limo ——^  0. 

dt  dt 

Quant  aux  forces  dii^ectement  appliquées,  elles  se  composent  de  la  pesanteur,  de  projections 
0^  0,  —my  ei  de  la  force  de  frottement.  Pour  iléterminer  celte  dernière,  nous  devons  calculer  la  pres- 
sion normale  du  point  sur  le  cercle  et  pour  cela  projeter  les  dilférentes  forces  déjà  énumérées  sur  deux 
axes  du  plan  normal  en  M,  par  exemple  sur  un  axe  parallèle  à  0:  et  sur  le  rayon  0,M. 

La  somme  des  projections  de  ces  trois  forces  sur  l'axe  parallèle  à  0:  est     —my. 

La  somme  des  projections  sur  le  rayon  0,M.  en  prenant  par  exemple  0,\l   comme  sens  positif,  est 

d^''     \  i       o  d'>     \   ._  ._      dy  d.i 


dt 


1/  Icos  o  -hl  7»(o'-(/  —  ?;(  ——  r   sin  o  -+-  'zmM  -  —  cos  'i  —  ^miu  — —  sm  o. 
•'  /  '        \  dl       I         '  dl  dt 


Si  l'on  désigne  par  F  celte  quantité,  la  pression  normale  aura  pour  grandeur  ^Jni^g^  H- F^  et  la  force 
de  frottement,  si  l'on  appelle  /'  le  coefficient  de  frotlenient,  sera 

/VF- -4- "('y-. 
Elle  sera  dirigée  suivanl  la  tangente  en  .M  en  sens  inverse  du  mouvement  de  AL 
Elle  aura  donc  comme  projections  sur  les  axes 

±  /■^/F"''  -f-  m-_9^  sin  o,  =p  l\iV'-  h-  m'-g'^  cos  'f ,  0 . 

Appliquons  alors  au  mouvement  du  point  M  et  au  système  de  forces  ainsi  défini,  le  théorème  de 
la  force  vive  relative.  Si  l'on  appelle  V,.  la  vitesse  relative,  X,  Y,  Z  les  projections  d'une  des  forces, 
dx,  dy,  dz  le  déplacement  relatif,  on  aura 

—  •  f/V^  -.  ï(Xrf.r  +  V(/.v  +  VAz), 

et  cette  combinaison  auia  l'avantage  de  faire  disparaître,  outre  les  réactions,  la  force  de  pesanteur  et  la 
force  centrifuge  composée. 

[^'équation  dilTérentielle  demandée  sera  donc 

-^  rf     R"-(  — ^  j       =  —  mw-al{  sin©  .  do  —  m_l(R-H-  aRcoscp)rfo±  f^'V-  -^m^g^  .do  . 

On  devra  choisir  le  signe     ±     de  façon  que   le   travail   de  la  force  de  frottement  soit    toujours 
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négatif.  On  passera  donc  d'une  équation  difTérenlielle  à  l'aulie  chaque  fois  que  le  mobile  changera  de 
sens  dans  son  mouvement. 

2"  Dans  le  cas  particulier  indiqué,  qui  se  déduit  du  précédent  en  faisant  dans  Téquation 


on  est  conduit  à  l'équation 


îi[--mh 


m.io^rtRsin  o  •  — ^• 
•      dt 


Une  première  intégration  donne  immédiatement 


lV-(-j-\    =  -H2to2aHcos'f-+-C. 

Il  se  présentera  donc  deux  cas  principaux. 

Si  la  quantité     C -h  2oj^aR cos  o     ne  peut  pas  s'annuler,  on  voit  que   la  vitesse  du  point  ne  s'an- 
nulera jamais,  le  point  tournera  toujours  dans  le  même  sens. 
Si,  au  contraire,  il  existe  une  valeur  v,,  telle  que  l'on  ait 

C  -+-  %o-(ili  cos  Oq  =  0, 
ce  qui  permet  d'écrire  réfjuatioii   sous  la  forme 

,    ^-  =  ±:  ojV/ dl, 

s/ cos  ce  —  COS  «?,j  V      11 

le  mouvement  aura  lieu  alternativement  dans  les  deux  sens.  Ce  n'est  que  dans  ce  ca*  qu'il  peut  y  avoir 
des  oscillations  inllnimont  petites  ;  à  cause  de  l'analogie  avec  l'équation  classi(iue  du  penduh' 

ç/o 

y/cOS  cp 

celles-ci  auront  lieu  si  o^  est  infiniment  petit.  Quant  à  la  durée  des  oscillations,  (|ui  ost     -v  ' —     dans 

^    ;/ 

le  pendule,  elle  sera  pour  le  problème  qui  nous  occupe    — v/ — ^    comme  le  inonlit'  I  uicnlilicalion  des 

<o     »         Il 

deux  équations. 

il.  DE  L.MILKKK. 


'— COSo,,  V       / 
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QUESTIONS  POSKKS  AUX  KXAME.NS  OIUM'N    Suite.) 


7(J85.  —  Trouver  une  cnurlx;  pnssiuit  |i:ii'   l'oii^'iiu'  telle  (|ue   l'aire   limitée  p.nr  cette  courhe.  l'.ixedes  r  et  l'ûnionnée 

1  J 

(lu  point  M(.c,  //)  soit  égale  h  L.rn .   Cas  iiarliculicr  :     /,■       —'h       ^- 

T()S(».  —  Construire  la  courhe    (.v-  t   i/-)'      nx''  -r  l'y'.     Aire. 

7(;87  .  —   De  <leu\    points  fixes  .\  et   1«  on  abaisse  les  perpemiieuiaires    \l'  .1  lit»  sur  l.i   luin.nle  en  un   pouit  M  aune 

Mi» 

rourbe.   Détei  iniiuT  la  coui  lie  lir  Imcom  i|iii'  ait  une  valeur  ctmstanti' 

MU 
7(Î88.   -     la  tangente  en  un  | il   M  li'une  coupIm'  reii<-ontre  Or  an  pouil    I   el    Oi/  au  point  S.  Di^lorminor  l\  courbe 

lie  fai-on  une         —        /.-.     Coinnii'iil  dr, luit  on  res  eoiulics  les  unes  îles  autres? 
'  \IS 

7(»8î)  1  I   langente  en  un  point  M  il'une  courbe  rencontre  Or  en  T  el  Oij  en  T  :  la  normab'  au  nx'ni.'  point  .oup»» 

Ox  en  N,  ()//  «n  N'.  On  joint  NT  et  NT  ijni  ï*»'  rencontrent  au  ponit  K.  Oéterniinpr  la  courbe  .Je  f.t(,on  que  MK  «it  unf 
direction  tixe.  Ces  courl)es  forment  vuie  famille  à  un  paramètre  tlonl  on  .lemnn.b'  U'S  trajectoires  orlho(ron.'«lr.«  el  lo  lieu 
des  pouils  (le  contact  des  tangentes  issues  de  l'origine. 
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7(};)0.  —  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontrent  Or  aux  points  i  et  N.  Déterminer  la 
courl)e  de  façon  que  -         soit  constant. 

7691.  —  On  considère  une  courbe  rencontrant  0//  au  point  A;  soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  a^antpour 
abscisse  x.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  l'on  ait    arc  AM        — —  • 

7002.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la  tangente  et  la  normale  interceptent  sur  une  droite  fixe  un  segment  dont  le 
milieu  soit  lixc. 

709:5  _  Trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  en  un  point  M  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  O.;-  tracent 
sur  0./'  des  divisions  bomograpliiques. 

701)4.  —  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  l'abscisse  dn  point  de  rencontre  T  de  la  tangente  en  un  point  M  avec  0.<' 
soit  une  fonction  de  l'abscisse  du  point  M. 

7095  —  trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  quelionque  forment  avec  Or  un  tiiangle 
d'aire  constante. 

'H;*)(i,  —  |,;i  tangente  en  un  point  .M  d'une  courbe  renconlro  Or  au  point  T  ;  par  ce  point  on  niiTie  une  perpendiculaire 
i»  TM  qui  rencontre  en  N  la  parallèle  à  0//  menée  par  le  pi'int  M.  On  mène  ON  qui  rencontre  en  P  la  normale  en  M.  Quelle 
doit  être  la  courbe  pour  que  le  point  P  soit  le  centre  de  courbure  au  point  M  ? 

7(}97  _  Trouver  une  courbe  telle  (pie  si  sur  la  normale  en  un  point  M  on  porte  une  longueur  constante  Ml*  =  a, 
le  ceicle  OVll*  soit  tangent  en  0  à  0/:. 

7(iî)j^  _  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  Or  au  point  T  :  par  ce  point  on  mine  une  perpendiculaire 
à  TM  qui  rencontre  en  N  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le  point  .M  Par  le  point  N,  on  mène  une  parallèle  à  0.r  qui  rencontre 
en  P  la  normale  en  M.  Quelle  doit  être  la  courbe  pour  que  le  point  I'  soit  le  centre  de  courbure  au  point  .M  ? 

7r»99.  —Du  [)oint  0  on  abaisse  OP  perpendiculaire  sui-  h  tangente  en  un  point  M  h  une  couil>e.  On  pose  (Or.  OM)  =  «o^ 
(Ox,  OP)  =  0.     Déterminer  la  courbe  de  façon  que  :  1"     tg-  tu  -+-  tg- 0  =  1 ,     -2"     fg  w  IgO  =  /,-. 

7700.  —  .Mêmes  notations.  On  pose  O.M  —  r,  OP  =  p.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  p(2rt  — n  =  o-,  a  étant 
une  constante. 

7701.  —  Trouver  les  courbes  telles  (|ue  le  segment  intercepté  sur  une  droite  fixe,  par  la  tangente  et  la  normale  au 
même  point  soit  constant. 

7702.  —  D'un  (loint  .\!  d'inie  courbe,  on  abaisse  MP  peri>endi(ulaire  sur  O.r,  on  mène  la  tangente  en  M  (jui  rencontre 
0,i'  au  point  T,  et  on  abaisse  les  perpendiculaires  PK  et  011  sur  MT.  Déterminer  la  courbe  de  fnçon  (|ue  lK^>w.OH. 
Cas  particulier  :     ///  =  l . 

770:{.   —  Trouver  une  courbe  telle  qiui  la  distance  de  l'origine  à  la  normale  soit  égale  à  la  longueur  de  celte  normale. 

7704.  —  Soit  .M  un  point  dune  courbe,  M'  le  point  s\m('trique  par  rapport  à  O.r,  et  P  le  point  de  lenconlre  do  la 
normale  en  M  avec  O.Vl'.   Déterminer  la  courbe  de  façon  {(ue  OP  =  k  OM. 

7705.  —  Soit  C  le  centre  de  courbure  en  un  point  M  d'une  courbe.  Déterminer  la  coiube  de  façon  que  le  njilieu  de 
MC  décrive  une  droite. 

770<î.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  en  clia(|ue  i>oint  s.'il  inversement  proportinnnel  à  l'or- 
donnée. 

7707.  —  D'un  point  .M  tl'une  courbe  on  abaisse  MP  peipendieulaire  sur  0//.  et  du  point  P  on  abaisse  PT  perpendicu- 
laire sur  la  tangente  en  M.   Déterminer  la  courbe  de  manière  (|ue  le  point   f  décrive  une  développante  de  celte  court. e. 

7  70H    —  I.ieu  du  jx'ile  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  une  ellipse  (|ui  tourne  autour  d'un  de  ses  foyers. 

7  701».  —  Soient  A  et  A'  les  sommets  d'une  ellii^se.  Par  le  point  A  on  mène  une  sécante  (jui  rencontre  lellipse  en  .M  et 
la  tangente  en  A  au  point  D.  Soit  -Mi  le  conjugué  harmoni(|ue  de  .M  par  rapport  a  A'  et  D.  Trouver  le  lieu  du  point  M,. 

7710.  —En  cbaque  point.l'une  parabole.  M,  on  mèneune  normale  .MN  de  longueur  conslante.  Trouverl'aire  comprise 
entie  la  (larabole,  le  lieu  du  point  N,  la  normale  au  sommet  et  une  normale  quelconque. 

771 1.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  ;  deux  cercles  variables,  le  premier  tangent  à  Or  et  0//,  le  deuxième  tan- 
gent au  [jreniier  et  à  O.r  en  un  point  fixe  A.   Lieu  de  leur  point  de  contact. 

7712.  —  Equation  générale  des  coniques  admettant  O.r  pour  tangente  au  sommet,  passant  par  un  point  lixe  de  0»/,  et 
boniolbétiques  d'une  conique  donnée.  Lieu  des  centres. 

77 iU.  —  Toute  conique  peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme  y-  —  iji.r  +  ///%  Condition  pour  que  ce 
soit  une  ellipse.  Distinguer  l'axe  focal  <le  l'axe  non  focal. 

7714    _  L'équation    ?/-  =  ipv-hq.V-    représentant  une  ellipse  dont   O.r  est  le  grand  axe,     .v'  =  2p'x -^  qx'    repré- 
sentant la  même  ellipse  dont  Oc  est  le  petit  axe,  calculer  //  et  (/  en  fonction  de  /)  et  7. 
7715.  —  On  donne  les  droites 

P  ^  i-  cos  a  -f-  y  sin  a  —  p  =  0,  Q  ^  .r  sin  2  -  (/  cos  2  —  7  --  (t. 

P'  =  X  cos  a'  -+-  y  sin  a'  -  //  =  0,  Q'  r~  X  sin  a'  -  y  cos  a'  -  ij'  —  0, 

qui  sont  rectangulaires  deux  à  deux.  Que  représente  l'équation     PQ'  -h  P'Q  =  0  ?    Trouver  son  centre  et  ses  axes. 

7710,  —  Longueur  d'un  arc  de  parabole.  Interpréter  la  partie  algébrique  de  l'expression  trouvée.  Imi  déduire  que  si 
une  parabole  roule  sur  une  droite,  le  foyer  décrit  une  cliainette. 

■7717     _  Ha|iport  anliarmonique  de  quatre  points  sur  une  conique.   Dans  quel  cas  est-il  harmonique  .' 


ÉCOLE  POLYTEGIIMUCE  (EXAMENS  OllALX)  67 


77  18.  —  lue  droite  passant  par  l'origine  coupe  la  conique  r'—  ir»/  -t-  3j/-  —  2./--^  ty  -^  3  =  0  en  deux  points  A  et 
l;.  Lieu  (iu  point  M   conjugué  harmonique  de  0  par  rapporta  A  et  lî. 

7711).  —  Vne  parallèle  fixe  à  Oy  rencontre  la  parabole  variable  y-  =  2/«c  en  un  point  A.  Knveloppe  de  la  tangente 
au  point  A  quand  a  varie. 

7720.  —  Calculer  le  deuxième  foyer  de  la  conique    (./;  —  a)-'  -f-  (y  —  P)-  =  (Ix  -h  my -h  h)-. 

7721.  —  Normale  à  la  parabole  en  fonction  du  coefficient  angulaire.  Equation  aux  coefficients  angulaires  des  normales 
issues  d'un  point.  Condition  pour  ((ue  deux  de  ces  normales  soient  rectangulaires. 

7722.  —  Démontrer  que  le  rayon  de  courjjure  en  un  point  de  la  coiii(|ue  y-  =  2px  -i-  in'  est  proportionnel  au  cube 
de  la  normaif  limitée  à  Ox.   Uéciiiroquement^  trouver  toutes  les  courbes  jouissant  de  celte  propriété. 

7723.  —  Etant  donnée  l'équation  d'une  conique  \l-  -h  2bxy  ■+-  Cy'  -+-  2Dx  +■  2E(/  -+-  F  =  0,  interpréter  géométrique- 
ment les  conditions    A  =  0,     l>  =  0,     D  =  0. 

7724.  —  Equation  générale  des  coniques  dont  on  donne  un  foyer  et  un  sommet  de  l'axe  non  focal. 

772Ô.   —  Former  l'équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point  à  une  parabole. 

772G  —  Vn  côté  d'un  angle  droit  reste  tangent  à  une  parabole  pendant  que  le  sommet  décrit  une  droite  perpendicu- 
laire à  l'axe.  Enveloppe  du  deuxième  côté. 

7727.  —  Intersection  de  deux  coniques  ayant  un  foyer  commun. 

7728.  —  Equation  générale  des  coniques  inscrites  dans  un  carré  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  Je  coordonnées. 

x'~         w* 
772î>.   —  Trouver  toutes   les   coniques  qui  coupent  l'ellipse      — -  -+■  — 1  :-  0      orlhogonaleinpnt  en  leurs  «[uatre 

points  de  rencontre. 

77î$0.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  parabole  de  sommet  S  rencontre  la  tangente  au  sommet  au  point  T. 
Calculer  l'aire  .MTS. 

7731.  —  E(|uallon  générale  des  paraboles  ayant  un  foyer  donné  et  pissant  par  un  point  donné. 

7732.  —  On  considère  une  parabole  ayant  pour  sommet  le  point  0  et  pour  axe  0.r.  l'ar  un  point  M  de  li  pai.tbole  on 
mène  ime  droite  MM  symétrique  de  MO  par  rapport  à  l'ordonnée  du  point  M.  Enveloppe  de  MN.  Tinjectoires  orOroironales 
des  droites  M.N. 

7733      -  l'ar  quatre  points  mener  une  conique  tangente  à  une  droite. 

773'«.  —  On  donne  un  triangle  ABC  ;  soit  I  le  milieu  île  liC  et  D  un  point  quelconque  de  .\l.  Equation  de  la  conique 
tangente  en  H  à  AB,  en  C  à  AG  et  passant  par  le  point  l).  Quelle  est  la  nature  de  cette  coniqiu-  .'  Où  faut- il  prendre  le 
point  I)  sur  Al  powr  avoir  une  parabole? 

7735  —  Equation  générale  des  hyperboles  équilatères  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  axes. 
passant  par  l'oiigine  et  tangentes  à  l'hyperbole  x- —  y- —  \  —  0.  Enveloppe  de  ces  courbes.  Lieu  des  points  du  plan  tels 
que  les  deux  courbes  qui  y  passent  soient  orthogonales  en  ces  points. 

7730.  —  Soient  A  et  A'  les  sommets  du  grand  axe  d'une  ellipse.  D'un  point  M  du  plan  on  mène  à  l'ellipse  les  tan- 
gentes qui  rencontrent  le  grand  axe  en  I*  et  Q.   Lieu  des  points  M  pour  lesquels  on  a     (PA.XQ)       —  I. 

7737.  —  D'un  point  M  on  mène  les  tangentes  Ml'  et  MP'  à  une  ellipse.  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
MPI*'  ([uand  le  point  .M  décrit  une  parallèle  au  petit  axe. 

7738.  —  Intersection  d'un  cercle  et  d'une  ellipse  concentriques. 

7731).  —  On  considère  des  coniques  liomothétiques  et  concentriques;  on  leur  mène  dfs  tangentes  aux  points  Je  ren- 
contre avec  une  droite  û.\e.  Enveloppe  de  ces  tangentes. 

7740.  —  Equation  générale  des  paraboles  tangentes  à  Or,  Oy  et  à  la  droite      —-♦----—  1        0. 

7741.  —  Equation  générale  des  coniques  ailmettant  un  sommet  donné  A,  pour  tangente  en  ce  [loint  une  droite  donnée 
1)  et  passant  par  un  point  donné.  Lieu  des  sommets. 

7742.  —  On  donne  une  conique  et  une  droite  I).  Ou  considère  deux  points  M  et  M'  de  la  droite  0,  conjugués  par  rap- 
port à  la  coni((ue.  Tous  les  sej^ments  MM'  sont  vus  d'un  point  C  sous  un  angle  droit.  Lieu  du  point  C  lors(|ue  D  se  déplace 
parallèlement  à  elle-même. 

7743.  —  Equation  générale  des  paraboles  passant  par  un  l'oiiit  donné  et  ayant  en  ce  point  un  cercle  osculaleur 
donné. 

7744.  —  i;nvilop|ie  des  cordes  d'une  parabole  telles  c|ue  l'aire  du  segment  compris  entre  lune  dec«â  cortles  et  la  courlM> 
soit  constante. 

77'4ri.  —  Kqiialion  ;;énérale  des  liyiieiboles  ayant   une  a-^yiniiloli'  et  un  sommet  donnés.  Lii'ii  du  druxléme  sommet. 

77'«(».  —  On  doiuu!  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  H  de  ce  cercle  l'ar  un  point  donné  P  on  mène  une  sécante  PCI». 
lieu  du  point  île  rencontre  de  AC  et  Ml).   Etude  géométrique. 

7747.  —  fMiualion  générale  des  paraboles  osculatrices  à  un  cercle  donné  et  dont  les  axes  sont  parallèles  à  une  dmite 
donnée    Lieu  des  somimls. 

77/4S.  —  On  considt're  les  paraboles    1/' —  l'/u- -    0,     .1'  -  2f)'y  —  {\     /»    étant   ûxe,   /)'    variable.  Un  leur  iu*ne   une 

tangente  commune.  Lieu  du  point  de  contact  sur  In  parabole  variable. 

il  -h  \\*  I*  —  \ 

7741).  —  Construin'  la  courlie    X  -'-- ■     1/ r      Degré.  Trouver  le  centre. 

f-   Il        "  /'  -♦-  l 

77.-)0.  _  Conililion  pour  qu'une  eoiiii|ue  soii  humothétiquo  A  une  parnbole. 

7751.  —  JMiuition  générale  des  coriKines  tangentes  ft  uiu»  droite  donnée  en  un   point  domir  im  .ij.im  un  rentre  Jonné. 
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7752.  —  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  sommet  donnés. 

7753.  —  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  foyer  donnés. 

7754.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  osculatrices  à  un  cercle  en  un  point  donné. 

7755.  —  On  donne  une  parabole  et  un  point  !'  intérieur;  par  le  point  P  on  mène  une  sécante  l'AB.  Trouver  le  mini- 
mum delà  longueur  AB.  Cas  où  le  point  P  est  sur  la  tangente  au  sommet. 

7756.  —  La  tangente  en  un  point  M  de  l'hyperbole  équilatère  xy  =  a-  rencontre  les  axes  de  coordonnées  en  A  et  li. 
Sur  AB  on  construit  un  triangle  équilatéral  ABC.   Lieu  du  point  C. 

7757.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  M  d'une  ellipse  on  porte  dans  un  sens  déterminé  une  longueur  constante  MP. 
Trouver  l'aire  comprise  entre  l'ellipse  et  le  lieu  du  point  P. 

7758  —  Équation  générale  dos  coniques  ayant  pour  foyers  deux  points  donnés  F  et  F'.  Par  tout  point  du  plan  il  ne 
passe  deux.  Il  y  en  a  une  tangente  à  une  droite. 

7759.  —  Équation  générale  des  paraboles  osculatrices  à  une  courbe  donnée  en  un  point  donné.  I.ieu  des  foyers. 

7760.  —  On  donne  la  courbe  .r'+y-  :=  1  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires.  D'un  point  P  du  plan  on  abaisse 
PM  et  P,N  perpendiculaires  sur  Ox  et  Ci/,  (juel  lieu  doit  décrire  le  point  P  pour  que  la  droite  MN  soit  tangente  à  la 
courbe?  Où  doit  se  trouver  le  point  P  pour  que  MN  rencontre  la  courbe  en  trois  points  réels  ? 

7761.  —  On  considère  une  ellipse  et  les  cercles  osculateurs  à  cette  courbe  aux  extrémités  de  deux  diamètres  conju- 
gués. Lieu  du  point  de  rencontre  des  cordes  communes  à  chacun  des  cercles  et  à  l'ellipse. 


7762. 


On  considère  l'ellipse      —t-^ti. ' 


0    et  la  parabole     //-  —  2/;.r  =  0     (p  >  0).     Cette  parabole  rencontre 


l'ellipse  en  deux  points  réels  M  et  M',  symétriques  par  rapport  à  Or.  Calculer  l'aire  (>VI\.M'.  limitée  par  la  parabole  et 
l'ellipse.  A  est  le  sommet  de  l'ellipse  {a,  0). 

7763.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points. 

77(»4.  —  On  donne  deux  points  A  et  B  sur  le  grand  axe  dune  ellipse.  Trouver  sur  relli[)se  un  point  M  tel  (|ue  M.\  et 
MB  soient  symétriques  par  rapport  à  la  normale  au  point  M. 

7765.  —  Ktudier  les  tangentes  issues  d'un  pointa  la  courbe  //  ^  r'  —  /;.r-.  Lquation  t;ingenliell>'.  Lieu  des  points 
d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes  rectangulaires. 

7766.  —  Construire  la  courbe    .r*  -|- a'  =  a^ry.     La  placer  par  rapport  à  la  courbe    y\  =-  ■ Evaluer  l'aire  com- 

]»rise  entre  ces  deux  courbes  et  deux  parallèles  à  Ov.  Soit  A  l'aire  P.PiMiMj  et  B  l'aire 
PiPjMiM.,.  A  devient  infini  si  Pi  tend  vers  le  point  0;  B  devient  inllni  si  1'^  s'éloigne  indéfi- 
niment. Peut-on  régler  les  mouvements  de  P.  et  Pi  pour  que  B  —  A  reste  Imi  quand 
A  et  B  augmentent  indénnimcnt  ? 

77(;7.   —  On  a     \ -+- /Y  =  ix-¥-iy)-.     Que    décrit    le  point    (,\,  Vi    >i    le   point    (.t,  y) 
décrit  un  cercle  ? 


7768.   —  Enveloppe  de  |;i  droite 


.'/ 


a 


b  — 


1 


7769.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  de  la  courbe     i/- 
dc  l'origine  sons  un  angle  droit. 


1  —  r- 


([ui  sont  vues 


7770.   —  On  donne  un   point  0  et   une  droite  U.   Par  b'  point  0  on  mène  une  droite 
variable  rencontrant  D  au  point  A  ;  sur  I)  on  prend  le  point  B  tel  que     AT.  ^-~-  n,      et  par  le 
point  B  on  abaisse  BM  perpendiculaire  sur  OA.   Lieu  du  point  M.  Etudier  géométriquement  le  degré  du  lieu. 

7771.  —  On   donne   deux  droites    D  et  D'   et  un  point  A.   Par   le  point  A  on   mène  une  sécante    rencontrant    h  en  B, 

I)   en  B'.  et  par  B  on  mène  une  iiarallèie  à  D',  par  B'  uni;  parallèle  à  1).  Ces  deux  parallèles  se  coupent  au  point  M.  Lieu  du 

|H)int   .M 

■2 

7772.  —  Construire  la  courbe     //-  =  t  •'■'.     Calculer  la  louLCueur  d'un  arc.  Développante. 

777;}.  _  Construire  la  courbe  ?/  =  sin  ./■  cos.r.  Kvaluer  l'aire  comi)rise  entre  O.r  et  le  premier  an;  de  cette  courbe. 
Centre  de  gravité  de  cette  aire. 

7774.   —  Enveloppe  de  la  droite     Y  —  {[x)  —  f{x)\\  —  x)  ~-  0,     ./■  étant  un  paramètre. 

7775  —  Enveloppe  de  la  corde  commune  à  un  ccnle  fixe  et  à  un  cercle  vnrialile  dont  le  centre  décrit  une  droite  et 
dont  le  rayon  est  constant.  Remarques  géométriques. 

777(>  -  D  un  point  M  on  abaisse  MP  et  MQ  perpemliculaires  sur  deux  axes  rectangulaires  0./,  0//,  et  des  points  P  et  Q 
on  abaisse  PP'  et  QP  perpendiculaires  sur  OM.  On  construit  les  points  Pi,  P;,  sommets  du 
rectangle  qui  a  pour  diagonale  P'P'  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes.  Calculer  les 
coordonnées  des  points  Pi  et  1^  en  fonction  de  celles  du  point  .M.  Lieux  de  Pi  et  de  P^  si  M 
décrit  une  droite.  Lieu  de  M  si  l'i  décrit  une  droite. 

7777.  —  Trouver  les  développantes  de  l'enveloppe  de  la  droite    x  sin  /  —  (/cos<— <=0. 

7778.  —  On  donne   deux  droites  et  un  point  P.   Par  ce  point   on  mène  une  sécante 

rencontrant  les  droites  en  A  et  B.  On  jirend  sur  cette  droite  un  point  M  tel  ((ue    PM  :=  AB- 
Lieu  du  point  .M. 

7779.  —  Soit  M  un  point  de  la  cubique    x[x- -^  ly  -4-?/-)  —  )/-  =  0.     La  tangente  en  .M 
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rencontre  la  cubique  en  M'.   De  même,  les  tangentes  en  P  et  Q  rencontrent  la  cubique  en  P'  et  {y.  Si  M,  P,  Q  sont  en  ligne 
droite,  il  en  est  de  même  de  M',  P',  Q'. 

IV.  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions 

7780.  —  Symétrique  d'un  point  par  rapport  à  un  plan  ou  par  rapport  à  une  droite. 

7781.  —  Rapport  anliarmonique  d((  quatre  plans.  Cas  où  l'un  d'euv  est  à  l'infini. 

7782.  —  Ktablir  anajytiquement  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphériquo,  en  se  donnant  les  cosinus 
directeurs  des  demi-droites  joignant  le  centre  de  la  sphère  aux  sommets  du  triangle. 

778;i.   —  On  fait  tourner  le  point    i-  =  1,    y  =  1,  z  =  0    d'un  angle  droit  autour  de  la  droite 

x  —  i    _  y  -2   _   z  —  3 

ii  2       ~       ~  ' 
Trouver  les  nouvelles  coordonnées  du  point. 

X  u  z 

77H'â,   —  On  fîiit   tourner  le   point   x,  )/',  :'    autour  de  Taxe      -     = -^   =  —     d'un    angle   0   dans    le    sens   direct. 

^  t^ 

Trouver  les  coordonnées  du  point  après  la  rotation. 

7785.  —  On  fait  tourner  l'axe  des  :  d'un  angle  droit  autour  de  la  droite  x  =  2»/  =  3".  Trouver  les  équations  de  la 
nouvelle  position. 

7786.  —  Soient  M  et  M'  deux  points  infiniment  voisins  d'une  courbe  gauche.  Uistnnce  du  point  M  au  plan  oscu- 
lateur  au  point  i\l.  Ordre  infinitésimal  de  cette  distance,  MM'  étant  rintiniment  pelit  principal. 

7787.  —  Ktudier  la  surface  engendrée  par  une  conique  tournant  autour  d'un  axe. 

7788.  —  Mener  par  un  point  des  plans  oscuiateurs  à  la  courbe    x  =  t,    y  =  /',     -  =  '' 

7789.  —  Kvaliier  l'arc  de  la  courbe  ?/ =  ax'',  z  =  l)x\  Peut-on  déterminer  a  et  h  de  façon  que  l'intégrale  soit 
rationnelle .' 

7790.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  d'axe  Sx  et  de  demi-angle  au  sommet  a.  On  le  coupe  par  un  plan  qui 
rencontre  l'axe  au  point  A  tel  que  S.\  =  a,  et  qui  fait  l'angle  ,3  avec  l'axe.  Trouver  le  volume  compris  entre  le  sommet 
et  le  plan. 

7791.  —Que  représentent  les  deux  équations  if -^  z-  —  2n:  =  Q,  x-  —  2az  =  0  1  Construire  la  projection  de 
l'intersection  de  ces  deux  surfaces  sur  le  plan  des  xy.  Volume  commun  à  ces  deux  cylindres. 

7792.  —  (juft  représente  la  surface  z  —  f(  ■—)'?  Loi  de  variation  du  plan  tangent  quand  le  point  de  contact  se 
déplace  sur  une  génératrice.  Conditions  pour  qu'en  deux  points  d'une  génératrice  les  plans  tangents  soient  perpendiculaires. 

7793.  —  Si  l'arc  S  d'une  courbe  est  de  la  forme  ax  -h  by  -h  cz  -+- (i,  ((.  '/.  c.  d  étant  des  constantes,  la  courbe  est 
une  hélice. 

7794.  —  Que  représente  l'équation     PQ  =  r»S,     P,  Q,  R,  S  étant  les  premiers  membres  d'équations  de  sphères? 

7795.  —  Plan  tangent  en  un  point  de  la  surfaie     :  =  — ^ — -; — —        Lieu   des    points  de   contact  des  plans  tangents 

menés  par  un  point  de  0:. 

7796.  —  'Volume  de  l'ellipsoïde. 

7797.  —  On  considère  la  surface  engendrée  par  la  droite  x  =  «:  -+-j).  y  =  bz  -^  q.  n,  b,  p.  q  étant  fondions  d'un 
paramètre.  On  suppose  cpie  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy  coupent  la  surface  suivant  une  courbe  fermée  Trouver  le 
volume  de  la  surface  compris  entre  les  plans    z  =  Zo    et    s  =  :i. 

7798.  —  Les  coordonnées  d'un  point  d'une  sphère  s'expriment  rationnellcnient  en  fonction  d<-  >lcn\  paramètres 

7799.  —  Si  le  plan  osculateur  à  une  courbe  passe  par  un  point  ll\e,  cette  courbe  est  plane. 

7800  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  une  sphère  ayant  si>n  centre  sur  0.r.  Un  coupe  celte 
sphèn'  par  un  [ilan  perpendiculaire  à  0:,  qui  rencontre  la  sphère  suivant  un  cercle  C  et  (>:  au  point  l  Par  le  point  I  on 
mène  des  tangentes  au  cercle  C.   Surface  engendrée  par  ces  tangentes  quand  le  plan  \arie. 

7801.  —  Trouver  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  et  dont  les  tangentes  rencontrent  un  cercle  ayant 
son  centre  sur  l'axe  du  cylindre  et  son  plan  perpendiculaire  à  cet  axe, 

7802.  —  Trouver  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  cylindre  à  base  circulaire  dans  le  plan  de  .ri/.  suppi»sé  horixontal 
7H0:î.   —  On  considère  un  cylindre  ayant  pour  section  droite  une  spirale  logarithmique.  On  coupe  ce  cylindre  p.ir  un 

plan  quelconque.  Kquation  du  développement  de  la  seclinii. 

780''<.  —  On  considiii'  l;i  conilie      (/  =  x\     Z  ~  —      et  la  droite      x  =  u  =  j  -»-  I ,      Détermioer  les  conles  de   la 

courbe  qui  rencontrent  la  droite.  P;irini  ces  cordes,  y  en  a-t  il  pour  lesquelles  les  tangentes  aux  extrémit«'8  «ont  rectan- 
gulaires ? 

7805  l.icii  des  pitiiil-^   de    I  espa.'c    dont    le    rapport  des    distances    à    un    point    llte    et    à  une    dro-.la    (Ite   »oil 

constant . 

780(».  —  Que  représentent  les  équations  .r  -  r  cos  m,  y  -  rsinii.  î  =  rtw -+-  ?(«),  où  M  et  r  sont  dea  paramètres  ' 
Plan  tangent  en  un  point.    Pouvait-on  jnévoir  le  résultat  .' 
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7807.  —  Les  tangentes  à  la  courbe  i- =  c',  y  =^  e~',  z  =  /\/2  font  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe. 
Trouver  réquatioii  du  cylindre  s'nppuyant  sur  la  courbe  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  fixe.  Section 
droite  de  ce  cylindre.  Comparer  l'arc  de  cette  section  droite  et  celui  de  la  courbe. 

7808.  —  étudier  la  surface  x  =z  \(i -\- bu]  co?,  v,  /y  —  (au -h  fc)  sin  t\  ::  =  A».  Génératrices.  Contour  apparent 
horizontal. 

7809.  —  Étudier  la  surface  ./■  =  (  «  H I  cos  w,  y  =  f  5  -j-  —  J  sin  ii,  z  =  v  \ht-  cos-  ii  ^  '/-  sin-  u.  Contouj-  appa- 
rent de  la  surface  sur  ie  plan  des  xy. 

7810.  —  l'ne  sphère  variable  passe  par  deux  ]ioinls  lixes  et  reste  tan(j;ente  à  une  sphère  fixe.  Lieu  du  point  de 
contact. 

7811.  —  Un  donne  un  cercle  dans  le  plan  Aesxy  [lassantpar  l'origine  et  par  un  point  A  de  Ox,  et  une  droite  D,  paral- 
lèle au  plan  des  ?/;  et  passant  par  le  point  A.  Trouver  l'équation  de  la  .^urlace  engendrée  par  une  droite  qui  rencontre  le 
cercle,  la  droite  1)  et  0:. 

7812.  —  Etudier  la  surface    ;= Section  ]iar  un  jilan  tangent.  Section  par  le  cvlindre    .r' -t- «/- ^  1 .     Aire 

x^  -+-  y- 

latérale  du  cylindre  comprise  entre  le  plan    ;  =  0    et  la  surface 

7813.  —  Enveloppe  des  plans  tangents  menés  par  l'origine  à  la  courbe    y  =  x-,    z  =  x\ 

7814.  —  fMan  tangent  h  la  surface    tg  ./•  tg  y  tg  3  =  tg  ./•  -h  tg  ?/  +  tg  ;.     Distance  de  deux  des  plans 

7815.  —  Trouver  le  plus  petit  arc  d'hélice  tel  que  le»  tangentes  aux  extrémités  se  rencontrent. 
7810.   —  La  perspective  d'une  hélice  sur  un  plan  a-t-elle  des  points  doubles? 

7817.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  rencontrant  Oj/,  parallèle  au  plan  xO:  et  rencon 
trant  la  courbe    y  =  :,    ?/  =  x- .     Trouver  le  volume  limité  par  la  surface  et  les  plans    x  =  1,    y  —  I . 

7818.  —  Équation  de  la  surface  engendrée  par  0;  tournant  autour  de  la  droite " -  :=   - — — ^        ^ —■    En 

a  h  c 

prenant  un  autre  axe  de  rotation,  peut-il  airiverque  les  deux  surfaces  se  raccordent  suivant  Or-  ? 

7811).  —  Trouvei-  une  couibe  gauche  telle  que  le  plan  osculateur  en  un  point  M  coupe  U;  au  point  de  même  cote 
que  M. 

7820.  —  Trouver  les  courbes  tracées  sur  un  cône  de  révolution  et  coupant  les  génératrices  sous  un  angle  constant. 

7821.  —  Trouver  sur  un  cône  de  révolution  d'axe  Or  une  courbe  dont  les  tangentes  fissent  avec  0;  un  angle 
constant. 

7822.  —  Sur  chaque  corde  d'une  ellipse  parallèle  à  une  direction  donnée  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  au  plan  de  l'ellipse.  Trouver  la  surface  engendrée  par  ce  cercle. 

»/■  —  X' 

7823.  —  Etudier  la  surface     -  =  a- Plan  tangent  et  normale.  Section  par  le  idan     :  =;:  x.    .Normales  issues 

y'  -^-  T- 
d'un  point. 

7824.  —  Étudier  la  courbe    x  =■  e',    y  =^  c~',  z  =  l\/2.    Tangente,  normale  principale,  plan  osculateur,  courbure. 

7825.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  M  d'une  couibe  gauche,  on  porte  une  longueur  constante  Ml':=  ^i.  Etudier 
les  propriétés  du  plan  normal  en  P  à  la  courbe  lieu  de  ce  point. 

7820.  —  trouver  une  courbe  tracée  sur  un  paraboloi'ie  équilatère  telle  c|ue  la  tangente  en  chaque  point  soit  bissectrice 
de  l'angle  des  génératrices  de  la  surface  qui  passent  par  ce  point. 

7827.  —  Propriétés  de  la  normale  principale  à  une  courbi'  gauche  pour  laquelle  on  a  xdy  —  ydx  =  (idz.  Montrer 
que  cette  normale  rencontre  une  droite  ûxe. 

7828.  —    Etudier   la    surface      sin  ;  =  sin  a;  sin;/.      liayon    de    courbure  à   l'origine    de    la   section    par    h;    plan 

X  -hy  -+  z  —  0 . 

782Î).  —  Mener  par  un  point  de  l'espace  des  plans  osrulateurs  à  la  courbe    .r  =  cos  z,    y  -=  sin  z. 

7830.  —  Même  question  pour  la  courbe    ./■  =  ch  z,    y  =  sh  ;. 

7831.  —  On  considère  la  courbe    x  =  e-',     y  —  e--',     z  =  l-  ~{-  i .     IMan  osculateur  et  normale  principale. 

7832.  —  Trouver  les  courbes  tracées  sur  le  paraboloide  ;/:  —  ax  =  0  qui  coupent  les  génératrices  d'un  même 
système  à  angle  droit. 

7833.  —  Etudier  la  surface  engendrée  par  les  tangentes  à  une  hélice  circulaire. 

7834.  —  Etant  donnée  la  surface  x(x -h  y)  —  az  ^=0,  trouver  les  courbes  tracées  sur  cette  surface  (jui  coupent 
orthogonalement  les  génératrices  parallèles  au  plan    a;  =  0. 

7835.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  décrivent  deux  droites  rectan- 
gulaires. Lieu  du  milieu  de  cette  droite. 

7830.   —  Trouver  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface    xyz  -i-  ,r  -+-»/<-"  =  0. 

7837.  —  Etudier  la  surface  engendrée  par  une  droite  tangent»;  à  une  sphère  et  rencontrant  deux  droites  fixes. 

7838.  —  Que  représentent  les  équations    yz  -^  zx  -t-  xy  +  x  -h  y  -^  z  ^=  0,    tg  x  tg  y  tg  r  =  tg  x  -f  tg  y  -(-  tg  ;r  ? 

7839.  —  On  mène  les  tangentes  en  deux  points  A  et  M  d'une  hélice  circulaire.  Calculer  la  plus  courte  distancB  o  de 
ces  deux  droites.  On  suppose  que  M  se  rapproclie  indéfiniment  de  A.  Évaluer  la  partie  principale  de  2. 

7840.  —  Étant  donnée  l'équation  d'une  surface  de  révolution  /'(S,  P)  =  0,  comment  pourrait  on  déterminer  la 
méridienne  ? 
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7841.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  plans  osculateurs  rectangulaires  à  la  courbe    y  =  x»,    :  =  x». 

7842.  —  Trouver  l'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  (1,  l,  1|  et  pour  directrice  la  courbe 

X  =  i-\  y  =  i\  z  —l. 

7843.  —  Reconnaître  les  quadriques  : 

x"" —  2yz^y''—2zx—2x  —  2ij —  2z  =  Q,  xy -j>- xz  Jr  z -ir 'i  =  0 ,  .r// -t- j; -^-=(x-l- 1)  =  0, 

■x-^  -  hxy  +  3^  +  a;  —  ?/  =  0,  xy  ^yz-h  zx  +  x+ y  =  Q,  j/=  -f-  .rz  h- x -+-  1  =  0  (centre,  plans  principaux) 

x'  +  2yz^y'  —  2x  —  2y=Q,  x^  —  y'  +  'Ayz -^2x  =  0,  x^ -+-y- —  2yz -^2x  -  2y  =  0  fsedions  cirrulaires).' 

a{y —  zf-hb(z  —  x)- -i-C:X  —  yr  =  i,  x- +- iy^ -h  2yz -h  zc -h3xy  -  z  =  0,         j^î  _  3i/' -+- 4:' -  1  =  0  (sections 

circulaires). 

7844.  —  Que  signifie  dans  l'équation  d'une  qnadrique  l'absence  du  terme  en  x-,  en  xy,  en  x  1 

7840.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  communes  à  Oz  et  aux   génératrices  de  la  surface    x-  —  »/»-(-;-=  a'. 

7846.  —  Trouver  les  quadriques  réelles  qui  passent  parles  deux  droites    x  =  ^,    »/  =  :-!    et  x  =  u;,   y  =  ai*-3  — o,, 
w  désignant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 

7847.  —  Existe-t-il   une  quadrique  réelle  passant   par  les  trois  droites      x  =  :-(-l,      y  =  z  —  i  :      x=:w3-f-l 
y  =  w'^s  —  G)  ;    x  =  w'^z  -1-1,    y  =  u2  —  (D^,    w  étant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité  ? 

7848.  -  La  droite  joignant  l'origine  0  à  un  point  M   du  paraboloide    xy  —  az  =  0    rencontre  le  plan    z  =  h    en  un 
point  M'.  Étudier  la  correspondance  entre  M  et  M'.  Si  M'  décrit  une  conique,  quel  est  le  lieu  de  M  .' 

(.4  suivre.) 

^ 
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1917.  10 —  Etant  donnéeune  parabole  (P)  lanyenloaux  axes  de  coordonnées  Ox  et  i)y,  supposes  roctan:;u- 
Jaires,  en  A  et  B,  on  considère  un  point  p  quelconque  de  Ox  et  la  tangente  issue  de  ;>  k  la  parabole  auln' 
que  Ox,  pT.  On  désigne  par  t  la  projection  de  T  sur  Or;  montrer  qu'à  un  point  p  correspond  en  général 
un  point  (  et  un  seul,  et  qu'à  un  point  t  correspondent  deux  points  p,  p  et  p'.  Le  point  p  étant  donné  cons- 
truire //.  p  et  //  décrivent  une  involulion. 

20  On  prend  un  point  M  du  pian  projeté  sur  les  axes  en  /v  et  g.  On  mène  de  p  cl  q  deux  tangentes  à  la 
parabole  (P)  <|ui  se  coupent  en  N.  Montrerqu'à  un  point  M  correspond  en  général  un  point  N  et  qu'a  un  poiol 
N  correspondent  deux  points  .M,  .M  et  .M'.  M  étant  donné,  construire  M'.  Cas  oii  .M,  M'  sont  confondus.  Cas  où 
M  et  N  sont  confondus. 

3'»  Lieu  de  N  si  M  décrit  AB  ou  une  parallèle  à  AB.  Lieu  de  M  si  N  décrit  (P).  Trouver  des  paraboles  dé- 
duites de  (P)  par  translation  et  telles  que  le  lieu  de  M  soit  simple  si  N  décrit  l'une  d'elles. 

i"  On  prend  une  hyperbole  équilalère  (JJ)  d'asymptotes  parallèles  à  Ox  et  Qy,  coupant  les  «lo»  irn  deux 
points  situés  sur  une  même  parallèle  à  AB  et  telle  de  plus  qu'elle  contienne  les  ileux  points  .M  ol  M'.  Huellos 
sont  les  positions  successives  des  hyperboles  (II)  quand  .\  décrit  AB  ou  une  parallèle  à  AB  .' 

!)"  (^11  projette  un  point  M  sur  les  axes  en  p  et  7  et  l'on  considère  la  parabole  (P.M)  tangenlo  aux  axes  tli- 
coordonnées  en  p  et  q.  Elle  admet  avec  (P)  une  tangente  commune  aM  dift'erente  de  Ox  ou  Oy.  Lieu  des 
points  M  donnant  une  morne  droite  aM.  Peut-on  tiouver  sur  ce  lieu  deux  points  .M  et  .M'  associés  de  la  façon 
indi(iuée  au  2".  Oue  devient  alors  le  point  .N  ? 

A.  Sai.ntk-L.\guk.  professeur  au  lycée  de  Douai. 

1918.  —  1°  On  considère  un  point  .M  mobile  dont  la  trajectoire  est  la  cubique  gauche  r.    .<•  ^  ot. 
z  =  ci^,    a,  b,  c  étant  les  coordonnées  d'un  point  P  fixe  et  l  désignant  le  temps.  On  suppose  a,  fr.  c   , 
non  nuls.  On  suppose  dans  la  suite  que  le  point  P  reste  sur  une  surface  (S)  telle  que  pour  les  valour> 
nies  de  a,  b,  c,  le  vecteur-vitesse  en  cliaipie  |>(iint  de  T  fasse  un  angle  constant,  que  l'on  calculera,  <i\co  itno 
droite  A  convenablement  choisie. 

P  étant  lixe,  étudier  cm  chaqui»  point  de  r  la  vitesse.  Ilodographe.  (On  doterniinor.n  eu  vraie  grandeur  ks 
éléments  de  l'hodographe.) 

2"  Calculer  en  chaque  point  de  r  l'accélération  totale  et  ra«'céleralion  langenliello  du  uiubilo.  Déduire  do 
leur  comparaison  le.  rayon  do  courbure  de  r.   Variations  de  ce  rayon  île  courbure. 

3"  A  chaque  point  P  de  (S)  correspond  un  certain  mouvement.  P  étant  suppose  arbitraire  sur  Si.  y  a-l-il  un 
nombre  Uni  ou  inlini  de  mouvements  faisant  passer  le  point  M  par  un  point  CI  donn>  do  l'espace  (Doux  mouve- 
ments distincts  |)ouv  int  d'ailleurs  correspondre  à  une  méuu'  trajectoire').  Oisculer  suivant  la  position  do  M. 

i"  Ktaiil  ilonni'  un   piint  O   nn  considère   le  uiouvement  qui  fait  passer  M  eu  0  lui  temps  t,  le  UMup^    0 
I  orrespond mt  an  passage  du  mobile  à  l'origine.  On  suppose  que  ce  uïobile  i|uitle  sa  Ir.t      ' 
tangente  avec  une  vitesse  uniforme  égale  pre«isi-ment  à  sa   vitesse  au  pa.ssage  par  tj-   I 
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[)és  dans  c^'.tte  hypothèse  par  le  mobik  au  temps    t'  ■+-  1     quand  Q  occupe  toutes  les  positions  possibles  (on 

suppose  que  t'  a  une  valeur  fixe  donnée). 

A.  Saime-Lague,  professeur  au  lycée  de  Douai. 


DEUXIÈME    PARTIE 
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1844.  —  On  considère  une  slrophoide  ajanl  pour  point  double  le  point  0,  origine  des  coordonnées, 
et  pour  tangentes  en  ce  point  0  /es  deuj-  axes  : 

(xx  -^  ^y){x-'  -h  y')  -  xy  =  0. 

1°  Soient  Oi  et  O,  les  deux  points  situés  sur  les  deux  branches  de  In  strophoide  et  confondus  avec  le 
point  0,  A  et  H  deux  autres  points  de  la  courbe  tels  (jue  le  rapport  anharmoni'/U'!  (0,Oo.\B)  suit  égal  à 
—  {.     Trouver  l'enveloppe  de  la  corde  AB  et  le  lieu  du  milieu  de  celte  corde. 

'i"  /.'enveloppe  de  Ali  est  une  parabole.  Trouver  le  li>'U  de  son  foyer,  quand  t  et  '^  varient  de  façon 
que  l'asymptote  de  la  strophoide  passe  par  un  point  fixe.  Dans  les  mêmei  conditions,  trouver  le  lieu  du 
sommet  et  construire  ce  lieu. 

1.  Si  on  pose  y  =  t.i-,  les  coonloimées  du  point  variable  de  la  strophoïdo  se  nieltont  sous  forme 
rationnelle  en  fonction  de  /  ;  la  courbe  est  unicursale,  et  le  rapport  anharmoni(|uo  do  quatre  points 
est  égal  à  celui  de  leurs  paramètres,  c'est-à-diie  au  rapport  anharnioniciue  des  quatre  coeflicienls 
angulaires  des  rayons  OOi,  00^,  OA  et  OB.  Si  ce  rapport  est  égal  ;\  —  I,  le  couple  OA,  OB  est  har- 
monique par  rapport  au  couple  des  tangentes  au  point  double,  00,  et  00..  Colles-ci  se  confondent 
avec  les  axes  ;  donc  les  deux  droites  0.\  et  OB  doivent  être  égaleuionl  inclinées  sur  les  axes, 
c'cst-à-dirc  avoir  des  coefficienls  angulaires  égaux  et  de  signes  contraires. 

Cela  posé,  soit  ux-hvy  -]-  w  =  0  l'équation  delà  droite  .\B;  les  rayons  qui  joignent  l'origine 
aux  trois  points  de  rencontre  avec  la  strophoide  ont  pour  équation 

i('(ix  -+■  'Py){x'^  4-  1/^)  -H  xy{ux  ■+■  ry)  =  0 
et  leurs  coefficients  angulaires  sont  fournis  par 

/r(a  -^'^t){i  4-  /■-)  -\-  lin  4-  f/)  =  0, 
ou  Pwl^  4-  [oLW  4-  v)l-  4-  C^n'  4-  ti)t  4-  ^ir  =  0 . 

Deux   des  racines    t'    et    t"    doivent   vérifier   la   relation       t'  -h  t"  =  0  ;       la   troisième  est   donc 

/  = '■ 5     et,  en  écrivant  qu'elle  vérifie  la  relation  précédente,  nous  avons 

(^w  4-  u\oiir  4-  v)  —  a^/r-  =  0, 

ou 

(1  )  pvîc  4-  ^UU!  4-  uv  —  0. 

C'est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  AB  ;  nous  voyons  de  suite  que  cette  enveloppe  est 
une  parabole  tangente  aux  deux  axes. 

Nous  aurons  son  éciuation  ponctuelle  en  écrivant  (jue  les  deux  tangentes  issues  d'un  point  (x,y) 
sont  confondues.  Or  léquation  aux  coefficients  angulaires  de  ces  tangentes  s'obtient  en  éliminant  //• 
entre  (1)  et     nx  4-  vy  4-  w  —  0,     qui  exprime  ([uo  la  tangente  passe  au  point  {x,  y).  C'est 

[ux  4-  vy){^^v  4-  cLu)  —  UV  =  0, 
ou  U-2X -JrUV{?'X-\-  oiy  —  I)4-u-?!/=0. 

En  annulant  le  discriminant,  nous  aurons  l'équation  ponctuelle  de  la  parabole 

(2)  (3.r  -f-  ai/  —  {)-  —  4a3x//  =  0. 

Elle  touche  les  axes  aux  points  où  la  droite     px  4-  «i/  —  1=0     les  rencontre. 
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Le  milieu  do  AR  est  conjugué  harmonique  du  point  à  l'infini  sur  AK.  En  joignant  tous  ces  points 
au  point  0,  on  voit  que  les  deux  droites  OA  et  OB  doivent  être  harmoniques  à  la  droite  qui  joint  l'ori- 
gine au  milieu,  y  =  inc,  et  à  la  parallèle  à  la  droite  ux  +  vy  =  0.  La  relation  entre  les  coefïïcienls 
angulaires  est  donc 


9i'i"  _  <2m  ——(t'-^  t")(m  -—]  =  0. 
V  \  V  / 


Or     /'  -+-  t"  =  0  ;     nous  avons  donc 


m  =  —t'i'. 
u 


D'autre  part,  It't"  = —,  t  = 

donc  t't"  =  — 


Mais  l'équation  (l)  nous  donne 


aie  -r-v  = 


et,  par  suite,  1 1   =  —  -r— ■ 


Nous  voyons  donc  que     m  =  —  — ,     et  que  le  lieu  du  milieu  est  la  droite  fixe 

y  =  —  -  X,  ctx-hpy  =  0. 

C'est  la  [);nallèle  à  l'asymptote  menée  par  le  point  0. 

2.  L'équation  de  lasymplole  à  la  slrophoïdo  est  iinmédialo  ;  c'est 

aS 
otr  +  Sî/  H ^  =  0. 

Ello  s'obtient  soit  par  la  règle  classique 


?,„'vC) 

soit  en  exprimant  que  la  droite     a.r  +  13?/ -f- X  =  0     coupe  la  courbe  en  deux   points  à  linlini   sur  la 
direction  ax-t-^j/  ~  0. 

En  écrivant  qu'elle  passe  on  un  point  fixe  {x^^,  y^),  nous  obtenons  outre  a  el  ^  la  relation 

(3)  (a3_+-p2)(a.r„H-Pj/„)  +  ,3  =  0. 

Les  deux  tangentes  à  la  parabole  issues  du  point  0  sont  rectangulaires;  ce  point  est  donc  un  point 

(le  la  directrice,   et  le   foyer  est  le  pied  do   la  porpondiculairo  abaissée   de  ce  point  sur  la  corde  des 

contacts;  ses  coordonnées  vérifient  los  doux  oipi.itiiniN     |ii-H-ay  =  I,     ax — °>y  =  {);     elles  donnent 

de  suite  a  et  p, 

*  _  1  -         * 
y         X         x'  -t-  ;/* 

i>a  relation  Ç\)  devient  alois 

(4)  •'•...'/  + .Vu-'"   t-^.7  "  •^• 

(i'est  ré(|ualion  du  lieu  du  foyer:  elle  représonlo  une  liyporl)ol(>  (''niiilalore  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  axes,  et  i{ui  passe  au  point  O. 

X  1/  l 

Los  coordonnées  du  loNor  sont  — -  —  -—  -  -  — — ■  • 

L'axe  a  donc  pour  é(|iialion 
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La  tangente  au  sommet  passe  aux  lirojections  du  foyer  sur  les  axes  ;  elle  a  pour  équation 


0, 


t^î/  =  -r 


Le  sommet  est  à  l'intersection  de  ces  deux  droites  ;  il  a  pour  coordonnées 

fis  a3 


{.'-  +  ?^r- 


.7 


(a2  _+-  32)î 


a  et  ji  étant  liés  par  la  relation  '3). 

ai 

Cette  relation  donne       ^      '  ,^^   =  —  a-^n  —  ??/o;     en  comparant  a  l'équation  de  la  tangente  au  soni- 

7.     —f—  f^" 

met;  nous  avons  la  relation 

7.  i 

a(.r  +  a-o)  -f-  ;î(,y  -+.  ,y,,)  -,  Q,  ou  '■ =  '■ ; 

7 


(a 


d'ailleurs      — 

X 

(3) 


a" 


e  lieu  des  sommets  a  donc  pour  équation 

^'(U  -^Vn  '  -+-  ]l{^  -^  -ï'o/'  =  fa- 
cette courbe  a  un  jjoint  triple  au  point     —  Xo,     —  //„  :     elle  est  donc  unicursale. 
Ce  dernier  point  était  d'ailleurs  évident  :  il  suflit  on  etlet  de  poser     3  =  a/  ;     r  et  ?/  deviennent 

-  ^'  _  1 

et  la  relation  (3)  se  change  en 

a(l-rr-)fT„ --/»/„) -H/  =  0, 

■'■„  -\-  ty„ 
Les  équations  paramétriques  du  lieu  sont  ainsi  : 

Llles  permettent  de  construire  facilement  la 
courbe  lieu  des  sommets.  Nous  le  ferons  en  suppo- 
sant .r^  l't  '/„  positifs,  c'est-à-dire  le  point  fixe  A 
dans  le  premier  angle  des  axes. 

Pour  /  =  —  X  ,  j,'  est  inlini  et  positif,  il  a 
pour  partie  principale     —  ty^;     ?/    est  inliniment 


petit  et  négatif,  sa  partie  principale  est 


i- 


Ouand    /    varie  de 


X       a 


Uc 


-5     T    reste 


positif  et  ?/  négatif;  pour     /  = '—,     x  et  y  deviennent  nuls  et  la  courbe  passe  au  point  0;  la  tan- 

gente  en  ce  point  a  pour  coefficient  angulaire     P  =  —  (^^  )  •     ^^  devient  alors  négatif  et  y  positif,  et 
cela  depuis 


?/o 


,'/o 

jusqu'à  0.   Pour     /  =  — t,     r  est  nul  et  négatif,  y   inlini  et  positif.  Pour     l  = 


X  est  nul  et  négatif  et  (/  infini  et  négatif.  Enfin,  pour  t  =  -\-cc  ,  x  est  infini  et  négatif  et  y  nul  et 
négatif.  Ces  remarques  suffisent  pour  avoir  une  l'orme  approchée  de  la  courbe.  La  discussion  rapide  des 
dérivées  de  x  et  de  y  permet  de  vérifier  la  forme  adoptée.  Cotte  étude  est  aisée  :  en  effet,  formons  ces 


dérivées  ;  ce  sont 


-t{th/,  +  3ty,-^2x,) 


et         y'  = 


'IPy.-hSt'x.-hx^ 


Les  racines  de  x'  sont     ^  =  0     et  Tunique  racine  négative  de  l'éciuation     t'^y^^  -\-  3/i/u  +  2^0  =  0. 
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Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  n"a  qu'une  racine  réelle,  car  la  quantité 


4p3  -I-  STr/'-i 


4.27-+-i>7 


Vl 


est  essentiellement  positive.  Cette  racine  est  d'ailleurs  comprise  entre 


—  ■A 


V' 


—     et  0  :  elle  correspond 


bien  à  un  point  de  l'arc  OC.  De     — oc      à  cette  racine   /i,  x  diminue;  il  croit  ensuite  de   /,   à  0;    puis 
décroît  de  0  à     -+-  x  . 

Les  racines  de    y' =  0    seréduisent  à  l'unique  racine  négative  de  l'équation    'il^ij^-Jr'St*x^-hT(,=zO: 

—  X 

elle  est  comprise  entre    —  »     et    —;     elle  correspond  bien  à  un  point  de  l'arc  BO.  L)e     —  x      à 

?/n 

cette  racine  ^,  y  décroît  ;  ensuite,  il  croît  toujours. 

Bonnes  solutions:  MM.  P.  LiiONzi,  à  Bordeaux;  G.  Lach  ;  .1.  Soibaigmo  :  A.  Roisseai- ;  L.  Bel.  lycée  dWlger  ;  L.  I'ukvost. 
lycée  Hoclie  ;  M.  Bichaiu)  et  P.  Baiizano  ;  Nkgre,  à  Bordeaux;  C.  Blarez,  école  Sainte-Geneviève,  à  Paris  ;  F  -\  Parim>s: 
G.  FoucRY,  à  Heims  ;  G.  Gay,  lycée  Saint-Louis. 

Assez  boiuies  solutions  :  MM.  A.  Gocitrois  ;  Névéjans. 


1851.  —  On  donne  deux  circonférences  0  el   0'  qui  se  coupent  en  B  et  il,  on  joint  un  point  A  d'' la 
circonférence  0  à  ïi  et  C,  et  on  détermine  ainsi  sur  0'  les  points  B'  et  C. 

Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  snr  B'C  ainsi  que  l'enveloppe  de  B'C 
Voir  ce  que  deviennent  ces  courbes,  quand  les  cercles    0   et  0'  sont  orthogonaux  ou  tangents. 
l'Jlude  géométrique  de  la  question. 

Solution  analytique.  -  Prenons  pour  axes  les  deu.\  droites  00'  et  BC. 

On  sait  que  dans  ce  cas  les  équations  des  deux  cercles 
y  0,0'  sont 

.x2  -1-  y-  —  26x-  —  rt-  =  0,  X-  -h  g- —  ib  s  —  a-  =  0 . 

Soient  (a,  p)  les  coordonnées  de  A. 

L'équation  de  AB  est 

y  —  ^  X  —  2 


ou  .r,  |i  —  (/)  —  au  -(- «Il  =  0. 

—  a  a  —  a 

AC  aura  de  môme  pour  équation  (en  changeant  o  en 
a)  .r(3  -\-  a)  —  %g  —  t/a  =  0. 

Considérons    le    faisceau    de   coniques    passant    par 
B,  C,  B',  C.   Son  équation  est 
[C^x  —  atjY  —  a*{x  —  a)*]  ■+■  X[.r» -h  y»  —  •ft'.r  -  n*'  =  0. 
l'our  une  certaine  valeur  de  >,  cette  ioni(|uo  se  décompose  en  BC  et  B'C    j-  est  alors  en  facteur. 
Si  nous  annulons  le  coeflicient  de  y-  et  le  terme  constant,  nous  obtenons 

rt-a-  -t-  rt'^X  =  l),  oL^  -\-\  =  0,  d'où  nous  tiri>ns  X  =  — a*. 

La  conique  que  nous  considérons  est  alors 

pî.,;2  _  2ar^.r,/  _  a-j,-'  -4-  ia'ax  -1  -  "ib'a^x  —  2».r^  =  0. 
qui  se  décompose  en     .r  =  0,     BC  ;     x(n-  -\~  i'  —  p«)  -i-  ^a?»/  —  ^^^{n*  -t-  A'a)  =  0,     B'C. 
La  perpendiculaire  AU  a  donc  pour  é(iuatinii 

i2  _l_  «»  . 


y-?  =  ('i'  —  <=') 


p^ 


ou    encore 


f^'^r  —  fa»  -h  «•  -  P«);/  -  P:P«  h-  ."  —  a»)  =   0. 


Pour  avoii-  le  lieu  du  puinl    II,  nous  éliminerons  (a,  ^)  entre  les  équations 

(flî  _^,  a»  _  (is)j.  4_  2aPy  —  ï»a(a«  -t-  b  x)  =  0, 
2a|ix  —  [x'  -h  fl»  —  p«)y  -  P(?»  -4-  «•  —  a*)  =  0. 
aï  _j- p»  _  i/,a  _  „ï  =  0. 


iB'C) 

(AH) 
(cercle  O) 
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Ces  équation?  deviennent,  en  tenant  compte  de  la  dernière, 

3(x-i-)  -  {y.-h)y  =  0,  (AH) 

x(a  —  h)  +  p?/  -  (a2  -^  h'^)  =  0,  (BT/) 

a2  ^  [32  _  9/^^  „  q2  ^  o_  (cercle  0) 

Il  est  évident  sur  l'équation  de  AH  que  cette  droite  passe  par  0.  Celte  remarque  sera   justifiée  par 
la  géométrie. 

Prenons  pour  nouvel  axe  des  y  la  perpendiculaire  en  0.  Il  suffiL  de  changer  r  en     (a'  -+-  h). 
Si  nous  conservons  les  mêmes  coordonnées  courantes  (.r,  y),  il  vient  alors 


i{h  +  x)  -+-  3y  —  [n'-  +  6'  a  +  h)]  =  0, 
a2  ^  32  =  R2. 


Nous  en  tirons 

De  la  seconde  équation  nous  lirons  a 

J  /v  +  x  -H ^'1  =  a-  -H  bb\       X  = 


_      y 


(a^ 


/>//)r 


De  même, 


(AH) 

(B'C) 
(cercle  0) 


.,•2  _U  ,y2  _,_  (^^  _  ^')  j. 


.x^  -(-  y-  4-  (^  — b')x 

Posons     //  —  h  =  r.     dislance  des  centres  0  et  0',  la  troisième  relation  nous  donne  l'équation  du 
lieu  :  {a^  -+-  bh'f{x^  +  x/)  =  R-  [x'  -h ,'/"  —  ex  ^■ 

n-  -I-  hb' 


ou  encore 


(.r-  -+-?/^  —  cx)- 


R 


f.r2  _H  y-')  ^  0. 


Ce  lieu  est  une  quartique  bi  circulaire  ayant  le  [)oint  H  pour  point  double  et  admettant  les  points 
I  et  J  comme  points  de  rebroussement.  C'est  donc  un  limaçon  de  Pascal.  Ee  cercle  directeur  est  le  cer- 
cle décrit  sur  00'  comme  diamètre  x- -H  jy^  —  cr  =  0.  Le  i)ôlcest  le  point  0  et  la  lon.^ueur  constante 
portée  sur  le  rayon  vecteur  du  point    0   de  pnrt  et  d'autre  du  point  d'intersection  avec  le  cercle  direc- 

/  a2  ^-  hb' 
leur  est 


K 

Le  seul  cas  particulier  intéressant  dn  lieu  est  celui  dans  lerpiel  les  cercles  deviennent  orlhogronaux  ; 
la  relation  d'orlhogonalité  nous  donne     a-  -^-bb'  =  0. 

Le  limaçon  se  réduit  à  son  cercle  directeur  compté  dmx  l'ois,     x-  +  y-  —  ex  =  0. 

Étude  géométrique.  —  Nous  allons  démontrer  (|ne  le  lieu  du  point   II  est  unepodaire  de  cercle. 

1.  —  La  droite  AH  passe  par  le  point  0. 

En  eiïet  les  triangles  ADR  et  AHB'  sont  semblal)les. 

D^  =  AGb  =  \^]      comme  ayant  même  mesure,  donc     AHl)  =   1  droit,     Ali  passe  par  0. 

H.  —  L'enveloppe  de  la  droite  B'C  est  le  cercle  de  cen- 
tre ()'  et  tangent  à  B'C.  11  sullit  de  démontrer  que  R'O'C 
on  sa  moitié  B'BC  est  constant. 

En  ciret  iTbC  =  BAC  -+-  BCA  =  C^'",  car  chacun  de 
ces  deux  angles  est  constant  dans  un  des  deux  cercles. 

Le  lieu  de  H  est  donc  la  podaire  de  0  par  rapport  au 
cercle,  enveloppe  de  BC. 

Le  cercle  directeur  de  ce  limaçon  de  Pascal  est  bien 
(comme  on  l'a  vu  par  le  calcul)  le  cercle  décrit  sur  00' 
comme  diamètre- 
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La    longueur  constante   est      Mil  =  O'K,        rayon  du  petit  cercle.  Ou   vérifiera  aisément   que 

II 

Enfin  dans  le  cas  particulier  où  les  deux  cercles  sont  orthogonaux,    B'C   passe  par  O', 

OBO'  =  1  droit  =  i?BG'  =  BAC  -^  BC^\. 
Le  lieu  de  H  est  donc  le  cercle  décrit  sur  00'  comme  diamètre.       *" 

René  TAYON,  lycée  Louis-le-Lirand. 

Bonnes  solutions  :  MM.  L.  Simon,  à  Kourmies  ;  C.  Lacii,  ;i  Uodez  ;  I',émk,  à  Vl^'er;  Marescalciu  ;  C.   Hlarez.  école  Sainte- 
Geneviève,  a  Caris;  Névejans  ;  A.   HAEiiKLEN,  à  Dijon. 

Autre  solution  géométrique.  —  Transformons  par  inversion  en 

prenant  A  pour  pôle.  If  module  clanl  la  puissance  de  ce  puinl  par  rap- 
port an  cercle  0'.  Le  cercle  0  devient  la  droite  B'C,  le  cercle  O*  se 
liansforrne  en  lui-môme. 

Cela  prouve  :  1°  que  B'C  est  perpendiculaire  sur  \0  :  2»  que  B'C 
coupe  le  cercle  0  sous  un  angle  constant  V  égal  à  l'angle  des  cercles  0 
et  0'.  On  en  déduit  que  M'C  enveloppe  un  cercle  (V)  de  centre  0'  et  que 
la  projection  A'  de  A  .stu-  B'C  décrit  la  podaire  de  U  par  rapport  à  (\'i, 
c'est-à-dire  un  limaçon  de  Pascal  de  pôle  0  par  rapport  au  icn'li-  de 
diamètre  00'. 

Lorsque    les   cercles    0   et    0'   sont    orthogonaux.      V=  ^;     le  cercle  (Fj  se  réduit  à  son  centre  u   el 

le  limaçon  devient  le  cercle  de  diamètre  00'. 

Lorsque  les  cercles  0  et   0'  sont  tangents,     V  =  0    ou  -;  le  cercle  (r)  se  confond  avec  le  cercle  0'  et  le 
limaçon  devient  la  podaire  de  0  par  rapport  à  ce  cercle.  Il  est  très  facile  d'obtenir  ces  deux  résultats  directement. 

J.  SOU  BAI  CM';,  a  Monl-de-.M;»rMn. 

Bonnes  solutions  de  MM.  ('•.  Foucrtv,  à  lleims  ;  K.-N.  liAnisiGn  ;  l>.  Dontot  ;  A.   Itoc^sEAt. 


1860.  —  /*'"'  ""  des  foyers  V  d'une  ellipse  on  tni'nc  une  corde  \\i  varidblc  ;  pur  le  .uxoiid  foijerF'  on 
mène  la  corde  Cl)  perpendiculaire  à  AIL  Soient  V  el  O  /cy  pôles  de  AU  cl  CI)  par  nippurt  à  l'eUipse.  1°  Ln 
droite  VQ  enveloppe  une  ellipse  ;  H."  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de   l'O  fl  \\\  rsl    une  ctihi(fUt'  dont   l'aire 

comprise  entre  la  courbe  el  son  asipnplote  est  finie  ;  calculer  celle  airr. 

.;■-          u^ 
1.  Soit       1-7 1—0     1  é(iiiali()n  do  1  ellipse  rapportée  à  ses  axes    La  droite  Alî  qui  nasse 

a'-        l>- 

par  le  foyer  F{c,  0)  a  une  équation  de  la  forme    7 —  m  .v--c)  =  0,    ou    mx  -  y  — me  —  0,  et  La  droite 
perpendiculaire  Cl),  passant  par  le  l'oyor     F'(— c,  0)     a  pour  iMjuation      r  h- my  ■•  c  =  0. 
D'autre  part,  les  coordonnées  du  pôle  P  de  la  droite  \\i  sont  données  par  les  èqualion> 


m 


—  i 


;(jc 


a''  li- 

d'oii  l'on  lire      x  =    — »     7  — i     ori   trouve   de  nièir.e  \nu\v  les  c«>onlounees   du   p«">le  (,>  de  i.t 

0  '              me 

a-  b'in 

droite   (,l)     .r  = ,     7= 


L'('(pialioii  de  la  droite   IMt  est  alors 
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y 
h' 

me 


=  0, 


X  y         1 

a- m     —  h'     cm 
a-       h'm     —  c 


0, 


ou  encore,  en  développant 

ljic(\  —  m^)x  -h  'la'-cmy  -^  a^h^{{  +m^)  =  0. 
Comme  celte  équation  reufernie  le  paramètre  m  au  deuxième  degré,  la  droite  PQ  enveloppe  une 
conique,  et  pour  avoir  l'éciuation  de  cette  conique,  nous  ordonnons  Téquation  de  la  droite  par  rapport 
à  m  : 

fjiç^a-  —  cx)m^  H-  ±ma-C'i  -f-  b-{a-  -h  ex)  —  0, 
et  nous  écrivons  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  m. 
Nous  obtenons  ainsi 


(Vc''\f- —  h\a'  —  c^x"^)  =  0 


ou 


-1  =  0. 


Cette  équation  représente  une  ellipse  E'  ayant  unîmes  axes   que  l'ellipse  donnée  E,  les  demi-lon- 

gueurs  de  ces  axes  étant  et     —-On  voit  que  lo  ^rand  axe  de  l'ellipse   E'  est  le  segment  de  Ox 

qui  est  limité  par  les  directrices  de  l'ellipse  E. 

Ce  résultat  peut  s'établir  géométriquement.  En  elTet,  puisque  la  «Iroite  AB  passe  par  le  foyorF,  son  pôle  V 
^       est  situé  sur  la  directrice  correspondante  A.  et  la  droite  PE  est  perpendi- 
culaire à  AB.  De  même,   le  point  0  est  sur  la  directrice  A',  relative  au 
^       foyer  F'  et  QF'  est  perpendiculaire  à  CD.  Donc  FF  et  QF'  sont  perpen- 
diculaires. 

En  conséquence,   pour  construire    une  position  quelconque  de  PQ, 
on  peut  se  donner  arbitrairement  le  point  P  sur  A,  et  le  point  (J  correspon- 
dant est  le  point  de  rencontre  de  A'  avec  la   perpendiculaire  menée  à  PF 
par  le  point  F'. 
Les  deux  triangles  PFD  et  QF'D'  sont  semblables  et  donnent 

DP.D'Q  =  FD.F'l)  =  (  — 


On  en  conclut  (jue  la  droite  PO  enveloppe  une  ellipse  qui  a  pour  grand  axe  DU'  et  dont  la  demi- 
longueur  du    petit  axe  est 

2.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  AB  et  de  Pn  s'obtient  en  éliminant  m  entre  les  deux  équations 

ly-{a^  —  cx)m-  -+-  'im,a-cy  --h  lr{a-  -i-  ex)  =  0,  ?/  =  m{x  —  r)  ; 

il  sufût  pour  cela  de  remplacer  dans  la  première  m  par      — et  on  obtient 

lr{a-  —  cx)]j'-  -\-  2a-cy'\x  —  c)  -h  b-(a'-  -\-  cx){x  —  cf  =  0. 

On  reconnaît  sous  celte  forme  que  le  point    F    est  un  point  double  ;  en  transportant  l'origine  en  ce 
point,  on  obtient  b\b'^  —  cx)y^  -f-  'ia'^cy^x  +  b-x\d^  -h  c-  -t-  ex]  =  0, 

ou  cx\b'-x'- -h  {a'  -+-  c'-)y2]  -t-  /j\x'-{a'  -4-  c')  -+-  bh/]  =  0. 

On  voit  ainsi  que  le  lieu  est  une  cubique  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des    i-,  admettant  un  point 
double  isolé  au  point  F  et  une  seule  direction  asymptotique  réelle,  Taxe  des  ?/. 
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Four  construire  celte  courbe,  nous  résoudrons  léquation  par  rapport  à  7.  .Nous  avons 

ex  -ir  a-  +  c- 


y' 


b'^xK 


ou 


=  ±6.ry. 


ex  -h  a^ 


cxia^  ->t-c^]  -H  // 


hx 


cx{a^  +  c^)  +  6* 


v/a2 


Pour  simplifier  l'écriture,  posons  -  =  k, 

^a^  -h  c^ 

quons  que  a  est  plus  grand  que  p.   Nous  avons 


c(a-  -H  c') 


et  remar- 


■"  =  ±''n/-^ 


•r-na 


Les  valeurs  de  ?/  ne  sont  réelles  que  si  x  est  compris  entre    — i    et    —  i,     et  à  chaque  valeur 
de  X  comprise  entre    —  a     et     —  [3    correspondent  deux  valeurs  de  ?/   égales  et  de  signes  contraires. 
Nous  considérerons  seulement  la  positive 

?/  =r  _  kxJ  ~  - 


G 

Ll 

y 

-X 

L'I 

y       f 

V 


X-+-P 


qui  varie  dune  manière  continue  de  0  à  -^'x>  lorsque  x  croit  de 
—  a  à  — a.  On  obtient  ainsi  la  branche  de  courbe  GL,  normale  en  G  el 
à  l'axe  des  a;  et  asymptote  à  la  droite  x  =  — 3.  Toute  la  courbe  se 
compose  de  l'arc  GL  et  de  l'arc  GL'  symétrique  par  rapport  à  Or, 

L'aire  comprise  entre  cette  courbe  etson  asymptote  est  égaleàrintégralo 


--C'V-^ 


ô 


(Ix, 


et  l'on  voit  immédialement  que  •••'tlo  intégrale  a  une  valeur  lime,  puisque 
le  l'acteur  ./  -t-  i  ligure  au  dénominateur  avec  Texposant  —  qui  esl 
plus  petit  que  1 . 


/       X  ~h  1 
Tour  calculer  cette  intégrale  nous  poserons     v  / 7-  =  /, 


en 


remarquant  que   lorsque    x  croît  de     —  7     à     —  p,     t  croil  de  0  à     -+-  »  .     Nous  on  lirons 


XH-J3 


=  P 


ft/2 
I-' 


i-ht- 


d.r  = 


'p  Idt 


(t-H  /' 


et 


l  =  4A-(a  -  p)  ^ 


'mt' 


1  ,  /-v 


dt. 


Mais  on  a 


et  par  suite 


(1  -f-  t'Y 


a-p 


^         ^         -^ 


(*-f-/*)^         (l-h<')*  4-+-/ 


Or,  on  sait  calculer  les  intégrales  (|iu  figurent  audeuxiiMue  membre;  on  w 

r    dt  /  '      '//  •  r     '  1 


••     dt 
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Lesparlies  algébriques  sont  nulles  pour   l  —  0    et  pour    <  = -h  x  ,  d'autre  part,  |  arc  tg  <  |  ,7  =  -^^ 

on  en  déduit 

/  '■■'-     dt  -K 


2 


•-     (i/  TT  r^-        dl -  i'"        dl  __   3t: 

J,      X  -r-..  .  jo     JÏTFf    ~   T  jo      (l-h<T     "  16 


et 


et  par  suite 


Jo        (1 


ljJf!lfl=_(._.3)il4-(a-2P)-^+3-=(a4-3?)-l, 


_    A-|-a-3)fa  +  3S)- 


4 
En  remplaçant  /.',  a  el  fJ  parleurs  valeurs,  on  (rouve  aisément  que  l'aire  cherchée  est  égale  a 


(a'-i-c^j-v^a^-HC- 

(i.   LaCII,   à   Hodez. 

Bonnes  solutions  p.ir  VHI .  U.   Dintot;  G.  (îay,  lycée  Saint-Louis;  G.  Fou.:rv,  à  Keims;  Névejans  ;  A.Roosskau;  J.  Sou- 
BAiGNÉ,  à  Mont-Je-Maisan;  Georges  Guillaume,  à  Aire-sur-Adour. 
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1919.  —  Un  conjidôre  trois  axes  de  coordonnées  rcctaniriilaircs,  ox,  o>j  el  oz,  el  sur  oj  un  vecteur  égal 
à    +  1.     Soit  MV   le  moment  linéaire  de  ce  vecteur  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  l'espace,  M. 

1»  On  prend  le  symétrique  Ml''  du  vecteur  MV  par  rapport  à  un  plan  parallèle  au  plan  des  yi  el  mené 
par  le  point  M.  Ce  vecteur  yW  représente  l'irilensité  d'un  champ  de  forces  au  point  M.  Trouver  les  surfaces  de 
niveau,  les  lignes  de  force  du  champ  el  le  potentiel  d'un  point  de  masse  1.  (]ui  serait  à  la  cote  100  sur  oz. 

2"  On  suppose  que  le  point  M  décrive  un  cercle  de  rayon  1  qui  a  son  centre  sur  ox  el  qui  est  silué  dans 
le  plan  x  =:  l.  Trouver  le  lieu  du  point  V  el  la  surface  engendrée  par  la  droite  MV.  Construire  la  trace  de 
celle  surface  sur  le  plan  des  yz. 

3°  Trouver  le  plan  lancent  en  un  point  quelcon(iue  de  la  génératrice  varialde  MV.  le  plan  asymptote  et  le 
plan  central.  Donner  l'équation  laiigcntielle  de  la  surface  el  les  équations  do  sa  ligne  de  striction. 

E.   II. 

1920.  —  Un  harreau  aimanté  liorizontal,  long  el  mince,  est  suspendu  par  son  milieu  à  un  til  de  torsion. 
Placé  d'abord  dans  un  champ  magnétique  négligeable  el  écarlé  de  sa  position  d'équilibre,  il  fait  p  =  150 
oscillations  en  5  minutes.  On  produit  ensuite  un  champ  horizontal  U,  parallèle  à  sa  position  d'équilibre,  il  fait 
alois  //  =  430,-5  oscillations  en  5  niinutes.  Le  même  barreau,  placé  verticalement  et  suspendu  par  un  axe 
horizontal  passant  par  une  de  ses  extrémités,  exécute,  sous  l'action  de  son  poids,  q  =  800  oscillations  en  o 
minutes.  On  produit  un  champ  égal  au  précédent,  mais  vertical.  Combien  le  barreau  fera-l-il  d'oscillations  en 
5  minutes  ? 

.N.  B. —  Les  données  numériques  se  rapportent  à  un  barreau  qui  aurait  les  caractéristiques  suivantes: 
longueur  21'^'"  ;  section,  O"""-,!  ;  poids  16^^.  Masse  magnétique  de  chaque  pôle,  58  unités  C.  G.  S.  Coeflicienl  du 
couple  de  torsion  du  fil,  1450.  Chan)p  II,   10  gauss. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


RÉSOLUTION  DE  L'EQUATION  DU  QUATRIÈME   DEGRÉ    x' -^  a.V' ^  bx -~  c  =  0 

p.ir  M.  R.  Dontot,  à  Valenciennes. 


Considérons  d'abord  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -h  px^  -h  qx  -\-  r  =0. 

dont  les  racines  sont  A,  B,  C.  et  prenons  trois  déterminations  des  radicaux     v/bC,     v'CA,     v^AB     dont 

le  produit  soit  égal  à  ABC,    c'est-à-dire  à    — r  ;     puis,  formons  l'équation  qui  admet  pour  racines 

oL  =  —  /Kb  —  v/BC  —  ^/G^,  ^  =  —  v'ÂB  4-  v/BG  -f-  s'CK, 

Y  =  s/ÂB  —  \/BC  H-  v/GÂ,  0  =  v/ÂB  -h  \/B'C  —  /CÂ. 

Cette  équation  est  évidemment    {x  —  <x.){x  —  ^][x  —  '(){x  —  0)  =0,     ou 

[{x  +  v/ÂB)'-'  —  (v/BC  -\~  </ÂC)-][{x  —  v/AB)=  -  (s/BC  —  \'ÂC)- 1  =  0, 
ou  encore 

{x^  -I-  AB  —  BC  —  AG  -h  2x\/ÂB  —  2^kbC,^){x-'  -+-  AB  -  BC  -  AC  -  2.1VAB-+-  iiv/ABC^)  =  0. 
Celte  équation  s'écrit  alors  ainsi      [x^  -\-  AB  —  BC  —  AC)'-  —  4(aVÂB  —  y/ABC*)-  =  0,       v\   devi.  ut 
finalement,   puisque  le  produit  des  trois  radicaux  est  égal  à  ABC, 

x^  —  2.t2(AB -4- BC  +  AC)  -4-  8.x.  ABC  -f-  A'^B^  +  B^C*  -+-  A'^C^  —  :ÎABC(A  -+-\i-h  C)  =  0. 
L'équation  cherchée  est  donc     x*  —  iq.v'-  —  8>'x -f-  q- —  'trp  =  0. 
C'est  ce  rf'sullat  qui  va  nous  servir  à  résoudre  l'éciuation  du  (|uatri(Mne  degré. 

On  sait  que  toute  équation  du  quatrième  degré  peut  se  lanieiier  pai  une  Iransfoimalion  elémculaire 
à  la  forme  .r*  -+-  nx'^  -+-  bx  4-  c  —  0. 

Nous  pouvons  alors  résoudre  facilement  cette  équation  en  l'ideiililiant  avec  la  précédonle.  ce  qui 

A  «  6  .,  ,  /    '^^  \    - 

donne  a  — -,  r  =  —  -— -  q-  —  \rp  =  c,  puis  p  =  —  I  — c  ]  —■ 

^2  8  \   i  '  w 

Ac  —  (I-              n            b 
La  résolvante  du  troisième  degré  est  donc       ./•'  -\ — v- —  x ;-  =  0. 

Appelons    A,    |{,    C    ses    trois    lacincs     et    i  ('présentons    pai'       >  Al'.,      \  \('..     v^BC.     trois  détermi- 
nations    des   radicaux  dont  le  prudnil  soit  égal   ;i   ABtl.    ou  ;i    — -     les  (pialrt'  r.icines    a,    3,  v,  0  de 

ré(iuation  donnée  seront  alors  fouinics  par  les  sommes  algt'bri(iiies 

a  =  —  v/ÀB  —  v^BC  —  s  AC,  «  =  —  AB  -\-  v'BC  4-  yl KC, 

Y  =  v/ÂB  —  v/BC  -h  v/ÂC,  a  =  v'AB  -^  v/BÏÎ  —  v'/VC. 

Discussion.  —  l\ien  n'est  plus  facile  alors  qu(>  de  voir  »■.•  <|iii  se  passe  pour  l'équalion  du  quatriènie 
degré.  Il  suflit  d'étudier  tous  les  cas  que  présente  l'équalKn»  d\\  Iroisième  demé 

Celle-ci  nous  donne  deux  cas  principaux  ;  elle  a  ses  lroi<  lacines  réelles  ou   deux    imaginaire»;   le 
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premier  cas  se  subdivise  en  deux  autres,  suivant  que  les  trois  racines  ont  le  môme  signe  ou    des  signes 
différents. 

1'=''  CAS.  —  Supposons  d'abord  les  trois  racines  réelles  et  de  même  signe.  Alors  les  quatre  racines  de 
l'équation  proposée  sont  réelles  et  distinctes  ;  réelles,  cela  est  évident  ;  disUinctes.  cela  découle  de  ce 
que  a  —  p  =  0  donne  \/BC  =  —  v^AC,  et,  comme  v^AB  v^BC  v^AC  =  ABC,  ceci  conduit  à 
v/ÂB  =  —  B.     ou     AB  =  B%     A  =  B 

Or,  nous  ne  supposons  pas  que  l'équation  cubique  ait  ime  racine  double. 

2"  CAS.  —  Les  trois  racines  de  l'équation  cubique  sont  réelles,  une  est  positive  et  deux  sont  néga- 
tives, par  exemple.  Supposons  A>0,  B<0,  C<0;  alors  v  BG  est  réel,  y/AB  et  v^AG  sont  des 
imaginaires  pures.  Les  quatre  racines  de  l'équation  proposée  sont  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux. 

3fiCAS.  —  Supposons  enfin  A  réel  et  B.  C  imaginaires  conjugués.  Alors  v^BC  est  réel,   v^AB  et  \/AC 

sont  imaginaires  conjugués  si  on  veut  :  il  suflit  de  clioisir  le  signe   de  v^BG  de  façon    que   le    produit 

/—    /—    ^-        à 
v/AB./ÂC.V^  =  -;^- 

Des  quatre  nombres  «,  ^,  y,  ^  deux  sont  réels,  a  et  y  ;  et  deux  sont  imaginaires,  ^  et  o, 

¥  CAS.  —  L'équation  cubique  a  une  racine  double,  A  =  B.  Alors  on  peut  supposer  v^AC  =  \/BG, 
et  l'on  voit  de  suite  que  l'équation  proposée  a  une  racine  doubb',  y  -  o.  et  deux  racines  simples, 
a  et  p. 

Si  l'équation  cubique  a  une  racine  triple,  on  voit  de  suite  que  l'équation  proposée  a  aussi  une  racine 
triple. 

Tous  les  cas  ayant  été  étudiés,  les  réciproques  sont  vraies,  et  l'on  peut  énoncer  les  deux  théorèmes 
suivants  : 

1"  Si  la  résolvanle  a  ses  rac'nifs  dislinctes^  il  l'n  est  de  même  de  l'équation  proposée.  Si  elle  n  une  racine 
double  ou  triple,  la  proposée  a  aussi  une  racine  double  ou  triple.  Lps  réciproques  sont  vraies. 

Remarques.  —  Quand  la  résolvante  a  une  racine  double,  .\  =  B,  nous  avons  vu  qu'on  peut 
prendre     s/AG  = /BC,     et,  comme     v^AB. /BG.  v^ÂC  =  ABG,     on  voit  que     vAAB.BC=ABG;       donc 

y/ÂTi   =    y/Â^   =   A . 

La  racine  double  de  l'équation  du  quatrième  degré,  y  =  o,  est  égale  aussi  à  v  AB,  c'est-à-dire  à  la 
racine  double  de  la  résolvante  A. 

Quand  1  équation  du  quatrième  degré  a  une  racine  <|uadruple,  a  =  [:i  =  y  =  o,  il  faut  regarder 
celle-ci  connue  étant  triple  et  les  trois  racines  de  la  résolvante  sont  égales.  .\  =  B  =  C.  Alors  on 
peut  prendre  v/BG  =  A,  \/aG  =  B,  y/AB  =  G,  et  on  a  a  =  —  3A,  jî  =  y  =  o  =  A.  11  faut  donc 
que  A  soit  nul,  et  l'on  retrouve  ce  résultat  évident  à  priori  que  l'équation 

x*  -h  ax-  -h  hx  -\-  c  =  0 
ne  peut  avoir  de  racine  quadruple  que  si  «,  6,  c  sont  nuls. 

2"  iSi  la  résolvante  a  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes,  la  proposée  a  ses  quatre  racines  réelles  el 
distinctes  ou  toutes  imaginaires  suivant  que  celles  de  la  résolvante  sont  de  même  signe  ou  non.  Si  la  résolvante 
a  deux  racines  imaginaires,  la  proposée  a  aussi  deux  racines  imaginaires. 

Pour  achever  la  discussion,  il  faut  former  des  fonctions  des  coefficients  a,  h,  c  dont  les  signes 
donnent  les  divers  cas.  Désignons  à  cet  effet  par  A  le  discriminant  de  l'équalion  cubique,  c'est-à-dire 
le  résultant  des  deux  équations 

4c — a^     ^  a  ic  —  a-  36 

nous  aurons        A  ==  |^ __J  _  j^.3a -^  ^^^^J  | +  ^J  • 

En  multipliant  par  64^-,  qui  est  positif,  nous  pouvons  prendre  pour  A  la  valeur  suivante  : 
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A  =  [M'^c  —  a'-i  -  9h']'  ~^[Gah^  -^  ('ic  —  a^f].[\2c  -hlSa']. 
La  discussion  peut  alors  se  résumer  dans  le  tableau  suivant  : 
A:?^0,     4  racines  simples  ; 
A  =  0,     1  racine  multiple  ; 

A<0,     a<CO,     4c  — a^<<0,     4  racines  simples  et  réelles  ; 

A  <  0,     sans  que  les  deux  autres  inégalités  aient  lieu,  4  racines  simples  imaginaires 
iMilin     A  >  0,      2  racines  réelles  et  2  imaginaires. 
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Concours  de  1910. 


1862.  —  /.es  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  considère  la  courbe  t-  — y^—  1  =0 
située  dans  le  plan  des  xy.  Par  chaque  point  P  de  la  branche  comprise  dans  l'angle  xOj/,  on  mène  paral- 
lèlement à  Oz  et  dans  le  sens  Oz,  un  vecteur  PM  égala  l'aire  S  limitée  par  la  courbe  et  par  les  droites  Ox 
et  OP.  Le  lieu  de  M  est  une  courbe  C. 

1°  Exprimer  les  coordonnées  de  P  au  moyen  des  fonctions  hyperboliques  de  S. 

2o  former  les  équations  du  plan  normal  et  du  plan  osculateur  au  point  M  de  la  courbe  C.  Ce  dernier 
plan  coupe  Oz  en  un  point  Q,   Déterminer  la  surface   engendrée  jjar  la  droite  QM. 

3"  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  ta  courbe  C  en  fonction  de  l'abscisse. 

4°  Construire  la  projection  Ci  delà  courbe  C  sur  le  plan    rOz,  et  évaluer  iaire  comprise  entre  Ox,  /<* 

courbe  Ci  et  la  parallèle  à  Os  qui  coupe  C,  en  un  point  dont  In  cote  z  est    — •     Calculer  cette  aire  au 
moyen  d'une  série  avec  trois  chiffres  décimaux  exacts  et  justifier  de  l'approxiinulion  obtenue. 

On  peut  exprimer  les  coordonnées  du  point  V  en  Conclion  d'un  paramètre  o  au  moytMi  des  formules 

.r  =  ch  9,  y  =  sh  9, 

et  l'aire  considérée  S  a  pour  expression 


"  Jo  -  Jq 


1 

OU  s  =  —  ç>,  <p  =  2S. 

1.  Les  coordonnées  du  point  P   sont  donc  x  =  cli  âS,  y  =  ih  2S, 
et  celles  du  point  M                              .r  =  cli  2S,             7  =  sli  iS,            ;  =  S. 

2.  Ces  relations  sont  les  étjuations  paramétriques  de  la  courbe  C. 
Le  plan  normal  à  celte  courbe  au  poiut  (.c,  y,  z)  a  pour  é((aatioii 

(X  — x)a/-t-(V  -y)y'-i-(Z  —  z)z'  =  0, 
x',  y',  z'  désignant  les  dérivées  de  x,  y,  z  par  rapport  à  S.  On  a 

x'  =  2  sli  2S.  y'  =  i  ch  iS.  :'  =  «  ; 

par  snil(>  ré(|ualioii  du  plan  noi mal  peut  s'éciiit> 

(X     -  ch  ^_>S )!'  sli  l'S   !    0  -  ^1»  -^)^  .-Il  iS  -t-  Z  —  S  =  0, 
ou  !2\  sh  2S  -h  2V  cli  tJS  -t-  Z  —  2  sh  ^S  —  S  =  0. 

D'autre  i»art,  rtM[ualiiiii  du  plan  osi-ulalcur  est 

A(X  —  x)  -f-  IHV  —y) -h  C(Z  —  :)  =  0. 
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où  l'on  pose  A  =  y'z"  -  z'y",     B  =  :'./'  —  x'z",     C  =  x'y"  —  it/'x". 

Gomme  on  a  x"  =  4  ch  28,  y"  =  4  sh  2S,  z"  =  0, 

on  en  déduit      A  =  —  4  sh  2S,  B  =  4  ch  2S,  G  =  8(sh2  2S  -  ch^  2S)  =  —  8. 

L'équation  du  plan  osculatenr  s'écrit  alors 

—  (X  — ch2S)sh2S-H(Y  -  ?h2S)  ch  2S  —  2(Z  -  S)  =  0, 
ou  X  sh2S  — Ych2S-4-2Z  — 2S  =  0. 

Le  point  Q  où  ce  plan  rencontre  l'axe  des  ;  a  pour  cote  S  ;  c'est  précisément  la  cote  du  poiut  M. 
Donc  la  droite  OM  est  parallèle  au  plan  des  xy,  et  comme  elle  rencontre  0:,  elle  engendre  un  conoïde 
qui  s'appuie  sur  la  courbe  (]. 

Les  équations  de  la  droite  QM  étant 

;  =  S,  ^:=-^=th2S, 

./■  ch  2b 

l'équation  de  la  surface  engendrée  par  cette  droite  est 

y  =  .rth  23. 

3.   Soit  p  le  rayon  de  courbure  au  point  M  ;  on  a 

^  _    (x'-'  -+-  y"  -h  z"r 
?    -      A^— B^  +  C^ 
Remplaçons  a',  ?/',  z'.  A,  li,  C  parles  valeurs  obtenues  antérieurement,  nous  obtenons 

,  _    r4(ch'-'  2S  ^  sh-  2S)  -^  1/ 
^    ~     16[ch-  2S-4-  sh^  2S  -t-4i 
Or  ch2  2S  =  .r-,  sb^  2S  =  rh*  2S  -  1  =  x^   -  1, 

(8jr^— 3)^ 


donc 


KK^a-^ -+- 3) 

4.  L'équation  de  la  courbe  G,  est 

/  =  ch  2:. 

D'après  la  déliiiitioti  d(>  hi  couibe  G  ou  ne  peut  donner  a  :  que  des  valeurs  positives,  et  lorsque  z 

croit  de  0  à    -f-  oo,     .r  croit  de  1  à     -f-  oc  ;     nous  en  déduisons  l'arc  de  courbe 

^         AL.   Le  point  A  a  pour  abscisse  1,  et  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  Oc, 

dr  ,    , 

puis(iue  — p-  ou  2sh  23  est  nul  pour     3  =  0. 
dz 

D'autre  parL  quand  ;  augmente  indéliniment  —  augmente  aussi  indéfini- 


ment, car  on  peut  écrire 
AH  ^  .,.         ch  23  1 


^[^^91 


par  suite  la  branche  inlinie  de  courbe  est  parabolique  dans  la  direction  Ox. 

Soit  B  le  point  de  la  courbe  dont  la  cote  e;^t  —  ;  menons  BH  perpendiculaire  à  Ox,  il  faut  calculer 
l'aire  ABU. 

Cette  aire  est  égale  à     I    zdx,  ou,  en  remplaçant  dx  par  2  sh  23t/3,  à 

2      /     '3sh  23^3. 

Intégrons  par  {)arties,  nous  avons 

r     ,        ,  ch23  rch23    ,  ch23        sh  22 

j    3Sh23./3    =    3   -^ j     -^./3    =    3 —, 

et  i)ar  suite 
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^  n  ,  ^  ,     ^  r  1    ch  1     sh  i  n     i  e-* 

2(    =sh2../.  =  2|  ^.-^ _|=_  (chl-shl)  =  — . 

«-'  1  \ 

L'aire  cherchée  est  donc  égale  à ou  à  -—  •   Calculons  d'aboid  —   Nous  avons 

^  ii,e  '• 

J_  _    ._,  _  1  I  \  i  l     ^ 

le  second   membre  est  une  série  alternée.  L'erreur  commise  en  s'arrêtant  à  un  ternie  quelconque  est 
moindre  que  ce  terme  en  valeur  absolue  et  a  même  signe  que  ce  ternie. 

1  1         :i 

Comme  on  a      — —  =  0.000024  . .    ,     on  a     —  <  — r?     et  on  peut  écrire 
^\  H  '  1 0" 

e 

1         I         1         I         1         I  ^  :i 

en  posant     A  = 1 i et     0  <  îi  -< • 

Calculons  les  difîérents  lermos  de  A  à près,  les  ternies  positifs  par  délaul  et  les  termes  négatifs 

par  excès. 

Nous  obtenons 

-^  =0,5  ~    =0,16667--.. 

-i    =  0,04166-+-  e,  -i-  =  0.0083't   -  e. 

4  !  o  1 

-?-  =  0,00138  -h  îa  -^r  =  0,000^20  —  =, 

F)  !  /  ! 


0,54304  ^  s.,  +  €3  (),17y-21    -^E,-4-£,^£,l 

cj,  £;,,  £4,  £..,  £„   étant  positifs  et  moindres  que  -rôT ' 

On  en  déduit  A  =  0,54304  — 0,17521 -h  s,  0<£<--^ 

et  _  =  A  -f  £,  =  0,36783  -}-£',  «  <  ^'  <  -rrr  • 

e  10^ 

1  1 

Donc—  est  compris  entre  0,36783  et  0,3671)1,  et  par  suite  —   entre  0,183ili:i  et  0,l831)o5. 

(;  'le 

I/aire  demandée  est  donc  égale  a  0,1831) 

avec  (jualre  (^liilIVes  décimaux  exacts. 

.).    SOUHAIiiM;.  ;i  Monl-de-.Marsan. 

BoniuîS  solutions  [lai-  MM.  .\mui.ah1),  ;i  IWiiiies  ;  II.  I".,  à  Lyon  ;  G.  Lacii,  a  lîodez  :  I  .  Montai  t.  h  Oi.ui  :    l'aiil  Rkmomii^.  à 
Har-ie-l)uc  ;  A.  Uorssi;.\ii,  ii  Kournes-en-Weppe. 


1863.  -  iJdiis  un  /ihni  m  liai/ se  Iroiirr  nui'  rl/i/'sr  dont  li's  liivn-itjfs  sont  «'j/OM.r  «i  I  *'t  A  %/3,  ce 
di-niirr  rlinil  liiniziiiilii/.  Sur  crllr  cuinhr  prnt  >(•  indiirinr  sniis  frollcnienl  un  fioinl  .M  pesant,  soumis  1)  utir 
fnrci'  nltniclive  V  ijiu  nunne  du  point  C.  sunniirl  Ir  ftlus  lili'ii'  dr  i'rllipsc  La  forer  V  est  pi ofiortionnrlle 
il  la  distiinre  CM,  et  serait  i^i/nle  à  In  inoilir  du  poids  du  pinnl  M  si  eelui-ci  Ha\l  place  mi  centre  ite  h 
riinrlie.  7 roiirrr  /es  posilions  d'njuiiilirr  du  point  M,  et.  pour  rlinruue  d'etifs,  déterminer  /<i  réaction  de  In 
courlir . 
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Pour  qu'il  y  ail  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  résultante  de  la  force  F  et  du   poids  P  soit  nor- 
male à  l'ellipse  au  point   M. 

Cette  condition  est  évidemment  remplie  quand  le  point  M  est  en 

C  ou  en  C;  nous  allons  chercher  s'il  y  a  d'autres  positions  d'équilibre. 

La  force  F,  qui  est  proportionnelle  à  la  distance  CM,  est  égale  à 

P 

—     quand  le  point  M  est  en  0,  c'est-à-dire  à  l'unité  de  dislance  du 

P 

centre  attractif,  on  a  donc     F  =  — .CM. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  du   point  M  et  r  la  distance  CM.  Les 

cosinus  directeurs  de  la  demi-droite  MC  sont 
sur  les  axes  sont 


X  \    7/ 

—    et     —,     donc  les  projections  de   la  force  F 


P 


Px 
9^ 


Celles  du  poids  P  sont 

X,  =  0,  Y.,  =  -['. 

Donc  les  projections  de  la  résultante  ont  pour  valeurs 

Vx 


X  =  x,  +  x,  =  — 


-2 


V,  -+-  Y,  =^  — 


P(l  -^-  ?/) 


L'équation  de  l'ellipse  étant      f{x,  y)  ^  -; — h  y- —  1  =  0,     la  pente  de  la  normale  au  point  (r,  y) 


est  égale    à  —-^r     ou     -^--     Pour  que  la  résultante  soit  normale  il  faut  qu'on  ait 

Y        .3v 


ou 


X  X 


et  comme   nous   supposons     r  =£  0,     nous  en  tirons     y  =  —  • 

On   obtient  ainsi  deux   positions  d'équilibres  H  et  H',  symétriques  par  rapport  a  0»/.  Les  coor- 

3  1  3  1 

données  du  point  II  sont    —    et    —  5    celles  du  point  M', et     — • 


La  réaction  it  en  l'un  de  ces  points  est  égale   en   valeur  absolue  a  la  résultante  v'X'' -i- Y^   On  a 


donc 


R^  =  \^  -4-  Y^  =  -^  r.r'  -^(^  -+-  yy\. 


ou,  en  remplaçant  .r-  {)ar   —    et  y  par    — 


R^  = 


9P^  R  =  E^î 


8  't 

On  verra  facilement  qu'aux  autres  positions  d'équilibre  C  et  C  la  réaction  est  égale  à  P  et  à  zéro. 

Paul  RÉ.UONDIN,  a  Har-le-l)uc. 

lionnes  solutions  par  MVI.  Ambi.aiu)  ;  G.  Dkperhois,  à  Chartres  :  G.  Lacr,  à  llodez  ;  Nkvkj.vns  ;  H.  Mwen,  à  AIbi  ;  L    Mo.ntaut, 
à  Onui  ;  A.  Rousseau,  à  tournes;  J.   SouuAiof^É,  à  Mont-de-Marsaii. 


1864.  —  On  a  un  mélange  de  chlorure  de  sodium  et  de  chlorhydrate  d'ammoniaque.  On  en  prend  l''',350 
que  l'on  met  dans  un  petit  ballon  et  l'on  ajoute  un  excès  de  soude  caustique.  Ce  ballon  est  relié  à  un  vase 
approprié  contenant  10  cenliinèires  cubes  d'acide  sulfarique  titré  à  -49^  par  litre.  On  chauffe  le  ballon  peu- 
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danl   un   temps  suffisant   pour  que  tout   l'ammoniac  se  dégage  ;  ce  gaz  est  retenu  par  Cacide  snlfuritfue. 

Une  fois  l'opération  terminée,  on  constate  que  C acide  n'a  pa%  été  entièrement  neutralisé  ;  pour  le  neu- 
traliser complètement,  il  faut  lui  ajouter  3c"i',  7  d'une  liqueur  alcaline. 

Sachant  que  20^'"^, 5  de  celle  même  liqueur  neutralisent  lO'^'"^  de  l'acide  sulfarique  titré  à  Â^'^  par  litre, 
on  demande  quelle  est  la  quantité  de  chlorhydrate  d'ammoniaque  qui  se  trouve  dans  luO^  du  mélange  des 
deux  chlorures. 

H=l,     Az  =  14,      0=IG,     S  =  3-2,     Cl  =  35,o. 

L'ammoniac  qui  s'est  dégagé  dans  la  réaction 

AzH'Cl  -H  NaOH  =  AzH^  -h  NaCl  -h  H'O 
a  neutralisé  une  certaine  quantité  d'acide  sulfurique  et,  pour  achever  celle  neutralisation,  il  faut  3,7  de 
liqueur  alcaline,  alors  qu'il  en  faudrait  2o,o  sans  ammoniac.  L'ammoniac  a  donc  produit   le   même 
ellet  que     25,5  —  3,7  =  2i,8     de  liqueur  alcaline. 

Or   25,5   de    liqueur   alcaline   neutralisent    10    de    liqueur    sulfurique;    21,8   on   neutraliseraient 

1^)X21,8  ^  ....  .       j     ,•  ,f     •  .-     .        '       ^  ,•     , 

et,  comme  chaque  centimètre  cube  de  liqueur    sulfurique  contient  de  molécule 

25,  o  -OUU 

d'acide,  l'ammoniac  a  neutralisé 

10x21,8  1  ,.,... 

— : X  —rrrr  molécules  d  acide  sulfurique. 

25,5  2000  ^ 

Mais  la  réaction     SO^H^ -t- 2AzH^  =  SO^AzH^)^     montre  qu'à  une  molécule  d'acide  correspondent 

deux  molécules  d'ammoniaque  et,  par  conséquent,  deux  molécules  de  chlorhydrate  d'ammoniaque.    Le 

218 
nombre  des  molécules  de  chlorhydrate  est  donc  — rr; —  •    Le  poids  moléculaire  du  chlorhydrate  d'ani- 

•^  :2ooUU 

218x53.5 
moniaque  étant  53,  5,  le  poids  de  chlorhydrate  employé  est ■„„,^,. —  et  le  poids  contenu  dan^  lOO* 

2ODU0 

du  mélange  primitif  est 


25500  1,35 

Honnes  solutions  de  MM.  G.  Lacu  ;  li.  Maisen  ;  L.  Montait;  J.  SduiuniNt. 


NÉVEJANS. 
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1850.  —  On  considère  deux  axes  rectangulairei,  Or  et  (d/,  et  un  point  M,  dont  tes  r>'<n'l<ni)''''s  sont 
X,  y  (III  o),  p.  On  ahaisse  de  ce  point  les  perpendiculaires  MT,  MO  •'•■i"'  0.r  et  Oi/  ;  puis  IMt,  OS  vu»-  (»M;;><ir 
h'S  j)oinls  II  et  S,  on  mène  des  purallrlrs  aiir  (i.vcs,  (jui  se  ronprni  en    a,  ;x  . 

i"  l'étudier,  pour  chaque  point  [i,  [ji ,  lu  iransfonnntion  unisi  définie,  m  coordonnées  polaires  et  en  coor- 
don  lires  rectangulaires. 

ii"  Quels  sont  les  liru.r  dr  ces  points  qii,niil  M  dècit  une  droite,  un  cercle  conceniriqur  à  l'ori^jine,  un 
cercle  ayant  son  <:nilre  sur   O.r    r/  passant  m  O,  etc. 

Sdiciil  -.  cl  (.;  les  coordoniifcs  polaires  (in  [Htint  Mr,»/^.  \  cl  Y  les  coordonn<Vs  du  puinl  ;*  oblenu 
en  nu'iuiMl  par  II  la  parallèle  à  Ox  et  par  S  la  parallèle  à  O7  ;  soient  enlin  \,  el  V,  les  coonlonnoe»  du 
point  (Ji'  obtenu  l'ii  menant    pai-   Il  la  parallèle  ix  Oy  et  pur  S  la  parallèle  à  (>j 
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.V 

0 

___,M 

^l'^ 

à 

i 

'M 

0 

T 

JC 

On  a     X  =  OScosw,       Y  =  OR  sin  w,       X,  =ORcosoj,       Y,  =  OSsinio. 
Mais     OS  =  OOsinoj  =  osin^.o  et  OR  =  OPcosw  =  pcos'^w. 

^    X  =  p  sin-  o)  cos  w,  V    X,  =  p  cos^  w, 

Donc  on  a  f^  1    a-  a       •  '"^  /    v         .c,-,.3,> 

(    \  =  p  cos^  o)  sin  oj  ;  f    i ,  =  p  sur  'u, 

équations  donnant  les  lieux  des  points  .u  et  [i.'  lorsque  M  décrit  la  courbe  p  =  /"(o)). 
Pour    le    point  [ji  on  a     X^ -?- Y-  =  p- sin- (o  cos*  w.     Donc  le  p  de  u  e<t  égal  à 

—  p  sin  2w.  On  voit  alors  que      —  =  tg  i»,  donc  le  ">  de  ;jl   est  le  complément  de  celui  de  M  ;  par  con- 
séquent si  M  décrit  la  courbe     p  =  A("j)     i^  décrira  la  courbe  p  =  —  sin  :2o>  /^J  _  —  w  \  ■ 
On  peut  encore  délinir  la  transformation  par  les  équations 


ot  iJ-  <^  :, 


Dans  la  suite  nous  considérerons  surtout  le  point  u   pour   lequel    les   formules  de  tran>^formation 

Y  T  ,    .  ^ 

inverse  s'obtiennent  simplement;  on  a  — -  =  — .     d'où     y  =  x  ——  •     Portons  dans  \  ; 

X  V  I 

x^r-  „  ,     '  x^-f-Y^  X^  -r-  Y^ 

Soit   /-(.r,  y)  =  0     le  lieu  de  M,  le  lieu  de  a  sera    f\y{X^-^r').  X(X^^Y^),  XY]  =  0. 

Cette  équation  montre  que  si  f(x,y)  est  d'ordre    m.  le  lieu  do  ;jl  sera  en  général  d'ordre  3m,  passera 
2m  fois  à  l'origine  où  les  tangentes  seront  les  axes  et  m  fois  aux  points  cycliques. 

1"  M  décrit  une  droite  quelconque,  [i  décrira  une  cubique  circulaire  ayant  à  l'origijio  un  point  dou- 
ble à  tangentes  rectangulaires,  donc  une  strophoïde. 

En   efïet,  soit     ax -h  by -^  c  =  0     le  lieu  de   M.    celui   do  .a  sera     {<iy -h  f>x){.r-^ -h  y-) -h  cxy  =  Ù  ; 
c'eslhlenune  strophoïde. 

Si  la  droite  passe  à  l'origine,     c  =  0,     il  reste  la  droite     ay  +  hv  =  0,     symétrique  de  la  première 
par  rapport  à  la  première  bissectrice. 

Si  la  droite  est  parallèle    à   l'un   des  axes,     x  —  a,     le  lieu  est  alors     .r- h- y- —  «jj  =  0,     cercle 
décrit  sur  OP  comme  diamètre. 

!2°  Si  M  décrit   un   cercle  quelconque     x'^ -\- y-  —  'inx  —  2by -h  c  =  0,      le  lieu  de  ;i.  est  la  5e.r/jVyu«? 
(a;-2  H-  ij-)'^  —  i(ay  -+-  ijx)[x-  -h  ?/-)j\i/H-  ex- y-  =  0, 
qui  a  un  point  quadruple  à  l'origine  avec  les  axes  pour  tangentes. 

Si  le  cercle  passe  à  l'origine,     c  =  0,     il  reste  (r^  +-?/-)'-  —  2{ny  -+-  hv)ty  =  0.     Nous  verrons  que 

c'est  une  podaire  dhypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

Si  le  cercle  a  son  centre  à  l'origine,  le  lieu  devient 

\ 

(j^2  _^_  y^yi  -^  rx^y'^  =  0,        r  =  —  R-  ;         on  a         (x-  -h  y-y  —  Wx'y^  =0,         ou         P  =  —  1^  s'"  ^w  ; 

c'est  la  rosace  à  quatre  branches. 

3"  Si  le  point  M  déci'it  une  kreuzcurve       —  -i-  —  =  -    .     le  lieu  de  a  est 

x-^        y'       «' 

l  1  l 

; 1 = ou  x'^  -\- y'^  —  a'-,     cercle  dedéiinition  de  la  kreuz- 

îy-(.r--h'(y-)-         x-{x- -h  y'^)-  a'-x-y- 

curve. 

Si  le  point  M  décrit  une  parabole  passant  en  0  et  dont  la  direction  de  l'axe  est  un  des  axes  de  coor- 
données, soit     xf —  2ax—tby  =  0,     le   lieu  de   jjl  devient     x'^x^  ^y'^) —  ^{ay -\- bx)xy  =  0.,     qui  se 
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décompose  en  l'axe       Oy  :  x  =  0       et  la  cubique      x{x^  -\-  if)  —  2(aj/  -i-  bx'pj  =  0,       cubique  ayant  un 
point  double  à  l'origine;  nous  verrons  que  c'est  une  podaire  de  parabole. 

Si  la  parabole  a  son  sommet  en  0,  y'^  —  2ax  =  0,  il  vient  x  =  0  et  x(a;^ -}-?/-)  —  2ai/»  =  0  ; 
c'est  une  cissoïde  droite. 

Si  le  point  M  décrit  une  hyperbole  équilatère,  il  y  a  deux  cas  intéressants  :  les  asymptotes  sont  les 
axes;  on  a  xy  =  a^  ;  le  lieu  de  [j.  devient  xy{x^  -^y^j-  =  a^xHj^  qui  se  décompose  en  les  axes 
X  =  0,     y  =  0     et  la  lemniscate     (x^  ■+•  y^y  —  a^xy  =  0. 

Si  l'hyperbole  passe  k  l'origine  :     xy  — ax  —  by  =  0,     le  lieu  de  u  devient 
xy{x'^  -+-  y'^y  —  {ay  -+-  bx){x^  -\-  y^)xy  =  0        ou         a;  =  0,        .7  =  0         et         x-  -h  y-  —  ay  —  bx  —  0, 
c'est-à-dire  les  axes  et  le  cercle  décrit  sur  la  droite  joignant  l'origine  au  centre  de  l'hyperbole  comme 
diamètre. 


,y 

Q 

;_     m 

1  V  1 

!AL 

A/i  ^  \ 

l^     '       ^\ 

0 

i       T\    ^ 

1 

A 

Solution  géométrique.  —  La  symétrie  de  la  figure  par  rapport  à  la  parallèle  à  Oj/  menée  par 
le  milieu  de  OM  montre  que  les  deux  points  a  et  u'  sont  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  0  et  M  sur  la  droite  PQ.  Le  lieu  ja  est  en  particulier  la 
podaire  de  l'enveloppe  de  PQ  par  rapport  à  l'origine.  Supposons  que  M  décrive 
une  courbe  d'ordre  m;  cherchons  combien  de  droites  PU  passent  en  un  point  A 
quelconque  du  plan  ;  les  droites  issues  de  A  décrivent  sur  les  axes  deux  séries 
homographiques  P  et  Q  ;  les  droites  PM  et  QM  décrivent  donc  deux  faisceaux 
homographiques  ;  le  lieu  du  point  M  est  donc  une  hyperbole  équilatère  dont  les 
asymptotes  sont  les  parallèles  à  Ox  et  Oj/  menées  par  A.  Cette  hyperbole 
coupele  lieude  M  en  2m  points  auxquels  correspondent  2m  droites  PQ  passant  en 
A.  L'enveloppe  de  PQ  est  donc  de  classe  2m.  Mais  si  M  va  à  l'infini,  la  droite  PQ  va 
en  général  à  l'infini  ;  le  lieu  de  M  étant  d'ordre  m,  la  droite  de  l'infini  est  langeiile  nuiltiplo  d'ordre  m  ; 
pour  avoir  l'ordre  de  la  podaire  par  rap})ort  à  0,  je  cou{)n  par  une  droite  A  passant  en  0  ;  les  points 
qui  sont  surcette  droite  sont  donnés  par  les  tangentes  à  l'enveloppe  de  PQ  issues  du  point  à  l'inlini  sur  la 
direction  perpendiculaireà  A;  il  y  ena  2m  dont  m  sont  rejetésà  l'infini  etne  comptent  pas  ;  en  oulre  2m 
droites  PQ  passent  en  0  ;  0  est  un  point  multiple  d'ordre  iLm  du  lieu  de  ,a  qui  sera  d'ordre  3m. 
Si  M  décrit  une  droite,  PQ  enveloppe  une  parabole  tangente  aux  axes  et  dont  la  directrice  passe 
en  0  ;  le  lieu  de  a  est  une  strophoide  tangente  au.\  axes  en  0. 

Si  la  droite  passe  en  0,  le  lieu  de  [jl  est  aussi  une  droite  ;  le  lieu  de  ;ji'  aussi. 
Si  la  droite  est  parallèle  à  un  axe,  soit  à  Oj/,   P  est  fixe,   u  décrit  le  cerole  de 
diamètre  OP;  en  outre     Qij- =  Ppi' :     </  décrit  la  cjAso/c/t' (//oj/»' de  l'axe  Oy  et  du  cer- 
cle OP. 
p     ù-         Si  M  décrit  un  cercle  de  centre  0,   PQ  envrl()[)p(>  une  hypooy- 
cloïde   à  quatre  rebroussements  ;  on  voit  alors  que  jji'  décrit  cette 
hypocyclo'ide,  car  M  est  le  centre  instantané  de  rotation,  et  u  dé- 
crit la  podaire,  la  rosace  à  quatre  bravchrs. 

Si  M  décrit  un   cercle   passant  en  O,    les  dioite-^  PQ  sont  les 
droites  deSinison  du  triangle   OAH  ;  elles  enveloppent  une  liypocycloïdc  a  trois  rebroussements  ;  io  lieu 
de  [x  sera  la  jxulairc  de  critr  bt/pocycloidc  par  rapport  à  O. 

Si  M  décrit  une  kreu/.curve,  le  lieu  de  ,u  est  évidemment  le  cercle  de  définition  de  la  courbe. 

Si   M   (lecril   une  hyperbole  iMHiilalt'ie  .iviint  pour  asymptotes  Oj-  et  Oy,  l'enveloppe 


,^I  1 

(le   PQ  est  évideninii'iit  I  lioinollii'ti(|ue  du   lieu  de    M    d.ins   le    rapport    — 


donc  une 


hyperbole  équilatrie  de  centre  O  ;  la  podaire  par  rapport  à  O  est  évidemment  une  quar- 

tiqiie   l)icireulaiii>  tangenti'  aux  axes  en  O,  donc  une  lemniscate. 
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Si  M  décrit  une  hyperbole  équilatère  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  et  passant  en  0,  Tliy- 
perbole  équilatère  relative  à  un  point  A  et  servant  à  déterminer  les  droites  PQ 
passant  en  ce  point  coupe  le  lieu  de  M  en  deux  points  à  l'infini  sur  les  axes,  un 
en  0  et  un  seul  autre  point. 

Donc  l'enveloppe  de  PQ  comprend  les  points  à  l'infini  sur  Ox  et  0^^,  le 
point  0  et  un  autre  point  ;   en   prenant  M  à  l'infini,  les  droites  PQ  sont  les 
^  asymptotes  :  le  point  cherché  est  le  centre  w  du  lieu  de  M. 

Donc  le  lieu  de  ii  est  composé  de  Ox,  Oy  et  du  cercle  décrit  surOw  comme 
diamètre. 

On  peut  considérer  le  cas  où  M  décrit  une  parabole  dont  l'axe  estparallèle  à 
Ox  ou  Oy,  soit  à  Ox,  et  passant  en  0  ;  l'hyperbole  relative  à  un  point  A  coupe  la  parabole  en  un  point 
0,  en  un  point  à  l'infini  sur  0.x  et  deux  autres  points  ;  on  voit  que  l'enveloppe  de  PQ  comprend  le 
point  0,  le  point  à  l'infini  sur  Ox  et  une  conique  qui  est  évidemment  une  parabole.  Le  lieu  de  fx  est 
donc  une  podaire  de  parabole,  le  point  0  et  Taxe  Oy. 

Si  le  point  0  est  sommet  de  la  parabole,  on  aura  une  cissoide  droite  comme  lieu  de  \i.. 

J.  LE  MENS. 

Très  bonne  solution  de  M.  Soubaigné. 

Bonnes  solutions  :  MiM.  G.  Lacii,  à  Rodez  ;  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  Névejans  ;  A.  Roossbau. 
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1869.  —  Un  tétraèdre  régulier  ARCD  a  trois  sommets  A,  B,  G  dans  le  plan  horizontal  de  projection  et  le 
quatrième  sommet  D  au-dessus  du  plan  horizontal . 

Soient  (S)  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  et  (P)  le  paraboloide  hyperbolique  nui  passe  par  les  côtés  du 
quadrilatère  (jnuche  AliCDA.  (P)  partage  le  volume  limité  par  (S)  en  deux  volumes  dont  l'un  contient  le  milieu 
de  l'arête  RD  du  tétraèdre.  On  représentera,  en  projection  horizontale  seulement,  ce  dernier  volume  supposé 
limité  au  plan  horizontal  de  projection  et  à  un  autre  plan  horizontal  situé  à  un  centimètre  au-dessous  du  point  D. 

Mise  en  place  :  On  supposera  que  le  point  D  se  projette  au  rentre  de  la  feuille,  que  l'arête  AC  est  parallèle 
au  grand  côté  de  la  feuille  et  à  gauche  du  point  D.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  a  10  centimètres  de 
rayon. 

On  indiquera  la  construction  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  commune  à  la  sphère  et  au  paraboloide  et  de 
la  tangente  en  ce  point  ;  la  tangente  sera  tracée  en  trait  mixte  noir.  Les  lignes  de  construction  seront  tracées  en 
traits  pleins  rouges. 

(École  Polytechnique,  concours  île  i'JîO.) 

Après  avoir  trace  la  circonférence  de  rayon  da  =  10'="',  nous  menons  la  corde  ac,  perpendiculaire  au 
milieu  du  rayon  de,  et  sa  longueur  donne  le  côté  du  triangle  équilaléral  abc,  base  du  tétraèdre.  Pour  avoir  la 
sphère  circonscrite  il  suffit  de  rabattre  le  plan  vertical  ad  et  de  décrire  dans  ce  plan  rabattu  l'arc  de  rayon  ab 
qui  coupe  la  verticale  du  point  d  en  d',  ce  qui  donne  la  hauteur  dd'  du  tétraèdre.  Il  suffit  maintenant  de 
mener  la  perpendiculaire  à  ad'  en  son  milieu  pour  avoir  au  point  w'  où  elle  coupe  dd'  le  rabattement  du 
centre  de  la  sphère  circonscrite,  et  la  cote  rfw'  de  ce  centre.  Le  rayon  de  la  sphère  est  donc  lu'd'  et  nous  pou- 
vons tracer  son  contour  apparent  en  prenant  pour  centre  le  point  d. 

Le  paraboloide  hyperbolique  a  pour  contour  apparent  la  parabole  enveloppe  des  projections  de  ses  géné- 
ratrices. On  obtiendra  autant  de  génératrices  que  l'on  veut  en  graduant  l'arête  ad  par  exemple  d'une  manière 
arbitraire  —  le  plus  simple  est  ici  de  la  diviser  en  dix  parties  égales,  donnant  l'indice  zéro  au  point  a  et  l'in- 
dice 10  au  point  d  —  puis  divisant  bc  en  un  même  nombre  de  parties  égales,  zéro  étant  en  b  et  10  au  point  c, 
et  joignant  les  points  de  même  indice  sur  les  deux  arêtes.  On  peut  sur  chaque  génératrice  construire  le  point 
où  elle  touche  son  enveloppe  en  appliquant  la  méthode  ordinaire  qui  donne  le  plan  tangent  au  paraboloide 
parallèlement  à  une  direction  verticale,  ou  encore  en  se  reportant  au  tracé  d'une  parabole  dont  on  connaît 
l'axe,  qui  est  ici  manifestement   bde,  et  autant  de  tangentes  que  l'on  veut.  Le  point  de  contact  sur  la  généra- 
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trice  ad  est  au  milieu  de  l'arête  et  sa  projection  sur   ed   fait  connaître  la  sous-tangente  dont  le  milieu  s  est 
le  sommet  de  la  parabole.  Son  paramètre  est  donné  par  la  sous-normale. 

Point  courant  et  tangente.  -  Proposons-nous  de  chercher  un  point  sur  la  génératrice  qui  joint  les  points  6 
par  exemple.  A  cet  effet  nous  projetons  cette  génératrice  fg  \erticalement  en  /"g'  «t  nous  déterminons  le 
point  h',  h  qui  a  la  cote  du  centre  de  la  sphère  et  nous  rabattons  le  plan  QFG  autour  de  l'horizontale  ûH  sur 
le  plan  horizontal  qui  passe  par  12.  La  génératrice  se  rabat  suivant  y"hp"  qui  coupe  le  grand  cercle  de  la 
sphère  en  un  point  p"  dont  le  relèvement  p  donne  un  point  de  la  courbe  dinlerseclion.  Nous  n'avons  pas 
construit  le  second  point  d'intersection  qui  se  trouve  sur  la  partie  de  la  sphère  qu'on  doit  enlever. 

La  tangente  au  point  p  est  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces  en  ce  point.  On  a  le  plan 
tangent  à  la  sphère  en  menant  la  tangente  en  p,  p'  au  grand  cercle  vertical  et  prenant  sa  trace  -  sur  le  plan 
horizontal  de  base  du  tétraèdre,  d'où  l'horizontale  ttO  du  plan  tangent.  On  a  le  plan  tangent  au  paraboloïde  en 
construisant  la  seconde  génératrice  passant  au  point  P.  A  cet  effet  on  prend  l'intersection  du  plan  ABP  avec  le 
plan  PCD  en  se  servant  du  plan  horizontal  auxiliaire  p[q[  qui  donne  la  direction  pq  de  l'horizontale  du  plan 
PCD  ;  sa  parallèle  cr  coupe  l'horizontale  de  même  cote  ab  du  plan  ABP  au  point  r,  en  sorte  qu'il  suffit  de 
joindre  les  traces  g  et  r  des  deux  génératrices  qui  passent  en  P  pour  avoir  la  trace  du  plan  tangent  au  parabo- 
loïde. Elle  coupe  tiO  au  point  0,  qui  détermine  la  tangente  Op  au  point  considéré. 

Si  l'on  remarque  que  l'arête  DB  est  perpendiculaire  au  plan  ACw  tjui  contient  le  rayon  wA  de  la  sphère, 
on  en  déduit  que  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  A  coupe  le  plan  tangent  au  paraboloïde  en  ce  point,  qui  n'est 
autre  que  le  plan  AUB,  suivant  une  parallèle  à  DB.  Donc  la  tangente  en  a  à  la  section  est  parallèle  à  db,  et 
pour  la  même  raison,  la  tangente  en  c  lui  est  aussi  parallèle. 

Le  plan  horizontal  dont  la  cote  est  inférieure  d'une  unité  à  celle  du  sommet  D  coupe  le  paraboloïde  suivant 
une  courbe  homothétique  à  la  section  par  le  plan  de  base  ABC,  c'est  donc  une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  à  AB  et  BC.  Son  centre  est  d'ailleurs  sur  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  ce  plan, 
diamètre  qui  passe  par  le  point  B  et  est  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  directeurs.  Or  cette  intersection 
est  manifestement  la  droite  qui  joint  le  point  D  au  point  symétrique  de  B  par  rapport  à  AC,  et  cette  droite 
est,  on  le  sait,  perpendiculaire  à  la  direction  de  l'arête  DB.  Nous  projetterons  donc  la  tigure  sur  le  plan  vertical 
DB  et  mènerons  la  perpendiculaire  ba'  à  la  direction  bd'.,  de  la  projection  verticale  de  DB.  Le  point  o',  o  qui 
a  la  cote  du  centre  de  la  sphère  donne  le  centre  de  l'hyperbole  section  du  paraboloïde  par  ce  plan  et  qui  a  pour 
asymptotes  ok  et  ol  ;  on  pourrait  se  servir  decette  hyperbole,  dont  on  connaît  deux  points  sur  les  génératrices 
CD  et  AD,  pour  déterminer  les  points  où  la  courbe  d'intersection  touche  le  contour  apparent  de  la  sphère.  Le 
centre  de  l'hyperbole,  section  par  le  plan  qui  limite  supérieurement  le  solide,  étant  hors  des  limites  de  l'épure, 
on  construira  cet  arc  d'hyperbole  par  points,  en  prenant  l'inlersection  de  son  plan  avec  un  plan  passant  par  ab 
et  un  point  quelconque  de  la  génératrice  CD.  En  particulier  le  plan  ABU  nous  donne  le  point  /»J,  m  situé 
sur  AD. 

Solide  commun.  —  Le  solide  de  l'énoncé  a  pour  contour  apparent  le  grand  cercle  horizontal  de  la  sphère 
limité  aux  points  ri  où  il  se  raccorde  avec  la  courbe  d'intersection  dont  les  arcs  viv>io  sont  vus,  puis  de  l'arc 
de  parabole  ViS  qui  est  une  partie  du  contour  apparent  du  paraboloïde.  L'a^c  de  petit  cercle  ici^iCi  ainsi  que 
l'arc  d'hyperbole  ici'^ivi  sont  vus  et  limilcnt  le  solide  à  sa  partie  supérieure,  tandis  que  l'arc  de  cercle  abc  et 
les  génératrices  ab  et  bc  sont  cachés  et  limitent  sa  base  inférieure. 

Bonne  épure  de  M.  A.   Housseal,  à  Fournes. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  [Suite.) 


7849.  —  Lieu  de  la  droite  intersection  de  deux  plans  rectangulaires  passant  chacun  par  une  droite  fixe.  Sections  circu- 
laires de  la  quadiique  lieu.  Démonstration  géométrique. 

7850.  —  Déterminer  les  axes  de  la  section  de  la  surface    x'^  -+-  y-  -i-  2:-  —  1  =  0    par  le  ]ilan     2  =  .r  -f-  2y. 

7851.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  un  cône  du  deuxième  degré  deux  plans  tangents  rectangulaires. 

X-  W»  2« 

7852.  —  La  normale  en  un  point  M  de  l'ellipsoïde 1- -rr  -l 1  =  0     rencontre  les  plans  de  coordonnées  aux 

*^  a»        b^        c- 

points  A,  B,  C.  Trouver  le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  de  ces  trois  points  quand  le  point  M  se  déplace  sur  l'ellip- 
soïde . 
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7853.  —  Equation  générale  des  paraboloïdes passant  par  un  cercle  donné  et  ayant  leur  axe  parallèle  à  une  droite  donnée. 

7854.  —  Démontrer  que  le  cône  qui  a  pour  sommet  un  foyer  d'une  quadrique  de  révolution,  et  pour  base  une  section 
plane  est  lui-même  de  révolution. 

7855.  —  Trouver  toutes  les  quadriques  qui  coupent  à  angle  droit  la  surface 1- -^ — I —1=0    en  tous  leurs 
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points  d'intersection. 

7856.  —  Normales  à  l'ellipsoïde.  Cône  de  Chasles.  Cubique  des  normales. 

7857.  —Étudier  la  surface  z(y -^  mx) -h  2px  =  0 .  Génératrices.  Lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
parallèles  à  O2. 

78.>8.  —  Etudier  analytiquement  les  points  doubles  de  la  projection  horizontale  de  l'intersection  de  deux  quadriques. 

785Î).  —  Trouver  une  représentation  paramétrique  rationnelle  du  paraboloïde    a;- -h  y-  =  2pz. 

7800.  —  Trouver  les  paramètres  directeurs  d'une  droite  passant  par  un  point  M  et  rencontrant  les   plans  coordonnés 

en  des  points  I»,  Q,  K  tels  que  l'on  ait    - —  =  — —  =  - —  ,     a,  b,  c  éUmt  des  constantes.  Montrer  que  cette  droite  est 

abc 
normale  à  une  famille  de  quadriques.  surfaces  de  niveau  d'une  force  supportée  par  la  droite. 

7861.  —  On  considère  deux  quadriques  passant  par  0:  et  se  raccordant  en  tous  les  points  de  cette  droite.  Etudier 
l'intersection. 

7862.  —  Ëquntion  générale  des  paraboloïdes  admettant  le  plan  3  =  0  comme  plan  directeur.  Simplifier  le  plus  possible 
cette  équation  en  choisissant  convenablement  les  axes  de  coordonnées. 

7863.  —  Condition  pour  qu'un  cône  soit  capable  d'un  trièdre  trirectangle  inscrit.  Les  plans  normaux  au  cône  suivant 
les  trois  aréles  d'un  tel  trièdre  passent  par  une  même  droite. 

7864.  —  Étudier  la  surface  z^—  x^  -+■  y'^ -h  2-)  -f-  a-(x-  —  2»)  =  G.  Calculer  le  volume  compris  entre  deux  plans  paral- 
lèles au  plan  des  xy.  Ce  volume  est-il  toujours  fini  ? 

7865.  —  Plan  polaire  d  un  point  par  rapport  à  un  ellipsoïde.  D'un  point  fixe  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  son 
plan  polaire  ;  trouver  la  droite  conjuguée.  Condition  pour  que  les  plans  polaires  de  deux  points  soient  rectangulaires. 

7866.  —  Démontrer  que  la  surface    x^  —  y- z^  2z    est  unicursale. 

7867.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  sur  les  génératrices  d'un  paraboloïde. 

7868.  —  Exprimer  que  deux  plans  sont  conjugués  par  rapport  à  une  sphère. 

786».  —  Combien  ya-t-il  de  points  se  projetant  sur  leur  plan  polaire  par  rapport  à  un  ellipsoïde  en   un  point  donné  .' 

7870.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  communes  à  Oz  et  aux  génératrices  de  la  surface 

x-  ces-  a  —  y*  sin'  a  —  2pz  =  0. 

787 1 .  —  Que  représentent  les  trois  équations  yz  +  z  —  y-i-3  =  Q,  zx  -hx  —  z -^3  =  0.  jy-f-»/  —  t-»-3  =  0? 
Équation  générale  des  quadriques  passant  par  la  cubique  gauche  commune  à  ces  trois  cylindres.  Lieu  des  centi-es. 

7872.  —On  donne  tr-ois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  trois  sphères  ayant  pour  rentre  commun  l'origine  et 
pour  rayons  a,  b,  c.  On  mène  une  demi-droite  quelconque  rencontrant  les  sphères  aux  points  I',  Q.  R.  Parle  point  P  on 
mène  un  plarr  parallèle  au  plan  yO:  ;  par  le  point  Q  un  plan  parallile  au  plan  zOx,  et  par  le  point  H  un  plan  parallèle  au 
plan  xOy.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  trois  plans,   l'ian  tangent. 

7873.  —  Équation  générale  des  quadriques  tangentes  aux  trois  plans  de  coordonnées. 

7874.  —  Lieu  des  points  d'un  ellipsoïde  tels  que  les  normales  eu  ces  points  rencontr-ent  une  normale  dormée. 

7875.  —  Nature  de  la  quadri<nre  z  =  xy -h  y-.  Trouver  sur  cette  surface  les  courliesdont  le  plarr  osculateur  est  cons- 
tamment tangent  à  la  surface. 

7876.  —  Deux  positions  du  cercle  méridien  d'ini  tore  sont  situées  sur  irne  rm^me  sphèi-e.  Irrversement,  condition  pour 
qu'une  sphère  rencontre  un  tore  suivant  deux  cercles.  On  considèr-e  une  (|nadrique  passant  jiar  ces  deux  cercles.  Intersec- 
tion de  lacjuadrique  et  du  tore. 

V.  —  Géométrie  descriptive. 

7877.  —  Constrriire  les  projections  d'un  cube  dont  une  diagonale  est  verticale. 

7878.  —  On  donne  un  tétraèdre  en  géométrie  cotée  ;  troirver  l'angle  de  deux  faces. 

7871).  —  Mener  par  urr  [loint  de  la  ligne  de  terre  une  droite  rencontrant  deux  droites  données. 

7880.  —  Ombre  portée  par  une  droite  sirr  un  plan  en  géométrie  cotée. 

7881.  —  On  donne  urr  (juadrilatère  convexe  AUCO  dans  le  [ilan  hor  i/.uirlal.  l'eut-ou  choisir  un  ciMilre  de  projection  l«l 
(|ire  ce  (|iradriliitère  soit  la  perspective  d'irn  parallélogramure.  d'un  rectangle,  d'un  carré  ? 

7882.  —  lin  prisme   triangulaire  droit  a  sa  base  dans  le  plan  hoiizunlal.  l'n  rayon    lurniniMix    tombe   sur  une  do  s«v» 

faces,  h'igurer  le  rayon  réfracté,  le  prisme  étant  d'indice  —  •  Ti-ouver  le  point  de  soi-tie. 

7883. — On  dorure  trois  droites  concourantes  situées  dans  irn  nitiue  plarr;  farre  une  perspective  de  fa<;on  que  l'une 
d'»!lli!s  dcvienrre  la  bissectrice  de  l'angle  des  derrx  autres. 

788'ii.  —  Ou  doiuie  un  vecterrr  Al?  par-  ses  projectiorrs  et  rrn  pninl  C  Hipivsentor  le  moment  du  Tecleur  par  rap|»ort 
air  poirrt  C.  Même  (|ireslioii  en  géométrie  cotée. 

7885.  — l'rojectioir  verticale  d'une  hélice  ti'acée  sur  un  cylindre  «le  révolution  à  axe  vertical.  Ck>n»(ruire  un  |»oint  cl 

l;i  tangente. 
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7886.  —  Construire  le  sommet  d'un  trièdre  trirectangle  dont  les  arêtes  passent  par  trois  points. 

7887.  —  On  donne  les  projections  d'un  tétraèdre.  Déplacer  les  plans  de  projection  de  façon  que  les  projections  verticales 
de  deux  arêtes  opposées  soient  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  puis,  déterminer  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  arêtes. 

7888.  —  Mener  dans  un  plan  par  un  point  de  ce  plan  une  droite  faisant  des  angles  égaux  avec  les  plans  de  projection. 

7889  —  On  donne  un  point  F  et  une  droite  U  par  leurs  projections.  Construire  les  projections  de  la  parabole  qui  a 
pour  foyer  le  point  F  et  pour  directrice  la  droite  D. 

7890.  —  On  considère  une  série  de  cercles  égaux  dont  les  plans  sont  parallèles,  disposés  sur  un  cylindre  à  des  distances 
égales.  Qu'obtient-on  comme  perspective  sur  un  pian  parallèle  aux  plans  des  cercles  ? 

7891.  —  Normales  communes  à  deux  cônes. 

7892.  —  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  horizontale.  Contour  apparent  du  cône  supplémentaire.  Intersection  de  ce 
cône  et  d'une  droite.  Mener  à  ce  cône  des  plans  tangents  par  un  point. 

7893.  —  Mener  les  normales  communes  à  deux  cônes  dont  les  bases  sont  des  cercles  égaux  de  centres  0  et  w  dans  le 
plan  horizontal,  Ow  étant  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  dont  les  sommets  sont  des  points  symétriques  par  rapport  au  plan 
de  profil  perpendiculaire  au  milieu  de  Ow. 

7894.  —  On  donne  deux  cônes  ayant  pour  bases  deux  cercles  de  centres  0  et  u  dans  le  plan  horizontal.  Le  rayon  du 
cercle  0  est  double  de  celui  du  cercle  w,  et  la  droite  Ow  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Les  sommets  (.'!,  s')  et  {t,  l')  sont 
sur  une  même  verticale  rencontrant  le  cercle  w  sur  Om.  et  la  cote  du  point  .s'  est  double  de  celle  du  point  ('.  Normales 
communes  à  ces  deux  cônes. 

7895.  —  Normales  communes  à  deux  cylindres  dont  les  bases  sont  des  cercles  égaux  de  centres  0  et  w  dans  le  plan 
horizontal,  Oo)  étant  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Les  génératrices  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  de  protil  passant  par 
le  milieu  de  Ow. 

7896.  —  Contour  apparent  dun  cône  dont  la  base  est  un  cercle  de  centre  donné,  tangent  à  la  ligne  de  terre. 

7897.  —  Section  plane  d'un  cône  qui  a  pour  base  une  parabole  dans  le  plan  horizontal.  Condition  pour  que  la  section 
soit  parabolique.  Sommet  de  la  parabole  en  projection  horizontale. 

7898.  —  Sommet  de  la  parabole,  section  plane  d'un  cylindre  parabolique. 

7899.  —  On  donne  deux  cercles  C  et  C,  dans  le  plan  horizontal  qui  se  coupent  en  deux  points  .4  et  B.  Par  le  point  A 
on  mène  une  droite  quelconque  AA  et  on  prend  un  point  S  sur  cette  droite.  Intersection  du  cône  qui  a  pour  sommet  le 
point  S  et  pour  base  le  cercle  C  et  du  cylindre  qui  a  pour  ha?e  le  cercle  Ci  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  A. 
Montrer  que  la  projection  horizontale  de  l'intersection  est  unicursale. 

7900.  —  Intersection  de  deux  cônes  à  bases  circulaires  dans  le  plan  horizontal.  Point  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de 
l'intersection. 

7901.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  un  plan  tangent  commun.  Tangentes  au  point  double. 

7902.  —  On  donne  deux  cercles  horizontaux.  L'un  est  base  d'un  cylindre  dont  la  direction  des  génératrices  est  donnée  ; 
on  demande  de  déterminer  un  point  S  tel  que  le  cône  ayant  ce  point  pour  sommet  et  pour  base  l'autre  cercle  ait  un  cercle 
commun  avec  le  cylindre.  Intersection  des  deux  surfaces. 

7903.  —  Intersection  d'un   cône  à  base  circulaire  horizontale  et  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  horizontales. 

7904.  —  Intersection  de  deux  cônes  h  bases  circulaires  horizontales,  ayant  chacun  une  génératrice  verticale. 

7905.  —  Intersection  d'un  cylindre  horizontal  ayant  pour  base  un  cercle  de  front  et  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un 
point  donné  et  pour  base  la  section  du  cylindre  par  un  plan  de  bout.  Peut-on  s'arranger  de  façon  que  la  conique  section 
soit  dans  un  plan  de  front? 

7906.  —  Intersection  d'un  cône  à  base  circulaire  horizontale  et  d'un  cône  supplémentaire  dont  le  sommet  est  sur  la 
ligne  de  terre. 

7907.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  de  sommet  S  et  d'axe  vertical  et  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère 
tangente  en  S  au  plan  horizontal  et  ayant  son  sommet  dans  le  plan  horizontal  et  dans  le  plan  de  front  du   point  S. 

7908.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  une  génératrice  commune. 

7909.  —  On  donne  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Construire  un  cône  tangent  au 
cylindre  sachant  que  ce  cône  a  pour  base  un  cercle  donné  dans  le  plan  horizontal  et  son  sommet  sur  une  droite  donnée. 
Combien  de  solutions  ? 

7910.  —  Points  communs  à  trois  cylindres  ayant  une  directrice  commune. 

7911.  —  On  donne  un  cercle,  base  d'un  cylindre.  Combien  faut-il  donner  de  points  pour  définir  le  cylindre?  On  donne 
deux  points  ;  construire  la  direction  des  génératrices. 

7912.  —  On  donne  un  cercle,  base  d'un  cône.  Combien  faut-il  donner  de  points  pour  définir  le  cône  ?  On  donne  trois 
points  ;  construire  le  sommet. 

7913.  —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  comme  bases  deux  cercles  égaux  dans  le  plan  horizontal.  (Géométrie 
cotée  ) 

7914.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  à  axes  verticaux. 

7915.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  homothétiques  dont  les  axes  sont  de  front. 

7916. —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  pour  bases  des  cercles  dans  le  plan  horizontal,  la  ligne  des  centres  étant 
parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Les  génératrices  sont  de  front  et  également  inclinées,  mais  en  sens  contraires,  sur  le  plan 
horizontal. 

7917.  —  Intersection  de  deux  cônes  à  bases  circulaires  horizontales  symétriques  par  rapport  à  un  plan  de  front. 

7918.  —  On  considère  un  cylindre  droit  C  ayant  pour  base  une  conique  dans  le  plan  horizontal.  La  section  de  ce 
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cylindre  par  un  plan  de  bout  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  S.  La  section  de  ce  cône  par  un  plan  vertical  V  est  la  base 
d'un  cylindre  C,  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Intersection  des  deux  cylindres  C  et  C,.  Y  a-t-il  pénétration 
ou  arrachement  ? 

7919.  —  On  donne  un  cercle  (C)  dans  le  plan  horizontal  ayant  pour  centre  le  point  (0,  0'},  et  un  cercle  (r)  dans  le  plan 
vertical  ayant  pour  centre  le  point  iw,  w').  Intersection  du  cône  ayant  pour  sommet  (u,  oi)  et  pour  base  le  cercle  (C)  avec  le 
cône  ayant  pour  sommet  (0,  0')  et  pour  base  le  cercle  (y). 

7920.  —  Mener  par  une  horizontale  deux  plans  tangents  à  une  sphère. 

7921.  —  Points  communs  à  trois  sphères. 

7922.  —  Construire  une  sphère  ayant  son  centre  dans  un  plan  vertical  donné  et  coupant  orthogonalement  trois  sphères 
données. 

792ît.  —  Droite  conjuguée  de  la  ligne  de  terre  par  rapport  à  une  sphère. 

7924.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère  en  géométrie  cotée. 

7925.  —  On  coupe  une  sphère  par  deux  plans.  Construire  l'angle  des  deux  cercles  sections  en  un  des  points  de  rencontre. 

7926.  —  Section  plane  d'une  sphère  par  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre. 

7927.  —  Mener  par  un  point  un  plan  tangent  commun  à  deux  sphères. 

7928.  —  On  donne  une  sphère  par  ses  contours  apparents  et  la  projection  horizontale  d'un  cercle  tracé  sur  la  sphère. 
Trouver  la  projection  verticale. 

7929.  —  On  donne  un  plan  défini  par  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  (0,  0').  Ce  point  est  le  centre  d'un  cercle 

(C)  situé  dans  le  plan  et   de  rayon  donné.  On   donne  en  outre  deux  points  A  et  15  dans  le  plan  horizontal.  Trouver  sur  le 

MA 
cercle  (C)  un  point  M  tel  que      -=-r^  =  2. 

7930.  —  Trouver  la  droite  conjuguée  d'une  droite  donnée  par  rapport  à  une  sphère  en  géométrie  cotée. 

7931.  —  Points  doubles  de  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  une  courbe  plane  tournant  autour 
d'un  axe  vertical.  On  suppose  que  le  plan  de  la  courbe  est  de  bout.  Cas  où  la  courbe  est  une  conique. 

7932.  —  Cylindre  circonscrit  à  un  tore  parallèlement  à  une  direction  donnée. 

7933.  —  Trouver  le  contour  apparent  horizontal  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  de  front  connaissant  le  sommet 
et  le  foyer.  Points  remarquables. 

7934.  —  Étudier  la  méridienne  principale  d'une  surface  de  révolution  à  axe  vertical,  engendrée  par  une  conique  dont 
la  projection  est  un  cercle. 

793.5.  —  Sur  une  droite  quelconque  l»  on  donne  trois  points  A,  B,  F  qui  sont  les  sommets  et  le  foyer  d'une  hyperbole. 
On  fait  tourner  cette  courbe  autour  de  la  droite  D.  Trouver  les  contours  apparents  de  la  surface  obtenue. 

7936.  —  On  donne  un  plan  défini  par  deux  droites  qui  se  couiieiit  et  un  point  .M  dans  ce  plan.  Ou  considère  l'h)- 
perbole  admettant  pour  asymptotes  les  droites  données  et  passant  au  point  .M.  Trouver  les  contours  apparents  de  l'hyperbo- 
loide  engendré  par  cette  hyperbole  en  tournant  autour  de  son  axe  transverse. 

7937.  —  Trouver  un  point  équidistant  de  trois  points  donnés  et  situé  à  une  distance  donnée  d'une  droite  donnée.  Cas 
où  la  droite  est  verticale. 

7938.  —  On  donne  l'axe  et  le  rayon  d'un  cylindre  de  révolution  en  géométrie  cotée.  Étant  donnée  la  projection  hori- 
zontale d'un  point,  trouver  sa  cote. 

7939 .  —  .Mener  une  droite  passant  par  un  point  qui  soit  à  des  distances  données  dune  droite  donnée  et  d'un  point  donné. 

7940.  —  Construire  uncylindrederévolutionconnaissant  un  plan  tangent,  un  point,  ime  tangente  et  la  direction  de  laie. 

7941 .  —  Trouver  une  droite  située  dans  un  plan  donné  qui  soit  à  des  distances  données  d'un  point  et  d'une  droite  donnée. 

7942.  —  Ombre  d'une  droite  sur  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical. 

7943.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  défini  [)ar  son  sommet  et  une  sphère  inscrite.  Péterrainer  la  projection  ter- 
ticale  d'un  point  connaissant  la  projection  horizontale.  Plan  tangent  en  ce  point. 

7944.  —  On  donne  deux  droites  (luelconques  (|ui  se  coupent.  Contours  apparents  du  côneongendré  par  lune  des  droi- 
tes tournant  autour  de  l'autre. 

7945.  —  Mener  par  un  point  m\  plan  faisant  des  angles  égaux  avec  trois  droites  données. 

7946.  —  Trouver  une  droite  i)assant  par  un  point  A,  faisant  un  angle  donné  avec  une  droite  donnée  et  située  a  une 
distance  donnée  d'une  autre  droite  doruiée. 

7947.  _  Faire  tourner  une  droite  autour  d'une  verticale  de  hu]on  qu'elle  devienne  perpendiculaire  i»  une  droite  donnée, 
ou  parallèle  à  un  plan  donné. 

7948.  —  On  donne  une  sphère  et  un  cône  circonscrit.   Section  des  deux  surfaces  par  un  plan  honzonlal. 

7949.  —  Section  plane  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical. 

79.-,0.  —  Construire  un  cône  <le  révolution  défini  par  trois  génératrices. 

79.">l       -  Faire  tourner  une  droite  autour  d'ini  axe  vertical  jus((u'a  ce  qu'elle  fasse  un  angle  de  45»  avec  le  plan  tertlcal. 

79.">2.  —  On  donne  un  point  O,  une  droite  l>  et  un  plan  P  Mener  par  le  point  0  une  droite  n'ncontmnt  D  et  fAlMnt 
avec  P  un  angle  donné 

7953.  —  Mener  par  un  point  de  la  ligne  de  terre  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  <le  projection 

79.">4.  —  Intersection  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère  avec  une  verticale. 

79r>5.  —  On  donne  une  frontale  et  une  horizontale  qui  se  rencontrent  en  un  point  .»%  Ce  sont  le»  «ses  de  deux  cAoee 
de  révolution  de  même  angle  au  sommet.  Plans  tangents  communs  a  ces  .leux  cônes. 
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7956.  —  On  définit  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  par  les  projections  cotées  du  cercle  de  gorge  et 
d'un  parallèle.  Intersection  de  la  surface  et  d'une  droite  graduée. 

7957.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  cotée.  Déterminer  la 
courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  un  point  S  de  cote  zéro. 

7958.  —  Déterminer  le  sommet  d'une  section  parabolique  d'une  surface  gauche. 

7959.  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front,  puis  un 
point  dans  le  plan  de  front  de  l'axe.  Déterminer  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  méridienne  principale. 

7900.  —  On  donne  deux  droites  en  géométrie  cotée.  L'une  d'elles  tourne  autour  de  l'autre.  Trouver  le  contour  apparent 
horizontal  de  la  surface  engendrée. 

7961.  —  On  considère  la  surface  engendrée  par  une  droite  D  tournant  autour  dune  droite  A.  Trouver  la  deuxième 
génératrice  passant  par  un  point  M  de  D. 

79o2.  —  Droite  conjuguée  dune  droite  de  front  par  rapport  à  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical. 

7968.  —  Une  droite  quelconque  tourne  autour  dun  axe  de  front.  Construire  un  point  et  la  tangente  à  la  méridienne 
principale. 

7964.  —  Déterminer  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  connaissant  deux  parallèles  et  l'angle  dune 
génératrice  avec  l'axe. 

7965.  —  Étudier  la  surface  engendrée  par  une  verticale  tournant  autour  d'une  frontale.  Construire  les  génératrices 
horizontales.  Section  par  un  plan  quelconque. 

79(56.  —  Trouver  sur  une  génératrice  d'une  surface  gauche  de  révolution  un  point  tel  que  la  normale  en  ce  point 
rencontre  une  droite  donnée. 

7967.  —  Plans  tangents  menés  par  la  ligne  de  terre  à  un  hyperboloïde  dont  le  cercle  de  gorge  est  dans  le  plan  horizontal. 

7968.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  et  d'une  droite  qui  rencontre  l'axe. 

7969 .  —  Construire  la  direction  conjuguée  dune  direction  de  plan  donnée  par  rapport  à  une  surface  gauche  de  révolution 
à  axe  vertical. 

7970.  —  intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  de  front  avec  une  verticale  qui  rencontre  Taxe. 

7971.  —  Courbe  de  contact  dune  surface  gauche  de  révolution  à  axe  verticale!  d'un  cône  circonscrit  de  sommet  donné. 

7972.  —  Construire  le  pôle  d'un  plan  par  rapport  à  une  surface  gauche  à  axe  vertical. 

7973.  —  On  donne  deux  droites  D  et  D'  non  situées  dans  un  même  plan  et  inclinées  à  45»  sur  le  plan  horizontal. 
L'horizontale  de  cote  zéro  qui  s'appuie  sur  les  deux  droite^;  leur  est  perpendiculaire.  On  considère  le  paraboloide  hyperbo- 
lique s'appuyant  sur  D  et  D'  et  ayant  pour  plan  directeur  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  de 
D  et  D'.  Construire  des  génératrices  de  la  surface.  Trace  horizontale. 

7974.  —  Représenter  un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  et  passant  par  deux  droites  en 
projection  cotée. 

7975.  —  En  cotée  on  donne  une  droite  graduée  et  une  verticale.  L'n  paraboloide  est  défini  par  ces  deux  droites,  l'un  des 
plans  directeurs  étant  horizontal.  Construire  des  génératrices.  Plan  tangent  et  normale  en  un  point. 

7976.  —  On  considère  un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal. 
1°  Sommet.  2»  Section  plane.  Section  hyperbolique.  asym[itotes.  Section  parabolique,  sommet.  3°  Intersection  avec  une 
droite.  4"  Plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

7977.  —  Un  paraboloide  a  pour  plans  directeurs  les  plans  de  projection:  il  est  défini  par  son  sommet  et  un  point.  Étant 
donnée  la  projection  d'un  point,  trouver  l'autre. 

7978.  —  Un  paraboloide  hyperbolique  est  défini  par  un  plan  directeur  horizontal,  une  génératrice  de  front  et  une  de 
profil.  Trouver  le  plan  polaire  d'un  point. 

7979.  —  Contours  apparents  d'un  paraboloide  défini  par  un  quadrilatère  gauche. 

7980.  —  Construire  les  génératrices  d'un  hyperboloïde  défini  par  la  ligne  de  terre,  une  verticale  et  une  ligne  de 
bout. 

7981 .  —  On  considère  un  hyperboloïde  défini  par  trois  génératrices  graduées.  Trouser  le  plan  polaire  d'un  point  donné. 
Centre  de  la  surface. 

7982.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices  de  profil. 
intersection  avec  une  droite. 

7983.  —  Intersection  dune  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  direc- 
teur horizontal. 

7984.  —  Mener  par  une  droite  des  plans  tangents  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

7985.  —  Section  d'un  tore  par  un  plan  bitangent  ou  une  sphère  bitangente. 

7986.  —  Intersection  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  la  ligne  de  terre  avec 
un  cône  circonscrit  à  la  sphère  et  passant  par  la  génératrice  du  cylindre  qui  est  tangente  au  point  le  plus  haut  de  la  sphère. 

7987.  —  On  donne  deux  droites  D  et  .i  qui  se  coupent  au  point  S  et  un  point  0  sur  D.  On  considère  une  sphère  ayant 
pour  centre  le  point  0  et  tangente  à  la  verticale  du  point  S.  Intersection  de  cette  sphère  et  du  cône  engendré  par  A  tournant 
autour  de  1). 

7988.  —  Intersection  des  deux  surfaces  engendrées  par  une  même  droite  tournant  autour  de  deux  axes  verticaux. 

7989.  —  On  donne  un  par.iboloïdc  P  ayant  pour  plans  directeurs  les  plans  de  projection,  et  un  autre  paraboloide  n  ayant 
pour  plans  directeurs  le  plan  horizontal  et  un  plan  de  profil.  Les  deux  surfaces  ont  même  sommet  S  et  un  point  commun  A. 
Intersection. 
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7990.  —  On  donne  une  sphère  de  centre  (o,  o'i,  et  on  considère  le  cône  de  révolution  qui  ;i  pour  sommet  le  point  is,  s', 
le  plus  à  gauche  de  la  sphère,  pour  axe  la  droite  Joignant  le  sommet  au  point  (a,  a'}  le   plus  bas  de  la  sphère,  et  dont   l'une 

des  génératrices  est  {.io,  s'o'\.  Intersection  de  la  sphère  et  du  cône. 

7991.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  hori- 
zontales. 

7992.  —  Plan  tangent  commun  à  un  cône  et  à  une  sphère. 

7993.  —  Cône  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  n  axe  vertical.  Construire  les  axes  de  la  projection  horizontile 
de  la  courbe  de  contact. 

7994.  —  Intersection  d'un  hémisphère  ayant  sa  base  dans  le  plan  horizontal  et  d'un  cylindre  de  révolution  a  axe  vertical. 

7995.  —  On  donne  un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical,  et  un  cône  de  révolution  ayant  son  sommet  au  fover 
du  paraboloide  et  son  axe  dans  le  même  plan  de  front  que  l'axe  du  paraboloide.  Intersection.  Étude  analvtique. 

799G.  —  Ombres  de  la  niche. 

7997.  —  Intersection  d'un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  avec  un  cylindre  dont  la  base  est  un 
cercle  horizontal. 

7998.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  ii  axe  de  front  et  d'une  sphère  dont  le  centre  est  sur  le  cylindre. 

7999.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  a  trois  axes  inégaux. 

8000.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  qui  a  pour  base  un  cercle  horizontal  et  dont  le  sommet  est  situé  sur 
le  grand  cercle  horizontal  de  la  sphère.  Étude  analytique. 

8001.  —  On  donne  une  sphère  (o,  o')  et  un  cône  dont  le  sommet  (s,  s')  est  dans  le  plan  de  front  du  centre,  dans  le  plan 
tangent  horizontal  supérieur  et  se  projette  horizontalement  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère. 
La  base  de  ce  cône  est  le  cercle  (c,  c').  Intersection  du  cône  et  de  la  sphère. 

8002.  —  On  donne  un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical  de  foyer  F  et  de  sommet  S.  Soit  0 
l'un  des  points  de  la  méridienne  principale  situé  dans  le  plan  horizontal  du  point  F.  Intersection  du 
paraboloide  et  de  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  0  et  qui  passe  par  le  point  S. 

8003.  —  On  considère  une  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  une  génératrice  de  front  <■ 
tournant  autour  d'un  axe  vertical  0,  et  le  paraboloide  hyperbolique  passant  par  les  droites  <i  et  0  et  ayant 
le  plan  horizontal  comme  plan  directeur.  Intersection  des  deux  surfaces,   ttude  analytique. 

8004.  —  On  donne  un  ellipsoïde  a  axe  vertical  et  un  point  0  dans  le  plan  de  la  méridienne  principale. 
Ce  point  0  est  le  centre  d'un  cône  isotrope.  Trouver  la  projection  verticale  de  l'intei-section  de  l'ellipsoîde 
et  du  cône.  Déterminer  un  point  et  la  tangente. 

8000.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  à  axe  vertical  et  d'un  cône  ayant  pour  génératrice  une  génératrice  de  front 
de  la  surlace  et  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 

8000.  —  Intersection  d'un  tore  ayant  pour  axe  la  ligne  de  terre  avec  une  sphère  ayant  en  commun  avec  lui  le  cercle 
générateur  supposé  dans  le  plan  horizontal. 

8007.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  S  ayant  pour  base  une  paiabole  horizontale  dont  l'axi*  .\  passe  par  la  projection 
horizontale  du  point  S.  Intersection  du  cône  avec  une  sphère  tangente  au  cône  en  deux  points  s\  métriques  par  rapport  au 
plan  vertical  A. 

8008  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  par  son  cercle  de  gorge  horizontal  et  une  génératrice  de  front  <".. 
Intersection  de  cette  surface  et  du   cylindre  ((ui  a  pour  base  le  cercle  de  gorge  et  dont  les  génératrices  sont  par.iUèles  .i  (î. 

8009.  —  On  considère  un  paraboloïde  à  axe  vertical  et  dont  la  concavité  est  tournée  vers  le  haut.  On  le  coupe  par 
un  plan  de  bout  et  on  conserve  la  portion  située  au-dessous  du  plan.  Ombre  propre  et  ombres  portées  sur  les  plans  de  pro- 
jection, la  source  lumineuse  étant  un  point  situé  dans  le  plan  de  front  de  l'axe. 

8010.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  de  front  avec  une  sphereavant  son  centre  sur  le  parallèle  é«iuatorial  intérieurdii  tore. 
801  1 .   —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  C  est  la  section  droite  d'un  cjliiiilre,  et  le  cercle  générateur  d'un 

tore  ayant  pour  axe  la  ligne  de  terre.  Intersection  des  deux  surfaces    r.lude  analvtiqui'. 


VI.  --  Cinématique. 
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8012.  —  Deux  points  de  même  masse  se  déplacent  sur  deux  cercles  situés  dansdes  plans  parallèles.  Ils  ont  «les 
angulaires  égales  et  tournent  en  sens  contraires.  Étudier  le  moiivemeiu  du  centre  de  gravité. 

8013.  —  Une  parabole  tourne  autour  de  son  foyer  d'un  mouvement  uniforme  Conuiii'nt  doit  se  déplacer  un  point  sur 
la  courbe  pour  qu'à  cha(|ue  instant  la  vitesse  soit  dirigée  suivant  le  diamètre  du  point. 

8014.  —  Deux  points  montent  sur  deux  hélices  circulaires  situées  sur  le  même  cylin<ire,  mais  ajrnnldpspas  diflr«'reoU, 
d'un  mouvement  uniforme  de  même  vitesse  anmil.iiie  lis  partent  ensemble  d'un  même  plan  hori/onlal  Ktulier  le  mouve- 
ment de  leur  centre  dt;  gravité. 

8015.  —  Un  (toint  se  déplace  sur  un  cercle  de  ta(;on  que  l'accéliralion  totale  soit  proportionnelle  .tu  culx»  de  U  vilir-M'. 
Trouver  la  direction  et  l'enveloppe  du  vecteur  accélération. 

8010.  —  Trouver  l'Iiodographe  du  mouvement    x    -  cosf,     y  —  \^  I  ,     loi  de  la  ft>rre. 

8017.  —  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  en  supposant  qu'un  point  décrive  cette  courbe  d'un  moutemeni 
uniloriiK'. 
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8018.  —  Un  corps  est  animé  d'un  mouvement  hélicouial  uniforme.  Lieu  des  points  du  corps  tels  qu'en  ces  points  le 
vecteur  vitesse  ait  une  longueur  donnée. 

8019.  —  l'n  point  se  meut  sur  un  cercle  de  façon  que  son  accélération  totale  soit  constante.  Loi  du  mouvement. 

8020.  —  Condition  pour  que  le  mouvement  d'un  point  sur  une  parabole  soit  tel  que  la  vitesse  soit  égale  à  l'accéléra- 
tion en  valeur  absolue. 

8021  --  Étudier  le  mouvement  d'un  point  mobile  sur  un  cercle,  sachant  que  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  décrit  une 
droite.  (Juel  est  le  lieu  du  milieu  de  ce  vecteur  ? 

8022.  —  Tout  mouvement  instantané  d'un  solide  peut  se  lamener  à  un  mouvement  de  rotation  et  à  un  mouvement 
de  translation. 

8023.  —  In  plan  tourne  autour  d'une  droite  perpendiculaire  d'un  mouvement  uniforme.  L'n  point  se  meut  sur  une 
droite  de  ce  plan  d'un  mouvement  uniforme.  Étudier  son  mouvement  absolu. 

(l-x  dx 

8024.  —  F.tudier  le  mouvement  d'un  point  sur  Ox  sacliant  (jue  son  abscisse  vériûe   1  équation    — — -  +  2  — 1-  Ix  =  0. 

8025.  —  Quelle  est  la  vitesse  angulaire  de  l'aiguille  des  minutes  d'une  montre? 

8026.  —  l'n  vecteur  de  longueur  constante  MP  se  déplace  dans  l'espace.  Démontrer  que  les  projections  sur  MP  des 
vitess(!S  des  points  .M  et  P  sont  des  vecteurs  équipoUents. 

8027.  —  Si  h  un  instant  quelconque  les  vitesses  de  trois  points  non  en  ligne  droite  d'un  corps  solide  sont  nulles,  la 
vitesse  d'un  point  quelconque  du  corps  est  nulle. 

8028.  —  Ln  point  décrit   la  courbe    y  =  tgx,     de  façon  que  la  projection  de  la  vitesse  sur  Ox  soit  égale  à  sin  j. 
Étudier  le  mouvement.  Construire  l'hodographe. 

8029.  —  On  peut  définir  la  vitesse  moyenne  :  1°  comme  la  limite  de '■ ;  2"  comme  la  demi-somme  géométrique 

des  vecteurs  vitesses  de  M  et  M'.  Évaluer  la  différence  géométrique  de  ces  deux  vecteurs.  C'est  un  infiniment  petit  du  second 
ordre.  Dans  quel  mouvement  est-elle  rigoureusement  nulle  ? 

8030.  —  .Montrer  que  si  t  varie,  le  plan  ((  h- Ij-j: -f- (T- —  ï -+- 1)1/ -(- U' -t- l  ):  =0  tourne  autour  d'une  droite  fixe. 
En  supposant  que  t  désigne  le  temps,  calculer  la  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  cette  droite. 

l'i t  -(-  1 

8031.  —  Étudier  le  mouvement  de  la  droite    y  =  —, — .c,    quand  le  temps  l  varie.  Vitesse  angulaire. 

8032.  —  On  donne  trois  cercles  situés  respectivement  dans  les  plans  de  coordonnées.  Ces  cercles  sont  parcourus  par  dos 
points  de  même  masse  avec  la  même  vitesse  angulaire.  Etudier  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Montrer  ([ue  la 
trajectoire  est  une  ellipse. 

8033.  Quelle  est  la  vitesse,  due  au  mouvement  de  la  tiMie,  d'un  |>oint  situé  sur  ré(|uateur. 

8034.  —  Étudier  le  mouvement    x  =  at,    y  =  bl-,    z  =  cP. 

8035.  —  Déterminer  un  mouvement  plan  dans  lequel  l'accélération  totale  est  égale  et  perpendiculaire  à  la  vitesse. 


VII.  —  Dynamique. 

803G.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  0(/,  et  sur  ces  droites  deux  points  A  et  B  tels  que  OA  =  OB. 
Un  point  matériel  soumis  ;i  une  force  passant  par  le  point  0  et  |)roportionneile  a  la  distance  est  lancé  du  point  A  avec 
une  vitesse  initiale  V».  Sous  quel  angle  doit-on  lancer  ce  point  pour  qu'il  passe  par  le  point  B? 

8037.  —  Ktudier  le  mouvement  d'un  point  soumis  a  la  force     X  =  0,     Y  =  l;.r  -  . 

8038.  —  Un  point  se  déplace  sur  une  hélice  circulaire  de  manière  que  la  génératrice  de  ce  point  tourne  autour  de 
l'axe  d'un  mouvement  uniforme.  Trouver  la  force  qui  sollicite  ce  point. 

8039.  —  Un  point  matériel  se  déplace  sur  une  spire  d'hélice  circulaire.  11  est  soumis  à  la  force  \  =  >f.  Y  =:  x-  —  2xy, 
Z  =  0.     Travail  total. 

M  V 

8040.  — Etudierlemouvement  dn  au  champ  de  force    X^ '■ '      Y' = Comment   peut-on   simplifier 

.r'-  -t-  ;/■-  X-  -t-  y- 

l'étude  de  ce  rtiouvement  ? 

8041.  —  Un  point  matériel  a  pour  trajectoire  une  hyperbole  équilatère.  Sachant  qu'il  est  soumis  à  une  force  paral- 
lèle à  une  asymptote,  déterminer  cette  force  et  étudier  le  mouvement. 

8042.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  parabole  à  a.xe  vertical.  On  suppose  le  point  lancé  du  sommet.  Calcul 
de  la  réaction. 

8043.  —  Ktudier  le  champ  de    force    X  :=  — x,    ^  = ,  Z  ^  0.    Lignes  de  force.  ^  a-t-il  des  surfaces  de  niveau? 

.r- 

80-44.  —  llodographe  du  mouvement  du  pendule  simple. 

8045.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

8040.  —  Hodogi-aphe  dans  les  mouvements  à  forces  centrales.  Ca»  du  mouvement  des  planètes. 

8047.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  chaînette  à  axe  vertical. 

8048.  —  Mouvement  d'un  point  soumis  au  champ    X  —  2x,    Y  =  x- .  Lignes  de  force. 
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8049.  —  Mouvement  rectiligne  d'un  point  sous  l'influence  de  la  force  centrale Cas  particulier    n  =  3. 

8050.  —  .Mouvement  curviligne  d'un  point  attiré  par  un  centre  ûxe  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

8051.  —  D'un  point  0  au  même  instant  on  lance  divers  points  avec  la  même  vjt.;sse.  Montrer  qu'au  temps  t  ils  sont 
tous  sur  une  même  sphère. 

8052.  —  Étudier  le  mouvementd'un  point  qui  se  déplace  sur  un  cercle  du  piin  des  jry  en  étant  soumis  a  la  force 

X  =  —  [ly,  Y  =  a.T. 

8053.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  sur  une  droite  attiré  par  deux  points  A  et  B  de  cette  droite  proportionnel- 
lement à  la  distance. 

8054.  —  Un  point  pesant  est  lancé  sur  une  horizontale:  il  y  a  frottement.  Ou  ce  point  sarrètera-t-il  ? 

8055.  —  On  considère  le  champ  de  force    X  =  4-  -•-  ^''    ^'  =  ^V'-     Lignes  de  force  et  lignes  de  niveau. 

8056.  —  Trouver  le  travail  accompli   par  la  force     X  =  «/" -H  «/-,    Y  =  xif,     lorsque    le  point    (x,   y}    décrit    le 
cercle    x^  +  xf  ~  1. 

8057.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  hélice  circulaire  à  axe  vertical. 

'/^  V 

S058    —  Soit  la  force      X  =  m—  o  — ->      Y  =  /(  —  ih  —  •    Expression  du  travail  élémentaire.  Trouver  la  fonction 

X-  X 

des  forces  si    b  :=  —  a.     Lignes  de  niveau  ;  lignes  de  force. 

8059.  —  Mouvement  vertical  d'un  point  pesant  avec  une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

8060.  —  Pendule  avec  frottement. 

8061.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  parabole  à  axe  vertical  ;  l'^  sans  frottement  ;  2"  avec  frottement. 

8062.  —  A  quelles  conditions  la  force   \=2x\ty),    \  =  x-.\'{y) -^  B{y),    Z  =  0   sera-t-elle  centrale?  .\(j/)  et  Bjj/)  sont 
des  fonctions  de  y,  A'(«/)  est  la  dérivée  de  \{y). 

HOG'.i.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal  avec  frottement,  relié  à  un  point  l'.xe  par  un  lil  élasti- 
que qui  exerce  sur  lui  une  attraction  proportionnelle  à  son  allongement. 

8064.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  M  mobile    avec  frottement  sur  une  horizontale  attiré  par  un  point  \  par  une 

force  égale  à    — —  • 
A  M 

8065.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  non  pesant  sur  une  droite,  sachant  qu'il  est  soumis  à  une  résistance  égale 
à    miv-hv-),     m  étant  la  masse  el  v  la  vitesse. 

8066.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  cycloïde. 

8067.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  suspeniiu  à  un  fil  élastique  dont  la  tension  est  proportionnelle  à  l'allongement. 

8068.  —  Mouvement  des  planètes  dans  le  cas  de  la  trajectoire  parabolique. 

X  -\-  'lu  y 

8069.  —  On  considère  le  champ  de  forces    X  =  -^—j     Y  = Construire  les  lignes  de  force. 

(X  -+-  y)-  {X  -f-  y)- 

8070.  —  \]n  point  décrit  une  développante  de  cercle  sous  l'action  d'une  force  centrale  passant  par  le  centre  du  ceiTle. 
Calculer  cette  force. 

8071.  —  Étudier  le   mouvement  d'un  r)oint  sous  l'action  de   la  force   centrale Parmi   les  tnvjecloires  il 

ir-  -  (J-|- 

y  a  ut\e  développante  d'un  cercle  qui  a  son  centre  k  rorij;ine. 

8072.  —  On  lance  d'un  même  point  et  dans  la   même  direction  ili\ers  points   pesants  avec  des  vitesses  initiales  diffé- 
rentes. Lieu  de  leurs  positions  à  un  instant  donné. 

8073     —  On  consiiière  un  point  mobile  sous  l'action  d'une  force  centiale,  fonction  de  la  distance.    Trouver  les  condi- 
tions initiales  pour  que  la  trajectoire  soit  un  cercle. 

VIII.   -   Statique. 

8l>74.   —  On  donne  deux    forces  ((uelcuiKincs  K  et  (i  el  une  droite    ^     IVut-«in  placer  sur  A  une  force  II  telle  que  le 
système  V,  ('•,  Il  ait  une  résultante  uniqut'.' 

8075.  —  Dêmontier  (|iu'  la  nsultante  de  deux  forces  concourantes  passe   par  un  point  ll\e  quand  les  forces  tournent 
autour  de  leur  point  de  rencontre. 

8076     —  On  doiiiic  trois  droites  .\,  It,  ('.  l'eut-on  placer  sur  ces  droites  trois  forces  se  réduisant  à  un  couple  ? 

8077.  —  On  donne  un  tétrai-dre  O.Mil',,  et  on  considère  le  système  de  forces  représentées  par  les  vecteurs  0.\.  OH.  (M., 
ne,  CA,  AH.  Kaire  la  réduction 

8078.  —  Trouver  l'axe  central  d'un  système  de  trois  forces  dont  les  points  d  application  sont  respectivement  sur  les 
axes  de  coordonnées. 

H079.  —  Médiiire  un  sjsleme  de  forces  ii  deux  lorces  de  grandeurs  données,  dont  l'une  soil  appliquée  en  un  point  donn«V 
8US0.   —  l'ont  système  de  forces  peut  se  réduire  à  ileux  dont  l'une  est  portée  par  une  droite  .irhilrnlie 
SOHI  On  peu!  lédiiin'  un  s\slènu>  de  forces  .1  un  couple  situé  dans  un  plan  donné  el  «  une  force 
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8082.  —  Peut-on  réduire  un  système  de  forces  à  une  force  et  à  un  couple  donné  ? 

8083.  —  Démontrer  qu'on  peut  réduire  un  système  de  forces  à  six  appliquées  le  long  des  arêtes  d'un  tétraèdre.  La 
décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

8084.  —  Définition  du  produit  géométrique  de  deux  \ecteurs.  Calculer  le  produit  géométrique  des  vecteurs  qui  ont 
pour  coordonnées    Xi,  Yj^  Zi,  Li,  Mi,  Ni,   et    X:,  Y>,  'U,  Li,  Mu.  No. 

8085.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux,  l'une  étant  située  dans  un  plan  donné,  l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan. 
Si  le  plan  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  trouver  le  lieu  engendré  par  la  deuxième  force. 

8086.  —  Réduire  un  système  de  foices  k  deux  dont  lune  passe  par  lui  point  donné  et  ait  une  intensité  donnée. 

8087.  —  On  donne  un  polygone  fermé  plan  ou  gauche  ABCDE.  Faire  la  réduction  des  forces  AB,  BC,  CD,  DE,  EA. 

8088.  —  On  donne  des  vecteurs  de  grandeur  constante  passant  par  un  point  fixe  et  dont  le  moment  par  rapport  h  un 
point  est  constant.  Lieu  de  la  ligne  d'action  de  ces  vecteurs. 

8089.  —  On  donne  des  vecteurs  passant  par  un  point  tixe  et  dont  le  moment  par  rapport  à  un  axe  est  constant.  Lieu 
des  lignes  d'action  de  ces  vecteurs. 

8090.  —  Une  charpente  en  forme  de  tétraèdre  a  pour  base  dans  un  plan  horizontal  un  triangle  équilatéral  de  côté  a. 
Le  sommet  se  projette  sur  le  plan  de  ce  triangle  en  son  centre  de  gravité  et  a  une  cote  h  par  rapport  à  ce  plan.  Les  côtés 
sont  des  tiges  pesantes  articulées  en  leurs  sommets.  Calculer  les  tractions  exercées  sur  les  côtés  horizontaux. 

8091.  —  Un  cordon  de  longueur  donnée  est  attaché  en  deux  points  A  et  B.  Équilibre  d'une  poulie  infiniment  petite 
reposant  sur  !e  cordon  et  à  laquelle  est  attaché  un  poids  P.  Solution  géométrique. 

8092.  —   Position  d'équilibre  d'un  point  mobile  avec  frottement  sur  la  parabole      J-  =  2p\j,      et   soumis  au  champ 

X=-.r,     Y  =  -!^. 
x- 

809.'{.  —  ('onditions  d'équilibre  d'un  corps  qui  a  deux  points  fixes. 

8094.  —  On  donne  un  pointfixe  A,  une  poulie  fixe  H  infiniment  petite.  In  cordon  attaché  en  A  passe  sur  la  [loulie  B. 
et  porte  une  poulie  mobile  C  sui)porlant  un  poids  IV  On  tire  sur  le  fil  après  son  passage  en  B.  tjuel  est  le  lieu  du 
point  C  ? 

8095.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  0.r,  Oi/,  le  premier  horizontal  et  le  deuxième  vertical.  Une  tige  pesante  AB 
s'appuie  siu"  0,c  et  Oy;  elle  frotte  sur  O.t  seulement.  Position  d'équilibre. 

8096.  —  IJi  point  pesant  M  de  poids  P  est  attiré  par  un  point  A  par  une  force  égale  à  .MA  et  par  un  autre  point  P. 
par  une  force  égale  à  \;.W.\.   Position  d'équilibre.  Lieu  de  ces  positions  si  k  varie. 

8097.  —  On  considère  deux  points  pesants  M,  M'  sur  un  plan  horizontal  rugueux  ;  ils  sont  réunis  par  un  fil  élastique 
dont  la  tension  est  proportionnelle  a  l'allongement  du  fil.  Position  d'équilibre. 

8098.  —  On  considère  la  parabole  x-  =  2/>//,  l'axe  des  //  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  Une  barre  AB  repose 
par  ses  extrémités  sur  la  parabole  et  sur  O»/.  Position  d'équilibre. 

8099.  —  Une  barre  pesante  OB  tourne  autour  du  point  0  dans   un  plan    vertical  .rOy  (O.r  horizontal,  0//  vertical).  Au 

point  P.  est  attaché  un  fil  ([ui  passe  sur  une  poulie  infiniment  petite  A,  située  sur  O//.  et  supporte  un 
poids  P.    Position  d'équilibre.  On  suii(iose  OA  =  OB. 

8100.  —  Une  barre  pesante  AB  rejiose  sur  le  sol  et  sur  un  mur  vertical.  Elle  est  située  dans  un 
plan  vertical.  En  un  point  G  on  applique  un  poids  su|q)lémentaire.  Équilibre  en  supposant  ([u'il  y  ait 
irollement.  On  suppose  ensuite  qu'il  n'y  a  pas  frottement  :  quelle  force  horizontale  doit-on  appli(iuer 
à   lextrémité  de   la   barre  qui  repose  sur  le  sol  poui'  qu'il  y  ait  équilibre.' 

8101.  —  On  donné  une  circonférence  constituée  par  une  matière  homogène.  Un  point  A  k  l'inté- 
rieur est  attiré  par  chaque  élément  proportionnellement  k  la  masse  et  en  raison  inverse  de  la  distance. 
Trouver  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  A. 

8102.  —  Positions  d'équilibre  d'un  point   pesant  assujetti  k  décrire  un  cercle  situé  dans  un  plan  incliné  k  45°  sur  le 

1 
plan  horizontal    le  coefficient  de  frottenienl  ctaiit  égal  a    - — • 

8103.  —  On  donne  <l('ux  tiges  pesantes  OA  =  *f,  OB  =  {;  faisant  l'angle  AOB  =  0.  Position  d'équilibre  du  système 
autour  du  point  0. 

8104.  —  Équilibre  d'une  barre  pesante  reposant  k  l'intérieur  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

8105.  —  Équilibre  d'un  point  mobile  avec  frottement  sur  une  hélice  circulaire  à  axe  horizontal. 

8106.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  arceau  de  sinusoïde,  de  cyclo'ide. 

8107.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  parabole,  d'un  arc  de  spirale  logai  ithmi({ue. 

8108.  —  Centre  de  gravité  du  volume  d'un  hémisphère. 

8109.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  limitée  par  la  courbe    ij  =  La;,    l'axe  des  x  et  la  droite    x  ^  2. 

8110.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle  AB  sachant  que  la  densité  en  un  point  M  est  proportionnelle  à  l'arc  A.M. 

8111.  —  Centre  de  gravité  de  la  table  de  Pytliagore. 
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CONCOURS  DE  1910  [Suite.) 


ECOLR  PROFESSIONNELLE  SUPERIEURE  DES  POSTES  ET  TÉLÉGRAPllES 

(2e  section) 

Mathématiques. 
\.  —  1921.   Elant  donnes  dans  un  [ilan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  0^;,  iji/,  on  demande  de 
déterminer  une  courbe  r  de  ce  plan  telle  <ine  la  projection  orthogonale  sur  l'axe  Ox  du  centre   de   courbure 

C  en  un    point  quelconque  M  de  cette  courbe  soit  le  point  T  où  la  tangente  en 
M  rencontre  cet  axe. 

Trouver  la  relation  qui  existe  entre  lordonnée  d'un  point  ijuclconque  de  cette 
courbe  et  l'arc  de  la  courbe  compté  k  partir  du  point  d'ordonnée  maximum. 

H.  —  On  demande  l'intégrale    z  ■=  f{x,  ijj    de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

2m  —  3  cos  X, 


jl  +  (3.-,+  sin.)^  =  4. 


^y 


qui  est  nulle  pour 


z  0    quel  que  soit  y. 

Mécanique. 

I.  —  On  considère  un  pendule  formé  par  un  disque  circulaire  de  rayon  U  fixé 
par  son  centre  à  l'extrémité  inférieure  d'une  tige  de  longueur  L.  Le  disque,  la  tige  et  l'axe  de  suspension  for- 
ment un  système  invariable.  Le  plan  du  disque  contient  la  tige  et  l'axe  de  suspension.  Un  vent  horizontal  de 
vitesse  donnée  V,  perpendiculaire  à  l'axe  de  suspension,  souffle  sur  le  disque.  On  admet  que  son  action  se 
traduit  par  une  force  normale  au  disque,  appliquée  au  centre  de  celui-ci  et  égale  à  KS^V^  sin  %.  expression  dans 
la(iuelle  K  est  un  coefiicient  constant,  S  la  surface  du  disque,  W  la  vitesse  relative  du  centre  par  rapport 
au  vent,  a  l'angle  de  cette  vitesse  relative  avec  le  plan  du  disque.  On  néglige  l'action  du  vent  sur  la  tige  ainsi 
que  sur  la  tranche  du  disque. 

Connaissant  les  poids  du  disque  et  de  la  tige,  on  propose  : 

1°  De  trouver  la  position  d'équilibre  du  système  ; 

2°  De  former  l'équation  dilïérentielle  du  mouvement  de  ce  système  écarté  de  sa  position  d'é(|uilibre  ; 

3"  D'étudier  les  petites  oscillations  que  présente  le  système  (luand  il  est  inlinimenf  peu  écarte  de  sa  posiliun 
d'équilibre. 

H.  —  Une  bille  homogène  est  posée  sur  un  plan  horizontal  dépoli  (lui  tourne  avec  une  vitesse  constante  w 
autour  d'un  axe  vertical.  Le  frottement  est  supposé  assez  grand  pour  que  la  bille  roule  sans  glisser  et  on  néglige 
les  résistances  au  roulement  et  au  pivotement  ainsi  que  la  résistance  de  laii-. 

Étudier  le  mouvement  de  celle  bille. 

P/iyxirpte. 

I.  —  Détermination  de  l'équivaient  mécanlifue  de  la  chaleur  par  l'expérience  de  Hirn  par  le  choc;  valeur 
numérique  de  la  calorie-gramme  en  ergs,  en  joules  et  en  kilogranimètres. 

II.  —  Knuniérei-  les  théorèmes  de  KirchhoIT. 

III.  —  Dans  la  distribution  ci-contre,  où  b^s  cliiirres  indiquent  les  résistances 
de  chaque  tronçon  en  ohms,  on  (lrniaiid(>  la  (iitVerence  de  potentiel  entre  les  points 
B  et  I). 

La  difl'érence  de  potentiel  entre  les   bornes  de  la  machine  M  est  do  500  volls. 

'  'hinilr , 

1.  —  .-Muininiiim  et  alliages  :  labricalion,   pro[)netés,  usages. 

IL  —  On  brûle  l*-'  de  sulfure  de  carbone  dans  un  récipient  conlenanl  un  excès 
d'oxygène  sec  (')  et  le  de  bioxyde  de  plombpulveri.se.  On  demande  de  calculer 
la  variation  (lue  subira  le  volume  gazeux  après  accomplisseuu>nl  de  toutes  Ic.s  réac- 
tions possibles,  sous  pression  normale  et  à  0". 

Données  :     C  =  12.     S  =  32,     l*b  =  20S.     ()  =  l«. 


(1)  Sous  i)rcssioii  normale  et  à  0°. 


J02  ALGÈBRE 

QUESTIONS    PROPOSÉES 


1922.  —  On  considère  la  fonction 

ij  =  a-K^La:  —  X, 
dans  la(iuelle  a  désigne  nn  noniljre  positif  donné. 

10  Montrer  que  celle  fonction  satisfait  à  la  relation 

xy'  —  aj/  =  'u.x^-\-{a.  —  1)  x. 
En  déduire  une  relation  entre  y'"'  et  y  "-*'.  Calculer  les  premiers  termes  du  développement  en  série  de  la 
fonction  y,  au  voisinage  de    a;  =  1,    par  rapport  à  la  variable     x—  {  —  x'.     En  déduire  la  forme  de  la  courbe 
représentative  au  voisinage  du  point  correspondant. 

2»  Etudierles  variations  de  celte  fonction,  dans  les  divers  cas  fournis  par  les  diverses  valeurs  positives  de  a. 
Cas  particuliers,  cas  généraux,  E.  H. 

1923.  —  Etant  donnes  un  hyperboloïde  à  une  nappe  H  et  les  génératrices  G  d'un  même  système  de  H  ;  dun 
point  M  de  l'espace  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  droites  (1.  Trouver  le  lieu  des  points  .VI  pour  les- 
quels les  pieds  des  perpendiculaires  sont  dans  un  même  pian.  Montrer  que  le  plan  est  toujours  un  plan 
cyclique  et  que  le  lieu  se  compose  de  six  droites  qu'on  demande  de  définir  géométriquement,  voir  combien 
d'entre  elles  sont  léelles.  Examiner  le  cas  du  paraboloïde  byperbolique  ;  examiner  aussi  le  cas  des  hyperbo- 
loides  engendrés  par  l'intersection  de  deux  plans  rcclangiilaires  tournant  chacun   autour  d'une  droite  fixe. 

E.  Kkiiaval. 


DEUXIEME    PARTIE 


ALGEBRE 


1866.  —  t°  l)('lc/niùner  1rs  valeurs  de  /  pour  lesquelles  le  pulyuome 

fix)  ^  X*  -+-  Ix'-'  —  a--  —  2x  -}-  2 
est  de  In  forme  (x^  -+-  px  ■+■  q)ix-  H-  p'x  -h  q'), 

1(1  di/féretice  des  deux  trinômes  élnnt  égale  à     ïx -\-  1. 

^°  On  prendra  pour  À  la  racine  moyenne  de  l'équation  en  À  ai)isi  formée  et  on  calculera 


I    x^  H-  4 


l\°  Montrer  quen   retranchant  de  F(x)  une  expression  de   la  forme  AL  |.r(,  cette  fonction  reste  finie, 
quand  x  est  infini.  Calculer  A. 

4"  On  considère  la  fonction  q(x)  =  — — — ; 

'  f[x)  X 

g{x)dx. 

lo  Identifions     x'^-^lx^  —  x'^ —  ±v -\-ii     avec     (x- ^px -^q^x'^ -hp'x -^q'),     et     {p  —  p')i'-^q —q' 

avec     4a;  H-  1  ;     nous  aurons 

p  -H  p'  =  X,  pp'  -^q^q'  =  —  i,  pq'  -^  qp'  =  —  2,  qq'  =  2,  p  —  p'  =  i,  q—q'  =  i. 

X  ,        À 

La  première  et  la  cinquième  de  ces  équations  nous  donnent        p  =  —  -i-  2        et        /■*  ~  ô"  —  ^  ^ 

nous  avons  donc  simultanément 

q  +  q'  =  :]  —  —  et  q-q'  =\; 


ALGÈBRE  ,,j3 

par  suite,  9  =  2 —,  ^' -  j  _ 

Il  reste  maintenant  à  exprimer  que  la  troisième  et  la  quatrième  équation  sont  vérifiées  ;  ceci   nous 
donne 

X^-- 24X^  =  0,  X^— I2X  =  0. 

Ces  deux  équations  n'ont  que  la  racine  commune    X  =  0  ;     c'est  la  seule  solution  qui  convienne 
et  le  polynôme  f{x)  est  bien  déterminé  ;  c'est    x'' — x^  —  ^x-^2. 

2°  L'énoncé  est  erroné  :  il  n'y  a  pas  à  choisir  parmi  les  valeurs  de  X  ;  une  seule  convient,  c'est  la 
racine  commune  aux  deux  équations. 

.         r        .•  r  11  X'-+-A  ,.  X^-hA 

La    fraction  rationnelle      — -. ; -:        s  écrit   alors      .      et  nent  <;p 

x'  -  x^  —  2x-h'2  {X  —  i  )\x'  H-  2x-  -h  2)  ^ 

décomposer  en  éléments  simples  de  la  façon  suivante  : 

ï'  +  't  A  B  Ca?  -f-  D 


(x— i)2(x2  +  2.z'^2)         (X— 1)2         x—\         .r2H-2.r-h2 
A  s'obtient  en  multipliant  les  deux  membres  par     [x  —  1)2,     puis  faisant    x  —  1  :     on  trouve  ainsi 
A  =  1,     et,  en  retranchant  des  deux  membres — -  -     il  vient,  dans  le  premier, 

{x  1)2  '  ' 

3j3  _    rj,%  _  «jj^r.  _,_  2  X-   —  2 


(a^— l)2(a;2-H2a;  +  2)         (a;  ~  1  )(.x2 -+- 2a: -^  2j 

Pour  avoir  B,   il  faut  multiplier   par    x  —  1,     puis    faire    a- =  l  ;     ceci   donne     B  =  —  — ,     et, 

5 
—  1 

en  retranchant  la  fraction    — ; —    des  doux  membres,  le  premier  devient 

5(a;— 1)  ^ 

6x2  _,_  2a;  -  H  6x  -h  8 


o(x  —  l)(a'-  ^-  2.r  +  2)  5(^2  -i-  2ar  -f-  2) 

La  fraction  de  seconde  espèce  est  donc  toute  calculée  et  l'on  a 

x^-l-4  1  1  Ga,--i-8 


/■(r)  (a:  — 1)2        5f,r  — 1)         o(a--' -f- ^x -h  2) 

Pour   intégrer  cette  expression,   il    n'y  a  qu'à  transformer  la  dill'érentielle     dx 

vt(x^  -+-  2.r  -f-  2) 

lijl  -h  '■2)dt 

par  la  substitution    .r-hl  =  t;     elle  devient     — r— ^ rr~     '^^  ^^  décompose  en  deux  dill'erenlielles 

.•H/--H1) 

qui  s'intègrent  immédiatement.  La  fonction  F(ar)  est  donc  linalement 

Il  3  '■^ 

F(x)  = j-  —  -  L  I  .r  —  1  I  ^-  -^  L(a-2  +  2a-  -^  2)  ^  ^  arc  Ig  (x  -+- 1)  -h  C». 

3»  La  fonction  V{x)  peu!  s'écrire 

—  I  2  1         (x'-  -h  âx-h  2)-' 

i^^(^)  -  T— r  '-  TT  ''''  ^^'  ^•'-'  -*-  ')  -^  IT  '^       |.,-     Il      -^^ 

2         2  \» 

-i      -  1      '-^x"^:^) 

on  V(x)  ^ +  7"  arc  tg  (.r  +  1  )  -h  L  |  x  |  -h  -  L  -^ \-C. 

X  —  1         o  I   ■  I 

La  seule  partie  qui  dovionno  inlinn'  avec   r  esl  la  pailic  l.  \  x  \   ;  donc     .V  =  i . 

.H    •    't 
Celte  valeur  d<>  .V  ix'ut  se  (•alciilcr  t'iicorc  aiilriMucnl  :  il   sullil  de  développer      — - — ; —     en  série 

ordonnée    par    rapport  aux  puissances  di-ci-oissanlcs  de    r    par  la  division  ••(   tl'mli'grcr   «Mtâuila.  On 
trouve  d'abord 
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x'  -f-  4         1  1 


puis. 


/■(.r)  X        x^ 

1  2 

'        "Ix-         x^ 


6 


G'. 


Dans  celte  fonction,  le  seul  terme  qui  devienne  infini  avec  x  c'est    le  premier,  l'expression  qu'il 
faut  retrancher  de  F(.ï:)  est  donc  L(.k),  et  l'on  voit  que  l'on  doit  prendre     A  =  1. 

^3  +  4         I 
4"   L'intégrale   de    la  fonction     — — est     F(.r) — Ux):     elle  a  donc  pour  valeur 

/f.r)  X 


—  12  1    , 

+  —  arc  tg  (.r  -+-  1  )  -h  —  L 


^V 


X —  1 


C; 


1  — 


pour     a'  =  -h  oc,     elle  est  égale  à     —  -h  C,     et  pour    x  =  :2,     à 

\ 


On  a  donc 


—  1  H-  —  arc  tg  o  -H  —  L  -—  -f-  G. 

/      q(x)dx  =  — -  -i-  1 arc  tg  3 —  La  -+-  — -  L2. 

J,  5  o  ;>  5 


lionne  solution  :  M.  IJousshAr,  ;'i  Fourncs. 


QUESTIOiNS   PROPOSEES 


1924.  —  10  Intégrer  l'équation  différentielle 

?/"'(!  H-xUl  -I-  20-1  -t-  i.ri/"  —  2i/'  -1-2  =  0 
par  les  séries  et  trouver  ainsi  toutes  les  fonctions  //  (|ui  satisfont  à  cette  équation  et  sont  nulles  pour    a;  =  0. 
2°    Déterminer  celle  de    ces   fonctions  y  qui    est    niinirnum    [lour     x  =  0      et   uiaxiniinn  pour     x  =  1. 
Etudier  les  variations  de  cette  fonction.  Calculer  l'ordonnée  du  luaxinuun  et  la  racine   positive  de  cette    fonc- 
tion avec  l'approximation  que  comportent  les  lable.s  de  logariltimes.  E.  H. 

1925.  —  Soient  Al)  un  diamètre   lixe  d'un  cercle  0,  M  un  point  varialde   sur  la    circonférence,  C  et  C 
deux  points  sur  AM,  tels  que     CM  =  C'.M  =  h: 

1»  l.c  lieu  des  centi-es  de  similitude  du  cercle  <)  et  du  cercle  de   diamètre  AM  est  une  strophoïde  droite  ; 

2°  Ia\  lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  de  diamètre  AM  et  du  cercle  de  diamètre  liM  i>st  composé  de 
deux  courbes  du  sixième  degré.  i>es  construire. 

3o  Le  lieu  dos  centres  de  similitude  du  cercle  U  et  du  cercle  de  diamètre  .MC  (ou  MC)  se  compose  de  deux 
courbes  du  quatrième  degré.  Les  construire  et  calculer  leurs  aires. 

E.-N.  B.\RisiE\. 


BAR-LK-DDC.    —   IMP.    COMTK-JACQUbT . 


Ae  Hédacleur-(,érnnt  :  H.  VLIBEHT. 
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REVUE    DE    .\lATlIË.\lATl(iUES   SPECIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR   LA  COURBURE   DES  COURBES  TRIANGULAIRES 

par  M.  Valiron,  professeur  au  iycée  de  Besançon. 


Considérons  un  triangle  de  référence  dont  les  côtés  ont  pour  équations  par  rapport  à  deux  axes 
rectangulaires 

P  =  ax-^by-hc  =  0,  Q  ^  a'x -\- b'y -h  c'  =  0,  H  =  «"x  -+-  h"y  -^c'  =  0. 

Nous  appellerons  courbes  triangulaires  les  courbes  dont  l'équation  est  de  la  fornoe 

(I)  U^,  y)  -  «P-^  -h  PQ^  -^  tR^  =  0, 

a,  p,  Y  et  [X  étant  des  constantes. 

Si  nous  considérons  [ji  comme  fixe  et  a,  p,  y  comme  des  paramètres,  l'équation  (I)  représente  un 
réseau  de  courbes.  Par  un  point  A(xo,  j/o)  il  passe  un  faisceau  de  ces  courbes,  car  en  posant 

Po  =  axo  H-  fjijo  +  c,  Oo  =  a'Xû  h-  //j/o  H-  c',  Ro  =  a'xo  -H  b'y^  -+-  c", 

on  a 

(1)  «PS  +  PQS-f-ïRS  =  0. 

De  sorte  que  l'équation  (I)  ne  contient  plus  qu'un  paramètre  linéaire.  Kiifin  il  y  a  une  seule  courbe 
fv-ix,  y)  =  ^  passant  par  un  point  A(xo,  y^)  et  ayant  en  ce  point  une  tangente  donnée.  En  elTet  si 
«iP  -I-  ?)0  -+-  YiR  =  ^    est  l'équation  de  cette  tangente,  on  a  évidemment 

(2)  ^t.Po  +  PiQo-hï.Ro  =  0. 

Et  comme  la  tangente  au  point     A(-r„i/o  —  l*oQoRo)     à  la  courbe  (i)  a  pour  équation 

appg-»  -+-  poor'  -4-  yRRr'  =  0, 

on  doit  avoir,  ru  plus  de  la  relation  (1),  les  relations 

._,  «PS-'  _  mr'  _  ïRr' 

^^^  ..     -     p.     -     „    • 

Les  relations  (I)  et  (3)  sont  compatibles  en  vertu  de  l'égalité  (2),  et  !••  lait  procèdent  est  dénumlré. 

(kîci  pos('',  nous  allons  démontrer  le  théorèiix'  suivant  : 

Elfint  danné.s  un  puint  A  et  une  droite  AT  passtnit  par  re  point,  si  un  dt'siyne  pnr  p^  If  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe   f^{x,y)  =  0   au  point  A,  on  a  quel  que  soit  p 

Poui' (iémonirer  ce  tait  je  irmaïqueiai  qu'on  [iciit  sup|ti>si'r  que  le  point  A  est  l'origine  des  coor- 
données et  AT  coniondu  avec  l'axe  dos  .r,  puis(|ue  les  cùtés  du  Irianglf  do  rôféronce  nonl  pas  d<'  position 
particulière  par  rapport  aux  axos  d(>s  coordonnées. 

Pour  oxprinier  t|uo  0.r  est  (ani;ento  à  la  courho  (h  au  [Miiiit  <>  fl  caloulor  le  rayon  do  courbure  en  ce 
point,  ji"  reinar(iiio  (ine  pour  ./■  ot  7  sulTisamiuonl   prlils  <>u  peut   ili'voloppor    P»*,   Q>*.   U"    par  la  formule 
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du  binôme.  On  a 


pv   =  c!"     1  H ^        =  cl  i-hiJ. -h  -^-^ 


)    (ax  -+-  byY 


p.c 


•î^»  y)  L 


P,(.x,  y)   contient     [ax  -i-by)^     en  facteur,  donc  ses  dérivées  premières  et  secondes  en  x  et  y  s'annulent 
pour    X  =  0,    y  =  0. 
On  a  alors 

f.Jx,  y)  =  u^-h  UiX  -+-  U2.7  +  «3^"'"-+-  u.xy  -h  u^y-  -+-  Og(x,  ?/), 
cp;j(j-,  y)  s'annulant  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes  pour     x  =  0,     y  =  0.     Et  on  a 

M,  =  (ac!"-'aH-pc''"-'a'-)-Yc"i'-'a")fi, 
u.  =  {c^c^-'h  -+-  3c'---'b'-h^c''^'b'')ii, 

Pour  que  la  courbe  passe  par  0  et  soit  tangente  à  ()x  en  ce  point,  il  faut  que 
(4)  I/o  =  0,  u,  =  0. 


2U3 


on  a 


Alors,  le  rayon  de  courbure  est  p^  - 

¥a\  posant 

[jl/t  1        A- 


ix{li  —  \)h         l  —  iJi    h 


k 


Pour  calculer  —  '  il  suflit  de  remarquer  que  les  relations  (4)  et  (5)  peuvent  s'écrire 

Uo  =  (ac'^-')c  +  (pc>-')c'-f-(Yc"i^-')c"  =  0, 
M,  =  (aci^-')a  -h  (^c'i^-Ma'  -+-  (Yc";^-')a"  =  0, 

(ac'^-')6  4-  ((ic':^-')6'H-  fyc''^-'  )//"  —  k=  0, 


On  a  donc 


(6) 


c  ce 


c        c'  c"  0 

a  a'  a"  0 

A  b'  h"  k      =  0. 

a^  a"-  a"- 


En  développant  par  rapport  à   la  dernière  colonne,  on  voit  que      -   est  indépendant  de  |x.  Donc 

p^(l  —  fi)     ne  dépend  que   de   la  position  du   point  A  et  de  la  druite  AT  par  rapport  au  triangle  de 
référence. 

Applications.  I.  —  Si  on  donne  à  (ji  la  valeur  ii  on  a  une  conique  conjuguée  au  triangle  de  référence, 

1 

pour     ;jL  =  —  1     on  a  une  conique  circonscrite;  pour     fji  =  — ,    une  conique  inscrite.  On  a  ainsi  les 

trois  énoncés  suivants  : 

1"  Lorsqu'une  conique  C  est  harmoniquement  circonscrite  à  une  autre  C  et  lui  est  tangente  en  un  point, 
on  a  entre  les  rayons  de  courbure  en  ce  point  la  relation 

2"  Lorsqu'une  conique  C  est  harmoniquement  inscrite  dans  une  conique  C  et  lui  est  tangente  en  un  point, 
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J07 


on  a  la  relation 


—  2o  ' 

**!     C 


entre  les  rayons  de  courbure  au  point  de  contact. 

3"  Lorsqu'une  conique  C  est  circonscrite  à  un  trianqle  inscrit  dans  une  conique  C  et  lui  est  tangente  en 
un  point,  on  a  au  point  de  contact  la  relation 


En  particulier  si  le  triangle  de  référence  a  pour  sommels  les  points  cycliques  et  un  autre  point  0, 
uneconiqueconjuguée  sera  une  hyperbole  équilatère  de  centre  0,  —  une  conique  circonscrite,  un  cercle 
passant  par  0,  —  une  conique  inscrite,  une  parabole  de  foyer  0.  On  voit  alors  rpie: 

1°  Le  raxjon  de  courbure  en  un  point  d'une  parabole  est  le  double  du  diamètre  du  cercle  passant  par  le 
foyer  et  langent  à  la  courbe  en  ce  point. 

2o  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  hyperbole  équilatère  est  égal  et  de  sens  contraire  au  dia- 
mètre du  cercle  qui  passe  par  le  centre  et  est  tangent  à  la  courbe  en  ce  point. 

De  même  si  on  considère  un  triangle  de  référence  formé  par  les  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires et  la  droite  de  l'infini,  les  coniques  circonscrites  sont  des  hyperboles  équilatères  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  et  qui  passent  par  l'origine  ;  les  coniques  inscrites  sont  les  paraboles 
tangentes  aux  axes.  Si  on  considère  alors  un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine,  il  est  conjugué  au 
triangle  de  référence.  On  a  alors  les  deux  propositions  suivantes  : 

1°  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  parabole  est  égal  et  de  signe  contraire  au  diamètre  du  cercle 
langent  en  ce  point  et  ayant  son  centre  sur  la  directrice  ; 

t°  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  hyperbole  équilatère  est  égal  et  de  signe  contraire  à  la 
moitié  de  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  d'incidence  et  le  deuxième  point  d'intersection 
avec  la  courbe. 

Considérons  enlin   une  ellipse  ou  une  hyperbole  ;   on   sait  que    tout  cercle  orthogonal  au  cercle 

orlhoptiqiie  est  harmoniquement  circonscrit  à  la  courbe  (Théorème  de 
b^aure).  On  voit  alors  que  si  on  considère  le  cercle  orthogonal  au  cercle 
orthoptique  et  tangent  en  un  point  à  la  conique,  son  diamètre  est  égal  et 
de  sens  contraire-  au  rayon  de  courbure. 

Dans  le  cas  où  le  cercle  orthopticiue  est  réel,  on  a  la  construrtion  sui- 
vante (que  je  fais  dans  le  cas  de  l'ellipse). 

La  normale  en  A  coupe  le  cercle  oithoplique  en  B  et  C,  le  conjugué 
harmonique  de  A  par  rapport  à  B  et  C  est  à  l'extrémité  du  diamètre  du 
cercle  orlhogoiial  à  C  et  normal  en  A  à  BC  ;  le  point  N  syniolrique  de 
M  par  rapport  à  A  est  le  centre  de  courbure.  On  sait  d'ailleurs  construire 
M  même  lors(iut'  B  et  C  sont  imaginaires,  ce  qui  se  préseule  dans  le  cas 
de  l'hyperbole.  Enlin  dans  le  cas  où  i! 

le  cercle  orlhopli(|ue  est  imaginaircet  a  pour  rayon  'B,  la  polaire  'l 

du  point  A  par  rappcnt  à  ce  cercle  est  la  syin('lri(|U('  par  rapport 
au  point  O  (l(>  la  polaiic  du  [loiiil  A  |  ai  ra|H)oil  au  et  icle  de 
centre  0  cl  rayon   II.   Donc  on  a  encore  le  point   M. 

On  peut  aussi  construire  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  en  considérant  celle  ciuirbe 
comme  conjuguée  au  Iriangle  formé  par  ses  axes  cl  la  droili'  ilr 
l'inlini.  La  conique  circonscrite  à  ce  Iriangio  et  tangente  «n  M 
;\  la  courbe  est  alors  une  hyperbole  é(|uilalère  dont  les  asynip- 
loles  6onl    jtarallrles    aux    axes  et  i\\\\  |ia>se  par  le  crutie   *>.   M   .: 


M>*,M 


0  [3  f  To 


l'.N 


est   le  ravon   de  courburo  de  celle 


108  SUR  LA  QUESTION   1766 


hyperbole  et   p^  celui  de  la  conique  donnée,  on  a 

—  s    —  2o 
Mais  on  a  va  que  si  P  désigne  le   second   point  d'intersection  de  la  normale  en  M  avec  l'hyper- 
bole, on  a 


Ph  = — 3- 


Donc  on  aura 

Pc  =  Ml\ 

La  construction  du  point  P  se  fait  en  appliquant  le  théorème  de  Pascal.  J'ai  numéroté  sur  la  ligure 
les  cinq  points  connus  sur  l'hyperbole  équilalère,  M  comptant  pour  2,  et  P  étant  le  sixième  point  :  les 
droites  (I2J)  et  (i5)  se  coupent  au  point  à  linfini  sur  MT  ;  (^3)  et  (56)  au  point  Q,  (34),  (61)  en  un  point 
R,  alors  KQ  est  parallèle  à  MT,  donc  perpendiculaire  à  MN,  et  P  s'obtient  en  abaissant  de  R  la  perpen- 
diculaire sur  OQ  ;  on  obtient  la  construction  classique. 

En  permutant  2  et  3  on  a  la  construction  en  pointillé. 

Remarouk.  —  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  a  été  incidemment  donné  par  M.  Jamet  dans  sa  thèse  {Annules 
de  CEcolc  normale  supérieure,  année  1881). 


SI  H   LA    ni  i:sTI().\    176»; 
par  M.  W.  Gaedecke,  à  Berlin. 


1766.  —  On  donne  la  fonrùon     ri  =  e  ^  .     Déterminer      — -^      et  se  servir  de  la  formule  obtenue 

'  ''  ax" 


■pour  démontrer  l'égalité 


— —  {x"-'e'^  =  (— 1)" 


dx"  '    j"^' 

Généralisation.  —  On  prend  la  fonction     y  =  x""'e'.     On  a  successivement 

-r-  =  (n  — l)x"  — ax"-'  , 

dx         x2    ^^  ^  ^' 

a 

~r\-  =  -^  r(n  — 1)(h  — 2)x"—  2a(«  — 2)x"-'  -t-a^x"-*]. 
ax*  .r-* 

— -^  =  -^  [in  —  \){n  -  2)(7i  —  3)x"  —  3a(n  —  2)f  n  —  3),r"  '  -^  3a-(H  —  3)x"--  —  a'x""^ j, 
dx^  X* 

— ^  -  —  [{n  —  l)...(u  — 4)x"  —  4a(n  — 2).  .  .(n  — 4)x"-'  H- 6a-(n  —  3)(»  —  4)x''-2 


rfx*  X 


—  4a3(n  —  4)x"--'  +  fl*x''-^], 

—  ^    [(n  —  1) .  .  . (n  —  o)x"  —  5a(/j  —  2) .  .  . [n  —  5)x"-'  -+-  iQa'\n  —  3)  •  •  •  (n  —  5)x"-- 

—  10a-'(»  —  4)(«  -  5)x"-  ^  +  5aXn  —  5)x"-*  —  a'^x"-"]  ; 

d"^ti  6  ' 

—  [(u  —  1)...(»  —  7/i)x"— C,i,a(n  — 2)..  (n  —  m)x""-' H-C?„a-(«   -  3)...(n  —  m)x"-- 


—  C,?,a'Xn—  4j...(n  — m)x"  ^  d=  •.•  4-  (—  l)'"G"m-a'"-2(rt  _m  _v-  l)(,r  —  7n)x''-"'+^ 

—  (—  l)'"C„',(n  —  m)a'"-*x''-»'-+-'  -f  (—  l)'"a"'x"-"']. 
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En  posant     m  —  n,     on  obtient  l'équation 

a 

et  pour    II  =  \     l'équation  demandée. 

Remarque.    —   La  fonction     \j  —  x"~'e  ^       peut  être   regardée   comme   l'intégrale  particulière  de 
l'équation  différentielle  du  n*  ordre  : 

dx'' 
si  l'on  pose     a  =  — '(/A.     Les  n  valeurs  des  n'""  racines  donnent  n  solutions  particulières  différentes, 
et  c'est  pourquoi  l'intégrale  générale  est  aussi  connue. 


ec(^lh:  polytechnique 


Concours  de  1910. 

1867.  —  1°  Trouver  une  sérif  entière  en  x  qui  satisfasse  à  l'équation  di//éventielle 
(E)  9(1-x',-g-_te^+,=0 

et  aux  conditions  initiales  suivantes  :  pour     x  =  0,     la  série  doit  prendre  la  valeur    I    et  sa  dérivée  doit 
prendre  la  valeur —  • 

2°  Déterminer  l'intervalle  de  convergence  de  la  série  trouvée.  La  fonction  de  x  que  définit  cett^  <'''-i> 
dans  son  intervalle  de  convergence  sera  désignée  par  f{x). 

3°  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  changements  de  la  variable  indépendante,  de  la  forme  t  =  »(,x), 
qui  transforment  identiquement  l'équation  (E)  en  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants  :  trouver  tous 
ces  changements  de  variable. 

4"  L'un  des  changements  de  variable  précédents  est     x  =  cos  'M.     Partant  de  là,  prouver  que  /♦?.<  formules 

X  =  cos  3f,  y  =  cos  /  -+-  sin  t 

définissent,  en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires,  le  même  arc  de  courir'  qui'  l'équation     g  =  f  x), 
pourvu  que  t  varie  dans  un  intervalle  qu'on  déterminera. 

5"  Les  équations  paramétriques  précédentes  représentent.,  quand  on  n'y  limite  pas  la  variabilité  du  para- 
mètre, une  courbe  (C).  Montrer  que  cette  courbe  est  coupée  par  une  droite  y  ^  h  en  deu.r  points  au  plus 
et  que  ces  points  existent  pour  toutes  les  valeurs  de  ta  constante  h  qui  sont  coviprises  entre  deux  certains 
nombres  a  et  p.    Ces  points  seront  désignés  par  M  et  M'. 

6"  On  imagine  qu'on  divise  le  segment  de  droite  MM'  en  trois  parties  vgules  ;  stnriit  V  et  V  les  points 
de  division.  Calculer  l'aire  comprise  entre  les  arcs  de  courbe  quv  décrivent   P   et   P'  quand  h  varie  de  a  (i  p. 

1"  Ueprésentons  la  série  clierclioe  par  la  notation  liahitut'llc 

g  =  rt„  -f  -  «,x  -f-  a^x^  -f-  «jX*  -f-  .  . .  H-  a„x"  -t-  .  •  .  ; 
ses  deux  dérivées  seront 

rj'  =  (|^-^-  2«  ,.r  -I-  'iùjx*  -h  ...  -h  Hfl„j""'  -f-  .  .  . , 

et  V"  =  l'n,  -h  3 .  'ia^^x  -f- .  .  .  -h  n{n  —  l  jflnX"-  *-+-.... 

Nous  écrirons  alors  que  cotte  fonction  satisfait  h  l'équation  différentielle,  en  portant  ors  st-rios  a  la 

place  de  j/,  y',  y"  dans  ré(|ualiun  et  en  écrivant  que  tous  los  ternies  île  la  série  totale  ainsi  obtenue  sont 
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nuls.  Ce  calcul  très  simple  nous  donne  successivemeDt 
a„  -+-  IBaj  =  0, 
a,  — 9a, 4-9. 3. 2. «3  =  0, 


On  —  9na„  —  9n(n  —  i)a„  -+-  9("  -h  2)(n  -+-  i)a„^2  =  0. 
Les  deux  premières  relations  donnent  les  coefticients  aj  et  a^  en  l'onction  de  a^  et   a,  respective- 
ment; la  dernière  est  une  loi  générale  de  récurrence  qui  donne  un  coefficient  en  fonction  de   celui  qui 
le  précède  de  deux  rangs.  En  y  changeant  n  en     n  —2,     cette  relation  s'écrit 

9„(„  _  l)a„  =  [9(n  —  2)^  —  i]a„_,, 
et,  sous  cette  forme,  elle  permet  de  calculer  tous  les  coefticients  à  indices  pairs,  en  fonction  de  a^  et 
tous  les  coefficients  k  indices  impairs  en  fonction  de  «i. 

Changeons-y  alors  n  en  2«,  puis  faisons  varier  n  depuis   yj  jusqu'à!,  nous  aurons  successivement 

9 .  2n(2n  —  1  )a.2„  =  1 3(i("  —  1  /'  —  IJa.»  -2, 

9(2n  —  2)(2n  —  3}a.,„  ,  =  L36(n  —  2)-  —  Ta,,,  .,, 


9.2.1.  a.,  =  (—i)a,. 

En  multipliant  ces  relations  membre  à  membre,  nous  obtenons  de  suite 

36-l)(36.2-  — 1)  ...  ^36(H-  l)--ll 


et  la  série  formée  par  les  termes  do  rangs  impairs  esl 

(3G  — lj(36.-i2—  1)      _    36(„_i^2  _  1 


a^S,  =  flo 


[-2 


9" .  2»  ! 
1 


Si  nous  revenons  maintenant  à  la  relation  initiale  et  (jue  nous  y  changions  u  en     2/i -+- 1,     nous 

aurons  d'abord 

9(2n4-l).2nfl.>,„,  =  |9(2ri  -  1)^  -Ij^r,,.,,, 

puis  9(2»  —  I  )(2n  -  2)a.,„_,  =  ,9(2»  -  3)'-  —  i]a,„^,. 


9.3.2«3  =  (9  — !>/,. 
En  multipliant  ces  relations  membre  à  membre,  nous  avons  aussi 

(9—1  )(9 .  32  -  1  ) .  .  .  ! 9(2»  _  1  )2  —  1 1 

a.i,,+,  =  '■ (i, 

9"(2«-f-l)! 

et  la  série  formée  par  les  termes  de  rangs  pairs  est 

^   (9  — 1)(9.3^'-  |j...r9(2»  — l)'^  — IJ 


a.b.-,  =  a,\  X 


2 


9"(2»-f-l)!  J 

I 
La  série  cherchée  est  donc 

S  =  a^'>^   f-a,S»; 

elle  dépend  de  deux  constantes  arbitraires  a„  et  a,. 

Pour    j-  =  0,     S  se  réduit  à  r/,,,  et,  comme  S  doit  être  égal  à  1,  on  a     a^  =  1. 

1  1 

Pour    .»■  =  0,     S'  se  réduit  à  «,,  et,  comme  S'  doit  prendre  la  valeur    —  —,     on  a     a,  = —• 

La  série  cherchée  S  se  réduit  donc  à     S  =  S, S.,. 

3 

9(n 2)2  —  1 

2°  Dans  chacune  des  séries,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  égal  à       — ^^ '■ x'-. 

*^  ^  ^  9n(n  — i) 
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n  étant  pair  ou  impair.  La  limite  de  ce  rapport  est  égale  à  a:^,  quand  n  grandit  indéfiniment.  Elles  ont 
donc  pour  intervalle  de  convergence  commun  l'intervalle     ( —  1,     -t-  1)  ;     par  suite,  la  série  formée  par 

1 

la  combinaison     S, —  S«    admet  aussi  pour  intervalle  de  convergence  l'interN'alle    ( — 1,    h- 1),    et. 

dans  cet  intervalle,  la  série  représente  une  fonction 

qui  satisfait  à  l'équation  différentielle,  de  même  d'ailleurs  que  toutes  les  fonctions 

3°  Si  nous  posons     i  =  ç>(x),     nous  avons 

EL-   '^y     ^.'(r) 

dx"-         dt^    ■  dl    ■  ' 

et  l'équation  différentielle  devient 

9(1  -  xJ^  ç. -H  ^.-^ -9- ^?' +!/ =  0- 
^  '\  di^  dt   '  )  dt   '        ^ 

d'y 
Le  coefficient  de  "^       est      9(1 — x-)d-,     et,    en    l'égalant    à   une   constante,    nous    avons 

G  G 

^'(■^)  =  ',  r. ^      ^"     "^'('^^  =   o  /  9 r  '       suivant  que     U  ^*- 

Chacune  de  ces  équations  s'intègre  à  vue  ;  la  première  donne  soit    ç(a?)  =  —arc  sin  j  h-  C, 

o 

soit    o[x)  =  — -arc  cosx-f-C' ;     en  prenant  la  seconde  solution,  nous  avons 

o 

G  3 

-p-  arc  cos  x  h-  C  =  f,  x  ■=  cos  -—  (<  —  C). 

Il  est  facile  de  vérifier  que,  pour  toutes  ces  fonctions,  «p(x),  le  coefficient  de  -j-   est  nul  ;  ce  c^ef- 

ficient  est  en  effet 

9(l_x2)(p"  — 9j.y; 
G  „  Cx 


d'autre  part, 


3  • 


3^1  —r^  ■  3(1  -x^r 

la  vérification  est  immédiate. 

Ceci  peut  se  voir  encore  en  écrivant 

93>'2(1— X»)  =  C", 
et  dérivant  par  rapport  à  x\  on  obtient 

l8oV(l— j»)— iSxo'^  =  0, 

on  2?'[9(1  —  x»)o'  —  U.rtf'l  =  0. 

Le    résultat  est   établi. 

La  deuxième  donne     v>(')  =  —■'L{x-\-  v/.r'|  — 1)  -\-  C.     «•!  par  suite, 

-^  L(.r  -h  six-"—  1)  =  /  —  C,  X -h  »/ap«  -  4  =  e '*"  "  '"' 

Nous  avon.s  dune  aussi 

.r  —  /x*  —  1  =s  «    *=  » 
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3 

puis  X  =  ch  —  (t  —  C'). 

Les  transformations  demandées  sont  donc  toutes  fournies  par  les  deux  formules 

3  3 

.X  =  cos  —  (<  —  C),  .T  =  ch  — (/  — C). 

Pour  l'une  quelconque  des  transformations  définies  par  la  première  formule,  réquation  différentielle 
devient 

et  s'intègre  de  suite  :  elle  a  pour  solution  générale 


7/  =  A  cos  —  -I-  B  sin  — ' 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires. 

4°  Si  nous  prenons  C  =  1,  C  =  0,  nous  aurons  x  =  cos  3/,  ?/  =  A  cos  t  h-  B  sin  /  ;  la  fonc- 
tion y  =  cos  t  -+-  sin  t  est  donc  Tune  des  solutions  de  Téquation  diîTérentielle.  Pour  prouver  que  l'arc 
de  courbe  représenté  par  l'équation     y  =  f(x)     peut  être  représenté  parles  deux  équations 

X  =  cos  3/,  y  =  cos  t  -+-  sin  t, 

dauH  un  certain  intervalle,  il  suffit  de  montrer  que  I "on  peut  trouver  un  intervalle  pour  t,  tel  que  x 

croisse  de     —  1     à     -t- 1      et  qu'à  son  passage  par  0,  la  fonction  y  prenne  la  valeur   i   et  la  fonction 

dy         dy    dt       ^        ,  1 

-;^— =  — p — —      la  valeur —  • 

dx         dt    dx  3 

Or  si  on  fait  varier  3<  de  -  à  2~,  c'est-à-dire  /  de    -   à  ^i    toutes  les  conditions  sont  réalisées; 

-  .,  3-  ,         du  1 

car,  pour     t  =  --,      ou      61  —  ——,      on  a      v  =  1,      — r-  =  —  1      p*      l,  =  —■      On   aperçoit   que 
2  2  •'  dt  3  ^    ^         ^ 

1 

t',  =  -T-'     eii  dérivant  1  équation    x  =  cos3<     par  rapport  à  x  ;  ceci  donne 

ô 

1  =  —  3sin3^^', 

et,  pour     t  =  -T-1  tj:  =  — 

2  3 


L'intervalle  demandé  est  donc  bien 


f^) 


5.  La  courbe  (C)  obtenue  en  ne  limitant  pas  la  variabilité  du  paramètre  /,  s'obtiendra  tout  entière 
en  faisant  varier  ^  de  0  à  S^r.  Or  si  on  change  t  en  --+-<,  les  valeurs  de  x  et  de  y  changent  tout 
simplement  de  signes;  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'origine  et  il  s;uflit  de  faire  varier  /  de 

0  à  -.   La  fonction     x  —  cos  3/     part  de  1,  décroît,  devient  nulle  pour     /  =  -^.     décroît  toujours  jus- 
qu'à    '  =  -T     où  elle  atteint  la  valeur     —  i,     croît  ensuite,  redevient  nulle  pour     t  =  — »    continue 

à  croître  et  devient  égale  à  1  pour     t  =  — -,     enlin  elle  décroît  de  nouveau,  s'annule  pour     /  =  -^ 

3  6 

et  décroît  jusqu'à     —  1,     valeur  (ju'elle  atteint  pour      t  =  u.      Les  valeurs   remarquables  de  t  qui 

JL    L    JL    3l    ^ 

6 '     3  '     2  '   "3"'    T 


correspondent  à  cette  fonction  sont  donc  0,    — ^    —,    -^,   --^,    -—  et-.  La  fonction     i/ =  cos  ^ -h  sin  < 

ti  A  V  A  r\  ^ 


s'écrit 


y  =  ^2.in(^t^j.^ 
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elle  croit  jusqu'à     ^  =  — '     s'annule  pour      t  = —^,     el,  pour     t  =  r.,     prend  la  valeur     —1.     Les 

valeurs  remarquables  de  /  sont  dune,  limites  com- 
prises, 

i)    ^    ^    JL    I.    il    ^    h. 

nous  avons  souligné  celles  relatives  à  y.  Il  est  alors 
facile  de  placer  les  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  I, 
qui  correspondent  à  ces  valeurs  de  t  el  de  tracer 
l'arc  de  courbe  correspondant,  puisqu'on  sait  com- 
ment varient  x  et  y  dans  tous  les  intervalles 
signalés.  La  courbe  s'achève  alors  par  symétrie. 

Pour  préciser  la  forme  de  cette  courbe,  il  fau- 
drait placer  les  tangentes  aux  divers  points  que  Ton 
a  trouvés;  mais  ceci  est  inutile  dans  la  question 
actuelle,  purement  algébrique. 

L'arc  qui  correspond  à  l'intervalle    i—,   ~r~\ 
c'est-à-dire  qui  est  représenté  par  l'équation 

y  =  /"(-i-), 

est  l'arc  DEP\ 
Si  nous  posons     y  =  k,     c'est-à-dire     cos  / -t- sin  /  =  li,     nous  avons  l'équation 

et  nous  savons  que  cette  équation  a  deux  solutions  dans  l'intervalle    (0,  2-),    tant  que    h    est  compris 
entre    —  ^2    et    h-  \/2. 

A  cause  de  la  symétrie,  il  nous  suffira  d'étudier  les  valeurs  positives  de  h,  de  faire  varier  h  de  0  à 
v/2.  Pour  /i  >  0,  l'équation  envisagée  a  une  racine  positive  a  comprise  entre  0  et  —  ;  les  diverses 
valeurs  de  l  sont  donc  fournies  j)ar  les  équations 

/  +  ^  =  a -h  2/c7t,  l  +  JL  =  (^k -{- ly  —  OL,  ou  t  =  2k--^0L-—,         /  =  (2A"-+-1):t— a— — . 

4  4  4  4 

Tant  que  li  est  plus  petit  que  1,  a  est  plus  petit  que  -^  et  la  première  valeur  de  /  est     "l-r-x—  —  ; 

elle  correspond  à  un  point  de  l'arc  G'H'A.  Ouand  fi  est  plus  grand  ([ne  1,   x  est  plus  grand  que  —  el  il 

faut  prendre     A-  =  0  ;     la  première  valeur  de  /est     a —  ^;    elle  correspond  à  un  point  de  l'arc  .\BC. 

L'autre  valeur  de  l  est  toujours    tî  —  a et  correspond  à  un  point  de  l'arc  CUEFli. 

Les  points  M  et  M'  ont  donc  pour  abscisses     .i=cos3(t:  —  ^ — -^|i     .r  =cos3(x \*     ol  la 

dilférencc    x  —  .r'    est  égale  ii 

x—x'  =  —  C0s(3a-t-— 1  j  —  cos(  3a—  ^\   =  —  iC0S3aC0S-^  =  v'icÔsSï. 

Ur,  onsail  (jue     cos3a  =  cos*  a  —  3  cos  asin=  a  ^  cos  a(,l  —  i  siu- i^     iTaulie     pari.     Mnï=:— t^' 
cosa  =  yi —;     on  a  donc    ./•      i   —  /i  —  A^  (1  —  2/rJ). 
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D'autre  part,  il  est  évident  que  l'aire  balayée  par  le  segment    MM    quand    h    varie  est  donnée  par 

/•y/2  1 

1  intégrale  définie       /      {x  —  x')dh  ;     Taire  demandée,  qui  est  le  —  de  celle-ci,  est  donc 

•-     0  '* 

1      /V2   , 

-    /       ^T^Th''  (1  —  •2ti')dh . 

'*   «^  u 

Pour  évaluer  l'intégrale  indéfinie       /  /2  —  h^  (i  —  2h^)dh,     nous  l'écrirons  ainsi 


f(-2-  ir-){[  —u-^)dh  r 


9  _  5/^2  4.^/^4 

dit. 


ou  21o  —  oL  -+-  2I4,  en  posant  I„  =  j  ^^^^  • 

Il  est  facile  alors  de  ramener  les  intégrales  L  et  1.,  à  l'intégrale  I^,  dérivons  en  elTet  h\j±  —  h-  et 
h^\l^~-h^,     nous  aurons 

-Jj^m-h^)  =  s!t-,^-  -=-=  -=^,     ^(/'V2-.^J  =  3/.V2-  /.  -  -=-  =  -,^=-. 

En  intégrant,  nous  aurons  donc 

21,  —  21,  =  hsH—  h\  (il,  -  iU  =  /iV2"^^'- 

Il  est  visible  que  les  seconds  membres  sont  nuls  aux  deux  limites,  0  et  v^2  ;  les  intégrales  définies 
Iq,  I2  et  I4  sont  donc  liées  par  les  relations  l.  =  1„,  2L  =  3L,  et  nous  voyons  (juc  l'aire  totale 
est  nulle. 

Pour  expliquer  ce  résultat,  il  sullit  de  remarquer  que  tant  que  MU'  est  au-dessous  du  point  double 
(-),  l'aire  qu'il  décrit  est  positive,  et  qu'elle  devient  négative  ensuite.  L'aire  de  la  boucle  supérieure  est 
donc  égale  en  valeur  absolue  à  celle  cjui  est  située  au-dessous  du  point  double   10  ;  ur,  au  point  double 

10,  MM'  est  nul,  h  est  égal  à Donc  l'aire  totale  est  en  valeur  absolue 

\'2 

1 

4    /   "^  v/2^^/i'(l— 2/iOrf/',  ou  ^(2I„  — 5i,-H2U). 

Pour  évaluer  les  nouvelles  intégrales  définies  1^,,  !..  L,  il  suffit  de  faire     //  =  -—    dans  les  formules 

v2 

de  récurrence  que  nous  avons  trouvées  ;  nous  obtenons  ainsi 

.21   _2L=  -^»  OL-'d.  =  iiî. 

\ 

Multiplions  la  seconde  par     —  •—     et  ajoutons  à  la  première  ;  nous  aurons 


o 


L'aire  totale  est  donc  é^rale  à    —  • 


2 

Remarque.  —  Nous  avons  admis  que  l'intervalle  de  convergence  de  la  série  totale  est  le  même  que 
celui  qui  est  commun  aux  deux  séries  proposées.  Il  en  est  évidemment  toujours  ainsi  quand  on  ajoute 
deux  séries  dont  les  termes  ne  se  réduisent  pas;  mais  cela  n'est  plus  certain  quand  les  séries  ont  des 
termes  semblables  qui  se  réduisent  entre  eux;  tout  ce  qu'on  peut  allirmer  c'est  que  l'intervalle  de 
convergence  de  la  somme  des  deux  séries  n'est  pas  moindre  que  celui  qui  est  commun  aux  deux  séries  ; 
mais  il  peut  être  supérieur. 

Il  est  facile  de  comprendre  la  raison  de  ce  fait.  Considérons  deux  séries  convergentes  dans  l'inter- 
valle   (— R,    4-R),     Wn  =  a„x''    et     Vn  =  OnX'\     \  l'intérieur  de  cet  intervalle,  les  deux  termes  u„  et 
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v„  tendent  vers  0  ;  à  l'extérieur  ils  deviennent  infinis.  Nous  pouvons  concevoir  aisément  que  ces 
termes  soient  formés  chacun  de  deux  parties,  l'une  qui  tend  vers  0  à  l'intérieur  d'un  intervalle 
(—  il',  H-  li'j,  plus  grand  que  le  précédent  et  l'autre  qui  devient  infinie  dès  que  |  z  j  >  R.  Si  les 
parties  qui  deviennent  infinies  ainsi  dans  m„  et  u„  sont  égales  et  de  signes  contraires,  elles  disparaissent 
dans  la  somme  et  la  série  w„-j-u„  admet  pour  intervalle  de  convergence  ( — R',  -i-R').  Cette 
remarque  s'étend  aisément. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Soubaigné,  à  Mont-de-Marsan;  Aublaud,  à   Ruines;  G.  Lacii,  à  Rodez  ;  h.  Rocssbai-,  à  Fournes. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.  ('..  Foucry,  à  Reims;  Depbrrois,  à  Chartres;  Laocagne,  à  Lyon. 


1868.  —  Un  point  matériel  de  masse  unité  M{x,  y,  z)  est  soumis  à  une  force  MF  qui  a  pour  compo- 
santes 

X  =  —  ax,  Y  =  —  hi(,  Z  =  —  cz, 

où  a,  h,  c  sont  trois  constantes  positives  données. 

1°  Calculer  les  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  du  temps,  connaissant  la  position  initiale  Mo(.r,j,  y„,  Zn), 
ainsi  que  la  vitesse  initiale  M,^Y(,(x'o,  j/ô>  *ô)'  Conditions  pour  que  le  mouvement  soit  périodique. 

2"  Un  second  point  matériel  libre,  de  masse  1,  se  trouve  coïncider  constamment  avec  l'extrémité  F  rf/'  la 
force  MF.  Montrer  que  le  point  F  obéit  ou  même  champ  de  force  que  le  point  M,  et  trouver  la  vitesse  cor- 
respondant à  la  position  initiale  Fo  de  ce  point. 

3°  Plus  généralement,  montrer  que,  tout  point  matériel  N,  de  masse  1,  placé  initialement  sur  la  druite 
M„F„,  peut  recevoir  une  vitesse  initiale  N^Wq  telle  quil  reste  constamment  situé  sur  la  droite  MF.  —  On 
examinera  le  cas  particulier  où  la  position  initiale  Nq   du  point  N  serait  dans  l'un  des  plans  de  coordonnées. 

4°  La  position  initiale  Nf,  variant  sur  la  droite  M^F,,,  trouver  le  lieu  du  point  W,j  et  te  lieu  de  lu 
droite  NoW^. 

1.  Les  équations  difTérentielles  du  mouvement  sont 

d-x  d^y  ,  d-z 

en  représentant  par  a^,  <'p,  -f-   les  trois  constantes  positives  a.  /»,  r,  elles  ont  pour  solutions 

.r  =  A  cosa/ -H  A'sin  a/,  7  =  B  cos^^ -I- B' sin  ^/,  :  =  Ccosy/ -h  C  sin  •  ^ 

A,  B  et  G  étant  des  constantes  arbitraires  ainsi   que  A',  R'  rt  C'.   En  tenant  compte  des  circonstances 
initiales  du  mouvement,  les  valeurs  de  x,  y,  ;  s'écrivent 

(I)    X  =  ./„  cos  ot/ H usinai,  ?/ =  ?/„  cos  ^<-|- -^  sin  Ji/.  :  =  z^cos-;/ -f- —  siii-7. 

Ce  sont  les  équations  du  mouvement,  et,  en  particulier,  celles  de  la  trajectoire. 

I^]n  général,  cette  courbe  est  transcendante  et  le  mouvement  ne  présente  aucune  périodicité. 

Pour  (|ne  lo  mouvement  soit  périodique,  il  faut  ({u'au  bout  ilun  Icnips  '',  après  l'époijut'  /.  les 
valeurs  de  x,  y,  z  se  reproduisent  exactement  comme  elles  étaient  à  l'époque  /,  c'esl-à-dire  que  les 
trois  angles  aO,  ^0,  yO  soient  des  multiples  de  2-,  ou  que  l'on  ait  a't  =  2At,  30  =  iA'"-,  -^Q  z=  ik'r.. 
Les  nombres  a,  p,  y  doivent  donc  être  proportionnels  à  des  nombres  tMitiers  k.  /.  ,  A':  \'a,  ^h,  \^c 
doivent  avoir  entre  elles   des  rapports  coinniensnrables.  l'f  cela  suflil  évi  demuitMil. 

2.  Le  point  matériel  de  masse  1  i)lacé  en  F  a  pour  coordonnées 

.r,  =:  X  —  n.r  =  .r(l  —  n),  y^   —  y  —  hy  =  j/(!  —  l>),  :,   —  ;  —  c;  =  ;(|  —  c). 

Il  (>sl  animé  d'un  mouvement  défini  par  ces  trois  équations,  et  la  force  qui  le  sollicite  a  pour  com- 
posantes 
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d'z,         ,.  d^ 


=  (l-c)—  =  -cz{l 


dl'         ''       "'  dt'  ^'''      "'  ""'' 

c'est  donc  la  force  du  champ.  Sa  vitesse  à  l'époque     t  =  0,     dans  la  position  F^,  a  pour  composantes 

T'o{\  —  n),  y'(y{[  —  lj].  z'Ji  —  c\ 

3.  Tout  point  N  qui  divise  la  force  MF  dans  un  rapport  constant  obéit  aux  mêmes  lois  ;  car,  si  l'on 

MN 

appelle  o  le  rapport      ,     ^    les  composantes  de  MX  sont     — apr,     —bpy,     —cpz,     et  les  coordonnées 

du  point  N,     .r,  =  .r(l  —n-j),     ?/,  =  y(i  —  bp),     «,  =  -(1  ~  cp). 
On  a  donc  bien  encore 

d^x.  d'y.  ,  d'-z. 


rf<2  ''  dl'  ""  de 

Si  donc  on  choisit  le  point    N„  de  M^F,,,    pour  lequel  le  rapport    '  ""  '^     soit  égal  à    :    et  qu'on  lui 

communique  la  vitesse  initiale     .Xn(l  —  ap),     j/ô(l  —  hp),     CoC  —  cp),     il  coïncidera  constamment  avec  le 
point  N. 

Le  point  Nf,  sera  dans  l'im  dos  plans  de  coordonnées  si  Ton  a     :  =  —      :  —  -—     ou     '-  =  — •     Le 

al)  '         (' 

point  correspondant  N  restera  alors  continuellement  dans  le  plan  de  coordonnées  où  il  est  au  départ. 

Nous  voyons  ainsi  que  la  droite  MF  est  divisée  par  le  point  N  et  les  trois  plans  de  coordonnées  en 

segments  dont  le  rapport  est  constant.   Ceci   apparaît  encore  immédiatement  si  l'on  remarque  que  la 

droite  MF  reste  constamment  normale  aux  surfaces  do  niveau  du  champ,  et  que  celles-ci  sont  des 

ellipsoïdes 

nx^  -h  by-  -h  r-J  =  0\ 

4.  Les  composantes  du  vecteur  vitesse  au  point  N,,  sont 

x;(l  —  ap),  y[,{  1  —  bp),  z'Ji  —  cp)  ; 

les  coordonnées  du  point  Wo  sont  donc 

X  =  {to^  x;,)(1  —  ap),  y  =  (y^-^-y'^\i  —  hp),  z  =  (Zo  -f-  :;)(1  —  cp), 

et  il  est  visible  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  droite  qui  passe  au  point     r„-i-To,     »/o"+"!/û>     -o  "•" -^ 
et  qui  a  pour  paramètres  directeurs     a{xn  -f-xô),      b{y^  -f-  j/ô),     c(:,i  -+-  z'^). 
Les  équations  de  la  droite  Nf,Wo  sont 

■r  —  .>o(  1  —  ap)   _   y  -  ?/,,(  1  —  bp)   _   z  —  z^{i  —  cp)  ^ 
x\{\  —  (ip)  y'oii—f^p)  :',(l  —  cpi 

il  est  visible  qu'elle  est  parallèle  à  un  plan  fixe,  le  plan 

X  y  z 

.xô  î/ô  :«      =0. 

nx'.^         Inj»  c:,',  | 

et,  comme  elle  s'appuie  sur  deux  droites  fixes,  la  droite  MgF,,  et  le  lieu  du  point   \V„,  elle  engendre  un 
paraboloïde  hyperbolique,  défini  par  un  plan  directeur  et  deux  directrices  rectilignes. 

Bonnes  solutions  :  MM.    Soobaignb,  à  Mont-de-Marsan  ;  (i.  Lach,  à  Rodez;  A.   Rods?e\u,  à  Fournes  ;  Amdlard,  à  Haines; 
Laucagne,  à  Lyon  ;  M.  Hémcie^,  à  Lainage  ;  L.  Bkrin,  à  Trévoux. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Nicolas,  à  Lille  ;  Deperrois,  à  Chartres. 


1871.  —  Un  système  centré  est  formé  d'une  lentille  convergente  NN'  et  d'un  miroir  concave  M;  F  et 
¥'  sont  les  foyers  de  la  lentille  qui  a  pour  points  nodaux  N  et  N';  F,  est  le  foyer  du  miroir;  les  points  se 
succèdent  dans  l'ordre  F,   N,  N',   F',  F,,  M.  On  donne  la  distance  focale  o  de  la  lentille,  celle  du  miroir 
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Ci,  et  l'écartement  F'Fj  =  s.  La  lumière  issue  d'un  objet  lumineux  rencontre  d'abord  la  lentille,  pui^  le 
miroir,  puis  de  nouveau  la  lentille  pour  former  l'image  que  l'on  considère. 

i"  Trouver  les  deux  points  de  l'axe  pour  lesquels  l'objet  et  son  imagesont  confondus  ;  discuter  le  problème. 

2"  Application.  Calculer  la  distance  o  de  ces  deux  points  pour     9  =  IQcm^      çi  =  10^"!^      =  =  iO<^">. 

3"  Le  miroir  et  la  lentille  sont  montés  sur  un  tube  à  tirage  gradué  en  millimétrés.  On  mesure  les  valeurs 
0,,  02,  Oj  de  la  distance  0  pour  les  trois  lectures  À,,  X^,  \  du  tirage.  Jin  déduire  les  dislances  focales  -f  et 
ç),  supposées  inconnues. 

1.  Soient  x  et  y  les  distances  des  deux  points  cherchés  A  et  H  au  foyer  F. 

On  sait  que  le  système  équivaut  à  un  miroir  sphérique  dont  le  centre  et  le   sommet  ?ont  respecti- 
vement conjugués  du  centre  C  et  du  sommet  M  du  miroir 
^  \        donné  par  rapport  à  la  lentille.  Les  deux  points  cherchés 

A       ^î  ?        Tî   N'       F'     C        I,       \       sont  précisément  le  centre  et  le  sommet  du  miroir  équiva- 
x'/y      f  e.  M   /        lent.  Alors  l'application  de  la  formule  de  Newton, 

^  ri'  =  -r^ 

donne  FA.F'C  =  — 9%  a;(  —  £  +  0,)  =  —  o-,  x=  — '^——^ 


FB.F'A1  =  -^S  y(-t-^>,  =  --r\  y=— 

-  -Î-  Vi 

Autrement:  on  peut  considérer  les  images  successives  du  point  cherché  et  écrire  que  la  dernière 
coïncide  avec  le  point  objet.  La  première  réfraction  dans  la  lentille  donne   une  imaiîe   située  à  une 

distance  x'  de    F'  telle  que 

xx'  :=  —  9- . 

Cette  première  image  est  à  une  distance     x'  -{-  z      du  foyer   1',    et  donne  dans  le  miroir  une  imacr-^ 
située  à  une  distance  x"  de  ce  foyer  telle  que 

(x'  H-  t)x"  =  ç-2  . 

Enfin  cette  seconde  image  est  à  une  distance     x"  —  z     du  foyer    F'    et  donne,  par  unt^  nouvelle 
réfraction  dans  la  lentille,  une  dernière  image  qui  doit  être  à  une  distance  r  de  F  ;  donc 

(x"-z)x  =  -'rK 

L'élimination  de  x'  et  de  x"  entre  ces  trois  équations  donne 


d'où  les  deux  solutions 


?"  ?" 


x 
identiques  aux  solutions  (h'jà  trouvées. 

Discussion.  —  Si  le  miroir  M  (^sl  très  loin,  l'imago  A  de  (1  et  l'imag.-  W  d.'  M  sont  très  voisines 
de  I'  et  placées  dans  le  môme  ordre  que  (!  et  M;  lt>  miroir  (|iii  tM|uivaiit  au  système  est  un  très  petit 
miroir  concave.  Si  M  s'approche  en  se  d(''|)laçanl  vers  la  gauche,  .\  et  U  se  di'plaoent  dans  le  mènif 
sens,  A  plus  vite  (pie  \\.  Quand  ('  est  en  F'(s  =  o,)  son  image  est  partie  ;\  lintini,  le  miroir  équivalent 
est  plan.  Puis  ce  miroir  é(|uival(M)t,  se  ili'pl.icaiit   toiijouis  v(mn   la  u'aurhe.  devient  convexe  et,  pour 

;  =  0,     r  = ^       et     7  =  --y     II-  rentre  et  le  sonun(>t  -^oiit  symétriqui^s  par  rapport  au  poinl    F 

qui  devient,  par  cons(''f|uenl,  foyer  dn  miroir  convexe. 

2.  La  distance  8  est  égale  à     r  — 1/,     d'où,  en  remphn;ant  .r  et  1/  |>ar  leurs  expressions  el  inlro- 
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duisant  les  données  numériques, 

^  _  _^ ■^l_  _     2oiÇ^     _  :2x  10x100  _  _20 

"  ~   £  -  'f ,        t-^  »,   ~   £-  —  oi   ~      400—100       "  ~ ' 
3.  Si  î  est  la  valeur  de  la  distance  FjF'  qui  correspond  à  la  lecture  À,  et  si  l'on  pose     a  =  l.,  —  ^-i 
et     h  z=  A3  —  X,     on  a  successivement 

2  9o.ts2  9(0. i- 


2?l?^  /ô)'         ■>  2o,Cp2  o  -v  -? 


(i)    0,  =    /■•  ,,  (2)    a,  =  ^    ,    •; — 5-.         (3)    0,  = 


rir 


Eliminons  :j-^  en  combinant  (!)  et  (2),  puis  (1)  et  (3)  ;  il  vient 

(o._,  —  o,)oï  =  o./£  -j-  a)-  —  0,£2, 

(S3  —  0,)of    =    0,,(£  -^  h)-  —  0,£^ 

Eliminons  of  : 

(S,   -3,)    j    5,,(£   +   ^r   -  5,£2    J    =(83-5.)    j    ^£.+-a)2_5,E»j. 

Le  terme  en  £-  disparaît  et,  si  l'on  pose     2  =  0.,  —  0,,     j3  =  o,  —  0,,     il  vient 

2  ;  a/yo,  -  iflo,  ;  £  =  ^a^e,  -  aZ/^oj. 

Cette  équation  permet  de  calculer  £. 

On  calculera  ensuite  'fi  avec     (o.> — Z^)^\  =  o^ie  h- a)- —  ?,£-     on  prenant  la  racine  positive,  puisque 
le  miroir  est  concave. 

Enfin,  on  calculera  ^  avec     0,  =     .,''.,       on  prenant  la  racine  positive,   puisque  la  lentille  est 

convergente. 


1872.  —  On  donne  unr  solnlion  mpieusede  polassp  cl  de  soude  (jit'on  nlillsp.  pour  les  deu.r  opt-rations 
suivantes  : 

On  en  prend  lOO'^"''  (jue  Von  chauffe,  en  y  dinçjeanl  un  courant  de  chlore,  jusqu^à  ce  que  celui-ci  cesse 
d'i' Ire  absorbé  :  on  évapore  alors  à  sec  le  produit  de  In  réaction  et  on  le  chauffe  progressivement  jusqu'à  une 
température  suffisamment  élevée  pour  qu'il  ne  laisse  plus  dégager  de  gaz.  Le  poids  du  résidu  ainsi  obtenu 
est  de  10  grammes,  et  il  s'est  dégagé  un  volume  V  de  gaz  pendant  la  calcinalion. 

Cet  ensemble  d' opérations  a  finalement  transformé  les  lOO""""  de  la  solutioniniliale  m  un  mélange  solide 
de  chlorure.^  de  potassium  et  de  sodium.  On  di.isout  ce  mélange  rfaMsoOO'""^  d'eau,  lesquels  sont  contenus  dans 
un  calorimètre;  dans  ces  conditions,  on  observe  que  la  température  du  liquide  s'abaisse  de  IM"  à  14*, 26. 

Déduire  de  ces  deux  résultats  les  proportions  respectives  de  potasse  et  de  soude  contenues  dans  un  litre 
de  la  solution. 

Calculer,  à  0"  et  760™'",   le  volume  V  de  gaz  dont  il  est  question  dans  lu  première  opération. 

Poids  atomiques  :     K  =  39.     Na  =  ^23,     0  =  iti,     H  =  I,      Cl  =  35,5. 

Chaleurs  moléculairesde  dissolution  :  KCl  =  — 4,39,  XaCl  =  —  1,26,  évaluées  en  grandes  calories 
par  molécule  gramme  de  substance. 

Calorimètre  et  accessoires  évalués  en  eau  :  5  grammes. 

.\  n .  —  Pour  simplifier  les  calculs,  on  admettra  que  la  dissolution  des  chlorures  ne  modifie  pas  le 
volume  de  l'eau  et  que  la  chaleur  nécessaire  pour  élever  de  1°  la  température  de  i'""''  de  la  solution  soit 
égale  à  l'unité. 

Si  l'on  croi/ait  en  avoir  besoin,  on  prendrait  In  densité  de  l'hydrogène  égale  à  0,0692. 

Les  réactions  qui  s'edectuent  successivement  sont  représentées  par  les  équations 

ONaOH  +  6C1  =  5NaCl  -^  ClO^Na  -f-  3H^0, 
OKOII  -I-  6G1  =  5KC1  +  CIO='K  +  3H-0, 
ClO^Na  =  NaCl  +  30. 
ClO^K  =  KCl-f-30. 
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Une  molécule  de  soude  ou  de  potasse  donne  dans  le  résidu  final  une  molécule  de  chlorure  de  sodium 
ou  de  potassium  et  si  x  et  y  désignent  les  fractions  de  molécule  de  soude  et  de  potasse  contenues  dans 
100'™^  de  la  solution,  le  mélange  final  contient  xNaCl -i- îyKCl.  Remplaçons  les  symboles  NaCl  et  KCl 
par  les  poids  qu'ils  représentent  et  exprimons  que  le  mélange  pèse  10e;  on  a  une  première  équation 

(1)  58,o^--h74,5y  =  10. 

La  température  du  calorimètre  s'est  abaissée  de  0°,7i;  sa  valeur  en  eau  est  500 -t-  o  =  oOo;  ily 
a  donc  eu  absorption  de  oOo  X0,7o  =  ^>73,7  calories-grammes.  (Jr  la  dissolution  du  chlorure  de 
sodium  a  absorbé  1260a?  calories,  celle  du  chlorure  de  potassium  4390)/  ;  donc 

(2)  1260x4-  4390?/  =  373,7. 
La  résolution  des  équations  (1)  et  (2)  donne 

x  =  0,0987,  y  =z  0,0568. 

Dans  un  litre  de  la  solution,  il  y  a  un  poids  de  soude 

0,987  X  40  =  39,48, 
un  poids  dépotasse  0,568  Xo6  =  31,8L 

D'autre  part,  chaque  molécule  de  soude  ou  de  potasse  donne  à  la  calcinalion  un  demi-atome  d'oxv- 

X  -f-  ?/ 
gène.  Le  volume  V  se  compose  donc  de         ^^  '      atomes  etcomme  le  volume  atomique  est  de  11',^,  on  a 

V  = -^(0,0987  + 0,0568;  X  11,^2  =  0',87i. 

LoLis  PKKKIN,  a  Trévoux. 
Bonnes  solutions  de  MM.  A.  Cuaillet,  à  Paris-,  G.  LAcii,à  iSotiez  ;  G.  Ollier  ;  J.  SoLUAKi.st:,  à  Moiit-ile-.Marsan. 


QUESTIONS  PKOPOSEl':S 


1926.  —On  donne  le  cercle  C  de  centre  U  et  de  rayon  H  et  son  diamètre  lixe  AA'.  M  étant  un  poiul 
variable  de  ce  cercle  et  il  sa  projection  orthogonale  sur  AA',  sur  la  tangente  en  M  on  prend  les  points  P  et 
V  tels  que    MP=  MP'  =  Mil. 

Le  point  M  parcourant  le  cercle  : 

lo  Les  points  P  et  P'  décrivent  deux  cardioides. 

2°  [.es  tangentes  en  P  et  P'  à  ces  cardioïdes  sont  rectani;iilairos,  elles  se  coupent  on  r,  les  normales  aux 
mêmes  points  se  coupent  en  N.  Le  point  T  décrit  une  épicycloide  k  deux  rebroussemenls. 

Lnveloppe  du  centre  de  diamètre  PP'. 

Enveloppe  de  TN  (épicycloide  à  deux  rebroussemenls). 

3"  Enveloppes  de  PII  et  P'Il  (hypocycloïdes  à  trois  rebroussemenls). 

4o  Enveloppe  de  QQ',  »J  cl  Q'  étant  les  points  de  contact  de  PU  ol  PU'  ;ivoc  kMir>  enveloppes  {hypocy- 
cloïde  à  (inatre  rebroussements). 

M.  C.\BBTTi:. 

1927.  — (»n  considère  un  cercle  F  dont  rét|uaii<in  dépend  d'un  seul  parimeire;  il  existe  une  raniille  de 
cuurlics,  (jui  sont  les  Uajectoires  orthogonales  de  ce  cercle  variable.  (.Mi  demande: 

1»  Le.  lieu  des  points  d'intle\ioii  de  ces  irajocloires  ; 

2»  l.e  lieu  des  centres  de  courbure  des  trajeeloin-s.  aux  poiiils  où  elles  coupent  orlbogonalcmonl  le  cercle 
variable  dans  l'une  do  ses  positions. 

A.  Di'iu.<<u. 
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DEUXIÈME    PARTIE 


(iEOMETRII-:    A.XALYTIULE 


1861.  —  Enveloppe  des  coniques  aijant  un  foyer  fixe,  la  longueur  du  grand  axe  constante  et  dont  le 
deuxième  foyer  décrit  une  droite  ou  un  cercle.  Cas  particuliers. 

1.  Prenons  pour  origine  le  foyer  (ixe,  pour  axe  des  x  une  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  1),  et, 
pour  axe  des  y,  une  parallèle  à  cette  droite. 

Soit  ./■  =  d  l'équation  de  la  droite  D.  Les  deux,  foyers  de  la  conique  ont  pour  équations  tangen- 
lielles     //'  =  0    et    du  -h  '/v  —  ir  =  U.     L'équation  de  la  conique  est  alors 

/rydu-i-lv  H-  W)  -H  [J.(ll-  H-  V-)  =  0. 
Poar  exprimer  que  le  grand   axe  a  une  longueur  constante,  nous  allons  former  les  tangentes  aux 
extrémités  de  ce  grand  axe  et  calcaler  la  distance  qui  les  sépare.  Or  le  second  foyer  a  pour  coordonnées 
d  et  À;  l'équation  de  la  tangente  en  un  sommet  du  grand  axe  est  donc     dx-\-hj-^p  =  0. 
Ecrivons  que  ses  coordonnées  vérilient  l'équation  tangentielie  de  la  conique,  nous  avons 
p{d-  H-  X2  H-  p)  +  n'd'  +  À2j  =  0,  ou  ;/-  -h  p{d-  -+-  X^)  +  ^^{d-^  +  À^)  =  0, 

par  suite,     p  -f-  //  =  —  (t/^  _|_  ),2^^  p^j  ^  ^j^^'  -+- 1-),  (p—p<f.  =  (d-  -h  X-)-  —  4a''rf-  +  X-). 

D'autre  part,  il  est  évident  que  la  distance  des  deux  droites  est  égale  à 

fd'-^l^  ' 

en  appelant  12a  la  longueur  du  grand  axe,  nous  avons  donc 

d-'  -^  X- 
4a-  =  a-  -I-  X-  —  4;jL,  ;-t  = 


j 
L'équation  tangentielie  des  coniques  du  faisceau  est 

'iir{du  -+-  Xy  H-  iv)  -4-  {d-  -r-  X2  —  4a-)(u-  -+-  r-)  =  0. 
Nous  aurons  Icnveloppe  de  ces  coniques  en  écrivant  que  les  deux  coniques  tangentes  à  une  droite 
{u,  V,  iv)  sont  confondues,  c'est-à-dire  que  l'équation  en  X  a  une  racine  double.  Ceci  nous  donne 

'tv^ir-  —  (u-  H-  v'^)\  ïu'{du  -+-  ir)  -+-  {d- ia'){u-  -+-  c'-)]  =  0, 

OU  iu^w-  -+-  'iduu'{u'- -\-  V-)  -f-  d^{u'-  -h  V-)-  =  ïa^{u-  -+■  v-)-. 

Cette  équation  se  décompose  immédiatement  en  deux  équations  du  second  degré 

2uir  4-  d{u-  +  V-)  =  ±  2a{u-  -i-  u-). 
Ce  sont  les  équations  des  deux  paraboles  ayant  l'origine  pour  foyer  et  Ox  pour  axe  ;  l'une  d'elles, 

(2a  ^  rf)(«2  -^  V-)  -+-  2uic  =  0, 
est  tangente  à  la  droite 

X =  0 

9i,  _^  d 

l'abscisse  du  sommet  est  donc      — — »     le  paramètre,     ïa-+-  d,     et  l'équation  ponctuelle  est 

y'  -+-  2(2a  -h  d)x  —  (2a  +  (/)'-  =  0. 
L'autre  a  pour  équation  ponctuelle 

y'- +  2(rf  —  2a),r  —  ((/ —  2a)2  =  0. 

2.  Pour  traiter  le  second  problème,  nous  placerons  le  centre  du  cercle  fixe  sur  Ox  et  nous  pren- 
drons pour  équation  de  ce  cercle 

{x  —  dj^-\-  y^—\\i  =  0. 
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Soit  alors  (a,  ji)  le  foyer  mobile  qui  décrit  ce  cercle  ;  l'équation  tangentielle  de  la  conique  cher- 
chée est 

w(.oiu  -h^v-h  '«')  H-  ^(m^  H-  V-)  =  0, 

avec  la  relation 

La  tangente  à  l'extrémité  du  grand  axe  a  pour  équation 

a.r  H-  ^1/  -\-  p  =  0, 
et  l'on  a 

p2  _,_  p(a2  -+.  [32)  +  X(a2  +  p2)  =  0,  p-^p'  =  -  ■x'^  -  ^\ 

pp'  =  Àfa2  -h  ^2),  (p  —  p'Y  =  fa2  4-  fJ2)2  _  4X(a2  +  ''^■')  ; 

la  distance  des  deux  tangentes  est 


1  = 


-^'^' 


P—P 

par  conséquent 

4a2  =  a2-+-ft2_  r^X, 

■^  4 

Le  faisceau  de  coniques  a  donc  pour  équalion 

/     «2  H-    fi2  \ 

iu{aiu  +  Pu  -+-  w)  -f-( a-  1  (u-  -+-  V-)  =  0, 

avec  la  relation 

(a  — rf)2-+-îî2_K2  =  0. 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  ces  coniques  en  écrivant  que  les  deux  qui  sont  tangentes  à  une  droite 
(u,  V,  iv)  sont  confondues. 

Regardons  alors  a  et  ^  comme  coordonnées  courantes  ;  les  deux  équations  précédentes  représentent 

deux    cercles    qui    doivent   être    tangents.   Or  le  premier  a    pour   centre    et  rayon    ((/.  0)   et    R;    lo 

/           2u(v                          2vtv     \ 
second, ■ t' 1     et  za. 

\        rr  -+-  v^  u'^  -\~  v'^   I 

Nous  aurons  donc  la  condition  en  écrivant  que  la  dislance  des  centres  est  égale  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  rayons,  ce  qui  donne 

— -+-  rf  P  H —  =  (2a  ±  Kf. 

\u^--{-v'  '  (m2-|-u2)2  ^  ' 

L'enveloppe  se  compose  donc  des  deux  coniques 

AlV-  -h  Mwn  =  (u-  -^  D2)[(2«  ±  R)-  —  rf2|. 

Ce  sont  deux  coniques  ayant  pour  foyers  le  point  0  et  le  centre   du  cercle.  Il  serait  facile  d  avoir 
les  sommets  situés  sur  l'axe  focal  et  de  voir,  par  suite,  d*'  quelh'  naturo  est  cliacum^  île  ces  coniques. 

Deuxième  solution.   —  Nous  ;ivons  revu  de  M.   E.-N.  Baiisieu  une   exoellonle  solution    par  les  roor- 
(lonnées  polaires  et  (|ue  voici  : 

I.  —  Cas  oit  le  deuxième  foyer  V  décrit  unn  droite.     -  Prenou-^  pour  pôle  «les  coordonnées  le  lo\er  lise  I 
et  pour  axe  polaire  la  perpendiculaire  FDx  abaissée  do  l*'  sur  la  droite. 
Sup|)osonsque  lafoni(|ue  de  foyers  K  et  F'  esi  une  ellipse  dont  les  longueurs  des 

axes  soient  in  et  2b,  et    c  =  ^'a'^  —  b'.     Soient    n>  =  d,     K'FD  =  «. 
L'équation  polair-e  de  l'ellipse  est 


6'J 


a  —  c  COs  (u)  —  a) 
it  est  coustani.  I.e  triangle  KF'D  donne     d  =  2ccos«.     d'où 

d 


et 


C-i) 


(3) 


2cos« 


/-ï i        .  /".  d»         _    ,^4a«c 

V  4  ces*  »  » 


y^q'cos'a  -  y 


ces  « 
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Il  en  résulte  que  l'équation  (1)  devient,  en  fonction  du  seul  paramètre  variable  a, 


a- 


d^ 


4  cos"^  a 


a^--^(l+tg2a) 


d 


COS  (co  —  a) 


d 


a —  (cos  (.)  -\-  Sin  oj  tg  a) 


2  COS  a 
En  ordonnant  p;ir  rapport  à  tg  a,  on  a 

d2  tg-  a  —  Ido  sin  to  tg  a  -I-  2p(2a  —  d  cos  (o)  -|-  d-  —  4a-  =  0. 
L'équation  de  l'enveloppe  est  donc 

(4)  2p(2a  —  d  cos  ro)  H-  r/^  —  4a2  _  p2  sjn^  oj  =  0. 

Elle  devient,  en  coordonnées  rectilignes, 

4av/«;2  -f-  r/2  =  ,/2  ^  2rfa;  +  40^  —  £i% 


(5)  (î/2  +  2da;  +  4a*  —  d2)2  =  1 6a2(a;2  -+-  i/2) . 

Cette  courbe  semble  être  une  quartique.  Cependant,  si  on  ordonne  l'équation  par  rapport  à  y-,  elle  devient 
!/*  -I-  2j/2  {2dx  —  ia^  —  d')  -+■  (2dx  +  4a2  —  d^f  —  I6rt'x-  =  0, 
d'oii ,  en  la  résolvant  par  rapport  k  ij\ 


î/2  =  —  {2dx  —  4a2  —  rf2)  ^_  ^^2dx  —  ka^  —  d^)^  —  {2dx  -+-  4a»  —  d2)2  ^  i  Qa^-^i^ 
ou  y'^  =  —  {2dx—  ka^  —  rf2)  ±  v/l6a2(a^^  — 2'^^ -+-rf')  =  —  ('^^^  —  *«^  —  c^^)  ±  *«(«  —  «^)- 

En  tenant   compte   du  signe    -f-    ou    — ,    on   voit  que  la  quartique  (5)  se  décompose  en  deux  paraboles 
dont  les  équations  sont 

(6)  7/2  =  2(2a  —  d)x  -+-  (2a  —  dy\ 


(•7) 


!/^ 


—  2(2a  -h  d)x  +  (2a  H-  d)- . 


Ces  deux  paraboles  ont  leur  foyer  commun  en  F. 
Si     d  =  2a,    ces  deux  paraboles  deviennent 

î/2  =  0  et  (/2  =  _  gax-h  I6a2. 

Si    d  =  —  2a,     elles  se  réduisent  à 

t/2  z=:  8a»-l-  I6rt'^  et  y^  =  0. 

On  traiterait  de  la  même  manière  le  cas  où  le  second  fover  F'  décrit  un  cercle. 


E.-N.  HARISIEN. 


M.  Rarisien  fait  remarquer  avec  Juste  raison  que,  dans  le  cas  où  le  point  F'  décrit   une    droite,  le  lieu  du 
centre,  les  lieux  des  sommets,  les  enveloppes  des  axes  peuvent  s'obtenir  facilement. 

Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  ce  point  et  traiter  les  mêmes  questions  dans  le  second  cas. 

Solution  géométrique.  —  M.   Maresralclii  nous  a  fait  parvenir  la  solution  suivante  : 

Ktudions  d'abord  le  cas  on  la    trajectoire  du  foyer   mol)ile    est  une   droite.  Dans  ce  cas,  la  conique  mobile  touche  son 

enveloppe  en  deux  points  Met  .M'  situés  sur  la  perpendi- 
culaire à  sa  trajectoire  menée  par  le  foyer  mobile. 

En  effet,  soient  ifiq.  1  et  fHj.  1')  F  le  foyer  flxe,  /'  le  foyer 
mobile,  et  considérons  deux  positions  de  la  conique  indi- 
quée qui  ont  pour  points  communs  les  points  Q  et  Q'. 
D'après  les  données,  nous  avons 

QF-h-Q/"=2a,  QF-i-Q/'  =  2a, 

ou  I  OF  -  Q/  I    =  2a,  I  QF  -  Qf   |  =  2a  ; 

dans  les  deux  ras.  Qf  =  Qf  ;  de  même  Q'f  ^  QT,  et 
les  lieux  points  Q  et  Q'  sont  sur  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  /"/'.  A  la  limite  les  points  /"  et  /'  coïncident, 
les  points  Q  et  Q'  deviennent  les  deux  points  caracté- 
ristiques de  l'enveloppe,  M  et  M'.  La  propriété  est 
démontrée. 

On  démontrera  de  même  que,  lorsque  le  foyer 
mobile  se  meut  sur  un  cercle  de  centres,  les  deux  points 
caractéristiques  de  la  conique  enveloppée  sont  situés  sur 
le  rayon  du  cercle  S  qui  passe  au  foyer  mobile  f. 

Revenons   maintenant  au  cas  où  la  conique  mobile 
0'  a  un  foyer  f.  mobile  sur  une  droite  fixe  (R),  et  appe- 
lons M  un  point  de  l'enveloppe  ((ig.  2,  3,  i).  Nous  avons    MF  ±  Vif  =  2a. 

Traçons  alors  deux  droites  parallèles  à  (R)  et  telles  que  leurs  distances  à  (R)  soient  égales  à  2a.  Soient  (D)  et  (D')  ces 
deux  droites.  La  distance  du  point  M  à  lune  de  ces  droites  est  2a  ±  Mf;  c'est  2«  h- »f  pour  l'une,  et  2a—  M/"'  pour 
l'autre.  Si   la   conique  0'  est  une  hyperbole,  c'est  la  première  qui  est  égale  à  MF;  si   c'est  une  ellipse,  c'est  la  seconde. 


Fig.  i 
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Chacun  des  points  M  et  M'  décrit  donc  une  piirabole  ayant  pour  foyer   le  point  F  et  pour  directrice  lune  des  droites 


2 

K 

u'a 

^-^ 

Am 

/ 

rV 

1 

//  , 

/o' 

y\ 

(D', 

W 

0/ 

(D) 

\ 

V 

f 

(R)  / 

/ 

C 

Fig.  2. 


Fig.  5. 


et  (D')  ;  ces  points  décrivent  deux  paraboles  différentes. 

Si  la  distance  du  point  F  a  la  droite  (K),  F/",  est  plus 
petite  que  20,  les  deux  paraboles  se  coupent  sur  la  droite 
(R)  en  deux  points,  L  et  L',  tels  que  PL  et  FL'  soient  égaux 
à  -la.  Quand  le  point  /'  est  entre  L  et  L .  la  conique  mobile 
est  une  ellipse;  quand  le  point  f  est  en  .lehors  de  ce  seg- 
ment, la  conique  0'  est  une  hyperbole  'fis.  2  et  3). 

Si  cette  distance  F/  est  plus  gramle  que  2</.  les  deux 
paraboles  ont  leurs  concavités  tournées  dans  le  même  sens 
et  ne  se  coupent  pas.  La  conique  0  est  toujours  une 
hyperbole. 

Si  F/'  =  2«,  la  conique  0'  est  toujours  une  byperl>ole 
aussi  ;  cette  hyperbole  a  une  asymptote  parallèle  î  F/  et 
lun  des  points  .M  et  M  est  toujours  à  l'intlni  ;  l'autre  enve- 
loppe l'unique  parabole  qui  reste . 

Supposons  maintenant  que  le  foyer  mobile  de  la  coni- 
que 0',  le  point  f,  décrive  un  cercle  de  centre  S  et  de 
rayon  r.  Il  y  a  alors  plusieurs  cas  à  distinguer  suivant  la 
grandeur  de     FS -(- r    ou  de  FS. 

Primikr  cas  :  FS  +  r  <  2a.  Le  cercle  S  est  alors  tout 
entier  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  de  F  comme  centre  avec 
•la  comme  rayon,  la  coniijue  mobile  est  toujours  une  ellipse, 
et  l'on  a     MF  -^  M/  —  in,  .MF  —  M'/"  =  2(i  ; 

par  conséciuent  (/if/.  5), 

MF  -t-  MS  =  2a  -t-  r,  MF  -)-  M'S  =  2»i  -  r 

Les  deux  points  M  et  M'  décrivent  deux  ellipses  ayant  pour 
foyers  les  points  F  et  S. 


/ 


Fis.  (i 


Kg. 


m 


écolp:  centrale  (examens  oraux^ 


Dedxikme  cas  :      \  2a  —  r  \   <  FS  <  2a  -i-  r. 

Le  cercle  S  coupe  le  cercle  F  de  rayon  2ii  (/îr/.  6  et  7)  en  deux  points  m  et  n.  Quand  le  point  f  est  intérieur  au 
cercle  F,  la  conique  0'  est  une  ellipse;  quand  le  point  f  est  extérieur  au  cercle  F,  la  conique  0'  est  une  hyperbole.  L'en- 
veloppe totale  se  compose  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  ayant  toutes  deux  pour  foyers  les  points  F  et  S. 

Troisième  cas.  —  Si  les  deux  cercles  F  et  S  sont  extérieurs  l'un   à   l'autre.    FS  >  2a -4- r.    la   conique  0'   est  toujours 
une   hyperbole,  et  l'enveloppe  se  compose  de  deux  hyperboles  ayant  pour  foyers  les  deux  points  F  et  S. 
Le  lecteur  étudiera  lui-même  les  deux  derniers   cas,  ainsi  que  les  cas  particuliers  on     r  =  2a. 

MARtSCALCHI. 

Bonnes  solutions:  MM.  Névejans,  2'7''  d'artillerie;  G.  Olmer. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  G.  Foicry,  h  Reims  ;  .\.  Rodsskau,  à  Fournes  :  Soucvigné,  à  Mont-de-.VIarsan. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (Suile.) 


5130.  — Etudier  les  équations  : 

x'-(-x  — 3  =  0,  x'-(-x— 5  =  0,  x*  —  8x -1-8  =  0,  x' -h  ix -+- l  =  0, 

^5 -)- 5x -4- 1  =  0,  x'— 10x*-l- 3  =  0,  x«-6x»-(-l=0,  j^-f-6x»-(-À  =  0, 

j-3  ^_  3a;2  _  3x  +  ),  =  0,  .!■'- -^- ^x* -h  m  =  0,  x'*  —  •'ix»  +  a  =  0,  mx' -h  4mx'-^,r»  —  x' -^  m  =  0. 

5131 .  —  Nombre  de  racines  réelles  de  l'équation    x'  -i-  iax  -t-fc  =  0. 

5132.  —  Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation    x'— 5.t'-^  t  =  0.     Nombre  des  racines  comprises  entre    —  2    et 
-1-2.     Calculer  la  racine  comprise  entre    —2    et  0. 

5133.  —  On  donne  l'éciuation     2x'-t-4.c — 11  =  0.     Calculer  la  racine  à  laide  de  la  méthode  des  parties  proportion- 
nelles. 

5134.  —  Appliquer  la  méthode  de  Newton  aux  équations  : 
^2_88  =  0,  x'— 241=0,  X-  — 234  =  0,  x'  -  2.38  =  0, 

Calcul  approximatif  de  la  racine  au  moyen  de  la  règle  à  calcul. 

x^ 3x  -I-  2  x^ 

5135.  —  Résoudre  les  inégalités         '— >  0, <  1 

x'  -(-  3x  -4-  4  3x  —  2 

5136.  —  Résoudre  l'équation 


X'  — 308  =  0,  x'  -  356  =  G. 


.3x  ->-4 

V^X  =  v^  —  a  -H  y/x  —  6- 


5137.  —  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  suivantes 
1  1  1 


1 


x'(x  —  i)  x'^(x  —  1)' 

5138.  —  Primitives  des  fonctions  suivantes  : 


x=(x'-h2x  — 12) 


x'(^  -(-  2x  -  72i 


y'  =:  cos'  X, 
y'  =  cos^  X, 

y'  =  tg'  X, 


y  = 


1 


3x'  -+- 10 

x^ 

X-  -f-  3x  -+-  4 

1 

8x'-+-l 
1 

2x'  -H  3x  —  5 

X' 

(X-  \]\x-2) 
1 

x=  — 1 

/2^-X 

V    2-x 

1 

Xv/3  —  4x^ 
3x-h4 

y  ■=.  cos^  X, 

y'  =  sin  2x.  sin.x, 

1 
n'  =  ' 

1  -1-  CCS*  X 

3 

4  -+-  5x- 
1 

X-  -)-  X  -H   1 
X' 


.V'  = 
?/'  = 

y'  = 
y'  = 
y'  = 
y'  =  ■ 
y'  = 
y'  = 


8x'-^  1 


2x' 


x'  -I-  5x  ~  6 
1 

r-(X3  -4-  4x—  5) 
1 


v/4  —  X» 

X 


s/1  -I-  X  — 


?/'  =  sin'  X, 
y'  =  sin  2x.  sin  3x, 
1 

y  =  — 


y  = 

.'/'  = 

?/  = 

y'  = 

y'  = 

y'  — 

y  = 
y'  = 


2  -(-  cos  X 

4 

5  -H  8x- 

X- 

3x=  -+-  X  -^  1 

8./'^ 

Sx'  —  1 

x- 

3x^  -4-  .i  -t-  1 

x' 

X-  -  1 


,r'(x'-f-  2x  —  12) 
1 


v'8  —  6x« 
.r  -t-  1 

\/x-  -)-  9 


y  —  sin*  X, 
y  =  tg  X, 
1 
y  = 


y  = 
y'  = 
.'/'  = 
?/'  = 

y'  = 
y'  - 
y'  = 
y'  = 


1 

-h  3.7' 

5 

8 

-+-  6x- 

1 

X 

—  64 

x' 

x' 

—  1 
x' 

X 

'  -  3x 
1 

-+- 

2 

X*  -t-1 
4x 


=  cos'  X, 
=  tg'x. 


.r';x''-h3x  — 7C) 
3X-4-4 


v/5x-^-2 

X 

fjx-  -(-  3x  —  1 


y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 

y'  = 

y'  — 


3x'  -f-  4 

1 

3x»  —  4 

I 
X'  -f- 1  ' 

X' 


-27 

X' 


1 

x'(x*-t-  1)' 
1 


(1+xV 

1 

xy/x^^^l  ' 
3x-f-  4 

y/l  -+-  3"x±â;' 


v/(x-(-l)(x-i-2) 
5139.  —  Trouver  une  fonction  y  telle  que  l'on  ait    y'  = 


1  —X 
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i^y 


5140.  —  Trouver  toutes  les  fonctions   y   de  x  qui  satisfont  à   l'équation    y    =  — i/J—Jl.     Calculer    la   dérivée 
seconde  y". 

5141.  —  Intégrer  les  équations    y^y" 


2 

:> 

i, 

«/=-—' 

y"  = 

y 

J.- 

5142.  —  Calculer  cos  5o)  en  fonction  de  cos  w  ;  tg  4a,  tg  .^o    en  fonction  de  tg  a. 

7-  7- 

5143.  —  Calculer    cos — >    sin 

8  8 

2t. 

5144.  —  Calculer    cos-^-     — Longueur  du  côté  du  pentagone  inscrit. 

5145.  —  Résoudre  l'équation    2  arc  tg  x  =  arc  tg  2,    directement,  puis  au  moyen  de  la  règle  à  calcul. 
514(>.  —  Résoudre  l'équation    2  arc  tg  a;  =:  arctg4.     —  Construction  géométrique;  nombre  de  solutions. 
5147.  —  Calculer  x,  sachant  que 

arc  tg  X  =  3  arc  tg  —,  arc  tg  x  -l-  4  arc  tg  — -  =  — .  2  arc  sin  x  =  arc  tg  —, 


,     y/a-  —  1  sin  2o 
2  arc  tg  X  =  arc  tg 


(i  cos  ±0  —  1 

5148.  —  Nombre  des  solutions  de  l'équation    tg  4t/  —  m. 

1  +  ï" 

5149.  —  Etudier  l'équation    x  =  arctg ^■ 

1  —X 

5150.  —  Calculer  la  somme    sin  ./;  -t-  sin  2x  -H  sin  3x  -h  •  •  •  +  sin  nx. 

5151.  —  Résoudre  l'équation     ^/TiTTl'  =  y'i  -I-  sin  x  —  y/l  —  sin  x. 

x' 

5152.  —  Démontrer  que    x  —  sin  x  < —  Appliquer  à  l'arc  de  20°. 

5153.  —  Rendre    calculable    par   logarithmes   :    1°   les  racines   d'ime   équation    du    second    degré;    2»    l'expression 
y  =  sinx-h  cosx;    3°  l'expression    »/ =  sin  p -(- sin  7. 

5154.  —  Dans  un  triangle,  on  donne  h,  c,  A.  —  Calculer  ha  et  tg  15. 

5155.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  le  produit  soit  de  deux,  soit  des  trois  hauteurs. 

5156.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  angle  et  deux  hauteurs. 

5157.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  :      i"  a,   \.,  b —  c  =  d\      2»  a,  A,  S;       3"  a,  A.  />,.  ;      i»  a.  A,    bc  =  m'  ; 

50  0,  A,  _i. 
hc 

5158.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a.  b  et  sachant  de  plus  que       R    =  3  A  • 

5159.  —  Démontrer  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique    cos  (i  =  cos  6  cos  c -f- sin  6.  sin  f.  cos  A 

Cas  où     A  =  —  '     démonstration  directe.  —  Appliquer  la  formule  au  triédre  supplémentaire 

Géométrie  analytique  et  Mécanique  (.M.  .Iaiu.onski). 

5160.  —  Construire  avec  la  règle  et  le  compas  les  racines  de  l'équation    a*x^  —  x\a>  -+-  6')  —  rt'6*  ^  0. 

5161.  —  Angle  de  deux  droites  connaissant  leurs  coefûcients  angulaires,  les  axes  de  coordonnées  faisant  un  an^le  0. 

5162.  —  Angle  des  droites    nx-  f-  Ibxy  -;-  cy^  =  0.     Conditions  d'orthogonalité  de  ces  deux  ilroites. 

5163.  —  Intersection  de  deux  cercles.  Axe  radical  (Propriétés).  —  Condition  pour  que  les  deux  cercles  soient  tangents. 

5164.  —  Oue  représente  l'équalion 

x'  -+-  v'  —  R'  -t-  X(«x  -f-  by  -+•  o  —  0. 
où  X  désigne  un  paramètre  variable?  Déterminer  le  cercle  du  faisceau  qui  est  orthogonal  à    x'  *   ly'  —  !>'. 

5165.  —  Kquatioii  du  cercle  en  coordonnées  polaires;  cas  où  le  cercle  |)as-»c  au  pcMe.  yue  représente  l'équiition 

p  =  2  cos(.>  -t-  3  sin  ù)  ? 

5166.  —  Construire  les  courbes  


^-y^\J-/-, 


x'  -1 

.^y/p 

—  X'  ■■*-  i 

^ 

X  = 

x« 

—  i 

^ 

5167.  —  Construire  les  courbes 

X  =  (/  — l)(t_2H<  — 3).  y  =  (<_1)«(<  — 21. 

I  —  i  /'   -  1   .  r  I'  /'  —  t  I 

•^--ir-'      v- -^'     -^--riT'      '^-^-rrr'      '     r^rr*      ^^Tin 

_      sin  t  _         ces'  / 

*  "~  1  —  tg  /  '  '^   ~  sin  t  -  co»  î  ' 
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5168.  —  Construire  les  courbes 

tg  o>  3  ^  sin^  oj  sin'  u  ,  sin  3<i 


1  —  2  sin  Ou  '  1  —  3  cos  'v  '  1  —  2  cos  '^  '  cos  w  -^  sin  'jj  1  -t-  tg  w 


sin  —  t»  — 

2  °  2 


5169.  —  Asymptotes  des  courbes 


1  —  tg  '«  '  1 


.V'  —  3y»a;  -r-2j[^  —  z'^y'  —  x  —  >/  =  0. 
X  =  1  y  =  (degréi,  x  =  <  y  := 

5170.  —   Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe    p  =  R'^i    en  coordonnées  polaires,  trouver  les  asymptotes  de  cette 
courbe . 

Faire  la  théorie  sur  l'exemple  suivant  : 

sin'  '^ 


2  cos  oj  —  1 
5171  .  —  P^quation  de  la  strophoïde.  Discussion.  Construction  de  la  courbe. 

5172.  —  On  donn*,'  une  droite  D  et  une  sécante  OM  coupant  D  en  M  :  on  porte  sur  cette  sécante  les  segments 

MN  =  MN'=  /. 
Lieu  des  points  .N  et  N'  quand  la  sécante  tourne  autour  de  O. 

5173.  —  Conchoide  dun  cercle  par  rapport  à  un  de  ses  points. 

5174.  —  Troii\fr  les  courbes  pour  lesquelles  la  sous-tangente  en  un  point  est  proportionnelle  à  l'abscisse. 

5175.  —  Kquation  quadratique  des  directions  asymptotiques  d  une  conique. 

5176.  —  (Conditions  pour  que  la  droite    v=  rnx  +  p    soit  asymptote  à  l'bvperbole 

h\ll .  —  Polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique.  Signification  du  paramètre  >,  dans  la  formule 


1  -  >.  1  ^   >. 

Démontrer  que  l.i  polaire  d'un  point  est  conjuguée  du  diamètre  de  ce  point. 
5178.  —  f^éduction  des  équations  des  coniques 

2x*  ■+-  Zif-  —  *'>xy  —  1=0, 
x''  -(-  4î/»  —  'ixy  —  5i  -(-  4{/  —  I  =  0 . 
rtllU.    —  Directions  principales  d'une  conique.  Kecherche  de  deux  directions  conjuguées  et  application  à  la  recherche 
des  directions  principales.  Axes.  Cas  de  la  parabole. 

5180.  —  Trouver  les  axes  de  la  conique 

ax-  -+-  Ahxy  -t-  cy-  ■+■  idx  -t-  iey  -h  f  :=(i. 

5181.  —  Formules  de  (lliasjcs  pour  l'ellipse.  Equation  de  la  droite  passant  par  les  extrémités  de  deux  diamètres 
conjugués.  Combien  passe-t-il  de  ces  droites  par  un  point  du  plan  ? 

5182.  —  Théorèmes  d'Apollonius  pour  l'ellipse. 

5183.  —  l'ielation  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conjugués.  Variation  de  l'angle  de  deux  diamètres 

conjugués. 

5184.  —  On  considère  une  ellipse,  deux  diamètres  conjugués  et  un  point  M  de  cette  ellipse.  La  tangente  en  .M  coupe 
les  diamètres  en  P  et  li.  Relation  entre  les  segments  MP,  M<J. 

5185.  —  Normales  menées  d'un  point  M  à  la  parabole    y^  —  2/^x  =  0.     Cas  où  le  point  M  est  sur  l'axe  de  la  parabole. 

5186.  —  Soient  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  :  deux  points  .\,  B  sur  Ox  ;  deux  autres  C,  D  sur 
()y.  F.quation  des  coniques  passant  par  A,  B,  C,  D.  Lieu  des  centres  de  ces  coniques. 

5187.  —  Fquation  des  coniques  passant  par  l'intersection  de  deux  coniques  données.  Condition  pour  que  lune  de  ces 
coniques  se  réduise  à  deux  droites,  ou  à  un  cercle. 

5188.  —  intersection  de  deux  coniques.  Cas  où  il  y  a  une  direction  asymptotique  commune. 
518Î).  —  Conir|ues  homotliéti([ues.  Conditions  d'homothétie  de  deux  paraboles. 

5190.  —  Transformation  de  coordonnées  dans  l'espace.  Changement  d'axes  en  gardant  la  même  origine.  Les  deux 
systèmes  d'axes  étant  rectangulaires,  montrer  que  la  position  des  nouveaux  axes  dépend  de  trois  paramètres.  Relations 
entre  les  cosinus  directeurs. 

5191.  —  Condition  pour  que  les  deux  droites 

X  —  x„  _  y  —  yu  _  z  —  ;.;  x  —  x,   _  y  —  y,   _  z  —  r, 

'I  b  c  a'  b'  c' 

soient  d.ms  un  même  plan. 

5192.  —  Propriétt's  du  plan  qui  a  une  équation  de  la  forme  P -f-  aQ  =  0,  où  P  et  Q  désignent  les  équations  de  deux 
plans  donnés.  Comment  varie  le  plan    P -+- aQ  =  0    quand  ).  varie  de    — so     à    -f  oc  ? 

5193.  —  Angle  des  deux  plans 

3x-r  y  —  23  — 4  =  0,  x  —  Zij—z—5  =  0. 
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5194.  —  Angle  de  la  droite    x  — y -h  1  =  0,    2x-\-z—'i  —  0    et  du  plan    x  —  4;/ -;- 2c  —  3  =  u. 
5195    —  Angle  de  la  droite 

X  —  Xi,        y  —  yo        :  —  z„ 


avec  le  plan    Ax  -h  By  -h  Cz  -h  b  =  0 . 

.1 

5196.  —  Mener  par  la  droite     - 

i 

5197.  —  Angle  des  deux  droites 


5196.  —  Mener  par  la  droite     —  =  —  =  —     un  plan  qui  fasse  un  angle  donné  avec  le  plan    2/-  -  3(/  —  -  =  0. 

12  3 


jf.  —  X  —  _L  ■'•    _    y    _  _£_ 

1~2~"4'  — 2~+l"~T 

5198.  —  Distance  d  un  point  à  une  droite  dans  l'espace. 

5199.  —  Soit  la  droite     3  —  1=0,     y  — 2a;  +  l=0,     et  la  droite     >/ —  2  =  0,     z—2j:-t2  =  0.      Trouver  leur 
distance. 

5200.  —  Distance  de  la  droite  D    x-\-y  —  z  =  0,    x  +  i/  — 4z  =  0    et  de  la  droite  D'    x  —  2y  —  i=.0,   x-r-33  — 1=0. 

5201.  -  Distance  des  deux  droites 

X  =^  az  -h  p,    y  =  bz  -h  q  et  x  =  a'z  +  //,    »/  =  6':  -t-  7' 

en  coordonnées  rectangulaires. 

5202.  —  Conditions  pour  qu'une  équation  représente  une  sphère. 

5203.  —  Trouver  le  rayon  de  la  section  plane  de  la  surface    j'-(-  y-  -i-  :-  —  4j  —  7  =  0     parle  plan     r  -t- j/-r  ;  —  1  =  G. 
Equation  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  le  long  de  cette  intersection. 

5204.  —  Equation  du  cône  de  sommet  (1,5,    —  2),    ayant  pour  directrice  la  courbe    x'  —  2:  =  0,    y*  —  2z  =  0. 

5205.  —  Asymptotes  de  la  section  du  cône 

x'         y-         z- 

par  le  plan     nx  -t-  ji//  -f-  yr  +  p  =  0. 

5206.  —Asymptotes  de  la  section  du  cône 

.r-  —  3y2  -h  22^  —  7ry  =  0 
par  le  plan    x-^y  —  2-1-1=0.    Mener  au  cône  précédent  un  plan  tangent  vertical. 

5207.  —  Equation  du  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  la  direction  2,  1,  1  et  de  directrice 

jjs  _,_  yi  ^  s»  —  8  =  0,  2.r -t-  ;/  -+-  z  —  1  =  0. 

5208    —  Flan  tangent  à  une  surface  de  révolution.  Propriétés  de  la  normale.  Montrer  qu'elle  est  dans  un  plan  méri- 
dien. 

5209.  —  Surface  de  révolution  engendrée  par  la  courbe 

X-  -t-  2«/-  —  1=0,  3  =  0 

en  tournant  autour  de  la  droite    .i-  =  y  =  z. 

5210.  —  Un  plan  P  tourne  autour  de  la  droite    A(a;  =  ?;,    y  —  q).    Soit  M  la  trace  d'une  droite    D  (  —  =  —  =  —\ 

\  a         b         cl 
sur  ce  plan.  Surface  engendrée  par  la  perpendiculaire  en  M  au  plan  I'. 

5211 .  —  Cône  circonscrit  à  la  surface     r'—  2?/»  -t-  z*  —  4  =  0    et  ayant  pour  sommet  le  point  S  (1,  4,  *). 
5212    —  Cône  de  sommet  ./„,  y».  Zn  circonscrit  à  la  surface    x'  -t-  y-  —  2p;  =  0. 

5213.  —  Cyliiidro  circonscrit  au  paraboloïde 

x'        y'       .     _ 

l>   ~    q       '"  ~ 

'        y       z 

et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  la  droite       —  ~  â"  ~  ""' 

5214.  —  Etude  des  sections  planes  du  parnboloide  hyperbolique 

—  —  ^  — 2--0 
~p  q  "'"    ■ 

l.a  conique  section  iieut-clic  se  réduire  à  deux  droites  •' 

1-         q'        :' 

5215.  —  Sections  planes  de  l'hyperboloïde       "T  "^  TT ;  —  1    -  0       t»  par  les  plans  princi(i.iux  ;  2    par  des  pl.ins 

(iuelc()ii(|ues 

5216.  —  Sortions  circulaires  du  cône     .r-   t   4«/'  —  z'  -♦-  ixy  =  0. 

5217.  —  Sections  circulaires  de  l'hyperboloïde 

n'         h'         c' 

5218.  —  Sections  circulaires  du  paraboloïde  elliptique. 

5219.  —  Directions  principales  du  cône    .r-  -+-2//-' — 4:'  —  ±ry  =  0. 

5220  —  Directions  princi(iales  d'une  quadrii]U6     f{x,  j/,  :)  —  0. 

5221  -  Plans  diniiiélraux  et  dianièires  dans  une  (|u.idri(|ue.  Cas  d'un  paraboloïde  hyperMique.  IntersecUon  du  pUn 
diamétral  el  de  la  suilactv  Païaïuètre  de  li  parabole  d'intersection. 


4i8  QUESTIONS  PROPOSÉES 


5222.  —  Equation  du  diamètre  conjugué  à  une  dirertion  de  plan  dans  une  quadrique.  Tous  les  diamètres  passent  par 
le  centre  dans  le  cas  des  quadriques  à  centre.  Cas  du  p.iraboloïde  :  les  diamètres  sont  parallèles  à  l'axe. 

X  —  .i\,  y  —  yt,         z  —  c,  X-        u- 

5223.  —  Mener  par  la  droite      = —  =  un  plan  tangent  à  la  quadrique '-  — 2:  =  0. 

a  0  r  p  q 

5224.  —  Par  la  droite    .r —?/-+-:— 1  =  0,    x—2z  =  0    mener  un  plan  tangent  a  la  quadrique    r- —  j/--!- ;- —  1  =  0. 

T-       y^        z- 

5225.  —Mener  ;i  la  suiface     ~r  +  TJ :7~*  =  '^     ""  P'^"  tangent  parallèle  au  plan     xr -h  i^j/ -f- y:  =  0. 

.    ,.             x'        V' 
5226.—  Mener  au  paraboloide  hyperbolique ^ 2;  =  e     un  plan  tangent  parallèle  au  plan    ax-i-  Py-^--^z  =  0. 

Lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  au  paraboloïde  hyperbolique  précédent. 

5227.  —  Qu'appelle-t-on  plans  asymptotes  de  l'hyperboloïde 

.r-        y-        :- 

a-        fc«        c- 
Cône  asymptote.   Equation  et  jiropriétés. 

5228.  —  (Génératrices  rectili^'nes  du  paraboloïde  hyperbolique.   Propriétés.  Démontrer  qu'un  système  de  génératrices 
engendre  toute  la  surface  dans  son  déplacement. 

5229.  —  Génératrices  rectilignes  de  l'hyperboloïde 

X-         IJ-         z^ 

5230.  —  Trouver  les  génératrices  rectilignes  de  la  quadrique 

xz  —  »/*  -^  2î/  =  0. 
L'un  des  systèmes  de  génératrices  engeiulre-t-il  toute  la  quadrique  ? 

5231.  —  Intersections  dune  droite  donnée  et  de  l'hyperboloïde 

X*         II-         ■' 

±.^-L-—-i  =0. 

n'         b^        c' 
Discussion. 

5232.  —  Lieu  des  points  dun  hyperboloide  où  les  génératrices  sont  rectangulaires. 

5233.  —  Réduction  des  équations  des  quadriques 

X-  -+-  ly-  —  3'  —  i//3  —  1=0,  j-  -  y-  H-  ;»  -  4»/:  —  t  =  0,  .r»  —  3î/»  —  4:'  -t-  ixy —2i  —  0. 

{A  suivre.) 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


1928. —  Par  un  point  P  du  plan  d'une  parabole,  on  peut  mener  quatre  cordes  d'une  même  longueur  don- 
née. Le  lieu  des  point.s  P  tels  que  deux  de   ces  cordes   soient    rectangulaires  est  une   cubique  ;  calculer  l'aire 

totale  comprise  entre  la  cubique   et  son  asymptote. 

Dr.  Werner  Gaedecre. 

1929.  —  Par  le  point  de  rencontre  0  de  l'axo  d'une  parabole  et  de  sa  directrice,  on  mène  une  sécante  qui 
coupe  la  courlie  en  deux  points  M  et  N.  On  joint  ces  points  au  loyer  F  parles  droites  FM,  FiN.  et  par  .M  et  N 
on  trace  des  parallèles  à  l'axe  qui  rencontrent  respectivement  F.N  en  M'  et  FM  en   N'. 

1°  Démontrer  que  le  trapèze  MM'N.N"  est  inscriptible  et  circonscriptible.  Lieux  des  points  de  contact  du 
cercle  inscrit  avec  les  côtés. 

2o  La  difl'érence    -ttttt ttttt  des  inverses  des  bases  du  trapèze  est  constante. 

î^^        MM 

3°  Le  cercle  inscrit  au  trapèze  est  orthogonal  à  une  famille  de  cercles,  et  si  l'on  fixe  l'un  des  cercles  de  la 
famille,  l'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  inscrit  passe  par  un  point  fixe. 

4°  Enveloppe  de  Taxe  radical  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  AP.  (A  est  le  sommet 
de  la  parabole  et  P  le  centre  du  cercle  inscrit  au  trapèze). 

5°  Les  tangentes  en  M  et  N  à  la  parabole  coupent  l'axe  aux  points  T  et  S.  Enveloppe  de  l'axe  radical  du 
cercle  de  diamètre  TS  et  du  cercle  inscrit  au  trapèze. 

R.  Mane.n,  à  Albi. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


NOTK  SUR  L.\  LE.MxMSCATK 

p;ir  M.  J.  Denis. 


Considérons  une  lemniscatc  définie  par  la  longueur    OA  =  a     de  son  demi-axe.  En  la  transformant 

par  inversion  avec  0  comme  pôle  et  a^  comme  puis- 
sance, on  sait  que  l'un  obtient  une  hyperbole  équilatère 
de  sommets  A  et  A',  et  ayant  comme  asymptotes  les 
tangentes  d'inflexion  de  la  lemniscate. 

Nous  appliquerons  ce  résultat  à  la  détermination  de 
la  tangente  et  du  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la 
lemniscate. 

Tangente  en  un  point.  —  Soit  M  un  point  de  la  lem- 
niscate, M'  le  point  correspondant  de  l'hyperbole.  On  sait 
que  les  tangentes  en  M  et  M'  aux  deux  courbes  sont 
également  inclinées  sur  le  rayon  vecteur  O.MM';  d'autre 
part,  la  tangente  en  M'  à  l'hyperbole  est  parallèle  au  dia- 
mètre conjugué  OM,  de  OM'.  L'hyperbole  étant  équila- 
latère,  OM'  et  OM,  sont  également  inclinés  sur  les  asymp- 
totes. Si  on  considère  alors  le  point  T  où  la  tangente  en  M  à  la  lemniscate  coupe  O.M,.  le  triangle  OTM 

ayant  ses  angles  en  0  et  M  égaux,  est  isocèle.  D'où  la  construction  suivante  : 
Pour  avoir  la   tangente  en    M    à  la  lemniscate,    on  prend  le  symétrique 
M,  de  M  par  rapport  à  une  des  tangentes  d'inflexion,  on  mène  la  perpendicu- 
laire au  milieu  de  O.M,  elle  coupe  OM,  en  T  ;  TM  est  la  lanqente. 

Rayon  UE  couKBURE.  —  Avant  de  trailor  la  (pioslion  pour  la  lemniscate, 
nous  allons  d'une  façon  générale  chercher  la  relation  (jui   lie  les  rayons  de 
courbure    K  et  K'  de  deux  courbes  inverses  C  et  (7  en  deux  points  corres- 
pondants 
Soient  M  et  I*  deux  points  extièmemcnt  voisins  sur  la  courbe    (!,   M    cl   1''  les  points  correspon- 
dants de  la  courbe  inverse  C. 

Soient  a  et     a   i  .Ax     les  angles  avec  O.M  dos  tangentes  en  .M  et  1*  à 
G,  et  soit     arc  Ml'  -  :  Is. 

.\ppelons  a',     a'-f-Jkx',     cl  ^s    les  éléments  correspondants  de  C.  Le 


rayon  de  courbure  en  M   est  donné  par 


Le  layun  de  courbure  eu  M'  esl 


.     ..     as         ds 

imite =  -T-' 

^>         dx 


K'  =  limite  -— -  =  -— 
Ar  d% 
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Or  on  a,  d'après  une  propriété  connue  de  l'inversion,     -j.  =  x'     d'où     dx  =  dx  ,     on  a  alors 

R          ds        ,.    .       As 
— -  =  — —  =  limite  — -5 
]{  d.s'  As' 


mais  l'arc  étant  un  infiniment  petit  équivalent  à  la  cordC;  on  a 


limite 


As 


limite 


MP 


As'         "    MP' 

Les  formules  connues  de  transformation  des  propriétés  mélriques  dans  l'inversion  donnent 

MP 


M'P'  = 


OM  X  OP 


X  K,  (K  étant  la  [juissance  d'inversion). 


\IP          OM  X  OP 
(j'oti    ^^777^  =  —Ç. Lorsque  P  tend  vers  M  on  a  à  la  limite 


M'P' 


limite 


MP          OM' 

ds 

M'P            K 

ds' 

R         OM' 

R'   ~~     K 

d'où 


Cas  de  la  lemniscate.  —  Soit  M  un  point  de  la  lemniscate,  M'  le  point  correspondant  de  l'hyperbole, 
M'N'  la  normale  en  M'.    On  sait  que  le  rayon  de  courbure  en  M'  à  l'hyperbole  e>t 


R'  = 


MN 

1>- 


j)  étant  le  paramètre.  Mais  comme  Ihyperbole  est  équila- 
tère,  on  a  à  la  fois 


]r  =  a^ 


d'oîi 


R'  = 


et  M'N'  =  OM', 

ÔM'' 


Le  layiin  de  courbure   en    M    ii  la  lemniscate  sera 
donc,  d'après  la  relation  trouvée  plus  haut. 

ÔM''        Ôm' 


R 


=  OM 


fl'  (r  OM 

On  on  lire  la  construction  suivante  du  rayon  de  cour- 
bure en  M  : 

Sur  la  perpendiculnii  e  d  W  on  porte  OM"  :=  OM, 
on  joint  A  à  M'  et  on  mène  laperpendirulnirc  en  A  (/  A)!"  ;  elle  coupe  OM'  en  P.  OP  est  le  rayon  de  cour- 
Inire  cherché. 

Dans  le  triangle  rectangle  AM  P  i[ui  admet     OA  =  a     comme  hauteur,  on  a  bien 

«2  =  OP X OM'  =  OP  X OM, 


d'où 


OP  =.  — —  =  R. 
OM 


SUR  LES  FONCTIONS  HOMOGENES 

par  M.  Gh.   Halphen. 


Soit  une  fonction  de  plusieurs  variables,  trois  par  exemple,  f{x,  y,  :),  admettant  des  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  et  k  un  paramètre  arbitraire.  Proposons-nous  de  chercher  dans  quel  cas 
l'identité 


SUR  LES  FONCTIONS  HOMOGÈNES 
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(1)  f{lix,ku.  kz)  =  r,{k)f(x,y,z) 
■st  possible,  quelles  que  soient  les  valeurs  altribuées  h  x,  y,  z  et  k. 

Un  cas  évident  est  celui  où  la  fonction  /"(.r,  y,  z)  est  homogène,  'z,{k)  étant  alors  de  la  forme  k'". 
Vous  allons  dèmonirer  que  ce  cas  est  le  seul. 

Différentions  par  rapport  à  k  l'identité  (1)  ;  nous  obtenons  une  nouvelle  idenlilé 

(2)  a:/;.,(/vx-,  ky,  kz)  +  yfly{kx,  ky,  kz)  -^zfllkx,  ky,  kz)  =  o\k)f{x,  y,  z). 
Divisons  maintenant  (2)  et  (1)  membre  à  membre, 

xf'iJkx,  ky,  kz)-hyf'k,j(kx,  ky,  kz)  -\- z /",,,{ kx,  ky,  kz)  ^  (L.'{k) 


(3) 


f[kx,  ky,  kz 


Cette  identité  doit  être  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de   x,  u,  z  et  /.•  ;   elle  le  sera  donc  en  par- 
iculier  pour    /.•  —  1.     Or,  pour     k  =  1,      '  se  réduit  à  une  quantité  purement  numérique;  appe- 

ons-la  m.  Nous  aurons  donc 

^•f'xixy  V,  z)  +  yf'À^^  y,  z)  +  2/':(ar,  y,  z)  =  mf(x,  y,  z), 
uels  que  soient  x,  y  et  z.  D'après  la  réciproque  du  théorème  d'Euler,  on  déduit  de  là  que  la  fonction 
(x,  y,  z)  est  homogène  et  de  degré  m.  Dès  lors,  comme  on  a 

f{kx,  ky,  kz)  =  kmfix,  y,  z), 
'identité  (1)  montre  que     o(/c)  ^  A"'. 

Remarque.  —  Nous  avons  dit  que    m    est  la   valeur  numérique  que  prend      '  pour     /;  =  1. 

)ans  l'identité  (3\  faisons     A-  =  x  =  y  =  c  =  1  ;     nous  aurons 

/•i(i,i,i)  +  /;(i,  i,i)  +  A=(M.  1). 


/■(i,i,i) 

xpression  du  degré  d'homogénéité  de  la  fonction  /.  On  la  déduirait  d'ailleurs  immédiatement  du  théo- 
ème  d'Euler. 


SUR  L'ENVELOPPE  D'UNE  DROITE 
par  M.  Ch.  Halphen. 


La  condition  pour  qu'une  droite  variable  de  l'espace,  à  un  paramètre,  admette  une  ouveluppe,  peut 

être  mise  sous  une  forme  géométrique  des  plus  simples.  Si  une 
telle  droite  A  est  tangente  dans  toutes  ses  positions  à  une 
courbe  gaucho  r,  ses  projections  sur  deux  plans  quelconques 
ontévidemmentdesenvcloppes,  projections  do  r  sur  cos  plans. 
Réciproquement,  soient  o  et  o'  les  projections  de  la  droite 
mobile  â  sur  les  plans  rO:  et  i/O:  ;  o  et  o'  ayant  dos  enve- 
loppes c,  c',  qu'elles  touchent  en  m  et  »'.  La  droite  A  est 
tangente  au  cylindre  ayant  pour  base  la  courbe  c  et  des  géné- 
ratrices parallèles  à  Ot/,  on  M;  cl  au  cylindre  ayant  pour  ba^e 
la  courbe  c'  et  des  généralricos  parallèles  à  0.r,  en  N.  Sicile 
si  tangente  à  une  courbe  gauche,  ce  ne  peut  être  qu'à  la  courbe  d'inlorsoclion  de  ces  cylindres  qui 
eule  a  r  et  c'  pour  |>rojectionssur  les  plans  .lO:  ot  »/():;  il  faut  .-t  suflil  p«nir  cela  que  .M  cl  N  soient 
onfondus,  cv  (jui  n'arrive  pa^  en  gônoral.  Par  siiilo,  la  condition  nécessaire  el  suflisante  pour  que  ^ 
lit  une  enveloppe,  est  que  M  et  N  soient  confondus,  c'est-à-dire  que  m  el  m'  aient  la  même  coie  s. 
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NOTE  SUR  LE  MOMENT  D'UN  COUPLE 


Soient  x  —  az^p,  y  =  bz -h  q  les  équalion>  de  A,  où  a,  b,  p,  q  sont  fonctions  d'un  para- 
mètre t.  Prisesséparément,  elles  représentent,  la  première  S,  la  seconde  S',  dans  les  plans  xO:  et  yO:; 
ces  droites  ont  des  enveloppes,  puisqu'elles  ne  dépendent  que  d'un  paramètre,  et  les  z  des  points  de 
contact  m  et  n'  s'obtiennent  en  les  difïérentiant  par  rapport  à  /, 


a'z  -+-  p'  =  0, 


ou 


b'z  +  q'  =  0, 


ou 


(point  m) 
(point  n') 


La  droite  A  a  donc  une  enveloppe  si 

a'  b'   ' 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  le  point  de  contact  de  A  et  de  son  enveloppe  ayant  pour  cote 


ou 


a'q'  —  b'p'  =  0, 


-— ?i-      (ou      —  —  )i     fonction  de  /.  et  par  suite  pour  abscisse  et  ordonnée 

a'        \  ^'  / 


P^ 


y  =  -'>  hr-^1^ 


on  a  là  les  trois  équations  paramétriques  de  l'enveloppe  r. 


NOTE  SLK  Ll*:  MOMI'NT  DUN  COUPLE 


On  appelle  couple  de  vecteurs,  ou  simplement  couple,  un  système  de  deux  vecteurs  parallèles,  égaux 
et  opposés,  mais  qui  n'ont  pas  la  même  ligne  d'action. 

Lorsqu'on  envisage  les  moments  par  rapport  à  un  point  ou  par  rapport 
à  un  a\c,  on  peut  faire  glisser  chacun  do  ces  vecteurs  le  long  de  sa  ligne  d'ac- 
tion et  placer  leurs  origines  sur  une  même  perpendiculaire  commune  aux 
deux  lignes  d'action,  celte  perpendiculaire  étant  d'ailleurs  arbitrairement 
choisie.  Cette  liguration  d'un  couple  est  particulièrement  commode;  elle  est 
(lue  à  Poinsot. 

La  longueur  AB  s'appelle  le  bras  de  levier  du  couple,  P  estle  vecteur  du 
couple,  et  le  produit  numérique  de  AB  par  P  se  nomme  le  moment  du  couple. 
Nous  allons  démontrer  que  le  moment  résultant  du  couple  par  rapport 
à  un  point  quelconque  de  l'espace  est  toujours  le  même,  et  que  c'est  un  vec- 
teur perpendiculaire  au  plan  du  couple,  ayant  pour  longueur  P  .  AH  et  orienté  dans  un  sens  tel  que  le 
sens  de  rotation  du  couple  soit  direct  par  rapport  à  ce  vecteur. 

11  nous  sera  commode  de  prendre  pour  plan  du  tableau  le  plan  mené  par  AB  perpendiculairement 
au  plandu  couple.  Alors  les  deux  vecteurs  P  et  — P  seront  perpendiculaires  au  plan  du  tableau,  P 
en  avant,  par  exemple,  et    —  P,     en  arrière. 

11  est  dabord  évident  que,  pour  tous  les  points  d'une  droite  de  l'espace  parallèle  aux  vecteurs  P  et 
—  P,  le  moment  résultant  est  le  même.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  étudier  le  moment  par  rapport 
aux  points  du  plan  du  tableau. 

Prenons  ceux  de  AB.  En  A,  le  moment  se  réduit  au  moment  linéaire  du  vecteur  — P  par  rap- 
p  ri  au  point  A.  En  B,  il  se  réduit  au  moment  linéaire  du  vecteur  P.  Ces  deux  vecteurs,  AG  et  BG, 
sont  l)ien  équipollents  à  celui  que  nous  avons  signalé.  En  0,  point  compris  entre  A  et  B,  les  deux 
moments  s'ajoutent,  ils  ont  tous  deux  le  même  sens  que   AG,  et  pour  valeurs  numériques,    OA.P  et 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  l:}3 


OB.P;  leur  somme  est  donc  bien  un  vecteur  équipoUent  à  AG.  Si  le  point  0  est  sur  le  prolongement 
de  AB,  les  deux  moments  se  retranchent,  le  résultat  est  toujours  le  même  et  tout  aussi  évident. 

Prenons  maintenant  un  point  0,  quelconque  dans  le  plan  du  tableau  et  envisageons  l'axe  0,0  per- 
pendiculaire à  AR.  Le  moment  résultant  par  rapport  à  cet  axe  est  le  même  que  le  moment  linéaire  du 
point  0,  c'est  donc  un  vecteur  cquipollcnt  à  AG.  Mais  c'est  aussi  la  projection  du  moment  résultant 
sur  l'axe  au  point  0,,  ou  la  somme  algébrique  des  projections  des  moments  des  deux  vecteurs  P  et 
—  P,  par  rapport  au  point  G,.  Nous  aurons  démontré  que  cette  projection  est  égale  au  moment  résul- 
tant en  Oi,  si  nous  démontrons  qu'elle  est  nulle  sur  un  axe  perpendiculaire  à  OOi,  c'est-à-dire  sur  un 
axe  parallèle  à  AB,  puisque  les  deux  vecteurs  moments  sont  visiblement  dans  le  plan  du  tableau,  per- 
pendiculaires à  OiA  et  OiB.  Or  ce  dernier  fait  est  évident,  car  les  moments  des  vecteurs  Pet    —  P 

par  rapport  à  l'axe  Oi.x  sont  évidemment  égaux  et  opposés. 

E.  H. 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 


Concours  de  1910  {fin). 
Calcul. 

1870.  —  L'étongation  u  d'une  vibration  amortie  a  pour  expression,  eu  fonction  du  temps  /, 

.r       c~"           ,           ,            /         sin  'f                       cos  o  -,  _.ox 

u  —  \}.  cos(r<--c2);  {s  =  -,  r  —  -,  e  =  2,718). 

cos  cp  '  •  ^  '  ^  0  0  ^ 

1»  Quelles  sont  les  valeurs  de  t  qui  donnent  à  u  soit  une  valeur  nulle,  soit  une  valeur  maximum  ou 
minimum  ? 

2"  Pour  U  =  1  cm,  0  =  1  sec,  <?  =  45",  construire  une  table  des  valeurs  de  u  en  fonction  de  t, 
du  premier  maximum  de  u  à  son  premier  minimum,  et  procédant  par  huitièmes  de  cet  intervalle. 

3"  Comment  cette  table  peut-elle  être  étendue  à  l'intervalle  suivant? 

1"  Les  valeurs  finies  de  t  qui  annulent  u  sont  données  par  l'équation 

cos  [rt  —  o)=zO,  rt  —  ^  =  (2/t  4-  l)  y. 

o  t: 

et  sont,  par  suite,  /  =  -^-h(2/i-  -h  i)  -;^- 

La  dérivée  de  u  pai'  rapport  k  t  est 

rfw         —  U       „  ,  ,  .     ,  ,,  du         —Ve-"     . 

—  = e-"\s  cos  (/■/  —  o)  -\-  r  sm    /7  —  o)],  ou  —r-  —  — sin  ri  ; 

^//         coscp       '  ^  '^  \  .  j  rf/  0  cos  ç 

k~ 
elle  s  annule  pour  rt  —  A-,  /  =  — • 

2»  Pour  U  =1"^"',  0   r-T   1«''^',  o   =   'tu», 

1  I 

on  a  5  =  -— ,  r  =  -- — 

et  TT""  ~  '''-      *^'  ""  7/ 

De     /  =  ()     à     I  —  r.yjt,     la  dérivée  est  négative  cl   u  décroit.    I.e  pieinicr  niaxinuiin  a  donc  lieu 


H  =  Jt^    /''  cos  ( T ) 


-s-' 


pour     /        0,       le  S(>coii(l   pour     /   —  Ty/2.      Les  valeurs  iiilci  luidiaires  .<ont      


■:^s'i 


8  s  H 

les  valeurs  de  u  sont  alors  : 
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«0  =  1,  "i  =  \/"^e    «cosf  — -^  j  =  e    '  v/ ^  -+--T"  ' 

V.  =  \,f2e    ^  cos  ^  =  e    ^i/i  —  ^  ,  ",-,  =  \/2e    *  cos  -^  =  0, 


ijte    ^  cos  -^  =  e    **  \  /  1  +-  TT^  "'.  =  s/'^e    2  cos  —  =  e" 

8  V  2  4 


St.  -^      /  v/î 

».   =   \/2e      ♦    ce 

3- 


8  V  -    ' 


».  =  v/2e    '  cos  — -  =  —  e     '  \  /  1 T- ,  w*  =  s'"^^"  '  cos  -r^  =  — 


On  a  successivement  v^ïJ  =  1,414213.  I  -j- J_  =  1,707106,  1  —  - — =  0,292894, 


puis  t   A  ^_^  =  1,300,  *  /i  _  il  =  0,541. 

Pour  calculer  les  exponentielles  nous  niiliserons  la  rùgle  ù  calculs.  Nous  avons 

log  e    «"  =  —--  log  e  =r  —  0,393  log  e. 

o 

La  règle  nous  donne     log*' =  0,434,     puis  le  produit     0,393x0,434  =  0,170. 

Donc  log  e~'^^  =  —0,170  =  ï,830, 

et  on  en  déduit  e.    «   =  0,67;). 

Puis  r~  =  e"^  .p7~  =  0,67o  X  0,675  =  0,456, 

e'~=  c  ~.  ^'~  =  0,456  X  0,675  =  0,308, 
et,  de  la  même  manière, 

i^  =  0,208,  e""«^  =  0,140,  ^r~  =  0,09'i5,  .'"^  =  0,064,  p-^  =  0,0432, 

tous  les  produits  étant  effectués  au  moyen  de  la  règle. 

On  calcule  alors  aisément  les  valeurs  de  (f„,  »,.  ...   On  oblient 

,/„  =1,  »,  =  0,882,  n.  =  0,645,  u,  =  0,40-',  u,  =  0,208, 

V,,  =  0,076,  u,  =  0,  (/;  =  —  0,0346,  u,  =  -  0,0432. 

3"  L'intervalle  suivant  est    71/2  à  2-y/-2;  cha(|ue  t  est  augmenté  de  -/^  al     — ^    est  augmenté  de 

1/- 
T.  ;  le  cosinus  se  reproduit  donc  changé  de  signe  ;  quant  au  premier  facteur,  il  est  multiplié  par  e~',  et  le 

nouvel  II,  u\  est  donné  par       n'  =  — ue  ',       ou       »'  =  —  ?/. 0,0432. 

Bonnes  solutions  :  MM.  AMni.\ni),  à  Ruines  ;  (i.  Lai.ii,  à  Hodez  :  M    \.  I^ousseau,  à  Fournos. 

♦ 

GKOMKTRII":   AXALYTIOrE 


1853.  —  Soient  deux  cercles  fixes  C  ^t  C  :  par  deux  points  fixes  \  et  B  de  C,  on  fait  passer  une 
conique  S  hitangente  à  C  ;  démontrer  qu  il  existe  deux  familles  de  coniques  S,  et  que  pour  les  coniques  de 
chaque  famille,  la  corde  de  contact  avec  G'  passe  par  un  point  fixe. 

lÂeu  du,  pôle  d'une  droite  fxe  par  rapport  aux  coniques  S. 

S  coupe  C  en  deux  autres  points  A'  et  W  ;  enveloppe  de  A'B',  lieu  du  point  commun  à  A'B'  et  à  la 
cnrde  de  contact  de  S  et  C. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à  AR  en  son  milieu  0. 
Soient     OA  =  OB  =  «,     OC  =  b.     Le   ravon  du   cercle  C  est      R  =   \U'^ -h  b'K 
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1.3o 


Soient  aussi  (a,';3)  les  coordonnées  du  centre  C  et  R   le  rayon 
du  cercle  C. 

Les  équations  des  deux  cercles  C  et  C  sont 

(C)  .,.._^j^2_2^,y_.a2=.o, 

(C)  (x  —  y.y-h{y-'àf-[{'^  =  0. 

L'équation  générale  des  coniques  qui  sont  bitangentes  à  C  est 

(1)  (.X  -  a)2  +  (//  —  ^)^  —  R'2  -+-  l{ux  -i-  vij  —  ly  =  0^ 
l'équation  do  la  corde  de  contact  avec  C  étant 

(2)  iiv  -^vy  —  l  =0. 
Si  la  conique  (l)  passe  par  A  et  B,  il  faut  que,  pour    y  =  0, 

l'équation  en  x  x\\  -h  lu-)  —  2a;(a  +  lu)  +  a^  +  a-  —  R'2  -^  /  =  0 

ait  pour  racines    -h  a     et    — a,    ce  qui  donne  les  conditions 

(3)  a  +  h,  =  0, 

(4)  «2(1  -\-  lu')  -4-  a2  -t-  3^  -  R'2  -F  ),  =  0. 

Ces  deux  équations  permettent  de  déterminer  l  et  (/.  L'élimination  de  X  donne  l'équation  en  j/ 

a^oiu^  _  w(a2  +  a2  .-f-  a^  —  R'2)  _^  a  =  0. 
On  a  donc  pour  u  le?  deux  valeurs 

(5)  rt2_^  3i2^  02  _  |^'2  -h  /(a2  _^  a2-4-  P^  —  R'2)2  _  4fl2a2 


2a2a 


et  les  deux  valeurs  correspondantes  de  ) 


(6) 


l  = =  -  -  [a^  4-  »'  -h  [i*  —  R'-  q=  A«'  +  ^'  -t-  P'  —  IV2/^  —  Aa'oL']. 


La  corde  de  contact  (2),  puisque  u  et  X  sont  constants,  passe  par  lo  point  fixe     .r  =  — •     7  =  0. 

u 

Chacune  des  valeurs  (5)  de  h  et  la  valeur  corres|)on(lante  (0)  do  X  donnent  pour  l'équation  (!'  un 
système  de  coniques  S,  pour  lesquelles  v  est  le  seul  paramètre  variable.  La  corde  de  contact  de  cha- 
cune de  ces  coniques  dans  chaque  système  passe  par  un  point  lixe  situt3  sur  AIL  Soient  P  et  Q  ces 
deux  points  fixes.  On  a 

OP 


(f 

-l-a^ 

4-fi2 

—  R'^ 

—  v/(n'  H-  « 

2  +  p2_ 

-w 

')"- 

-/.a-3» 

-f-a2 

+  ^^ 

-R'- 

2a 

a- 

-f-v/(a»-}-a'"' 

+  p'- 

■  {{'- 

)»- 

'Ki-a- 

0Q  = 

il 

OP  correspond  au  signe     -l-,      OQ  au  signe     —     du  radical  (.*))  de  11. 
Les  deux  S3slèmcs  de  conicjucs  S  ne  seront  réels  que  si 

(a-  H-  a2  4-  ji->  _  R'i;-'  _  U-T^'i  >  0, 
ou  (a2  -h  -a-  4-  P'  —  IL'  —  2rta)(n3  -f  a*  -+-  ^-  _  R'»-f-  2ai)  >  0. 

[{a  -  «)2  -h  {i^  -  R'-  \{a  4-  «)«  -I-  !i'  —  R''^  >  0. 
Il  faut  donc  qu(^  les  (|uaiilit(''s 

(rt  _  xf  -,-  pî  _  R'J  (a  -f-  a)-'  h  ^'    -  R  * 

soient  à  la  fois  positives  et  négatives,  ce  (pii  exige  t/ur  1rs  pnivts  A  ff  H  sniruttouslrs  ii>-ii.r  âh  fois,  soit 
à  Vinlérieur,  soit  à  l'cxti'iii'ur  du  cercle  (','. 
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LiPM  du  pôle  d'une  droite  fixe     Ajc+B?/  =  1     -par  rapport  aux  coniques  S.  Leur  équation  (I)  s'écrit 

(7)  .ï--(l  H-  lu-)  +  2Xuy.r,v  +  ?/-(  I  -+-  Ày'')  -  Syf^  +Àu)  +  a-  -+-?-  —  R'-  -+-  À  =  0. 

La  polaire  d'un  point  (;,  t))  par  rapport  à  S  a  pour  équation 

xl'k^i  +  lu"-)  H-  -r^Kuv]  +  Xjlp^uv  ^  r,(I  -f-  W)  —  (3  +  Ày)^'  —  r,'^  +  Àj;)  +  a2  +  35  —  R'^  ^  X  =  0. 

L'identification  avec  la  droite  fixe  donne 

'di~h)u'-)-^-r;/MV   _   hivl  H-  r,(l  -4-  \v'-)  —  f  ^  +  )-?;)    _    —  r,(3  +  ),f)  _+-  «^  -^  3'^  —  R' 2  _|_  \ 
A  ~  H  ""  31 

On  aura  le  lieu  du  point  (;,rj  en  éliminant  v  entre  ces  trois  rapports. 
Le  premier  et  le  troisième  donnent  pour  v 

A  Pr,  —  A(a2  -f-  ^-  —  R'-  +  >.^,  —  :(  1  —  h^-) 

V  = ^ ^ 

T,  /.ji  —  A) 

et,  pour  abréger, 

(8)  „  =  !!^iOi±^, 

r 

OÙ  P,  Q,  S  sont  des  constantes, 

p__         A3  ^^^        (l-f-)-u^)_  ^  _   -A(a^-t-^^-R'^-f->) 

>.(?<  — A)'  ^  ).(u  — Al  '  >,w/  —Al 

Les  deux  derniers  rapports  donnent 

r,(i  -f-  XU")  —  (^+  Xy)(l  +  BO  +  UfA;  H-  R(a2  -f-  ?2  _  j|'î  _^  -^^    ^  q_ 

En  portant  dans  celte  équation  la  valeur  (8)  de  v,  on  voit  que  l'équation  en  ;  et  t)  est  du  second  degré. 
Le  lieu  de    (;,  y^)  est  donc  une  conique. 

Le  lieu  total  se  compose  de  deux  coniques,  en  raison  des  deux  familles  de  coniques  S. 

enveloppe  de  la  seconde  sécante  d'intersection  \'\{  de  S  et  C.  —  Soit  l'équation  de  A'B' 

(9)  U.r-|- Vy  -1  =  0. 
L'équation  de  la  conique  S  doit  s'écrire 

fji(.r5  -^  rf  —  ^brj  _  a"")  H-  xj{  \]x  -h  V//  —  1  )  =  0. 
En  l'identifiant  avec  (7),  on  a 

1^  U  fJL -H  V  '26(0.-*- 1  — a-\i 

1  -+-  lu-   ~    tluv    ~   \  H-  Iv-    ~    2(?  -h  Xr)    "~   a2  +  ^'  —  R'*  -^  X 

De  là,  on  déduit  fjt,  IJ  et  V  en  fonction  de  v.   Le  premier  et  le  dernier  rapport  donnent 

_  iH-Xu- 

^~   2[Xu   )-3  — /v(l+Xu2)j 
On  en  conclut 

_   '±luv.-^        Xm^ ^_    H^X(y2_M»)    ^ X(r2  —  n") 

~    l  +  lu'  ~    Xy  +  p— 6('1+Xu^)  '  ~       1 4-  Xu2         -    ^L/t;  _,_  p  _  ^(1  H-  Au2)j  ■ 

Les  valeurs  de  U  et  V  portées  dans  (9)  donnent  pour  A'B' 

(10)  2X«yx-HX(u2_u2)j/  — 2;Xy-|-3  — 6(lH-Xu2)]  =  0, 

OU,  en  ordonnant  par  rapport  au  seul  paramètre  variable  u, 

Ivhj  +  2Xy(na'  —  1)  —  luhj  _  2|3  +  26(1  -4-  lu')  =  0. 

L'enveloppe  de  A'B'  est  donc 

l{ux  —  1)2  +  ?/[Xm-^j/  -+-  2£  —  26(1  +  Xm^^]  =  0, 
ou 

(11)  x^-l-V—  — +  ^  [^-b[i-^lu'')]+\  =  0. 

•'  u  lu-  ir 
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C'est  un  cercle  langent  k  AB  en  un  des  points  fixes  P  ou  (J. 

En  réalité  l'enveloppe  comprend  deux  cercles,  tangents  à  AB,  l'un  en  P,  l'autre  en  Q.  correspon- 
dant chacun  k  l'une  des  familles  de  coniques  S. 

Lieu  du  point  de  rencontre  de  A'B'  avec  la  corde  de  contact  de  S  et  G'.  —  11  suffit  déliminer  t'  entre 

(i)  et  (10).  (2)  donne 

1  —  ux 

V  = 

y 

Cette  valeur,  portée  dans  (10),  conduit  à  l'équation 

\  u  J  lu- 

qui  n'est  autre  que  (11). 

Donc  les  deux  cercles  ('H)  sont  à  la  fois  l'enveloppe  de  A'B'  et  le  lieu  du  point   de  rencontre  de 

A'B'  avec  la  corde  de  contact  de  S'  et  G'.  Il  en  résulte  qu'en  ce  point  la  droite  A'B'  est  tangente  k  son 

cercle  enveloppe. 

Remarque.  —  Le  lieu  du  centre  des  coniques  S  se  compose  de  deux  cercles  passant  par  le  milieu  0  de 
AB,  et  dont  le  centre  est  au  milieu  de  OG'. 

E.-N.  BARISIEN. 

Solution  géométrique.  —  Effectuon.s  une  transformation  homographique  (jui  rejette  les  points  A  el  \i 
aux  points  cycliques  ;  le  cercle  C  se  transforme  en  un  autre  cercle,  Ci,  et  le  cercle  C  se  transforme  en  une 
conique,  C\;  la  conique  S  devient  un  cercle  Si  bitaiigent  à  C',. 

Or  on  sait  qu'il  existe  deux  familles  de  cercles  bitangents  à  une  conique  dont  les  centres  décrivent  les  deux 
axes  de  la  conique,  les  cordes  des  contacls  étant  aussi  parallèles  aux  axes.  Le  premier  système  se  compose  de 
ceux  qui  ont  leurs  centres  sur  l'axe  focal  et  leurs  cordes  de  contact  parallèles  à  l'autre  axe.  Les  cordes  des  con- 
tacts des  deux  familles  passent  donc  par  deux  points  fixes,  P  et  Q,  à  l'infini,  c'est-à-dire  sur  la  droite  AB,  et 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  cycliques,  c'est-à-dire  par  rapport  aux  points  A  et   B. 

Si  l'on  considère  l'une  des  familles  de  cercles  bitangents,  celle,  par  exemple,  dont  les  centres  sont  sur  l'axe 
focal  de  laconique  G',,  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  ces  cercles  est  une  conique  qui  passe  aui 
foyers  de  la  conique  C,  ;  cette  conique  se  transforme  en  une  autre  conique.  Le  lieu  total  des  pôles  se  compose 
donc  de  deux  coniques. 

Considérons  maintenant  deux  cercles  Si  et  Si  et  le  cercle  Ci  ;  leurs  axes  radicaux  passent  par  le  même  point. 
Donc,  k  la  limite,  quand  les  deux  cercles  Si  et  S'j  seront  confondus,  l'axe  radical  du  cercle  Si  et  du  cercle  Ci  aura 
son  point  caractérislique  sur  la  corde  des  contacts  de  Si  avec  C',.  L'enveloppe  de  A'B'  elle  lieu  du  point  de 
rencontre  de  A'B'  avec  la  corde  des  contacls  sont  donc  confondus.  Pour  avoir  ce  lieu  dans  le  cas  actuel,  il  suffit 
de  trouver  le  lieu  du  point  de  la  corde  des  contacls  (pii  a  même  puissance  par  rapport  au  cercle  Ci  et  à  la 
conique  C',,  cette  dernière  étant  comptée  sur  la  corde  des  contacls. 

Soient  alors  -^H--^— 1   =0        el        a---|-»r  —  2ax  — 2Sy -H  y  =  ^ 

les  é(iiiations  de  C-i  et  de  Ci,  el  (-i, //)  un  point  du  lit  u.  Appelons  1/1  el  — i/i  les  ordonnées  des  points  de  ren- 
contre avec  l'ellipse  de  la  droite  \  —  a?  =  0  ;  nous  aurons  (y  —  j/i)(i/  -1-  yi)  =  x-  ■+-  v^  —  iax  2^1/  4-  y, 
ou  (/-  —  yj  =  a?*  -h  J/2  _  2oLx  —  2^1/  ■+■  y  ; 

ft-x* 
or  i/f  =  b- -^  • 

Le  lieu  actuel  est  duiif 

//■»x'^ 
— 5 6*  =  X  ~  2«x  —  2p{/  ■+■  Y . 

C'est  une  parabole  dont  l'axe  est  [laralléle  à  Oy  ;  elle  loutlie  la  droile    .\l!    en  l'un  des  points  fiies.    P    ou 

CI-  En  outre,  son  équation  peut  s'écrire 

b'^x- 
y-  H 5 b-  —  x^  -\-  y"  —  2ax  —  23j/  -f-  y. 

ou  ft»  (-^  "^  fr  ~  *  )  =  *'  ^-  .'/'  —  '2ax-  -  2'py  4-  •  • 

Sous  colle  forme,  un  voit  que  l'enveloppo  passe  par  les  poinls  communs   aux  coniques  Ci  el  Ci  ;  dans  la 
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première  figure,  cette  enveloppe  est  donc  un  cercle,  et  l'enveloppe  totale  se  compose  de  deux  cercles  respective- 
ment tangents  à  AB  aux  points  P  et  Q. 


Bonnes  solutions  analytiques  de  MM.  G.   Foicry,  à  Reims:  A.  Rousseau,  à  Fournes. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1930.  —  On  considère  la  congruence  de  droites 

y  =  ÀX  +  [Ji  —  A-,  s  =  iix  +  Xa  —  X3 

qui  dépendent  de  deux  paramètres  arbitraires. 

i"  Montrer  que  pai- tout  point  de  l'espace  il  passe  une  de  ces  droites  et  une  seule,  en  général.  Trouver 
le  lieu  des  points  par  lesquels  il  en  passe  plus  dune. 

2"  Montrer  que  dans  tout  plan  de  l'espace  il  y  a  trois  de  ces  droites.  Trouver  l'enveloppe  de  ceux  pour 
lesquels  deux  de  ces  droites  sont  confondues.  Trouver  l'enveloppe  des  pians  pour  lesquels  les  trois  droites  sont 
confondues. 

3"  Déterminei'  |jl  en  fonction  de  À    de  façon  que  cette  droite  engendre  une  surface  développable.  Montrer 

que  l'une  de  ces  surfaces  coïncide  avec  la  précédente. 
'  E.  H. 

1931.  —  Etant  donnes  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  (Jy  et  0:,  on  considère  une  barre 
pesante  de  poids  4a  et  de  longueur  2a  articulée  en  une  de  ses  extrémités  0  de  façon  que  ce  point  coïncide  cons- 
tamment avec  l'origine  des  coordonnées.  L'autre  extrémité  A  de  la  barre  est  soumise  à  une  force  attractive 
émanant  d'un  centre  fixe  .M  du  plan  xOy  et  représentée  précisément  par  le  vecteur  A.M.  E(iuilibre  de  cette  barre. 

Etudier  la  surface  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  ON  qui  représente  la  réaction  du  point  0  quand  M  occupe 
successivement  toutes  les  positions  dans  le  plan  xO;/,  On  donnera  une  définition  géométrii{ue  de  ce  lieu. 

A.  S.mnte-Lague,  professeur  au  lycée  de  Douai 


DEUXIÈME   PARTIE 


l-COLK     Ci'Nïn  A  I.K 
Concours  de  1910 


1873.  —  Soient  truis  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Lhj,  Oz,  OA  un  axe  fixe  défini  pur  le 
point  A  de  coordonnées  x^,  y^,  z^  ;  M  un  point  invariablement  lié  à  l'axe  OA 
et  qui  tourne  autour  de  OA  avec  une  vitesse  angulaire  constante  eu.  Donner, 
sans  démonstration,  les  expressions  des  composantes  suivant  Ox,  Og,  0:  du 
vecteur-vitesse  du  point  M,  à  l'instant  où  ses  coordonnées  sont  Xj,  j/i,  :;i.  Le 
sens  positif  de  la  rotation  est  le  sens  direct  par  rapport  à  un  observateur  ayant 
les  pieds  en  0  et  la  tète  en  A  {le  sens  direct  est  de  gauche  à  droite). 
Api'LiCATiON  NUMKKiyuE.  —  On  donnc 

•''o  =  ^         î/o  = -i,         -0  =  ^'         a-,  =  18,         i/i  =  14,         s,  =  11. 
M   fait  27  tours  par  minute  sexagésimale  autour  de  0.\  dans  le  sens  positif.  L'unité  de  temps  est  la  seconde 
sexagésimale,   l'unité  de  longueur  le  centimètre.   Calculer  les  composantes  suivant  Ox,  Oy,  Oz  du  vecteur- 
vitesse  de  M,  à  un  centimètre  près. 

Le  vecteur-vitesse  du  point  M  n'est  autre  chose  que  le  moment  par  rapport  à  ce  point  d'un  vecteur  u» 
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porté  par  Taxe  de  rotation.  Les  cosinus  directeurs  de  cet  axe  sont  donnés  par  les  formules 

cos  a   ^   cos  p         cos  Y  1 

•'n  î/o  ^»  >/xl-iryl-}-zl 

les  projections  du  vecteur  w  sont  ojcosa,  (ocos!i,  wcosy  et  les  coordonnées  de  son  origine  »)  par 
rapport  à  des  axes  menés  par  le  point  >I  parallèlement  aux  axes  Ox,  Oy,Oz  sont  — .i-,.  — y,.  — ;,. 
On  a  donc 

y,  =  —  ij,f<>  cos  Y  4-  Si'o  cos  ^  =  oj    ^"'''      ''''^'  ^ ,         u^  =  _  r,oj  cos  a -f- jc,0i  cos  Y  =  •       ""'  '        "'' 


Uj  =  —  XiOi  cos  p  4-  j/iCJ  cos  a  =  M 


\IA  -^  yl  +  Zo 

2-  X  27         9t  

Application  numérique  :  to  = =  — — ,  y'j^g  _(_  ,^2 _,_  ,ï  _  9_ 

?/n-i  —  -o?/i  =  —  ^^-  =0'X"i  —  J^o^i  =  l'iS,  Xoyi  —  iJoXi  =  —  58, 

u,  =  -^X68  =  -21,36...,  y,  =  -f5-Xl33  =  41,78...,  „^  =  _JLxo8=  -18.-2^..., 

ou,  ;\  un  centimètre  près,  v,  =  — 2i,  Vy  —  42,  v-_  =  —  18. 

Bonnes  solutions  de  .MM.  L.  Montaut;  A.  Rousskau, 


1874.  —  On  considère  la  conique  (C) 

X»  -f-  4)/2  —  2/Jt/  =  0 

rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  ;  p  désigne  un  segment  recliligne  donné.  Dans  son  plan  on 
prend  un  point  M  d'abscisse  a  et  d'ordonnée  ^.  On  joint  l'origine  0  à  deux  points  P  et  P'  diamétrale- 
ment opposés  sur  (C),  et  du  point  M  071  abaisse  des  perpendiculaires  sur  OP  et  OP';  soient  Q  et  O'  'V»r.< 
pi'erfs  respectifs  sur  ces  droites^  les  points  P  et  P'  décrivant  (C). 

i"  Etablir  la  relation  à  coe^cients  constants  gui  lie  les  coefficients  angulaires  m  et  m'  de  OP  e/ «/e  OP  . 

2°  Démontrer  que  la  droite  QQ'  passe  par  f/n  point  fixe  ;  soit  S  ce  point.  Calculer  les  coordonnées  de 
S  en  fonction  de  celles  de   M. 

3°  Aa  conique  (C)  restant  fixe,  ainsi  que  Ox  et  Og,  le  point  M  étant  mobile  et  par  suite  aussi  le  point 
S  qui  lui  correspond,  on  demande  les  lois  du  mouvement  de  M  projeté  sur  Or  et  Oy,  dans  Chypothi-se  où 
le  vecteur-accélération  de  M,  pour  chacune  de  ses  positions,  est  le  vecteur  .MS  correspondant.  On  supposera 
qu'à  l'instant  pins  pour  origine  du  temps  la  vitesse  de  .M  est  nulle  et  que  ses  coordonnées  a,,  et  %  sont  don- 
nées positives. 

4°  Construire  la  trajectoire  du  point    M   et  discuter  le  sens  de  son  moucevient  sur  cette  irajeciotre. 

1°  La  conique  C  est  une  ellipse  passant  par  l'origine,  tangente  à  Ox  et  ayant  pour  centre  le  point 
,r  =  0,  V  =  —  sur  0)/.  Ses  domi-longneurs  d'axes  son»  a  =  ■^'  /»  =  -7  •  "■■  ''^  ^'^"'  ""  <^'»- 
mètre,  01*  et  OP'  sont  doux  cordos  supplémonlaires.  d'où  la  rel.Uion  entre  m  et  m', 

b-  10  1 


mm  =  — 


a*  p^  i 

T 


Pour  lo  vérifier,  soit     )/  —  X.r -f-  ''-     l'cqu^tioii  d'un  (ii;iiin'lnM]ueloon<pio   PI';  nous  aurons  l'équa- 

'1 

lion  du  systèni(>  de  deux  droites  ()|>  cl   (M'    en  éliinnianl   ;  fiilre  l.'s  d»^u\  équations  rendues  homogènes 

P 
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d'où 


x^-f-SIrv  —  4j/2  =  0. 


On  en  déduit 


1 

mm  = 

4 


m  H-  m'  z=  2À. 


2"  Le  point  Q  est  à  l'intersection  de  la  droite  OF,     y  =  w.r,     avec  la  perpendiculaire  menée  du 
i)oint  M  sur  OP  :     y —  S  = (c  —  a).     Ses  coordonnées  sont 


a.  -\-  m'p 


y  = 


rn{oL  -h  w3) 


=  Û. 


1  -I-  m'^  '^  1  H-  m- 

Celles  de  Q  s'en  déduisent  en  changeant  m  en  ?»'.   La  droite  QQ'  a  donc  pour  équation 

X  7/  1 

a  H- m^  7n(a-4-?HfS)  1 -H  îH^ 

a  -t-  /n'a  m';  X  H-  ?n'û)  I  -I-  ni'^ 

En  retranchant  les  éléments  de  la  troisième  ligne  de  ceux  de  la  seconde,  on  obtient 
(m  — m'Yp,  (jn  —  m']x -i-  (?/i-  —  m'")?,  m^  —  m-, 

ou,  suppression  faite  du  facteur    m  — ?n', 

â  a -)- (m  H- 7n')&  7n-+-m'. 

En  second  lieu,  si  l'on  multiplie  les  éléments  de  la  seconde  ligne  par   vi'  et  qu'on  en  retranche 
ceux  de  la  troisième,  multipliés  par  m,  il  vieni 

(m'  —  wj2t  mm'  m  —  m'  \p 

ou,  suppression  faite  du  facteur     m'  —  m, 

a  —  inm''^ 

Nous  aurons  donc  pour  équation  de  la  droite  00' 

X  ]i 

p  ï  -h  [m  4-  m')3 

a  —  Tnm',i 

T' 


{m'  —  vi\{  —  mm), 
I  —  mm' . 


1 

m  -+-  m 
i  —  mm' 


=  0. 


Remplaçant     rn-hm'     par  2).  et  mm'  par 


,'/ 


-X  -f-  -'),3 


vient 

1 

2/. 


Cette  équation  peut  s'écrin 

X 


1  , 

a 

T^ 

y 

1 

1 

0 

-f-^2' 

1  , 

.) 

T 

|5 

i 

=  0. 


T'^ 


=  u. 


Elle  contient  le  paramètre  variable  A  au  premier  degré  seulement. 

Donc  la  droite  QO'  passe  par  un  point  fixe.  C'est  le  point  de  rencontre  S  des  deux  droites 


X 
4a 


(i 


^  o(a,r  —  P?/)  ^  p-2  —  4a'-=  =  0, 


X 

.'/ 

1 

t) 

0 

1 

ï 

P 

5 

=  4(fix^at/— aP)  =0. 


4  1  , 

Ses  coordonnées  sont     x  =  —  a.     ?/  :=  —  p. 

5  '     -^         5  "^ 
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lil 


3"  Calculons  les  projections  du  vecteur  MS  sur  les  axes  OY,  OV, 

4  1  1  4 

proj.^MS  =  —  a  —  a  =  —  -  a,  proj.,,MS  =  —  ^  —  ^^=  —  —  ^. 

d^%      d'-'it 
D'autre  part  l'accélération  du  point  M  a  pour  projections  -r-y?   ~rr'     (.es  équations  ditierentieile» 

(Jbli  Ui  L" 


du  mouvement  de  M  sont  donc 


dt^  5  "' 


dp  0    "^^ 


équations  de  la  forme     -7-^  =—(023;    dont  l'intégrale  f^énérale   est    j/  =  yoCosxH ^.sincox.  On 

aura  donc 


a  =  a^  COS  -—  +  aô\/5  sin  -7^ 


I 


-'     ^  Pi^â  ^;.,    2^ 


,^-^.ov»^..x      ,-         .-  ,^    ,-  ?  =   P.COS-^H-ill—SUl— :-         la)=     —  \ 


La  vitesse  au  temps     t  =  0    étant  nulle,     ■x'q  =  0,     [i,',  =  0,     et  il  reste 

a  =  apC0S-jT7>  p=    P^COS— ;— » 


v/5  '        '"""WS 

«0  ot  P^o  étant  données  positives. 

4°  La  trajectoire  est  l'arc  MqTMô  d'une  parabole,  dont  on  obtient  l'équation  en  éliminant  i  entre  les 
équations  ci-dessus.  On  a  en  eflet 

-,/   <    \                 '           ■    .    '         ^       .    ' 
cos  21  -r-    =  cos^  -p sm-  -^  =  2  cos-  — r i . 

\  ^o  '  v/5  v5  /S 

d'où  l'équation  (en  remplaçant  a  et  p  par  x  et  y) 

Le   mobile  part   do    >!„    au    temps      t  =  (>.      passo   en    N 

(  .;  =  -^,    V  =  0  )     au  temps     /  —  Jî^,     puis  au  sommet  T 
\  v/â  '  4 

de  la   parabole   au   Icnips  — —    en  N'.  symôtiique    de    ^,  au 


-Vl^ia^C, 


temps       f  =  — — .      en    M^,    syméirintie     d.'    M  .    au    Icmps 


<  =  Tr^s^     revient  en  N'  au  temps     ^  = 


4 


Ole,  et  au  point 


de  départ  M^  au  temps     /  =  âirv/o,     après  ((uoi  le  mouvtMn<^nl   se   reproduit  périodiquement,  la  pé- 
riode étant  Sttv/o. 

IV   !.. 

ISoiines  solutions  de  MM.   C.  Kstkben  ;  G.  Lac.ii.  h  Hode/,  ;  R.  >U\bn,  .1  Alhi  ;   L.   NAiîCiLi.it  ;   Nii*Bj»MS,  i7»   d'artillerie  : 
Louis  PEnni.N,  à  Trévoux;  A.   Kousseau,  à  Founies;  J     Soun^icNi-":,  à  Mont-de-Mars;in  ;  O.  Foir.nT  ;  L.  Gobhlot:    I      M.iNTiiT. 


1875.  ///(  /il  AU,  indi'fitii,  d'i'puisst'ur  ui:ijligeuhl<%  est  cluirij>'  unifonnèment  d^étfctricité  d<  drnsiu 
X  par  unifé  deltnuinour  :  écrire  ir.rpression  de  la  composautr  du  rhamp  ^1  produilr  par  un  élément  dl  en 
vu  point  P  à  nue  distance  a  du  fil  et  en  déduire  le  chatnp  HK,  en  ce  point  P. 

Calcul  numérique.  —  Trouver  dans  le  sijstème  des  tmilés  électrostnliques  la  valeur  de  3f6.  sachant  qu^ 
la  charge  du  fil  est  dr  4,5  conlovihs  par  liiloinétre  et  que  le  point  P  est  ù  '.\  mitres  du  fil.  Le  pouvoir  induc- 
teur spécifique  du  tiiilivu  (luibiaut  cxt  étjal  à  l'unité. 
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L'élément  dl  contient  une  masse  d'électricité  égale  à  Idl  ;  l'action  de  cette  masse  sur  une  masse 
unité  placée  en  P,  à  une  distance  r  de  l'élément,  vaut,  en  désignant  par  k  le  pouvoir  inducteur  spécifi- 
que du  milieu  ambiant, 

,.         \     Idl  A     dl 

df=- =  -^  -^  cos2  a. 

k     r^  k     a- 

Gomptons  /  à  partir  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  AB  :  on  a  ^ 

/  =  a  tg  a  et  dl  =  da. 

cos*a 

1     >• 
Remplaçons  et  il  vient  df  = rfa. 

/.■     n 

Or  le  champ  est  la  somme  des  projections  de  ses  composantes  sur  la  perpendiculaire  à  AB,  il  est 
égal  à  l'intégrale 

r^'i     1     A  ,  1     >'  .  .        -^         2    X 

^   =  -, COS  arfa  = (sm  ai       f    = 

j  k     a  k    a  - -^  k    a 

Application  numérique.  —  Le  coulomb  vaut     i^xlO^     unités  électrostatiques  C.  (1.  S.,  le  kilomètre 

't  5  X  3  X  10'' 
10^  elle  mètre  10^  Donc     X  =  — ,     a  =  ZX  '10^     enfin     k  =  \.     Remplaçons  : 

_  .4,5X3X10-    _ 
^~"i0^x3x  10'    ~ 

.1.  SOUBAKiNE,  à  Mont-de-.Marsan. 

Remarque.  —  En  suivant  une  autre  méthode  f[ue  celle  que  suggère  l'énoncé,  on  peut  arriver  plus 
rapidement  à  l'expression  du  champ.  A  cet  effet,  imaginons  un  cylindre  de  révolution  d'axe  AB,  de  lon- 
gueur très  grande  /  et  passant  par  le  point  P.  Appliquons-lui  le  théorème  de  (iauss,  en  remarquant  que 
la  charge  située  à  l'intérieur  du  cylindre  est  \l  ;  il  vieni 

2-aW  =  \t11  d'où  2f6  =  2— . 

a 

IJonne  solution  de  I\l.  L.  Montaut. 


1876.  —  A.  On  chauffe  2", 5  d'u7t  méltnii/e  parfaitement  sec  d'oxalntr  neutre  de  potassium  et  de  for- 
miale  de  potassium  avec  un  excès  d'acide  sulfurique  concentrr.  Il  se  dégage  un  mélange  gazeux  qu'on 
recueille  dans  un  tube  rudinméirique  gradué  sur  la  cuve  à  mercure. 

B.  Dans  cet  eudiomètre  on  introduit  une  soliilin)i  aqueuse  froide  de  potasse  en  excès  et  on  agite.  On 
absorbe  ainsi  un  volume  gazeux  égal  à  0',223. 

C.  On  fait  passer  dans  l'eudiomètre  contenant,  avec  la  solution  de  potasse,  un  résidu  gazeux,  une  masse 
de  peroxyde  de  sodium  telle  qu'après  le  passage  de  rèlincelle  le  volume  qazeux  sait  nul. 

On  demande  : 

i°  La  coiupusition  du  mélange  salin  initial  emploge  pour  réaliser  rexpérienre  A; 
2»  La  nature  du  gaz  absorbé  par  la  potasse  pendant  l'opération   Li.  Ecrire  la  réaction  : 
3"  Quelles  réactions  se  passent  en  C,  quel  est  le  volume  du  gaz  produit  après  l'introduction  du  peroxyde 
de  sodium  ; 

4"  Le  calcul  de  la  niasse  du  }iero,ryde  de  sodium. 

On  supposera  que  les  réactions  sont  complètes  et  qu'il  n'y  a  pas  de  perte. 

On  ne  fera  pas  les  corrections  de  température,  pression,  etc. 

L'acide  sulfurii^ue,  au  contact  de  l'oxalate  de  potassium,  donne  un  mélange  danhydride  carbonique 

et  d'oxyde  de  carbone  ;  avec  le  l'ormiate.  il  ne  se  dégage  (lue  de  l'oxyde  de  carbone.  Ces  réactions  se  font 

suivant  les  équations 

(1)  C204C2  +  !2S0*Hî  =  2S0'K11  -+-  Il'O  +  CC  -+-  00, 
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(2)  HGO^KH-  SO^H^  =  SO^Kll  -i-  ll^O  +  CO. 

Dans  l'opération  B,  la  potasse  absorbe  l'anhydride  carbonique  pour  donnerdu  carbonate  de  potassium  : 

iJKOU  -H  CO'^  =  CœK^  +  H-'O. 

Le  volume  absorbé,  0',223,  représente  exactement  — —  de  molécule  de  gaz  carbonique  ;  or  l'équa- 
tion (1]  montre  qu'à  une  molécule  de  gaz  carbonique  correspond  une  molécule  ou  166b'  d'oxalate  ;  la 
quantité  d'oxalate  contenue  dans  le  mélange  était  donc  li-',66  et  la  quantité  de  formiate 

2fe',5  —  16,66  =  0K,84. 

Le  poids  moléculaire  du  formiate  étant  précisément  84,  on  avait  également        -  de  molécule  de  ce  sel. 

Les  équations  (1)  et  (2)  montrent  qu'une  molécule  de  chacun  des  deux  sels  produit  une  molécule 

d'oxyde  decarbone.Levolumed'oxyde  de  carbone  dégagé  représente  donc  - —   de  molécule,  soit  u  ,44tj. 

Dans  la  réaction  C,  le  peroxyde  de  sodium  se  décompose  pour  former  avec  l'eau  une  dissolution 
de  soude  caustique  et  abandonne  de  l'oxygène.  Cet  oxygène,  sous  l'action  de  rétiucelle,  se  combine  avec 
l'oxyde  de  carbone  pour  donner  de  l'anhydride  carbonique  qui  sera  absorbé  par  la  dissolution  de  potasse 
et  de  soude.  Or  la  combustion  se  fait  entre  une  molécule  d'oxyde  de  carbone  et  une  demi-molécule 

d'oxygène  :     CO-h  0  =  CO^     La  réaction  ayant  été  complète  et  ayant  brûlé  —^ —  de  molécule  d  oxyde 

de  carbone,  la  décomposition  du  peroxyde  de  sodium  a  dû  donner    de  molécule  d'oxygène.  La 

formule  généralement  admise  pour  le  peroxyde  de  sodium  est  Na-O-;  l'acliou  de  l'eau  est  alors  repré- 
sentée par 

Na^O^  -+-  H-^0  =  2NaOli  4-  U. 

1  <  2 

Pour  avoir  - —  de  molécule  d  oxygène,  il  faut  donc  employer  de  molécule  de  peroxyde,  soit 

lUU  lUU 

-2 

X  78  =  lSu6. 


100 

Assez  bonne  solution  de  M.  Kéliiien  Michel,  à  Lainage. 


0.  LACH,  à  Rodez 


1878.  —  liésoudre  un  triangle  ARC  connaissant  l'angle   R,    la  longueur   a  du  côté    BC    et  la  somme 
/,-   des  carrés  du  côté  AC   et  de  la  hauteur   AD   issue  de  A  : 

Âc'-f-ÂD'  =  k-. 

Un  pourra  prendre  pour  inconnue  le  côté    Ab.    Induiiicr  dans  quels  cas  le  problème  est  possittle,  com- 
bien il  a  de  solutions  et  daiis  quels  cas  l'angle  A  est  aigu,  droit  ou  obtus. 

Trouver  le  minimum  de  A*  pour  des  oaleurs  données  de  a  et  de   R  et,  dans  le  cas  ou   k^  est  égal  a  ce 
minimum,  calculer  tg  A  et   tg  C  en  fonction  de   tg  R. 

Soit     AB  =  c  ;     on  a     AD  =  c  sin  R,     AC    =  o»  -hc-  —  2«c  cos  U. 

L'équation  du  problème  est  donc     c'(l  H- sin' Bj  —  2(jf  cos  B  -+-a*  —  A--  =  0. 
A  i'our  conv(>nir,  une  valeur  do  c  doit  èlro  réelle  et  posilivo.    L'angle  ,\   sera 

aigu,  droit  ou  obtus,  suivant  (jue 

(/■■'  ^  6*  -h  c*  =  a^  -+-  2c'^  —  iac  oos  B  ou  c^a  cos  B . 

\  1»  Conditi«>n  de  réalité  :     »/*  cos-  R  —  (.r  —  k*)(^l  ■+-  sin*  b)  ^  U. 

A  20*  sin'- R 

C     d'où  k   ^ .  .  |.  • 
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2°  Comparaison  des  racines  à  0  et  à  ^cosB. 

/■(O)  =  a2  _  ^2^  f(^oi  cos  B^  =  a'-  sin^  U(I  +  cos^  Bj  —  k^. 

On  vérifie  sans  peine  que 


2o-  sin-B 
1  +  sin»  B 


<a2sinM}(l  +  cos^B)<  a^ 


Cela  fait,  distinguons  suivant  que  15  est  aigu,  droit  ou  obtus, 
l»     B-C— :•     Nous  aurons  le  tableau  suivant  : 


/c2 


2a2  sin'^  B 
1  -H  sin-B 


«*sin'-'B(I  +  cos2J5) 


m 


f{a  cos  B) 


'''  cos  B  ^  . ,        .  „     ,        X 

c  =  c   = .    .  ..   <  (i  cos  B.         A  =  A   (obtus). 


1  —  sin-  B 
doux  racines  réelles  positives 


c  -\-  c 


ri  cos  B 

^sin^B 


<  (i  cos  B, 


/  doii  c' <  r"  <  fl  co>  1!,         par  siiile    A'  et    A'    obtus, 

i  c'<c"  =  rt  cos  B,         A'  obtus,         A"  droit. 

\  deux  racines  réelles  positives         r'<;  a  cosB  <  c", 


H- 00 
Eti  résumé;  deux  solutions  si 

de  k^  est 

la  valeur  correspondante  de  c  est 
On  en  déduit  : 


A'  obtus.         A"  aigu. 
r'  =  0<o  cos  B  •<  c  ,         une  solution    A     aigu. 
<  '  •<  0  <  a  cos  B  <  c  ,         une  solution  A'  aigu. 


iliï-  sin-  B        ,  ^  ,       ,  ,  ,,         .,      , 

-;; — <ik'-<ia-     et  une  seule  pour     A' ^  «-.     Le  minimum 


I  -r- sin-B 
k- 


'lu"  sin-  B 
l-+-sinMi 

(i  cos  B 


cos  B 


1    -  sin-  B 
c  sin  C         sin   A  -+■  B) 


d'où 

On  aura  de  même 
cos  B 


tgA  = 


1  4-sin'^  B  a         sin  A  sin  A 

sin  A  cos  B  =  (sin  A  cos  B  -h  sin  B  cos  A);  1  -f-  sin^  B), 

0  =  sin  B  cos  A!  1  4-  sin^  B)  -h  sin  A  cos  B  sin-  B, 
1  -+-  sin'^  B  1  -^  2  tg2  B 


sin  Bcos  B 
sin  C 


IkB 


(A'  =  A  ,     obtus). 


14- sin-B         sin(BH-C) 
sin  B  cos  B  cos  C  =  sin  C(  1  4-  sin-  B  —  cos-  B)  =  -2  sin  C .  sin^  B, 


cos  B(sin  B  cos  C  4-  sin  C  cos  B;  =  sin  C(l  -+■  sin'^  B), 

d'où 


tgG=  y  cotgB, 


Qo 


B=  -•      L'équation    se   réduit  à      2c^  =  k^  —  a' \      le  problème  n'est  possible   que  pour 
k2  >  a-;     il  admet  une  solution      lc  =  x/   — - — 


angle  A  aigu 


ECOLK  CENTRALE 


145 


3°    B>>-^-      La  somme  des  racines  étant  négative,  le  problème  n'est  possible  que  dans  le  cas 

où   rcqiiation  en    c    a  une  racine  positive       (f{0)  <  0),       c'est-à-dire    pour      A-  >  a-,      et  comme 
c'  <C  a  cos  B  <  0  <;  c",     à  cette  racine  c"  correspond  un  angle  A'  aigu  (évident  a  priori). 

Dans  ces  deux  cas,  le  minimum  de  Ic^  est  a^  et  correspond  à  une  valeur  nulle  de  c.    Pour     c  =  0, 
on  trouverait 

tgG  =  0,  tgA  =  -tgB. 

P.    L 

Solutions  de  MM.  G.  Estebex  ;  G.  Lach  ;  MAREsr.\r,r.ni  ;  Névejans  ;  A.  Rousseau,  à  Fournes-en-Weppes  ;  J.  Thoji\5,  à  Lyon  ; 
G.  Four.RT  ;  C.  Jacquet;  J.  Socbaigné 


1879.  —  En  désignant  par  A  les  — -  d'un  angle  droit,  calculer,  soit  en  grades,  soit  en  degrés,  tous  les 
angles  x  positifs  et  inférieurs  à  quatre  angles  droits  qui  vérifient  l'équation 

^  I    324:25  liî  A 

A  = =  42f',8o  — 

7  7 


T.  —  3A  = 


500' 


:=.  71^4^  i 


logtg  42^85      =1,90162 
0 

y 


10 


logtgA  =  1,90172 


logsin  71«,42      =  1,95408 
/ 


logsin  3A  =  1,95471 


log  32425  =  4,51088 


log  85664  =  4,93280 


log  32455  =  4,51088 

logf-A  ^  r,90172 

colog850()'i  =  5,067:20 
cologsin3A  =  0,01529 


14 


^  =  3 


31ogtgo  =  1,52509 
logtgo  =  T",841()9i;... 
=  r,84l70 


Calcul  de 

X  en  grades. 

logtg'. 
38^64 

.  =  7,84170 
(Il 

6 

9 

8,4 

-^  =  14 


or 


4  0.6 

o  =38«,6464 

tg3a-  =  tg?,  (J'oii  X  = 

0-1-3- 


k- 


.»•„--  -^  =  12«,8821, 


3 


iie  .ssiîi 


ar,  — 


3 

0-1-2- 


3 


0-1- in 
=  79«,548S,       -r^  =  -^-r—  =  279«,5488 


1  'ir,-.2155.     X.  =  ^-^  =  34G'-,2l.*i5 
4 


Calcul  «Ml  degrés, 
logtgo  =  T.SUTO 
34"  '»(■)'  '»•"' 


00 


2» 
ou 


3*  1.5 

(p  =  34°  46  53' 

^  =  il» 35  38' 
«S 


!I»35  3S'. 

71»  35' 38. 
i3l"35'38. 


J-,  =  !91«35  3S' 
.1-,  -  2.*?1'3.V.1^ 

.r     -  :ui*:?5  i^ 
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Conversion  des  grades  en  desrrés. 


88 


l^G  10"  48' 

47' 31",  2 
21  6",  8 

.T„  ^  Ho3o'38",0 


79« 


54 


68 


71"    (■)' 

29'   9",6 
2S",r) 


.r,  =  yio.'JS'SS'Vl 


li6'^  1310  2V 

21  n'20",4 

55  17",  8 

X.  =  13l"35'38",2 


212" 


190°  48' 
]  47' 3 1,2 

21  6,8 

x,  =  191''35'38",0 


279G 


54 


88 


251°    6' 

29'   9",0 
28",  5 


r^  =  251°3o'38  ,t 


3'i6'^  311°  24' 

21  11' 20",  4 

55  17, S 

.r^  =  311°  33' 3S', 2 
P.   L. 


Calculs  exacts:  MM.  .1.  Soi  uAiuMi,  à  Mont-de-Marsan  (on  grades)  ;  A.  Hoissku-,  à  Fouines  (en  degrés);  G.  Lacii,  à  Rodez 
(grades  et  degrés)  ;  C.  Jacquet  (en  degrés)  ;  L.  Montalt  (en  degrés). 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX    i:\.\MENS  ()\{\Vj\  (Suite.) 


5234.  —  Ktudier  les  mouvennents  rectilignes 
1 

X  —  Xi,  +  Vj  -r   --  •,'<-.  X  =^  Gl  —  l-, 


X  =  31  -  /-. 


X  =  t  —  sin  t. 


X  =  3ch  (<  — 5). 


Hiagrammes. 

5235.  —  Mouvement  résultant  des  doux  mouvements 

./•  =  a  cos  tôt,  y  =  //  ces  :)'■)/ 

les  axes  O.r,  (>//  étant  rectangulaires. 

5236.  —  Mouvement  résultant  des  deux  mouvements 

.r^^flcosw',  »/  =  '^  sin- '■)/. 

Force  qui  produirait  le  mouvement.  Trajectoire. 

5237.  —  Un  donne  les  trois  mouvements 

,r  =  a  cos  1.)/,  y  —  //  sin  w/,  c  =;  c  sin  2'.j/. 

Mouvement  résultant.  Trajectoire. 

5238.  —  On  compose  suivant  les  axes  les  trois  mouvements 

X  =  at,  U=hl,  :=c/-)-rf/-. 

Mouvement  résultant.  La  trajectoire  est  une  panabole.  En  trouver  Taxe.  Force  qui  produit  le  mouvement. 
523Î).  —  Lhodograplie  d'un  mouvement  est  une  droite  parcourue  dun  mouvement  uniforme  :  quel  est  le  mouvement? 

5240.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  hélice  verticale  sans  frottement. 

5241.  —  Vn  point  matériel  pesant  se  meut  sur  une  circonférence  de  rayon  r,  verticale,  de  telle  façon  que  sa  vitesse  soit 

k  /  9'' 
^  =  y  -—     lorsque  le  point  se  trouve  à  Tune  des  extrémités  du  diamètre  liorizontal.  Ktudier  le  mouvement. 

5242.  —  Champ  de  forces.  —  Surfaces  de  niveau.  —  Lignes  de  forces.  —  Intensité  du  champ. 

5243.  —  Lignes  de  force  du  champ  formé  parla  pesanteur  et  une  force  attractive  proportionnelle  à  la  distance  du  point 
à  l'origine. 

5244.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  une  force  centrale  inversement   proportionnelle  au  carré  de  la   distance. 
Trajectoire. 

5245.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance. 

5246.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance.  Trajectoire.  Cas  où 
l'on  obtient  une  droite. 

5247.  —  Mouvement  d'un  point  de  l'espace  attiré  par  l'axe  des  :  proportionnellement  à  sa  distance  à  cet  axe. 
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5248.  —  On  donne  un  point  M  se  déplaçant  sur  x'x,  la  force  qui  le  sollicite  est    f  =  mui-x.    Kqualion  du  mouvement 

du  point.  Vitesse. 

5249.  —  On  considère  un  axe  vertical  G;.  Un  point  M  pesant  est  repoussé  par  cet  axe  proportionnellement  à  la  dis- 
tance. Equations  du  mouvement. 

5250.  —  On  donne  une  force  dont  les  projections  sont  ma,  mb,  me.  Mouvement  communiqué  par  cette  force  à  un 
point  de  masse  m,  qui  part  de  l'origine  avec  une  vitesse  dont  les  composantes  suivant  les  axes  sont  ar*,,  y»,  z'o. 

5251.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires,  un  vecteur  (x,  y,  z,  X,  Y,  7.)  et  un  point  .M(x-',  y',  z').  Projections  du  moment 
linéaire  de  ce  vecteur  par  rapport  à  M.  Lieu  de  M  tel  que  le  moment  passe  par  un  point  fixe  (a,  .î,  •;). 

5252.  —  On  donne  le  moment  d'un  système  de  vecteurs  par  rapport  à  un  point  0.  Soient  L,  M,  .N  ses  projections  sur 
les  axes.  Trouver  le  moment  résultant  par  rapport  à  l'axe 

x  —  Xg  __   y  —  ?/o  _  z  —  :.) 

a  h  c 

5253.  —  Axe  central  d'un  système  de  vecteurs.  Démontrer  la  formule  L'  =:  L  —  n'Y-  ■+■  :  Y,  et  les  formules  analogues, 
qui  donnent  les  projections  sur  les  axes  du  moment  d'un  vecteur  par  rapport  au  point  [x',  y,  z').  Equations  de  l'axe  central 

525'i.  —  .\xe  d'un  couple  par  rapport  à  un  point  de  l'espace.  Condition  nécessaire  et  suftisante  pour  que  le  moment 
résultant  d'un  système  de  vecteurs  par  rapport  à  un  point  soit  indépendant  de  la  position  de  ce  point. 

5255.  —  Centres  de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle  (supposé  homogène),  de  l'aire  d  un  trapèze:  d'un  quadrilatère  : 
d'un  arc  de  cercle  ;  de  l'aire  d'un  secteur  circulaire  ;  de  l'aire  d'un  demi-oclogone  régulier  ;  il  un  jinsine  ;  dune  pyramide  : 
du  volume  d'un  secteur  spliérique  ;  de  la  calotte  sphérique  (appliquer  le  théorème  de  Guldin   ;  d'une  zone  sphérique. 

525G.  —  Conditions  d'équilibre  d  un  solide  qui  a  un  point  fixe.  Une  deviennent  les  conditions  d'équilibre  quand  I»» 
corps  peut  glisser  le  long  d'un  axe  passant  par  le  point  .' 

5257.  —  Équilibre  d'un  solide  invariable  qui  a  deux  points  fixes.  Conditions  analytiques  de  l'équilibre. 

5258.  —  Conditions  d'équilibre  d'un  solide  reposant  sur  un  plan  par  trois  points  d'appui. 

5259.  —  l'oulie  mobile.  Conditions  d'équilibre  entre   la  puissance  et  la  réaction  appliquée  au  point  fixe  du  Ql.  Calcul 

de  la  charge  en  fonction  de  la  puissance. 

5260.  —  Poulie  avec  frottement  dans  le  cas  où  les  cordons  sont  parallèles.  Condition  d'équilibre. 

5201.  —  Travail  d'un  couple  pour  un  déplacement  élémentaire,  le  bras  de  levier  restant  toujours  égal  à  lui-même  et  la 
direction  des  forces  restant  fixe. 


Géométrie  et   Géométrie  analytique  iM    Malloiiel). 

5262.  —  Rapport  anliarmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite. 

5203.  —  Trouver  sur  une  droite  deux  points  x,  y,  à  la  fois  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  couples  d* 
points  A,  C  et  B,  1)  de  celte  droite. 

5264.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  deux  cercles  sous  le  même  angle.  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des 
distances  de  chacun  d'eux  à  deux  points  fixes  soit  constant  (dans  le  plan  et  dans  l'espace). 

M.\  MB         .MC 

5265.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  C.  Lieu  des  points  .M  de  l'espace  tels  (|ue  Ion  ait    = —  «    ».  i,  ■ 

j  *. 

étant  des  quantités  données. 

5206.  —  Lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  cercles  ;  lieu  des  pmnts  tels  que  l.i  sumiuo  de  b'ur* 
puissances  par  rapport  à  deux  cercles  soit  nulle.  Lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  sphères,  trois  sphères. 
Lieu  des  centres  des  sphères  orthogonales  ;\  trois  sphères. 

5207.  —  Lieu  des  points  tels  que  la  différence  des  carrés  des  distances  de  rharun  d'eux  h  deux  points  fixes  soU 
constante  (dans  le  plan  et  dans  resi)ace). 

5268.  —  Mener  par  un  point  P  une  sécante  telle  quo  i:i  portion  de  cette  sécante  comprise  entre  deux  rerclet 
concentriques  ait  une  longueur  donnée. 

5269.  —  Mener  une  droite  (jui  coupe  deux  cercles  sous  le  même  angle.  Mener  une  droite  qui  coupe  trois  c«»rcle$  sous 
le  même  anglt?.  Nombre  de  solutions. 

5270.  —  On  donne  deux  points  A  et  H  Miiui  par  un  troisième  point  C  une  droite  telle  que  l.i  somme  de  s«s  distances 
aux  points  A  et  B  ait  luie  valeur  donnée.   iNombre  de  solutions. 

5271.  —  On  <loiMie  une  droite  a  et  deux  points  A  et  It.  Tracer  un  cercle  qui  passe  par  \  »•(  H  et  Inlercepto  »ur  a  «n 
segment  de  longueur  donnée, 

5272.  —  On  donne  une  droite  A  et  de  part  et  dantre  de  celle  droite  deux  pomts  A  e»  M  Trae«>r  le  cercle  qui  f^\sK 
par  A  et  lî  et  intercepte  sur  A  le  segnu-nt  le  plus  petit  possible. 

527:{.  —  On  donne  un  cercle  (C)  et  deux  points  A  et  H.  Iim  extérieur,  l'autre  Intérieur.  Tr.u-er  le  rerrlo  qui  pâmant 
par  A  et  B  intercepte  sur  (C)  la  corde  minimum. 

5274.  —  On  donne  dans  l'espace  trois  points  A,  B,  ('.  ol  une  droite  A,  fulre  passer  par  lea  trois  points  h  sphère  qui 
iléterinine  sur  A  le  segment  nuniinnin. 

5275.  —  I,ieu  dos  centres  de»  splicres  tangentes  à  deux  droites  (|ui  se  coupent  l'ne  lrrti•«i^m^>  droitr  «'appuie  «nr  W 
deux  [treinières;  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  aux  trois  droituu. 
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5276.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan.  Nombre  de  solutions.  Conditions  de 
possibilité. 

5277.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite.  Nombre  de  solutions.  Conditions  de 
possibilité. 

5278.  —  Mener  une  sphère  passant  par  deux  points  et  tangente  à  deux  plans.  .N'ombre  de  solutions. 

5279.  —  Mener  une  sphère  tangente  à  trois  plans  et  passant  par  un  point.  Nombre  de  solutions. 

5280.  —  Mener  une  sphère  passant  par  un  point  et  tangente  à  trois  droites. 

5281 .  —  Construire  une  sphère  de  rayon  donné  tangente  à  trois  plans.  Nombre  de  solutions. 

5282.  —  On  donne  deux  plans  rectangulaires  et  une  sphère.  Trouver  sur  la  sphère  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme 
des  carrés  des  distances  de  cliacun  d'eux  aux  deux  plans  soit  une  constante  donnée. 

5083  _  Intersection  dune  droite  et  d'une  ellipse  définie  par  ses  foyers  et  un  cercle  directeur  :  d'une  droite  et  d'une 
ellipse^définie  par  ses  foyers  et  son  grand  axe  :  d'une  droite  et  d'une  hyperbole  définie  par  ses  foyers  et  son  axe  transverse  ; 
d'une  droite  et  d'une  parabole  définie  par  son  foyer  et  sa  directrice. 

5284.  —  Mpnor  d'un  point  donné  les  tangentes  h  une  ellipse  dont  on  connaît  les  foyers  et  le  grand  axe.  En  déduire  le 
lieu  des  points  d'où  l'on  voit  l'ellipse  sous  un  angle  droit. 

5285.  —  D'un  point  P  du  grand  axe  d'une  ellipse  dont  on  connaît  les  foyers  et  les  sommets  mener  une  normale  à  cette 
courbe.  Montrer  qu'on  est  ramené  à  prendre  la  polaire  du  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  aux  deux  foyers. 

5286.  —  Tangentes  communes  à  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun  et  définies  par  leurs  foyers  et  leurs  grands 
axes.  Démontrer  qiïe  les  deux  tangentes  cf)mmunes  et  la  droite  qni  .joint  les  deux  autres  foyers  sont  concourantes. 

5287.  —  On  donne  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun.  Démontrer  que  les  directrices  correspondantes  k  ce  foyer 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  sécantes  communes  aux  deux  courbes. 

5288.  —  On  donne  une  ellipse,  une  droite  quelconque  et  deux  points  M  et  N  de  cette  droite.  Tracer  dans  l'ellipse  une 
corde  parallèle  à  WN  et  égale  à  MN. 

5289.  —  Construire  une  hyperbole  connaissant  trois  points  et  les  directions  asymptotiques.  Centre.  Asymptotes. 

5290.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cercles  donnés  extérieurs  l'un  à  l'autre. 

5291.  —  On  donne  une  hyperbole  par  ses  foyers  et  ses  sommets.  Lui  mener  une  tangente  parallèle  à  une  direction 
donnée.  Condition  de  possibilité. 

5292.  —  Intersection  de  deux  paraboles  homofocales.  Mener  les  tangentes  communes  à  ces  courbes. 

529:î.  —  On  donne  une  parabole  et  deux  points  A  et  B.  Mener  à  la  parabole  une  tangente  telle  que  le  quotient  des 
distances  de  A  et  15  à  cette  tangente  soit  un  rapport  donné. 

5294.  —  On  donne  une  droite  D  et  un  point  A,  fixe.^.  Lieu  des  pr>ints  tels  que  la  sonnme  des  distances  .le  ce  point  à 
la  droite  D  et  à  A  soit  constante. 

5295.  —  Construire  une  coni(iue  connaissant  un  foyer  et  trois  jioints  :  une  directrice  et  trois  points  :  un  foyer,  deux 
points  et  une  tangente. 

5200.  —  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de  chacun  deux  à  un  point  fixe  et  à  un  plan  soit  constant. 
Discussion  suivant  (jue  la  valeur  de  la  constante  est  supérieure,  égale  ou  inférieure  à  t. 

5297.  —  Lieu  des  points  également  éloignés  d'un  point  et  dune  droite  dans  l'espace. 

5298.  -  Paraboloïde  défini  par  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche.  Plan  tangent.  Génératrices. 

5299.  —  Trouver  une  droite  d'un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente,  passant  par  un  point  donné  de  ce  plan  et  faisant 
un  angle  donné  avec  une  droite  donnée. 

5300.  —  On  donne  deux  droites  graduées,  mener  une  horizontale  sur  laquelle  elles  interceptent  une  longueur  donnée. 
Conditions  de  possibilité. 

5301.  —  Par  un  point  donné  mener  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  données. 

5302.  —  Par  un  point  donné  («,  a)  mener  une  droite  qui  fasse  deux  angles  donnés  avec  les  deux  plans  de  projection. 
Même  problème  en  remplaçant  la  droite  par  un  plan. 

5303.  —  Déterminer  la  cote  du  sommet  G  d'un  triangle  isocèle  connaissant  la  projection  de  ce  point  et  les  deux  autres 
sommets  r7(0),  h[!<.). 

5304.  —  Ligne  de  pente  d'un  plan  situé  à  une  distance  donnée  d'un  plan  donné  par  sa  ligne  de  pente. 

5305.  —  D'un  point  a  de  cote  donnée  abaisser  la  perpendiculaire  sur  une  droite  graduée. 

5306.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  graduées. 

.5307.  —  On  donne  une  droite  par  deux  de  ses  points  a(0),  li  ?,).  Par  h  on  mène  un  segment  de  droite  hc  et  par  c  une 
droite  ex.  Connaissant  les  projections  de  hc  et  de  ex  et  sachant  f|ue  br.  est  perpendiculaire  commune  à  ^rO)b(3)  et  à  ex,  on 
demande  de  déterminer  be  et  ex. 

5308.  —  On  considère  une  droite  graduée  A  et  un  point  a(4)  situé  dans  un  plan  défini  par  son  échelle  de  pente.  Mener 
par  le  point  rt(4)  la  perpendiculaire  à  la  droite  A  située  dans  le  plan. 

5309.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente  et  une  droite  du  plan  par  sa  projection.  Abaisser  d'un  point  du 
plan  la  perpendiculaire  sur  la  droite. 

5310.  —  On  donne  deux  droites  dont  l'une  de  profil.  Perpendiculaire  commune  aux  deux  droites. 

5311.  —  On  donne  les  projections  de  deux  droites  quelconques.  Déterminer  un  plan  vertical  tel  qu'en  projetant  les 
deux  droites  sur  ce  plan  on  ait  deux  droites   ])arallèles.  Vraie    grandeur  de   la  perpendiculaire  commune  aux  droites. 

5312.  —  Mener  par  une  droite  donnée  ab,  a'b'  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  premier  bissecteur. 
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5313.  —  Trouver  l'angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  échelles  de  pente. 

5314.  —  Trouver  l'angle  de  deux  plans  passant  par  la  droite  ah,  a'b'  et  respectivement  par  les  points  c,  c'  et  d.  d'. 

5315.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente  et  une  droite  graduée,  faire  tourner  la  droite  autour  d'une  verticale 

jusqu'à  l'amener  parallèle  au  plan. 

5316.  —  On  donne  un  axe  vertical,  une  droite  quelconque  par  ses  projections  et  un  plan  par  ses  traces.  Faire  touraer 

le  plan  autour  de  l'axe  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  parallèle  à  la  droite. 

5317.  —  On  donne  un  axe  A  vertical  et  deux  droites  quelconques  A,  B  ;  faire  tourner  B  autour  de  A  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  A. 

5318.  —  Faire  tourner  un  point  a(5)  autour  d'un  axe  vertical  (->  jusqu'à  ce  qu'il  vienne  à  une  distance  donnée  d'un 
plan  vertical  I^. 

5319.  —  Faire  tourner  un  plan  défini  par  son  échelle  de  pente  autour  d'un  axe  vertical  <.,  jusqu'à  ce  qu'il  passe 
par  un  point  donné  a[S) . 

53U2.  —  On  donne  trois  points  «(2),  t(5),  c(8).  Construire  dans  leur  plan  un  carré  sur  ac  comme  cùté. 

5321.  —  On  donne  un  plan  par  sa  ligne  de  pente  et  la  projection  ab  d'un  segment  de  droite  de  ce  plan.  Construire  sur 
ce  segment  de  droite  un  carré,  puis  un  cube. 

5322.  -  Construire  un  trièdre  connaissant  deux  dièdres  et  la  face  comprise  (géométrie  cotée). 

5323.  —  Déterminer,  en  géométrie  cotée,  les  trois  faces  d'un  trièdre  dont  on  connaît  les  trois  dièdres. 

5324.  -  On  donne  une  droite  sa,  s'a'  dans  un  plan  P  donné  par  ses  traces.  Construire  un  trièdre  frirectangle  ayant 
sa,  s'a'  pour  arête  et  une  face  dans  le  plan  P.  Traces  du  trièdre  sur  le  plan  horizontal. 

5325.  —  On  donne  un  triangle  équilatéral  abc  dans  le  plan  horizontal  de  cote  zéro.  Construire  sur  ce  triangle  comme 
face  un  octaèdre  régulier. 

532(>.  —  On  donne  un  segment  ab  dans  le  plan  horizontal.  Projections  du  tétraèdre  régulier  d'aréle  ab  et  dont  un 
sommet  est  dans  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente. 

5327.  —  Sur  un  segment  de  droite  a(2)b{i)  situé  dans  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente,  construire  un  tétraèdre 
régulier  dont  une  face  soit  dans  ce  plan. 

5328.  —  On  donne  un  point  d{i)  et  dans  le  plan  horizontal  de  cote  zéro  un  triangle  abc.  .Mener  par  un  point  hiIO) 
un  plan  coupant  le  tétraèdre  fl(0)/>(0)c(0)d(4)  suivant  un  parallélogramme. 

5320.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  cote  0  un  quadrilatère  convexe  abcd  et  on  considère  la  pyramide  qui  a 
pour  sommet  un  point  s  de  cote  donnée  et  pour  base  le  quadrilatère.  Couper  la  pyramide  par  un  plan  tel  que  la  section 
soit  un  i)arallélogramme. 

5330.  —On  donne  les  projections  abcd,  a'b'c'd'  d'un  tétraèdre.  Trouver  le  volume  de  ce  tétraèdre. 

5331.  —  Un  tétraèdre  régulier  a  pour  arête  un  segment  de  droite  ab  du  plan  horizontal  et  l'un  des  deux  autres  som- 
mets est  sur  une  sphère  convenablement  donnée.  Projection  du  tétraèdre  régulier  (géométrie  cotée). 

5332.  —  Déterminer  une  hauteur  et  un  dièdre  du  tétraèdre  a(0)6(0)c(0;</(D). 

5333.  —  On  donne  le  point  a(.T)  et  une  droite  graduée  d.  Construire  le  tétraèdre  régulier  qui  a  le  point  pour  sommet 
et  dont  une  arête  est  située  sur  d    En  déterminer  un  dièdre. 

5331.  —  Ou  donne  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  base  d'un  cône  de  sommet  .<,  s'  et  une  droite  À,  \\  mener  par 
cette  droite  un  plan  qui  coupe  le  cône  suivant  une  parabole.  Condition  de  possibilité. 

.5335.  —  Sur  le  plan  du  tableau  on  donne  un  triangle  tiui  est  la  projection  d'un  triangle  équilatéral.  Projection  du 
cercle  circonscrit  à  ce  (lernicr  triangle.  Tracer  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  projection,  ses  axes,  ses  sommets. 

5330.  —  On  donne  le  centre  et  le  ravon  d'une  sphère.  Section  plane  de  la  sphère  par  un  plan  déterminé  par  sa  trace 
horizontale  et  un  point  intérieur  à  b  sphère. 

5337.  —  Dans  le  plan  de  cote  0  on  donne  une  ellipse  base  d'un  cùne  de  sommet  donné  de  cote  '■>.  Intersection  de  ce 
cône  et  d'un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente.  Directions  asymptotiques  el  asymptotes  de  l'intersection. 

5338.  —  Dans  le  plan  horizontal  on  donne  un  cercle  hase  d'un  cône  de  sommet  {s,  s'),  et  tmc  des  génératrices  ui,  su' 
de  ce  cône.  Intersection  du  cône  et  du  plan  mené  par  la  ligne  de  terre  parallèlement  à  sa,  s'a'.  Points  où  la  tangente  o>t 
horizontale.  Asymptotes. 

,5331).  — On  donne  u\\  cercle  projection  horizontale  d'une  ellipse  du  deu\ieme  bissecteur.  Cette  ellipse  est  la  b«s«  d'un 
cône  de  sommet  s,  s'.  Section  de  ce  cône  (lar  un  [ilan  perpendiculaire  à  une  génératrice. 

.5340.—  Un  [ilan  étant  donné  par  ses  traces  et  trois  de  ses  points  par  leursprojections  hori/onlales,  on  c     - 
qui  pour  base  le  cercle  circonscrit  au  triangle  de  ces  trois  points,  et  son  sommet  sur  la  ligne  de  terre,  ('.on: 
de  ce  cône. 

5341.  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  cône  de  révolution  langent  au  plan  horizontal  le  long  d'une  (génératrice  sa 

donnée,  et  dont  on  donne  en  outre  le  demi-angle  au  sommet. 

.5342.  —  Contour  apparent  horizontal  du  cône  (jui  a  pour  somnn't  le  point  .<  do  cote  5  et  pour  base  le  cercle  ciri'onsrrit 

aux  points  «(0),  b(2),  c(.'i). 

5343.  —  Contours  apparents  d  un  cône  de  soiumet  ,<,  s'  (|ui  a  pour  base  une  parabole  du  plan  horisonUl. 

5344.  —  Contour  apparent  d'un  cône  de  sommet  donné  ayant  pour  base  un  cercle  dans  un  plan  donné  par  son  i^chdlo 

de  pente. 

.534.5.  —  On  donne  un  côna  de  somiu't  s{[\i)  et  de  ba<«e  circulaire  située  dans  le  plan  hoiifonlal.  Contour  apparent  du 

cône  supplénicnlait  ('  du  i  ône  précédent  et  de  sommet  arbitraire. 
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~)'6à6.  —  In  cône  oblique  à  hiise  circuhiire  est  coupé  par  le  premier  plan  bissecteur  sui\ant  une  conique  qu'on  prend 
pour  base  d'un  second  cône  de  sommet  donné  l,  t.  Contours  apparents  de  ce  second  cône. 

5347.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  P'^Q  et  un  point  u.  o'  de  ce  plan,  centre  d'un  cercle  de  rayon  R.  Ce  cercle 
est  la  base  d'un  cône  de  sommet  s,  .s'.  Contours  apjiarenls  de  ce  cône. 

5348.  —  On  donne  les  projections  de  deux  génératrices  opposées  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  connu.  Contours 
apparents  du  cylindre. 

5349.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical  et  les  projections  dune  droite  ([uelconque.  .Mener 
une  normale  commune  à  cette  droite  et  au  cône. 

5350.  —  Un  cône  de  sommet  s,  s'  a  pour  ])ase  un  cercle  du  plan  horizontal  ;  un  cylindre  liorizonlal  a  pour  base  un 
cercle  du  plan  Aertical.  Mener  une  noitnale  commune  au  cône  et  au  cylindre. 

5351.  —  On  donne  deux  droites  quelcon(iues,  axes  de  deux  cylindres  de  révolution  de  rayons  donnés.  Mener  à  ces 
deux  cylindres  une  normale  commune. 

5352.  —  On  donne  un  cône  oblique  à  base  circulaire.  On  demande  de  trouver  la  trace  horizontale  du  cône  supplé- 
mentaire du  précédent  et  de  même  somitiet.  Points  à  l'infini.  Asymptotes. 

5353.  —  On  donne  une  conique  dans  le  second  bissecteur.  Section  droite  du  cvlindre  de  direction  donnée  qui  a  cette 
conique  pour  base. 

5354.  —  Une  conique  du  plan  horizontal  est  la  base  d'un  cylindre  parallèle  à  une  direction  donnée.  Section  droite  de 
ce  cylindre  menée  par  un  point  donné  a,  x'  de  la  ligne  de  terre.  Tangentes  de  Iront  à  la  section. 

5355.  —  On  donne  la  projection  horizontale  d'une  hyperhole  du  premier  bissecteur.  Cette  hyperbole  est  la  base  d'un 
cylindre  parallèle  ii  une  direction  donnée.  Section  du  cylindre  jiar  un  plan  donné  jiar  ses  traces.  Asymptotes  de  la  section. 

5356.  —  Section  circulaire,  menée  par  un  point  «,  a',  d'un  cône  obli(|ue  (jui  a  pour  base  un  cercle  du  plan  hori- 
zontal. 

5357.  —  Cylindre  de  révolution  admettant  pour  génératrices  trois  droites  graduées  parallèles. 

5358.  —  Intersection  d'une  droite  graduée  et  d'une  sphère  donnée. 

5359.  —  Mener  jiar  un  point  m  de  cote  donnée  un  plan  tangent  au  cône  de  révolution  engendré  par  une  droite 
graduée  tournant  autour  d'une  autre  droite  graduée. 

5360.  —  Soient  deux  droites  graduées;  elles  sont  les  axes  de  deux  cônes  de  révolution  d'angles  donnés.  Mener  un 
plan  tangent  commun  h  ces  deux  cônes. 

5;J61.  —  Oans  le  plan  horizontal  de  projection,  on  donne  un  triangle  base  d'un  prisme  qui  a  ses  arêtes  de  front.  Inter- 
section de  ce  prisme  et  d'une  sphère  donnée  par  son  centre  et  son  rayon. 

5362.  —  Sphère  circonscrite  h  un  tétraèdre  régulier  dont  une  face  est  dans  le  plan  de  cote  zéro. 

5363  —  Par  un  point  donné  a,a\  mener  un  plan  tangent  à  deux  sphères  données,  de  centres  o,  o',  u,  w'.  Nombre  de 
solutions. 

5364.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  base  d  un  cône  de  sommet  s,  s'.  D'un  point  extérieur  a,  a  on 
abaisse  les  perpendiculaires  sur  les  génératrices  du  cône.  Courbe  (|u'elles  déterminent  sur  le  cône.  Tangente  en  un  point. 

5365.  —  Même  problème,  dans  le  cas  où  l'on  abaisse  de  a,  u   des  perpendiculaires  aux  plans  tangents  au  cône. 

5366.  —  Intersection  de  deux  cônes  à  axes  verticaux  ayant  des  sommets  de  nn'ime  cote.  Projection  horizontale  de  celte 
intersection.  L'intersection  a-t-elle  des  plans  de  symétrie? 

5367.  —  Les  axes  de  deux  cônes  de  révolution  de  demi-angles  aux  sommets  donnés  sont  deux  droites  du  plan  hori- 
zontal de  cote  zéro.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

53(;S.  —  Dans  un  plan  horizontal  on  donne  deux  coniques  tangentes  en  A.  Par  A  on  mène  une  droite  cfuelconque  sur 
laquelle  on  prend  deux  points  S  et  T  pour  sommets  de  deux  cônes  ayant  pour  bases  les  coniques  précédentes.  Intersection 
des  deux  cônes. 

5369.  —  Même  (piestion  dans  le  cas  où  les  coniques  sont  deux  cercles. 

5370.  —  On  donne  deux  cercles  sécants  C,  C  du  plan  horizontal.  Sur  une  droite  de  l'espace  passant  par  un  de  leurs 
points  d'intersection  A,  on  prend  deux  points  S,  T  comme  sommets  de  deux  cônes  de  bases  C,  C.  Intersection  des  deux 
cônes.  Tangente  et  point  courant.  La  cubique  renconlre-t-elle  la  génératrice  commune  ST  .' 

5371.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  sommets  de  même  cote  ayant  respectivement  pour  bases  une  hyperbole  et  un 
cercle  du  plan  horizontal  de  projection. 

5372.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  sommets  de  même  cote  ayant  respectivement  pour  bases  une  hyperbole  équi- 
latère  et  une  ellipse  du  plan  horizontal  de  projection. 

5373.  —  Oans  le  plan  horizontal  de  projection  on  donne  deux  cercles  sécants  et  deux  points  .•<  et  (  de  chacun  d'eux, 
projections  de  deux  i)oints  S  et  T  de  cote  donnée.  Intersection  îles  deux  cônes  qui  ont  jiour  bases  les  cercles  et  pour 
sommets  S  et  T.  Points  à  l'infini. 

5374.  —  On  donne,  dans  le  plan  horizontal  de  projection,  deux  cercles  sécants  o,  iij  ;  on  leur  mené  une  tangente 
commune  qui  touche  le  cercle  o  en  s,  le  cercle  w  en  t.  Les  points  s  et  i  sont  les  projections  de  deux  points  de  l'espace 
S,  T,  de  cotes  6  et  4,  sommets  respectifs  de  deux  cônes  de  bases  o  et  oi.  Intersection  des  deux  cônes.  Plans  limites.  Point 
double.  Asymptotes  verticales. 

5375.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection,  deux  coniques  tangentes  en  un  point  A.  Par  A  on  mène  une 
droite  AD  dans  l'espace  et  on  prend  un  point  S  de  cette  droite.  Intersection  du  cône  de  sommet  S  qui  a  pour  base  l'une  des 
coniques  et  du  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  AD  qui  a  pour  base  l'autre  conique.  Point  de  l'intersection  situé  sur  SA. 

5376.  —  Intersection  d'un  cône  de  sommet  s,. s'  qui  a  pour  base  une  parabole  du  plan  horizontal  et  d'un  cylindre  de 
bout  qui  a  pour  base  une  ellipse  du  plan  vertical. 
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5377.  —  On  donne  deux  cercles  du  plan  horizontal  dont  les  centres  sont  à  la  même  distance  de  la  ligne  de  terre.  L'un 
des  cercles  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  est  situé  dans  le  plan  de  front  des  deux  centres  ;  l'autre  est  la  base  d'un 
cylindre  parallèle  ;ï  une  direction  donnée.  Intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

5378.  —  Intersection  d'un  cône  de  sommet  s,  s'  dont  la  base  est  une  parabole  du  plan  horizontal  et  d'un  cvlindre 
vertical  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  horizontal. 

5379.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Ce  cercle  est  à  la  fois  la  base  d'un  cône  de  révolu- 
lion  de  sommet  s(5),  et  la  base  d'un  cylindre  parallèle  à  une  direction  donnée  a|0)<y(5).  Intersection  du  cône  et  du  cvlindre. 

5380.  —  (ne  ellipse  du  plan  vertical  de  projection  est  la  base  d'un  cylindre  de  Kénéralrices  horizontales.  Ln  cercle 
tangent  au  contour  apparent  vertical  de  ce  cylindre  est  la  base  d'un  second  cylindre  horizontal.  Intersection  des  deux 
cylindres. 

5381.  —  Deux  hyperboles  du  plan  horizontal  de  projection  ayant  une  asymptote  commune  sont  les  bases  de  deux 
cylindres  de  directions  données.  Intersection  des  deux  cylindres.  Pourquoi  est-ce  une  coni(|ue  ? 

5382.  —  Intersection  de  deux  cylindres  parallèles  à  des  directions  données  et  ayant  tous  deux  pour  base  un  même 
cercle  du  plan  horizontal. 

5383.  —  Dans  le  plan  horizontal  de  projection  on  donne  un  cercle  et  une  hyperbole  dont  l'une  des  asymptotes  est 
parallèle  ii  la  ligne  de  terre.  Ces  deux  courbes  sont  les  bases  de  deux  cylindres  de  front,  de  directions  données.  Intersection 
des  deux  cylindres. 

5384.  —  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  lun  de  bout,  l'autre  de  front,  dont  les  axes  ne  se  coupent  pas 

5385.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  et  une   sphère  tangente  à  l'une   des  génératrices   du  contour 
apparent   vertical  du  cône,  dont   le  centre  est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  du  cône.   Intersection  du  cône  et  de  la  splii're 
Points  de  cette  intersection  situés  dans  le  plan  de  symétrie. 

5380.  —  Intersection  dune  sphère  de  centre  o,  o'  et  d'un  cône  de  sommet  o,  o',  dont  la  base  est  une  hyperbole  du 
plan  horizontal  de  projection,  l'oints  doubles  en  projection  horizontale. 

5387.  —  On  donne  les  points  «(0),  ^(0),  c(0)  et  d(b,.  Une  sphère  a  pour  diamètre  ah.  Ln  cylindre  a  pour  base  dans 
le  plan  adc  le  cercle  circonscrit  au  triangle  adc.  Ses  génératrices  sont  parallèles  à  bc.  Intersection  du  cylindre  t-t  de  la 
sphère. 

5388.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  d'axe  vertical  avec  une  droite  parallèle  h  une  génératrice.  Même 
problème  dans  le  cas  où  la  droite  est  quelconque. 

5381).  —  On  considère  l'hyperboloïde  de  révolution  défini  par  une  génératrice  de  front  et  un  axe  vertical.  Trouver  un 
point  de  cette  génératrice  tel  que  la  seconde  génératrice  qui  passe  en  ce  point  y  fasse  avec  la  première  un  angle  donné. 

53ÎK).  —  On  donne  une  verticale  et  une  droite  quelconque  qui  touine  autour  de  la  première.  Intersection  de  l'hvper- 
holoïde  de  révolution  engendré  et  d'un  plan  quelconque. 

5391.  —  Même  problème  dans  le  cas  oit  le  plan  est  parallèle  à  une  génératrice  et  à  la  ligne  de  terre.  .Asymptotes  et 
sommets  de  la  section. 

5392.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  est  délini  par  un  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front.  Intersection  de  la 
surface  par  un  plan  quelconque.  Tangente  en  un  point. 

5393.  — Même  problème  dans  le  cas  oîi  le  plan  passe  par  la  génératrice  de  front. 

5394.  —  Par  une  droite  donnée  A,  A'  mener  un  plan  qui  coupe  suivant  une  hyperbole  équilatere  un  hyperboloïde 
déûni  par  un  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front. 

5395.  —  Par  une  droite  donnée  mener  un  plan  tangent  à  un  hyperboloïde  de  révolution  a  une  nappe  déliiu  par  son 
axe  et  une  génératrice. 

539G.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  est  défini  par  un  axe  de  front  et  par  une  génératrice  parallèle  à  la  liscne  de 
terre.  Mener  par  un  point  donné  a,  a'  un  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  de  fa(;on  que  le  point  île  contact  soit  sur  un  parallèle 
donné. 

5397.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  e.vt  déthii  par  un  axe  vertical  et  luie  génératrice  de  front,  nétermination  du 
cône  asymptote. 

5398.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  est  défini  par  un  axe  de  front  et    par  une  génératrice   horizonlalo.    Contours 

apparents  de  cet  hyperboloïde  et  de  son  cône  asyrrrptote. 

5399.  —  \\\(i  droite  graduée  tourne  autour  d'une  seconde  druile  graduée,  llxe.  Centre  de  l'hyperboloïde  de  révolution 
engendré  et  contour  apparent  de  son  cône  asyrrridofe. 

5400.  —  On  donne  une  verticale  et  deux  droites  (|uelcorrques  II.  H';  C,  C.  Ces  tr'ois  droites  définissent  un  hyper- 
boloïde. Tracer  une  génératrice  de  la  siirlace.  Plan    tarrgeiit  en  uir  point  de  cette  génératrice. 

5'k(H.  —   lu  paraboloïde  hyperbolique  iï  plair  directerrr  horizontal  est  délini  par  deux  pénérnlriccs.  Intersection  déco 

[laraboloïde  et  du  second  bissecteur.  Uirectiorrs  asymptotuiues. 

54U2.  —  Intersectioir  d'une  droite  donnée  D,  D'  et  d'un  paraboloïde  h\porbolique  à  plan  directeur  horltont.il  dont  on 
connaît  deux  géirératrices. 

5403.  —  Intersection  d'un  par'abolorde  de  i-évolution  à  axe  vertical  par  uir  plan  de  burrl. 

5404.  —Ou  donrrc  un  paraboloïde  hyperb(dique  par  iirr  plair  direcleirr  (jiri  est  de  prolU  et  par  deux  gt^néralricco 
horizontales.  En  tracer  une  géirératrice  ciuelcoïKiue.  Section  dir  paraboloïde  par  un  plan  donné  par  se»  tr.ic«s.  DirecUons 
asymptuliiiues  de  la  section. 

5'405.  —  Intersection  d'une  droite  et  d  Un  paraboloïde  de  révohrtion  d'axe  vertical.  Plan*  UiuKcnts  «ux  points 
d'intersection.  Angle  de  ces  plans. 


152  QUESTIONS  PROPOSÉES 


5406.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  a  pour  plan  directeur  le  deuxième  bissecteur  et  pour  génératrices  une  rerticule 
et  une  ligne  de  bout.  En  tracer  une  génératrice.  Mener  au  puraboloïde  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

5407.  —  Contour  apparent  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  dont  on  connaît  deux  généra- 
trices (géométrie  descriptive). 

5408.  —  Même  problème  en  géométrie  cotée. 

5409.  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  paraboloïde  de  révolution  engendré  par  une  parabole  qui  située  d'abord 
dans  un  plan  de  front  tourne  autour  de  son  axe.  Projection  verticale  du  contour  apparent  horizontal.  Trouver  un  plan  qui 
coupe  le  paraboloïde  suivant  une  conique  dont  la  projection  horizontale  soit  un  cercle. 

5410.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices.  Courbe  de 
contact  du  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  une  direction  donnée. 

5411 .  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices.  Courbe  de 
contact  avec  le  cône  de  sommet  donné  s,  s'  circonscrit  au  paraboloïde. 

5412.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Courbe  de  contact  avec  un  cylindre  circonscrit 
parallèle  à  une  direction  donnée.  Sommet  et  axe  de  la  courbe  en  projection  verticale. 

5413.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  donné  par  un  plan  directeur,  horizontal,  et  deux  génératrices  A,  A',  B,  B'. 
Mener  au  paraboloïde  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

5414.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  plan  quelconque.  Tangente  en  un  point. 

5415.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical  et  d'une  droite  quelconque. 

5416.  —  Mener  par  une  droite  donnée  les  plans  tangents  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

5417.  —  Deux  points  a  et  h  du  plan  horizontal  de  cote  0  sont  les  foyers  (l'une  ellipse  de  grand  axe  connu.  Mener  par 
une  droite  graduée  donnée  les  plans  tangents  à  l'ellipsoïde  de  révolution  engendré  par  l'ellipse  tournant  autour  de  son  axe 
focal. 

54ijij  _  Par  un  point  donné,  mener  à  un  ellipsoïde  de  révolution  donné,  d'axe  vertical,  un  plan  tangent  faisant  avec 
le  plan  horizontal  un  angle  donné. 


(.1  suivre.) 


QUESTIONS    PROPOSÉES 

1932.  —  1°  Intégrer  l'équation  difrércntiellc 

e  —  X 

^y'  ■+  Cl/  =   ;r-  ' 

X 

cl  délcrininer  celle  des  intégrales, 

.'/  =  f{^), 
qui  s'annule  pour  x  ^  e. 

2°  Etudier  les  variations  de  la  fonction    y  =  j\x)    et  construire  la  courbe  représcnlalive  de  celte  fonction 
3"  L'équation     y  =  f{x)     délinit  parfaitement  une  fonction 

«  =  9  y) 
de     —  00     à  0,  pourvu  (jue  l'on  astreigne  x  à  être  compris  entre  0  et  e.  Calculer 


i 


U-y^dy. 

E.  M. 


1833.  —  On  considère  un  cercle  de  rayon  R  et  un  diamètre  fixe  A'A.  Sur  ce  diamètre  on  prend  un  point 
mobile  P  tel  que  si  on  le  joint  à  un  point  M  du  cercle  le  triangle  A'MP  soit  isocèle,  MP  =  MA'.  En  A  on 
mène  la  tangente  au  cercle  et  l'on  projette  M  en  M'  sur  cette  tangente. 

{"  (Construire  et  rectifier  l'enveloppe  de  M'P. 

2»  Construire  l'enveloppe  de  la  i)erpendicu!airc  élevée  au  milieu  de  M'P  et  calculer  la  surface  limitée 
par  la  courbe. 

30  Lieux  du  centre  du  cercle  circonsciit  et  du  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  M.M'P. 

40  Enveloppe  de  la  hauteur  abaissée  de  M'  sur  iMP. 

5»  Enveloppe  de  la  hauteur  abaissée  de  M  sur  .M'P.  Construire  et  rectifier  la  développée  de  cette  enveloppe. 

6°  On  considère  les  ellipses  ayant  trois  sommets  en  A',  M  et  P.  Lieu  des  points  de  rebroussement  des  déve- 
loppées de  ces  ellipses. 

R.  Mane.n,  Ecole  Ste-Marie,  Albi. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE    PARTIE 


CONDITIONS   POUR    QU'UNE   ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  AIT   TOUTES  SES  RACINES 
NÉGATIVES   OU   A   PARTIE    RÉELLE    NÉGATIVE  (*j 

par  M.  A.  Liénard,  professeur  à  l'Ecole  des  Mines. 


La  résolution  d'un  grand  nombre  de  problèmes  de  physique  ou  de  mécanique  dépend  de  l'inlégra- 
lion  d'une  équation  linéaire  à  coelUcients  constants  do  la  forme 

d"u  d"~'u  du 

-dF-^"^^r^-^- -^'"^-df -'-""'' =-^- 

L'intégrale  générale  bien  connue  a  pour  expression     u  =  V  Cie"".',     où  G,,  C..   . .  .,  C„  sont  les 

constantes  arbitraires  d'intégration  et  Xi,  x^,  ...,  .t„  les  racines,  réelles  ou  imaginaires,  de  l'éciualion 
caractéristique 

(1)  f{x)  =  X"  +  ai.x"-  '  +  a2a^-"-2  _, y.  a„_^x  -4-  a,,  =  0. 

Pour  que  l'intégrale  générale  w  tende  vers  zéro  quelles  que  soient  les  constantes  arbitraires  lors- 
que /  croît  indéliiiiment,  il  faut  et  il  sullit  que  les  Xi  soient  négatifs  s'ils  sont  réels  ou  aient  dn  moins 
leur  partie  réelle  négative  lorsqu'ils  sont  imaginaires.  Il  est  par  suite  intéressant  de  voir  à  quelles  con- 
ditions il  en  sera  ainsi  sans  être  obligé  de  résoudre  l'équation  caractéristique  (i).  Cest  la  question  que 
je  me  propose  de  traiter  et  je  vais  établir  la  proposition  suivante  : 

Les  racines  d'une  équation  algébrique  seront  ncgalioes  ou  à  partie  réelle  néijatice  si  cette  c'(fUulion  cl 
l'équatio7i  aux  sommes  deux  à  deux  des  racines  de  la  proposée  ont  leurs  premiers  membres  complets  et  ne 
présentant  que  des  permanences. 

A.  Nécessité  des  conditions  imposées.  —  Je  désignerai  par  —  »',  —./,...  les  racines  réelles,  en 
mettant  leur  signe  en  évidence,  et  par  — y'±z'i,  —  y"ztz"i,...  les  racines  imaginaires  qui  sont  con- 
juguées deux  à  deux,  l'équation  proposée  étant  naturellement  à  coeflicients  réels.  Les  .x',  a'....,  y\  y'... 
sont  par  hypothèse  positifs  et  non  nuls  tandis  que  les  :  sont  seulement  dilVérents  de  zéro. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (t)  peut  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  premier  cl  du  second 
degré.  Les  facteurs  du  premier  degré  sont  de  la  forme    x  -\-  x'    et  ceux  du  second  degré 

(■''  +  ?/')'■  H-  ='■  =  a;^  -+-  'ixj'x  -\-  y"-  -h  z'^. 

Tous  ces  polynômes  élanl  complets  et  à  coelllcicnts  positifs,  il  en  sera  de  même  do  leur  [uoduii. 
c'est-à-dire  du  premier  membre  de  l'équalion  (I). 

Soit  maintenant 

{'D  ',i^)  =  0. 

l'équation  aux  sommes  deux  à  doux  des  racines  do  (i).  Je  supposerai,  \tvuv  simplitior.  le  coeftkionl  du 
terme  du  plus  haut  degré  ramené  à  l'unité.  «(«)  est  le  produit  de  fadeurs  binômes  ou  Irinoniesqu'onpcul 
classer  en  quatre  catégories.  Nous  aurons  : 

(*)  An   moment  de   la  mise  en  paRes.  M     Lucnaiu.   nous  ririt  i|no  depuis  ri|>0(|ue   oii   celle  noie  .i  II  .•«  eu 

connaissance  (|ue  le  ca|)itaiiie    l''Kruii<n  a  applicpié   les  condilions  élaltlies  pins  lom  pour  l'ciiualion  du  <|i.  <r^  dan« 

lui  travail  relatif  à  luie  iineslion  dt;  slalidité.  M.  l.iénaid  se  propose  de  lalre  des  reclierclies  blbllonraplii-iu-.  ,i  .  i-  >ujpl.e(il 
les  publiera  dans  la  Hevue  s'il  y  a  lieu  alln  «le  signaler  ce  <iui  a  étt^  fait  antiWieuieuicnl  dans  cel  ->nlrc  J  idOc».     .V    </.  l.  «. 


loi    CONDITIONS  POUR  (JU'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  AIT  TOUTES  SES  RACINES  NÉGATIVES 

1°  Des  facteurs  binômes     a  -j-  (,r'  +  x")     correspondant  à  deux  racines  réelles  de  f{x)  ; 

2°  Des  facteurs  a -f- .x' -i-  7' -h  ::'i  obtenus  en  associant  une  racine  réelle  de  f{x)  aune  racine  ima- 
ginaire. En  groupant  ce  facteur  avec  le  facteur  conjugué  nous  avons  le  trinôme  réel     (a-h  x'  -f-  y'y  -h  z'-  ; 

3"  Des  facteurs  y.->ry'-+  z'i-]-y"  -+-z"i  obtenus  en  associant  deux  racines  imaginaires  non  conju- 
guées. Groupant  ces    facteurs  deux   à  deux  comme  ci-dessas  nous  obtiendrons  des  facteurs  trinômes 

Ces  facteurs  trinômes  sont  complets  car  les  x'  et  y'  sont  positifs  ; 

4"  Enfin  des  facteurs     a  +  2»/'     obtenus  en  ajoutant  deux  racines  conjuguées  do  f{.r)  ('). 
Ces  quatre  sortes  de  facteurs  sont  complets  et  à  coeflicienls  positifs.  Il  en  est  île  même  de  leur  pro- 
duit o(a). 

B.  Les  conditions  nécessaires  sont  en  même  temps  suffisante.  —  La  démonstration  est  facile  :  tout 
d'abord  si  f{x)  ne  présente  que  des  permanences,  toutes  les  racines  réelles  sont  négatives.  De  même 
o(a)  n'admettra  comme  racines  réelles  que  des  quantités  négatives.  Or  ç-(i)  admet  en  particulier 
comme  racines  réelles  toutes  les  quantités     —S»/',     ce  qui  établit  la  proposition. 

C.  Nombre  des  conditions.   Leur  indépendante.  —   L'équation     o(x)  =  0     est  de  degré '- 

(jui  représente  le  nombre  de  combinaisons  deux  a  deux  des  racines  de  f{x).  En  exprimant  que  /"  et  o 

n'ont  que  des  permanences,  on  obtiendra  au  total     /(  H = conditions.  On  voit  que 

leur  nombre  croît  très  rapidement  avec  n.  Mais,  sauf  pour  «  =  1,  ces  conditions  ne  sont  pas  indépen- 
dantes comme  on  le  vérifiera  tout  à  l'heure.  La  question,  résolue  au  point  de  vue  théorique,  ne  l'est  donc 
pas  au  point  de  vue  de  la  simplicité.  Je  donnerai  quelques  indications  sur  ce  que  Ion  peut  tenter  dans 
cette  voie,  mais  je  commencerai  par  appliquer  la  Ibéorie  précédente  aux  valmiis  de  n  inférieures  à  (L 

I).  Applications  de  la  théorie  précédente.  —  1"  /:rjnation  du  troisirmc  degré.  Sans  nous  arrêter  aux 
équations  du  premier  et  du  second  degré  .rH-a—.  0,  x^-hax-^b=()  pour  lesquelles  les  conditions 
sont  simplement    a  >  0,     ^^  >  0,    je  passe  directement  à  l'équation  du  troisième  degré 

fx)  ^  a:^  -f-  ùx-  -i-bx  -\-  c  =0. 
L'équation  à  la  somme  des  racines  se  forme  facilement  : 

o(a)  EZE  —  /■(—  1  —a)  =  ^^  -\-  Sfla''  -t-  (a-  --f-  A)a  -+-  nb  —  c. 
f  et  'f  ne  présenteront  que  dos  permanences  si     a  >  0,     b  >  f),     c  :  ■  0.     nb  — c  >»  0. 

L'iin(>  des  deux  premières  conditions  rentre  dans  les  deux  autres.  Il  y  a  cependant  intérêt  pour  les 
applications  à  garder  les  fiuatre  inégalités. 

"-!'>  LJquittion  du  quatrième  degré  x^ -h  ax'^' ^  bx'^  +  ex -hd  —  0.  Pour  former  l'équation  en  2,  je 
remarque  que,  en  désignant  par  a  et  [i  la  somme  et  le  produit  de  deux  racines  de  /"(r),  par  a'  et  3'  les 
somme  et  produit  des  deux  autres  racines,  on  peut  écrire 

f{x)  ^  {x^  —  ï.r  -H  ?)(x-  —  a'a:  -\-  ^'), 
d'où  a  +  a'  +  a  =  0,  aa'  -+-  13  H-  ^'  =  6,  a?'  -^  a'^  +  c  =  0,  p^'  =  d. 

l'éliminant  a',  3,  ^'  entre  ces  quatre  équations,  il  vient 

[^x'-(a  -h  a)  H-  6a  -f-  c][a(a  -f-  a-  +  6(a  -+-  a)  —  c]  —  {"Ix  +  aj^d  —  0, 
et  par  suite 
o^a)  =  a»  +  3aa5  _^  (3„2  _j_  2b]'x'  -+-  {a'  -h  iab)x''  -f-  [l>a-b  -i- ac -h  b' —  4rf)a- 

-^  [ab-  -+-  a^c  —  irt(i)a  4-  abc  —  c-  —  a^d. 
Comme  on  peut  écrire  identiquement 

4  1 

ab-  '\-  a-c  —  '4ad  =  —  (nbc  —  c^  —  a'-d)  h {ab  —  2c)^  ■+■  a^c, 

a  a 

'la-h  -^  ac  -^  b'  —  \d  =  —    ab^  -+-  a^c  —  4arfj  -t-  2a-b, 
a 


(1)  Si  ces  racines  conjugut'cs  sont    multiples  (i"or4re  /*,   il  y  mira  /)-    facteurs  ôgaux  à    a  4- 2?/',     ce  qui  ne  modifie  en 
rien  les  raisonnements  qui  suivent. 
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on  voit  qu'il  suffit,  pour  n'avoir  dans  /"  et  o  que  des  permanences,  de  satisfaire  au\  inégalités 

(3)  a  >  0,  ^  >  0,  c>0,  rf>0,  abc-  c-  —  aH>0. 

Ici  encore  une  des  trois  premières  inégalités  rentre  dans  les  deux  autres,  mais  il  n'y  a  aucun 
avantage  pour  la  simplicité  à  eflectuer  la  réduction. 

11  est  au  contraire  plus  intéressant  de  remarquer  que  la  cinquième  inégalité  (3)  entraine  la  condi- 
tion simple 

(4)  b'  —  Ad  >  0, 

car  le  trinôme  en  c  :     —  c^  +  abc  —  a^d    ne  peut  être  positif  que  si  c  est  compris  entre  ses  racines,  ce 
qui  exige  d'abord  que  ces  racines  soient  réelles  et  distinctes,  d'où  la  condition  (i). 

3"   /équation    du    cinquième  degré        x" -{- ax^ -h  bx^ -h  cx'^ -h  dx-{- e  =  0.         ç(a)    est   de  degré 

— - —  =  10    et  les  calculs  deviennent  laborieux.  Sans  les  reproduire,  je  me  bornerai  à  indi^iuer  le 
résultat.  Les  dix  coefficients  de  o(a)  seront  positifs  si  ceux  de  f(x)  le  sont  et  si  en  outre 
ab  —  f  >  0,  {ah  —  /)(cd  —  be)  —  (ad  —  e)-  >  0. 

Enfin,  pour  Téquation  du  sixième  degré,  o(a)  serait  du  quinzième  degré.  Sans  faire  le  calcul  com- 
plet de  ï«(a),  j'ai  pu  établir  que  les  conditions  de  n'avoir  dans  le  polynôme  ofaj  (jue  des  [»ermanence3 
se  réduisent  à 

abc  -H  ae  —  c'  —  a'd  >  0,  [abc  -\-  ae  —  c-  —  a-d){ade  —  e-  —  acf)  —  [abc  —  ce  —  «Yj"  !>  0. 

(.1  suivre.) 
♦ 

ÉCOLE  nohmall:  supi^iîii'ruK  i:t  iîolksi-s  de  lici-nck 

Concours  de  1910. 


Groupe  I. 


1880.  —  Soit  (G)   la  courbe  définie,  en  coordonnées  recUoigulairc-'i,  par  les  éiinalions 

1  +  /^  ,  . 

X  =  ^ .  .'/  =  ^  -^  /■> 

oM   /  esl  un  paramètre  arbitraire. 

1"   Délerminer   un  polynôme  du  second  derjré  f[x,  y)  {dans  leiiuel  le  coefficient  de  ij-  est  I)  tel  tju'on 

ait  une  idrntlté  de  la  forme 

()n  montrera  fjuhine  telle  identité  n'est  passible  qw  moi/ennant  iexisti'nce  d'une  fcialion  entre  Us  con- 
stantrs  ^,  p,  •;.  Celte  relation  se  décompose  en  deux  autres  très  simples. 

2"  Supjxisant  successivement  vérifiée  charnue  dr  ces  drnr  retati()ns.  les  coefficients  de  f(x,  y)  se  trouvent, 
dans  chiKiu".  cas,  exprimés  au  moqrn  de  deux  des  paramètres  a,  j,  v.  J'our  l'une  des  solutions,  le  polynomi 
f'[x,  y)  esl  le  carré  d'un  polynôme  du  premier  dcyré  en  x,  y.    . 

Des  résultitts  précédmts  on  déduit  immédintcmeut  la  réponse  aux  questions  suivantes  : 

3"  /ù-rire  la  condition  que  doirent  rérifler  1rs  paramètres  /,,  /<,  /.,  dr  trois  points  de  ((î)  pour  que  ■•  > 
trois  points  soient  en  liyne  droite. 

'i"  llcrire  la  condition  que  doivent  vérifier  les  paramètres  /,,  f ., /j  de  trois  points  de  (G)  pour  qu'il 
exist<'  nnr  cioii'/tu;  (C)   tanqmti'  èi  ((i)  en  ces  trois  points. 

fi"  l'ormrr  i'équation  qènrrah'  drs  eouitiues  (Ci. 
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En  outre  : 

6°  Trouver,  lorsque  la  conique  (C)  se  décomqwse  en  deux  droites,  le  lieu  du  point  de  concours  des  deux 
droites. 

1°  Montrer  que  les  tangentes  aux  trois  points  de  contact  de  (C)  et  de  (G)  coupent  encore  la  courbe  (G) 
en  trois  autres  points  situés  sur  une  même  droite  (D). 

8"  Trouver  réq nation  générale  de  la  droite  (  D)  en  fonction  des  mêmes  paramètres  que  ceux  qui  déter- 
minent la  conique  correspondante  (C). 

9"  Déterminer  en  fonction  des  mêmes  paramétres  le  centre  de  gravité  P  du  triangle  formé  par  les 
points  de  contact  de  (C)  et  de  (G). 

10°  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  (D)  lorsque  P  décrit  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

4.  Désignons  par 

y'  -+-  2Bx(/  -h  Ax'  -f-  2Cx  -f-  2Dy  -r-  F 

le  polynôme  f{x,  y),  el  formons  l'expression     t-f(  ,       1  h-  /' |, 

t\{  -\-  t'f  +  2Bi(l  -h  t'Y  -h  A(l  +  t'y  -\-  2C<(  I  -+-  <^)  -+-  2Dr\l  -4- 1'-)  -f-  Vt"-  ; 

nous  aurons  à  identifier  ce  polynôme  du  sixième  degré  avec  le  polynôme  [t^  -t-  xl-  -+-  ^/  -+-  •/)-,  et  ceci 
nous  donnera  les  six  équations  : 

B  =  a,  2+A-+-2D  =  a^ -f-23,  48 -h  2G  =  2a3-h  2-;, 

1+2A+i2D-hF  =  ?^-f-2aY,  2B  +  2G  =  2Py,  k^f. 

Ces  six  équations  donnent  successivement  A,  D,  B,  G  et  F,  et  l'une  d'elles,  par  exemple  la  cin- 
quième, est  inutilisée  ;  en  y  portant  les  valeurs  de  B  et  C,  on  aura  la  relation  qui  doit  exister  entre 
a,  [i  et  Y. 

Nous  avons  ainsi  successivement  : 

A  =  y'.  '^D  --=  '-*'  -^  23  —  y'  -  2,  B  =  ï,  G  =  aï  -t-  Y  -  2a  et  V  =  }^  —  a-  4-  2r;  -  y'  —  2;î  +  1 , 
avec  la  relation     j}  -h  G  =  JiY,     ou     a!i  -+-  y  —  a  =  ^y- 

Cette  relation  s'écrit    {fp — l)(a — y)  =  0,     et  elle  se  décompose  en  deux  :     i=l     et     a  =  v. 

2.  Si  nous  faisons  d'abord     y  —  '"'-     ^^s  valeurs  des  coefficients  sont 

A  =   a%  D  =  3—  1,  B  =  a,  c  =   a(3  -  1),  V   =  (^  -  l)^ 

et  le  polynôme  f{x,  g)  s'écrit  f[^x,  y)  =  t/  -h  2a./(/  -+-  s-x^  -t-  2a!;3  —  l)r  4-  2(3  —  l)g  -h  (3  —  1)'  ;  c'est 
le  carré  du  polynôme     j/ -h  ax-t-ji  —  1. 

L'équation  f(x,  y)  =  0  représente  dans  ce  cas  une  droite  double  ((/-i-ax  +-3  —  1)-  =  0,  qui, 
pour  des  valeurs convenablementchoisies  de  a  et  'i,  peut  comcider  avec  une  droite  quelconque  du  plan. 

Si  nous  faisons  maintenant  P  =  I,  les  coefficients  du  polynôme  f{x,  y)  prennent  les  valeurs 
A  =  y-,     2D  =  a2 — Y",     B  =  a,     G  =  Y"  =<.     F  =  —  (^  —  y)S     6t  le  polynôme  /"(x,  y)  s'écrit  ainsi 

îy'^  +  2a.r(/  -+-  y'^^^  +  (^'^  -  ï"),'/  +  2(y  —  ^)-t^  —  (^  —  ï)''- 
L'équalion     /\.r,  y)  —  0     représente,  (pianil  a  et  y  varient,  un  réseau  de  coniques. 

3.  Les  paramètres  des  points  de  rencontre  de  la  cubique  (G;  avec  une  droite  quelconque, 
y  -!-ax-|-P —  1=0,     sont  fournis  par  ré(iuation 

t'  -hoLt'  ^'pt^x  =^  0  (y  =  =') 

et  vérifient  la  relation     /,-|-  /o-h  t^  =  titit.^. 

4.  Pour  ([ue  la  coni(iue  f[x,y)  =  0  soit  trilangente  à  la  cubique  (G),  il  faut  justement  que 
l'équation  du  sixième  degré  aux  l  des  points  de  rencontre  soit  un  carré  parfait.  Les  /  des  points  de 
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contact  sont  donc  fournis  par  l'équation 

et  vérifient  la  relation     t,f.,  -+-  tj^  -+-  ^,'3  =  1  • 

5.  L'équation  générale  des  coniques  (G)  est  obtenue  en  annulant  le  second  polynôme  trouvé  anté- 
rieurement : 

if  4-  ^o^xij  -+-  fx^  -h  2(y  —  a).r  -+-  (a^  —  f-)ij  -  (%  —  Yj2  =  Q. 

6.  Si  la  conique  (C)  se  décompose  en  deux  droites,  chacune  d'elles  sera  tangente  à  la  cubique  (G) 
et  la  coupera  en  un  autre  point.  Pour  que  les  six  points  de  rencontre  soient  confondus  deux  à  deux,  il 
faudra  que  ces  deux  autres  points  de  rencontre  de  la  cubique  avec  les  deux  droites  coïncident,  c'est-à- 
dire  que  le  point  de  concours  des  deux  droites  soit  sur  la  cubique.  D'autre  part,  l'origine  est  un  point 
double  de  la  cubique,  qui  correspond  aux  valeurs  l  =  i  et  /  =  —  j;  la  cubique  est  donc  de  qua- 
trième classe  et  d'un  point  de  cette  courbe  on  peut  bien  mener  deux  tangentes  autres  que  la  tangente 
en  ce  point  ;  chaque  point  de  (G)  est  bien  le  centre  d'une  conique  singulière  du  réseau  (C),  et  le  lieu 
demandé  est  la  cubique  (G)  elle-même. 

Pour  traiter  la  question  par  le  calcul,  nous  annulerons  les  trois  dérivées  partielles  de  (C),  et  nous 
diviserons  la  troisième  par    a  — y,     qui  n'est  pas  nul  dans  le  cas  actuel  ;  nous  aurons  ainsi 

fx  +  a?/  -+■  Y  —  a  =  0,  2a.r  -+-  2j/  +  x-  —  f  =  0,  2.r  -  (a  +  '()y  -h  2{o^  —  y)  =  0. 

Multiplions  la  première  par  2  et  ajoutons  à  la  troisième,  nous  aurons  ainsi 

X  y 


%f  H-  1  ).r  4-  (a  —  y)v  =  0,  ou 


ï-^  2(7^4-1) 


La  première  equauon  nous  donne  alors  x  ei  y  '  —  '  — 


Y --a  2(Y^-hl)  y'(«  H- ï) -t- 2a 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  seconde  équation,  nous  avons  finalement  la  relation  qui  existe  entre 
a  et  Y,  le  facteur    ^  —  y     supprimé, 

-  2a(a  -  Y)  +  'i(f  4-  1)  +  (a  ^  y)[ï'(-  +  ï)  +  2-]  =  0  ; 

cette  relation  s'écrit  encore    y^(<^  +  t)^  -+-  ^'{{'^  +  ï)  +  '^  =  0?     ou     [y(='  4-  y)  ■+■  -]"'  =  ^• 

V*  -4-  2 
Nous  voyons  que  la  relation  qui  relie  a  à  y  est     y(^  4- y)  "•"  -  =  ^  ;      elle  doime     a  = ! , 

et  les  valeurs  de  x  et  de  y  deviennent  alors     x  =  — ,     y  =  -;'- -h  1- 

Ce  sont  justement  les  équations  paramétriques  de  la  cubique  (G),  ce  qui  prouve  bien  que  le  lieu  du 
point  double  de  la  coni(|ue  (G)  est  la  cubique  elle-même. 

7.  Soient  /,,  /..,  /;,  les  paramètres  des  points  de  contact  do  (C)  et  ((î\  et  '),,  O2,  0.,   les  paramètres 
des  points  de  rencontre  des  tangentes  à  (G)  aux  points  /,,  /.,  /,  avec  cette  courbe.  Nous  aurons,  entre 

/,  et  0,,   la  relation     L>/,  4  0,  =  t^O^,     puis     0,  =    .."'^'     ;     do  même.      ().,  =     ,   ^' .  >     O3  =      "'' 


t'i-i  '      -       ll-l       '       ll-i 

Il   s'agit  de   prouver  (pio     0,  +  0, -4- 0,  =  0,0,03,     quand      ï/,/,  ^  I.      ou  (luo    /,./,, /^    sont    les 

racines  de  l'équation  /^  4_  a^-  4-  /  4-  y  =  0. 

'■21 
Posons     "  =  — :; j-     et  éliminons  /  oniro  les  doux  équations 

l'-^-\  =0,  ^'4-a^^  +  /-^  y  =  0: 

nousaurons  l'écpiation  du  troisième  dogrê  qui  nous  (!oihi<>  0,,  0,,  0.j. 

(-0  calcul  se  l'ait  l'aciloinont  ou  multipliant   la  pi(Muioi(>  par  /      ot  ajoutant  à  la  seconde  ;  nous 
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avons  ainsi  une  nouvelle  équation  du  second  degré, 


^  +  j}i'-^^t  +  -f  =  0. 


et  l'élimination  s'achève  sans  peine  :  le  résultant  est     (  a  +  y-i-il^   -i-^f—  ^-  —  -{-{\(L—  l\ 


C'est  l'équation  en  0,  ou  en  — 

0 


iy    ,    4(aY-i)        8y 


-^^(a  +  v)— 4  =  0, 


¥  0^  0 

et  il  est  visible  que  l'on  a  la  relation  annoncée     0,  +  0,  _^  O3  =  0,0,03. 

8.  Pour  avoir  l'équation  de  la  droite  (D)  qui  passe  aux  trois  points  0,  il  suffit  d'identifier  l'équa- 
tion qui  précède  et  qui  donne  les  trois  valeurs  de  0  avec  l'équation  /'  -+-  -xV-  -h  ^<  +  a  =0,  qui  donne 
les  paramètres  des  points  de  rencontre  de  la  droite     ?y  -h  xr  +  S  —  1  =  0     avec  la  courbe  (G).  Ce  calcul 

est  immédiat  et  donne     a  = ^ _,     ^  =  — ^' '  ~    '     ;      par  consétiuent,  la  droite  (D)  a  pour 

équation  gyx -f-  [(=t  +  yj-  —  4\v  —  (a  —  --)=  =  0. 

9.  Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  système  des  trois  points  /,,  /o,  ^3  sont  données  par 

d'ailleurs  les  valeurs  de  /  sont  racines  de  l'équalion     P  -+-  olC-  -h  /  4-  y  =  0,     et  l'on  a 

^    i  i 

'1  y 

donc  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  P  sont  fournies  par  les  deux  équations 

ay  -^  I 

3x  = L_ ,  3»/  =  l  -+-  a-. 

10.  Si  le  point  P  décrit  une  parallèle  à  Or,  x  est  constant,  et,  dans  l'équation  do  (D),  il  n'entre  plus 
qu'un  seul  paramètre  variable  y.  Cette  équation  est  du  second  degré  en  y;  par  suite,  l'enveloppe 
s'obtient  en  exprimant  qu'il  y  a  une  racine  double  en  y,  c'est-à-dire  que  la  quantité  sous  le  radical  est 
nulle.  L'équation  en  y  est 

fiy  —  I)  +  ''^'({^^  -^  'J-ll  -H  a)  -h  (a-  —  4)?/  —  a2  =  0, 
et  l'équation  de  l'enveloppe, 

(4x-  +  ay-+-a)2_(y_l);a=(,y-  I  )  -  .4-/]  =0. 

C'est  l'équation  d'une  conique  qui  passe  h.  l'origine, 

y-  -+-  2axiy  -|-  i/- -f-  2xr -f-  (a^  —  \)y  =  0, 
et  dont  la  nature  dépend  du  nombre  a. 

A  chaque  parallèle  à  l'axe  des  x  que  le  point  P  décrit  correspondent  deux  valeurs  de  a  égales  et 
de  signes  contraires.  Il  y  a  donc  aussi  deux  enveloppes  de  la  droite  (D)  ;  ce  sont  deux  coniques  symé- 
triques par  rapport  à  0)/. 

Très  l)onnos  solutions:  MM.  SounAiGNÉ,  à  Mont-de-Marsan  ;  L.  Simo.n,  ?i  Koiirmies. 

Bonnes  solutions  :    MM.  L.  PK(ini.\,  à   Trévoux;  A.  Lauc^gns,  à  Lyon  ;  G    Lacii  ;  Uodssead.  à  Fournes  ;  Clstaud,   conduc- 
teur des  Ponts  et  Chaussées,  à  Tiberguent  ;  G.  Fouchv,  à  fteims;  Sau.ehon,  à  Aibi  ;  L.  Nauceulk. 


1881.  —  f/ïw  surface  (S),  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  est  coupée  par  chaque  plan  parallèle 
au  plan  xO;/  suivant  une  courbe  fermée.  Laire  S  de  celte  courbe  est  une  fonction  déterminée  [S  =  f{z)] 
de  la  cote  z  de  tous  ses  points.  On  suppose  que  la  surface  (S)  est  continue  et  on  suppose  que  la  fonction  f{z) 
admet  des  dérivées  continues  jusqu'au  cinquième  ordre  inclusivement. 
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Déterminer  quelle  doit  lUve  la  forme  la  plus  générale  de  la  fonction  /"(;)  pour  que  le  volume  compris 
entre  la  surface  (Xj  et  1rs  plans  de  cotes  Zq  et  z  soit  donné,  quels  que  soient  z„  et     :  >  z^,     par  la  formule 

^'  =  -^  [^^^')  ^  ^^'"^  -^  ''^^^)  ]  ■ 
Lo  volumo  V,  compris  entre  la  surface    ï)  et  les  deux  plans  parallèles  au  plan  des  xq  ayant  pour 

cotes  Zo  et  :,  est  donné  par  l'intégrale  définie  1     fizdz. 

On  doit  donc  avoir,  quel  que  soit  z,        \    f^z)dz  =  ""  1  /"(-)  H- A-o)  +  ^/( — g~^  )  1      ^^'  P^'' 

suite,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rap[)ort  à  z, 

ou  S/W  =AW  +  i/(^^)  +  (=--%>[m  +  2A{^^)]- 

Celte  identité  est  visiblement  satisfaite  pour     :  =  z,,. 

Dérivons  une  fois  de  plus;  nous  aurons       ^/'(s)  =  Af'i  ""  |  -]-{z  —  zM  f"{z)-\-f"i — — ^  j  I. 

Cette  égalité  est  encore  satisfaite  évidemment  pour  z  =  z„.  Nous  la  dérivons  aussi,  et  nous  conti- 
nuerons ce  calcul  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  une  égalité  qui  ne  soit  pas  évidente  pour  3  =  :,j  ;  nous 
avons  ainsi  successivement 

¥V)  =  y'"{-^  ) + (^  -  --o)[r"(^) + jf"\  '-^)} 
2^^)  =  2^(^=^)+(^-3J["/•^:^i-4/•'^•(^^)]' 

Pour    z  =  Z(„     celte  dernière  égalité  nous  donne     /''^(^J  =  _L/'iv(:;J,     c'est-à-dire     /"iv(:^'  =  0. 

■4 

Ceci  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  z^  ;  par  conséquent,  la  fonction  f[z),  si  elle  existe,  no  peut  iMre  qu'un 

polynôme  du  troisième  degré.  Posons  alors    /"(:)  =  az^  -+-  bz-  -h  cz-h  d,     et  écrivons  l'identité  imposée  ; 

nous  aurons 

X(^  -  '^)  -^ T  ('  -  '"^  -^  ^ ^=  -  ''^  ^  "^^'^  ~  ''^ 


-f- rf -H  4.(  i±i^)  V  4/,(i±i^y -+- 4c  î^-H  4i]. 


az^  -+-  bz-  -\-  cz  +  d  -\-  azl  4-  bzl  -t-  c: 
() 

et  il  est  visible  (pic  cette  identité  a  liiMi  quels  ((ue  soient  a,  b,  c,  d.  Donc  la  fonction  f,z)  la  plus  géné- 
rale est  un  polynôme  général  du  troisième  degré. 

Une   application  intéressante  de  celte  identité  conduit  ;i  la  formule  de  Simp>^on  pour  le  calcul 

approché  d'une  intégrale  délinio    /    /(.t)(/.i-.  Divisons  en  eifol  l'intervalle  (a,  b]  eu  ^m  parties  égales; 

posons     h  =  cl  api)elons  //,,  y.,  .  . .,  j/j„ ,  ,  les  diverses  valeurs  de  l'ordonnée     y  =  /\j),    qui 

corresponilcr\l     à      j»,  =  a,       a-.,  =  «H ,     X3  =  a  -\-  2 '       ....     J'm^-i  =  b.    La  méthode 

■ri»!  zn 

(les  tiapcv.cs  nous  donnera,  pour  valeur  approchée  de  l'intégrale, 

-^  (.'/i  -f-  ,'/^  -+-  î/^  -I  .Va  +  !/ '  -H  y*  - 1-  .  .  .  -4-  »/,„  -t-  j/.j„ ,  ,\  ou  -y  (il  4-  il*  -  .Vi  - 

I  étant  la  somme  des  ordonnées  de  rangs  impairs  cl   P  la  souiuie  des  ordoniu'os  de  laiigs  pairs 
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D'autre  part,  si  nous  supposons  la  courbe  y  =  f(x)  concave  vers  les  y  négatifs,  nous  aurons 
là  une  limite  inférieure  de  l'aire  et  l'expression  'ihP  est  une  limite  supérieure  de  cette  même  aire  ; 
l'erreur  commise  est  plus  petite  que 

9hP  _  -  (21  4-  2P  -  y,  -î/,n-.-.),  ou  j  (2P  -  21  -4-  //,  -4-  y,„^,) . 

Ajoutons  à  la  première  expression  le  tiers  de  cette  quantité,  nous  aurons  la  formule  de  Simpson  : 

A  =  -  (2I+2P-y,-î/,„^,)+-^(2P-2l  +  .y.-4--/,„^.),  A  =  A  (21  +  4P  -  y,  -  y,„^.)- 

On  peut  obtenir  cette  expression  approchée  de  l'aire  en  se  servant  de  l'identité  établie  au  début  de 

cette  question.  En  effet  cette  identité  a  lieu  pour  tous  les  polynômes  du  troisième  degré  f{z);  elle  a  donc 

lieu  aussi  pour  tous  ceux  du  second.  Posons  alors     f(x)  =  ax- -r- bx -\- c ,     et  déterminons  a,   b,   c   de 

façon  que  la  parabole    y  ~  ax'^  ^  hx  -^  c    passe  aux  extrémités  des  trois  ordonnées  j/,,  t/.,,  j/,.  Si  nous 

remplaçons  la  courbe  donnée     y  =  f[x)     par  cette  parabole,  dans  l'intervalle     (a,  a-i-2/i),      l'aire  de 

2/« 
cette  portion  sera      -—  (y,  -h  ?/3  -r  \y,)  ;      de  même,  pour  les  autres  portions,  nous  aurons 

—  (7/3  +  ]l,  +  'ty-,),       -jr-  (//:;  -H  Ih  -t-  %,),    etc. 

[>a  valeur  approchée  de  l'aire  ainsi  fournie  est  donc      -7-  (21  -•-  IP  —  ?/,  —  Uin-t^\'^- 
C'est  justement  la  formule  de  Simpson,  telle  que  nous  l'avons  établie  antérieurement. 

I?onnes  solutions:  MM.  Soodugnk;  .Vmhlvrd,  conducteur  ilc>  Ponts  et  Chaussées  l\  Ruines,  A.  Laccagme,  lycée  de  Lyon  ; 
L.  Pbriun,  à  Trévoux  . 


1882.  —  t'tant  donnés  trois  nves  rectanyulairrs  or,  07,  oz,  et  utie  fonction  /":)  qui  admet  une  déri- 
vée f'(z),   les  équations 

(.)        .-.=...    ../=,=.,.    Xrïï='    (•==\/ff) 

où  t  désigne  le  temps,  définissent  le  mouvement  d'un  point  y\[x,  y,  :),  si  on  connaît  la  position  Mofj'o'  î/c  -0) 
de  ce  point  à  l'instant  t  =  0:  quand  on  a  fixé  la  valeur  de  (,  les  mêmes  équations  (I)  définissent  une 
transformation  remplaçant  le  point  M,,  par  le  point  M. 

1"  Montrer  que  les  projections  de  la  vitesse  du  point  M  v,  y,  :;  sur  Ips  axes  o.r,   oy,  0:  peuvent  s'ex- 
primerpar  des  fonctions  de  x,  y,  z  qui  ne  contiennent  ni  le  temps  t,  ni  les  coordonnées  initiales  x„.  j/„,  z^. 

2°  A  tous  les  points  d'un  cercle  (C,,)  ayant  pour  éqnationf 

(.r,,  —  a,,)-  -t-  yl  ■=  Rj,  :„  —  constante,  (a,„   W^  constants) 

correspondent,  à  l'instanl  t,  d'après  les  équations  (l>,  des  points  .M  tous  situés  sur  un  cercle  (G)  dont  le 
plan  est  parallèle  au  plan  xoy.  Calculer,  en  fonction  du  z  de  ce  plan,  le  rayon  H  et  l'abscisse  a  du  centre 
du  cercle  (C). 

30  Soient  (S)  la  surfwe  engendrée  par  le  cercle  [C)  quand  t  varie  à  partir  de  0,  (T)  le  solide  limité 
par  la  sur/ace  (S)  et  par  les  plans     :  =  :,,     :  =  :_,. 

Vérifier  que  le  volume  V  de  (T)  ne  dépend  que  de  ta  différence  des  valeurs  de  t  qui  correspondent  à  z^ 
cl  à   :,. 

Effectuer  jusqu'au  bout  les  calculs  et  construire  la  trajectoire  d'un  point  M  dans  les  deux  cas  suivants  .• 

Premier  cas  :     f{z}  =  —-      (k  constant)  ;  deuxième  cas  :     f{z)  =  k  (A-  constant). 

('alculer,  dans  chacun  des  deiir  cas  précédents,  les  coordonnées  (;,  0,  -,)  du  centre  de  gravité  du  solide 
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(Tj  supposé  homogène,  en  se  seroant  des  formules 

V;  =    y  '-  a{z)k{z)dz  et  Vr  =    f''  zk{z)dz, 

ou  A(:;)  désigne  faire  et  a{z)  l'abscisse  du  centre  du  cercle  (G)  décote  z. 

L'équation      1     -rTT  —  '     donne     F(s)  —  F(3o)  =  t\     elle  définit  donc  z  en  fonction  du  temps, 

z  =  g[t);     alors  o  est  une  fonction  du  temps  aussi  ;  x,  y,  z    sont  des  fonctions  bien  définies  du  temps 

et  le  point  M  est  animé  d'un  mouvement  défini  par  les  trois  équations     x  =  px,j,     y  =  zy^,     z  =  g  i). 

Parmi  les  déterminations  de  la  fonction     ;  =  g{t),     il  faudra  prendre  celle  qui  se  réduit  à  z^  pour 

t  =  0.     et  alors  les  valeurs  initiales  de  x\  y,  z  seront  bien  x,„  ?/„,  z^.  Ceci  montre  encore  que  p  doit 

désigner  la  valeur  arithmétique  du  radical  v/     ~"    • 

1°  La  vitesse  du  point  M  est  donnée  par 

dx  dp      dz 

TF  ~  ^^  ~dz  "Jt  '      ^'  ^'  ' 

or         -7^  =  —  TT V -^-^ -V-T- '         et        -—  —  f{z\\        donc         —-  =  —  j-JL  iJiJ.  f -\  — tn.) 

Même  calcul  pour  -7-  •    Les  composantes  de  la  vitesse  sont  donc 

-dï^'T^^"^'  -dï  --~ïf^-^'  -dï-'^"^- 

Elles  sont  indépendantes  des  quatre  nombres  i,  x^,  j/,,,  Sg  ;  elles  ne  dépendent  que  de  la  position  du 

point  M  et  de  la  nature  de  la  fonction  /(:;). 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  calcul  précédent  suppose   /(:)  positif,  c'est-à-dire  /\3„)  positif.    Il 

vaut  donc  mieux  diriger  le  calcul  do  façon  qu'il  s'applique  aux  deux  cas  où  /"(Zq)  est  positif  ou  bien 

négatif. 

Nous  écrirons  ?  ainsi  :     p  =  l  V."     )  -  ',      alors 


d?    _    1//U.)\"'^-/MM  d?  1    p»  f'iz) 


dz         '2  V  A:)  ;  f{zr  dz  2    p    /•(:) 

et  nous  retombons  sur  les  mûmes  valeurs  de   — j—  et  — ^• 

dt  dt 

2.  A  l'instant  /,  l'équation  V{z)  —  V(z^)  =  l  donne  pour  z  une  valeur  ([ui  dépond  de  /  et  do  :^, 
c'est-à-dire  qui  reste  constante  quand  le  point  M^  se  meut  sur  le  cercle  iadi(iué.  Le  cercle  (Cj  qui  cor- 
respond à  ((]y)  est  donc  aussi  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  .ry. 

.;•  y 

Comme  on  a     x^^  —  — ..     ?/o  =  -^>     ce  cercle  a  pour  équation 
?       "  ^ 

(x  —  rtpp)--f-?/-  —  p'-H„-  =  0,  et  l'un  a  a  =  floP,  H  =  R^p. 

3.  Si  S  désigne  la  surlace  du  cercle  (G),  le  volume  \  du  solide  (T)  est  donne  par  l'inlégrale  définie 
Ici     S  =  TtR'  =  rR2o'    et     p-  =     ,""    '     par  conséfiucnf 
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dz 

-  =  ^ 

dz  y-%    dz  r-<    d: 


Comme  nous  avons       j     — ^  =  /,     nous  voyons  que     Y  = -[{^/{zq)^^!..  — li),     puisque 


i 


j:^-1 


t\z)         J--.    f^z.)        J,,    fiz) 


Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  où     /(:    =  -^^     nous  aurons 

p  =--  y/_l,  /  =  — -  /    i:r/:  =  '"  ;  et.  par  suite,  ::  =  rt /:2  n- A-^/. 

La  valeur  de   o  nous  montre  que  si  z^  est  positif,  ;  doit  aussi  rester  positif  et  qu'alors 

:  =  +  v'-Jî  -H  A:^/  ; 

au  contraire,  si  ;„  est  négatif,  on  doit  i)rendro     :  =  —  \'z-,  h-  /,'h 

d.r  A-    ./■         (/'/  /.-    '/  dz  /;- 

I>cs  composantes  de  la  vitesse  sont     -^-  =  — TT'     "TT  ^  ~  ^^'     77  "^  ^"       ^^^  ^^^' 

•J^'  '/  o  ,    "• 

La  trajectoire  a  alors  pour  éciuations      —  =  —       et    x-  =  ■'•ôt"* 

Nous  voyons  donc  que  c'est  une  i)araboIe  située  dans  lo  p  an      — :—  —  u,      pljn  qui  passe  par  0; 

et  par  le  |)oitit  M^,. 

Cette  parabole  est  parfaitement  délinie  par  son  plan  l't  par  sa  projection  sur  le  plan  des  zx,  elle 
admet,  dans  lospace,  l'axe  des  ;  pour  axe  de  symétrie,  la  trace  du  plan  zOM^  sur  le  plan  des  xy  pour 
tan'^entc  au  sommet,  et  elle  passe  au  itoint  M„.  Ci's  condilioris  la  déterminent  sans  ambiçruité. 

Pour  avoir  le  volume    V,   il   suKit  de  calculer      /,  —  /,.      Nous  avons  déjà      /=  '"  ;     donc 


nous  avons  aussi      /,  —  /,  =  "'  ,/'  >     et,  par  suite,      V  =  -lir-^:^: 

l<"  ""0 

Pour  avoir  V;  et  Vr,  nous  aurons  il  calculer  les  intégrales       /    'a,z)\{z)dz,      j      zA{z)dz\ 
or  A(-)  = -Kg?-  = -R;^— .  a(z)  =  a,z  =  (i,\/ -^  ; 

par  conséquent,  la  première  intégrale  est     rMla^,  j    '  (  ^)^ <lz  ;     sa  valeur  est  immédiate  et  égale  à 

La  deuxième  intégrale  est j     z-dz  =  — ^  [z]  —  cj). 

L-s  coordonnées  du  centre  de  gravité  ;  et  ;  sont  donc  fournies  par  les  égalités 

4       u''  —  v'-  i2       ?<'"'  —  u* 

"z  =  —a,. 


en  désignant  par  u  et  v  les  quantités  essentiellement  positives,     y—'     V  —  * 

Passons  maintenant  au  cas  où    [(z)  =  le  ""  ^  '    »      1^  désignant  encore  une  certaine  quantité  con- 


stante. Nous  aurons  d'abord 


■  dz. 
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Le  calcul  do  cette  intégrale  est  immédiat  et  donne       /  = 


k 


arctgy  -4-  ai-ctg^. 

li  le 


La  fonction  f{z)  est  toujours  positive  dans  le  cas  actuel,  si  on  suppose  toutefois  k  positif,  et  les 

composantes  de  la  vitesse  sont 

dx         k\v                 dy         k-ui                 dz         ,  z'-^k"-                                                             9^-» 
•      -       ■  '•  puisque  /•'(:)  = -■ 


dl 


dl 


dt 


La  trajectoire  a  pour  équations      —  =  -^^ 

^u  î/o 


C  L  dj        ——    tZ  n 


k-^ 


elle   est   parfaite- 


mont  définie  par  son  plan  et  par  sa  projection  sur  le  pian  des  zx.  Le  plan  de  cette  courbe  e.-t,  comme 
tout  à  l'heure,  le  plan  :.0M(,.  La  projection  sur  le  plan  des  zx  a  pour  équation 

■l'î 


k' 


—  4f(^n-4-A^)) 


Nous  voyons  de  suite  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  et  quil  snflit  pour 

l'étudier  de  faire  varier  :  de  0  à     +  x     dans  la  fonction 

X  =    Il 


s/z-^-^k^ 

Cette  fonction  est  toujours  croissante  :  il  suflit,  pour  le  voir,  de  l'é- 

h 
crire  ainsi     x  —  — ;      elle  croit  de  0  à  //.   La  courbe  part   de 

/  /.2      '  * 

l'origine  et  est  asymptote  à  la  droite     .r  =  //  ;     la  tangente  à  l'origiiio  a 


pour    coefficient    angulaire 


—  •       La   courbe    est    alors    aisée    à 
II 


construire . 

Il  est  à  remarquer  toutefois  que  le  mobile  ne  pi'ul  pas  passer  au 
point  0,  car  alors  la  vitesse  deviendrait  iolinic.  Le  mouvement  ne  peut  diuu'.  s'effectuer  que  sur  l'un 
des  quatre  arcs  qui  partent  du  point  0,  évidemment  sur  celui  qui  contient  le  point  initial    M,. 

La  même  remarrjue  s'applique  aussi  au  cas  précédent,  où  la  vraie  trnjf»ctoire  esl    une  demi-pira- 
bole,  celle  qui,  parlant  de  0,  contient  le  point  M,;. 

Pour  avoir  le  volume  V,  il  suflit  de  calculer     /.  —  /,. 


Nous  avons  déjà     /  =  ""  —  arc  tg  -^  -h  arc  Ip  -^  ;      donc  nous  avons  aussi 

l.^  -  /i  =  — ■ arc  tL'  -. — I-  arc  ijx  -r .  et 

Nous  aurons 


k 


—  arc  tg  —  -f-  arc  tg  - 


zl  -f-  k' 
V  =  rU,W.- z (/a-'.)- 


or 


V;  et  Nï;  en  calculant  les  deux  intégrales      j   ' a[z)k{z)dz,       j    'zk{z)(l:: 

3,,  -"  -t-  A"  '  • 


:»  -^  A-- 


par  conséquent,  la  premii're  intégrale  est 


.n-„„(i^ii)= /;'(^r|vV^=- 


Pour  évaluer  cette  intégrale  nous  ferons  le  clinugemont  do  variable   :  =  Arsli  ?,     et  l'intégrale  indé- 
linic  r/— _îl__  j  'f/:     deviendra     \  =  k  j  Ih»  o  sh  <3dç.  Rclranrhons-la  d.^  l'intégrale    V  —  k  i  sh  *</?, 

^  sli  gf/o 


nous  aurons 
I 


'_I^/,  r.^!i?!^  =  ^ll:    donc     !..  Ao.b-^-^4-'     »  =  v;^ -^  A'-4- 
'     eh"»  ch  o  cho 
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Nous  voyons  donc  que  V?  est  donné  par  la  formule 


le' 


k' 


M-^li"  ^Û^lr 


dans  laquelle     «  =  y   — — 5——'     le  calcul  de  ?  s'en  déduit  immédiatement. 


La  deuxième  intégrale  est    -.Ri^a- 


Hz 


or 


r  -jdz        I 


;2  4-  /;2  _   /^2 


zd: 


ou 


1    f,.dz-Jt    fJlÉl. 


L'intégration  est  immédiate  et  donne 


A-- 


-  —  U^-^k^). 


Nous  voyons  donc  (|ue  V^  est  donné  par  la  formule 


A  r  = 


zl-z]-k^.- 


k'- 


k'- 


Le  calcul  de  ~  en  découle  immédiatement. 


Donnes  solutions  :  MM.  L.  Simon,  ii  Foiirmies;A.  Hodsskai- ;  G.  Lach  ;  S.ui.kuon.   à  Aibi  ;  J.  SotBAiGNÉ  ;  L.  Pkrriv,  h  Tré- 
voux ;  Amhi.ahi),  ;i  Ruines  :  L.  iNaucf.llk  :  G    Foucry,  à  Fieims  :  M.  hKLii.iEN.  ;'i  Lainage  (Drônie)  ;  A.  Lal-cuîne,  lycée  de  Lyon. 


1883.  —    Construire  la  courbe  dont  l'équation  est     y  —  Ig  x  —  ,r. 

Trotiver,  avec  deux  décimales,  la  racine  comprise  entre  1  et   Ll  de  l'équation     tg.r  —  x  =  —- 

Si  Ton  change  x  en     —  x,     y  se  change  en     —  ;/  ;     donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
l'origine,  et  il  sutlira  de  faire  varier    ./    par  valeurs  positives.  La   fonction    y   est  discontinue  pour  les 

valeurs  de  x  qui  sont  égales  à  un  multiple  impair  de   — . 


dy 
dx 


d-y 


dx 


-  =  2tgx(l-f-tg'-'x). 


Nous  avons 

dy  . 

Puisque   —    est  positif,  y  est  une  fonction  croissante  dans  les  intervalles  où  elle  est  continue.  De 

plus,  aux  valeurs  de  x  qui  annulent  Ig.r,  r  =  /,n,  correspondent  des  points  d'inllexion,  011  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Ox  ;  tous  ces  points  sont  d'ailleurs  situés 
sur  la  droite     y  =  —  x. 

On  en  déduit  aisément  la  forme  de  la  courbe  correspon- 
dant aux  valeurs  positives  de  x,  et  il  suffit  de  construire  la 
symétrique  de  celte  courbe  par  rapport  à  l'origine. 

Considérons  maintenant  Téqualion 

f(x)=  (g.r  — X  — ^  =  0. 

On  voit  immédiatement  qu'elle  admet  une  racine  comprise 
entre  0  et  -— .  carladroite  y  = -r  rencontre  la  courbe  qui 
vient  d'être  construite  en  un  point  situé  entre   Oy    et  la  pre- 


J 

TI 

2      71 

SU 

2    2n 

2     3TT 

'f 

0 

\ 

^\ 

J 

4 

\                      / 

X 

/  \ 

f\ 

/        ■    \ 

'^ 

miere 


asymptote    J"  =  -^ 


Vérifions  que  cette  racine  est  comprise  entre  i  et  1,1. 
Nous  avons    /(l)  =  tgi  —  i  —  —  =  tgl  — l,78oi. 
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Pour  calculer  tg  1  nous  remarquons  que 

1  radian  =  grades, 

1  200 

et  comme      —  =  0,3183098,     nous  avons      ——=:  63,66196,     et  par  suite 

1  radian  =  63^66"  19  '. 
Au  moyen  des  tables  de  logarithmes,  nous  obtenons 

log  tg  63^  66"  19  •  =  0,19240  et  tg  63^66'  19"  =  l,5o7i. 

/■(!)  =  1,557.4  —  l,78o4  =  —0,228. 

/■(1,1)  =  tg  1,1  - 1,1  -  f  =  tg  1,1  -i,88o4. 

IrJ  =  70^-02' 81  , 
logtg  70«02"81"  =  0,'-29321,  tg  70^02' 81'  =  l,96't8 

/'(1,1)  =  1,9648—  1,8851  =  -1- 0,0794. 
Comme  f(\)  et  /"(l,!)  sont  de  signes  contraires,  la  racine  est  comprise  entre  1  et  1,1. 
Appliquons  maintenant  les  méthodes  classiques  d'approximation.  La  dérivée  seconde  f'{x)  étant 
positive  dans  l'intervalle,  nous  appliquerons  la  méthode  des  parties  proportionnelles  à  la  valeur   I.   ce 
qui  nous  donnera  une  nouvelle  valeur  approchée  par  défaut,  et  la  méthode  de  Newton  à  la  valeur   1,1. 
et  nous  aurons  une  nouvelle  valeur  approchée  par  excès. 
La  méthode  des  parties  proportionnelles  nous  donne 

/(l,l)Xl— /(1)X1,1         0,0794  +  0,228x1,!  _   0,3302 


On  en  déduit 
De  même 
Or 


et 


/(1,1)  — /■(!)  ~       0,0794+0,228 

En  appliquant  la  méthode  de  Newton  on  obtient 

/(1,1)         .  ,         0,0794  0,0794 


0,307 i 


=  1,074. 


1,1  —  0,0206  =  1,0794. 
1 


lUd 


près  par  défaut 


Ai,i)  (tgi,i 

On  en  conclut  que  la  racine  est  comprise  entre  1,074  et   1,079't.  Sa  valeur  :\ 

est  1,07. 

P.  SALLERON,  à  All.i. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Ambiard,  à  Ruines  ;  G.  Foiicry,  à  Reims  ;  C<.  Lvch,  k  Bodez  ;  A.  Rodssbac,  à  Fournes  ;  L.  Simon  , 
à  Fourmies  ;  J.  Squbaignk,  à  Mont-de-.Marsan. 


1884.  —  Un  fil  de  cuivre,  de  3"'"  de  diamètre,  est  disposé  en  forme  de  rectangle  ABCD  (AB  =  10*'"\ 
BC  =  20c">).  Une  partie  de  ce  cadre  est  placée  entre  les  pii\-es  polaires  d'un  éleclro-aitnanl 
-^  donnant  un  champ  magnétique  perpendiculaire  au  plan  du  rectangle  :  ce  champ  magné- 
ligue  a  une  intensité  constante  et  égale  à  10  000  gnuss  dans  la  région  limitée  par  te  contour 
.MNPQ  (gui  peut  représenter  lu  projection  des  pièces  polaires  sur  l>'  plan  de  la  figure),  et  il 
est  nul  en  dehors  de  ce  contour,  de  telle  manière  que  \ïi  soit  dans  le  champ  magnétique 
et  Cl)  en  dehors.  La  résistivité  du  cuivre  est     l,i\X  iO'^  ohms     par  centimètre. 

1"  Qu'arrive -t-il  au  point  de  vue  électrique,  mécanique  et  calorifique  si  l'on  donne  au 
^    cadre  un  mouvement  de  translation  parallèle  à   RC,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre? 

2^  T'!  mouvement  île  translation  étant  supposé  uniforme,  et  la  vitesse  égale  «>  2*"  pnv 
seconde,  calculer  l'intensité  du  courant  qui  passe  dans  le  cadre.  (Quelle  force  faut-il  exer- 
cer sur  le  cadre  pour  produire  ce  mouvement  ?  Ouelle  est,  en  calories,  la  quantité  de  cha- 
leur dégagée  par  seconde  ?  On  suppose  que  toute  la  chaleur  ainsi  dégagée  soit  employée  à  échauffer  le 
cuivre  ;  quelle  sera  l'élévation  de  température  lorsqu'on  aura  produit  un  déplacement  de  10  CfntxmHres  . 
/.(/  chaleur  spécifiipie  du  cuivre  est  0,1. 
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3"  Le  côté  BC  étant  supposé  vertical,  oyi  abandonne  le  cadre  a  lui-même  sous  l'action  de  son  poids. 
Ex])liquer  ce  qui  se  passe.  Montrer  que  le  mouvement  devient  rapidement  uniforme  et  calculer  la  vitesse 
ainsi  atteinte. 

La  densité  du  cuivre  est  9  ;  V accélération  des  corps  en  chute  libre  est     g  =  983  unités  C.  G.  S. 

Qu  arriverai l-il  si  ion  modifiait  le  diamètre  du  fil  de  cuivre  sans  changer  les  dimensions  du  rectangle, 
ou  si  le  cadre  était  fait  de  plusieurs  spires  de  fil  isolées  les  unes  des  autres  ? 

1°  Si  l'on  donne  au  cadro  ABCD  un  mouvement  de  translation  parallèle  à  BC  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  le  llux  magnétique  traversant  le  circuit  vaiie  ;  il  en  résulte  un  courant  d'induction  qui,  d'après 
la  loi  de  Leiu,  tend  toujours  à  s'opposer  à  la  cause  qui  l'engendre. 

Si  nous  supposons,  par  exemple,  le  (lux  magnétique  dirigé  d'avant  en  arrière  de  la  figure,  et  le 
mouvement  de  translation  dans  le  sens  BC,  le  flux  magnétique  diminue;  le  courant  induit  tend  à  l'aug- 
menter et  circule,  par  conséquent,  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  l'n  mouvement  de  sens 
inverse  produirait  un  courant  de  sens  inverse. 

Au  point  de  vue  mécanique,  le  courant  qui  se  propage  suivant  A15,  placé  dans  un  champ  magné- 
tique, est  soumis  à  une  action  électromagnétique  /  ayant,  dans  le  premier  cas,  le  sens  CB  et  tendant  à 
entraver  le  mouvement.  Les  côtés  BC  et  AU  seront  de  même  soumis  à  des  actions  électromagnétiques 
mais  opposées  l'une  .rl'autre. 

Enfin,  au  point  de  vue  calorifique,  l'ed'et  Joule  [)rodiiil  de  la  chaleur  par  transformation  en  énergie 
calorifique  du  travail  eiïectué  contre  la  force  f. 

2.  On  sait  que  la  force  électromotrice  d'induction  1']  est  égale  à  la  vitesse  de  variation  du  flux.  On 
.1  (lotir,  en  désignant  le  champ  par  ,\  et  la  vitesse  de   translation  du  cadre  par  r,     E  =  Il  x  AB  X  w, 

d'oii,  en  introduisant  les  valeurs  numériques, 

K  =  10  000  X  10  x2  =  ^200  000  C.   (1.   S.  .^  Qv»!'.  00^. 

/ 
La  résistance  d  un  con  lucleur  a  pour  expression  générale     U  —  p —      Fai-ons  le  calcul  eu  unités 

5 

C.  (i.  S,  en  remarquant  (|ii'un  ohm  vaut   10'-'  :  on  a 

nxO,09  12S 

0  =  1,6  X  10'"  X  10%  /  =  00,  .V  =   — — ^ 15  = ■<  lO''. 

t  3- 

L'intensité  du  courant,  cjuotient  de  la  force  électromotrice  par  la  résistance,  sera 

•■i^   „     ,     .  30;: 

I  =  — -  (..  (i.  >.  —  — —  ampères. 

ce  qui  fait  lamp^  ',.72  j^  moins  de  un  millième  par  défaut. 

Pour  évaluer  la  force  qu'on  doit  exercer  sur  le  cadre,  on  peut  remarquer  que  le  travail  de  cette 
force  pendant  l'unité  de  temps  est  converti  en  énergie  électrique  et  a  pour  expression  El  ;  on  doit  donc 
avoir,  en  considérant  que  la  vitesse  do  translation  est  égale  à  2,     2/'  =  l']I,     d'où,  en  unités  C.  G.   S., 

1  3- 

/■=  —  XriOOOOOx —  -  l'tTOOdvnes. 

2  O'i 

ce  qui  représente  un  poids  d'environ  lo  grammes. 

L'énergie  électrique  El  se  transforme  elle-même  en  énergie  calorifique  par  l'etTet  Joule.  Or,  une 
petite  calorie  équivaut  à  't,i8x  10"  ergs.  D'autre  part  un  déplacement  de  10'"'  avec  une  vitesse  égale 
à  2  a  li(!U  en  5  secondes.  Djiic  la  quantité  de  chaleur  dégagée  pendant  ces  5  secondes  sera,  en  petites 
calories, 

0  =  5  ,  .   ^^  .   .   =  5  X  200  000  X  —  x      .    ^    .^.    =  0,00353. 
4,18  X 10'  04         4,18x10' 

La  capacité  calorifique  du  conducteur  est    me  =  /^X  9x0,1. 

L'élévation  de  température  sera,  en  degrés  centigrades,     aT  =  =  0,000  926. 
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3.  A  mesure  que  la  vitesse  de  cliule  augmente,  la  force  électromagnétique  augmente  et  tend  ii  faire 
équilibre  au  poids  du  cadre  ;  la  vitesse  tend  donc  à  devenir  constante. 
Pour  une  vitesse  v,  la  force  électromagnétique  a  pour  valeur 


_EI_  _  ^         (iOHy)-   _    lOOH^ 


V  R?;  Ru  R 

Elle  produit  une  accélération  retardatrice   --  •    de  sorte  que  raccélération  totale  du  mouvement  du 

7/1 

,       ,        ,  ,.  .,,,-,,.        ^y  .  dv  lOOH^ 

cadre  dans  les  conditions  du  problème,  c  est-a-dire   —7-,    a  pour  expression     ——  =  9 —  — - — u. 

^  dl         ^  ^  dl        •'         ;/iR 

ou,  en  introduisant  les  données  numériques,      -r-  =  1)80 —  lU^t'. 

L'intégration,  si  Ton  remarque  que  pour     /  =  0     on  a     y  =  0,    donne     v  —  5,08(1  —  e~'*^'). 
Nous  voyons  que  v  croît  avec  le  temps,  mais,  comme  e'''-'^'  devient  rapidement  très  petit,  le  mou- 
vement devient  au  bout  de  très  peu  de  temps  sensiblement  uniforme  avec  une  vitesse  de  o<^"',û8. 

Si  on  double  la  section  du  fil,  on  ne  change  rien,  pour  une  vitesse  donnée,  à  la  force  électromotrice 

d'induction,  mais  on  dimiime  la  résistance  de  moitié  ;  l'intensité  du  courant  — ^   devient  double,  l'éner- 

gie  calorilique    — -  aussi;  la  masse  ayant  doublé,  l'échaudement  ne  change  pas. 
il 

Pour  la  vitesse  limite  déjà  calculée,  la  force  éloctrom.Tgnétiquc  est  double,  le  poids  aussi;  il  y  a 
encore  mouvement  uniforme. 

Si  le  cadre  est  formé  de  n  spires  isolées  les  unes  des  autres,  chacune  d'elles,  [)uisqu'il  n'y  a  pis 
de  circuit  extérieur,  peut  être  considérée  séparément  et  se  comporte  comme  si  elle  était  seule  ;  les  phé- 
nomènes sont  absolument  identiques  à  ceux  qui  se  produiraient  si  le  lil  avait  une  section  »/  fois  plus  furie. 

P.  SALLERON,  à  Albi. 


QUESTIOiNS  PUOPOSElîlS 


1934.  —  Dans  une  demi-splière  pleine  et  homogène,  de  rayon  pris  pour  uinté,  on  creuse  une  oavilo  demi- 
sphériquc  concentri(iuc  de  rayon  x.  Déterminer  .<•,  avec  tiois  décimales  exaclcs,  de  faron  que  le  cenlrc  do 
gravité  du  solide  restant  coïncide  avec  le  pùle  de  la  cavité. 

M.  O. 

1935.  -  On  coMsidèrr.  (I;ui>  lui  phiii  xeitical,  riidrizonlale  (».'•  fl  la  vcrlicalc  ascendant»'  Oj/  qui  pas>cnl 
l'ii  un  iMiinl  ()  siliK-  sur  le  plan  luM'i/tuilal  qui  ligure  le  sol.  Soit  A  un  point  >ilin-  sur 
0//  à  la  hauteur  UA  = //  =  "J"",»!,  et  OA'  un.-  droite  du  i>lan  Oxy,  qui  fait  langlo  0 
avec  0,'/. 

1»  Un  [toiut  |)csaut  glis.se  a\ec  frollcnicut  siu'  OA';  le  coeflicient  do  rrollomonl  osl  f\ 
étudier  les  divers  mouvements  (pie  peut  preuilrc  ce  point. 

•2°  On  suppose  (|ue   ce  point  M   tonihc   sin-  OA'.    dans   les  intimes  rondilions.  sans 

vitesse  initiale,  en  pHrlant  ttuijours  duu  point   A'  situé  à  une  liautcur  <'uali'  .'i  ../.  Trouver 

le  lien  des  positi(»ns  ipi'il  ociupe.  sur  l«Mit«'s  les  droites  OA'.  au  boni  du  «iMups  (  qu  il  met 

il  tomber  sur  0//  de  A  en  0.  Construire  ce  lieu  et  ne  garder  ipio  l'are  qui  ronxiont  au 

prolilènu'. 

:t„    \    |,;i||jc  ,1,.  chiUMin    (les   [loinls   M   de   ce   li(Mi,  (Ui  |«orle  Mir  HA'    un   veetiMir  rtfnl  à  l'artVliTalioil  tic  .  e 

point  changée  (le  signe,  le  lieu  de  leurs  extrémités  est  une   piuiion  de  lign       '  '- 

miner.  Cllr-npie  élément  de   I,  a  pouc  masse  le  |ii'0(liiil  de  >a  Inuuiiem   par  I  .i'  •■ 

miner  le  eenlre  de  iiv.w  ile  de  !..  '•    " 


A 

A 

y 
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Concours  de  1910. 


1895.  —  Les  séries 
sin^  a: -h  2  sin'' —  -h  •  •  •  -f- /;  sin^  —  -\ ,  (sin.rj  *  H-2[siii  7  )  *  -t h  «[  sin  —  |  *  .  .  . , 

où     0  <!  -ï' <C  -ô»       sont-elles  convercjenles  ou  divenjenles  ? 

Faute  de  mieux,  on  pourrai  traiter  le  cas  on  x  est  très  petit. 

Soient    u„  et    v„  les  termes  généraux  de  deux  séries  ù  termes  positifs.  On  sait  (lue,  si  le  rap- 

}/ 
port    — —  a  une  limite  différente  de  zéro  pour  n  infini,  les  deux  séries  sont  de  même  nature,  c'est-ii- 

dire  toutes  deux  convergentes,  ou  toutes  deux  divergentes. 

Les  deux  séries  proposées  sont  à  termes  positifs,  puisque  .r  est  compris  entre  0  et  —  ;    nous  pouvons 
leur  appliquer  le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler. 

Posons,     plus    généralement,     u„  =  n|sin— )  ^     a     étant    un    exposant    quelconque     lixe,     et 

1  \  '  1 

y„  =  7i(  —        =  — —  '      nous  en  tirons 
n  /  n""  ' 


(  si"  -  ) 


11,1 

n 


x^ . 


sin  — 

n  II,, 

(Juand  n  augmente  indéfiniment    a  pour  limite  1,  donc    —    a  pour  limite   x^,    quantité 

n 
positive  et  non  nulle. 

Donc  les  deux  séries  («„)  et  («„)  sont  de  même  nature. 

On  sait  que  la  série  (y„)  est  convergente  si     a— 1>1,     ou  si     2>.2,    et  qu'elle  est  divergente  si 

a  _  1  ^  1,      ou       a   $:  2. 

Il  en  sera  de  même  pour  la  série  {n„). 

On  en  conclut  que  des  deux  séries  proposées,  la  première  (qui  correspond  à     a  =  3)     est  conver- 
gente, et  que  la  seconde     (='  =  x  )     ^^^  divergente, 

Jean  SOLBAIGNE,  à  Mont-de-.Marsan. 
Bonnes  solutions  par  iMM.  Ambi.a.ru,  à  Ruines  ;  Cli.  Glil;.eume  ;  G.  Lacu,  à  Rodez  ;  Névejans  ;  P.  Sallbron,  à  Albi. 


1896.  —  i°  On  considère  tous  les  secteurs  sphéri(jues  appartenant  à  une  sphère  de  rayon  R  donné,  et 
qui  ont  un  même  volume  V  donné.  Quel  est  celui  de  ces  secteurs  dont  la  surface  totale  a  la  plts  petite  valeur 

■4 

possible'^  On  posera,  pour  simplifier  les  calculs,     V  =  -—~a\      a  étant  une  constante. 
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[On  trouvera  que  le  secteur  sphérique  cherché  est  tel  que  l'un  des  deux  cônes  qui  le  limilenl  se  réduit  à 
son  axe.] 

2°  V  conservant  la  même  valeur,  déterminer  ensuite  quel  est,  quand  II  varie,  celui  des  secteurs  obtenus 
dont  la  surface  totale  a  la  plus  petite  valeur  possible. 

Observations.  —  On  pourra  traiter  d'abord  la  seconde  partie  du  problème,  en  admettant  le  résultat 
indiqué  entre  crochets  pour  la  première  partie. 

1.  Considérons  dans  un  cercle  de  rayon  II  Icsecteur  0.\B  tournant  autour  du  diamètre    x'Ox.     Le 

volume  V,  engendré  par  ce  secteur,  estégal  au  produit  de  Taire  de  la  zone  engendrée  par  l'arc  AB  par 

R  ?rR-.CD         't-a^  2ti' 

le  tiers  du  rayon,  soit  à     zrU.CD.  —      On  doit  donc  avoir = ou     CD  =  - —  :    par 

*'  3  3  3  R» 

suite  CD  a  une  valeur  constante. 

On  doit  avoir  évidemment         -irr- <  2R,  ou  a  <  \\. 


"ta' 
1^ 


Désignons  par  x  et  [i  les  angles  des  rayons  OA  et  OR  avec  la  demi-droite  Ox,  en  supposant 

0<a<^<T:. 
Etant  donné  le  point  A,  le  point  B  est  bien  déterminé;  il   suffit  de  porter  à  partir  du  pjiiit  C  et 

dans  le  sens  0.r'  la  longueur     CD  =  — —■      Par  suite,  on  peut  considérer  3  comme  une  fonction  de  i, 

définie  par  une  relation  aisée  à  former.  En  eiret,  en  prenant  Ox  comme  sens  positif  des  segments,  on  a 

2a^        —       —       — 

-—  =  DG  ==  OG  —  OD  =  R(cos  a  —  cos  ?) 


ou 


9/7^ 


i 


COS  t  —  cos  3  =  --— 
R' 


Nous  considérerons  a  comme  la  variable  indépendante  et  ^  comme  une  fonction  de  x  détinie  par 
l'équation  (1). 

D'autre  part,  nous  remarquons  qu'à  toute  position  du  secteur  OAR  correspond  une  autre  po>ition 
symétrique  par  rapport  à  Oy,  et  que  les  deux  secteurs  symétriques  eiig^'odrent  dKi  tournant  autour  do 
Of  des  solides  qui  ont  des  volumes  égaux  et  des  surfaces  totales  égales. 

Si  l'on    désigne  alors  par  OA,B,  la  position  du  seclour  pour  laquelle  A,P,  est  parallèl<>  à  Ox,  on 

a" 


aura      OC,  =  OD,  = 


R^ 


et  il    sullira   d"    faire 


varier  a  île  0  à  la  valeur     ',  =  C,OA,.     La  val.'ur 
de  |3  correspondant  à    j,  sera  visiblement  égale  à 

Cela  po->é,  la  surface  totale  S  du  solide  engen- 
dré par  le  secteur  OAR  se  compose  de  Taire  de  la  zone 

AB,  soit  l'nU  (,l)  ou  ,    angnienlee  des  surfaces 

latérales  des  cônes  engendrés  i)ar   les   rayons    OA    et    OM.    soit    rOA.AC    cl    -t'i;  l;i»,    mi    rR«  sin  x 
et  ttR-  siu  p. 

4^«^ 


On  a  donc 


S  = 


R 


-»-^R*(sin  «4-  sin^). 


(/S  /  a      ^\ 

Prenons  la  dérivée  par  rapi)ort  à  »,   nous  avons     -r—  =  -W  (ces  a-+-cos  ?  ■  — -  |  -    et,  pour  avoir 
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-,     il  suffit  de  dériver  la  relation  (1)  par  rapport  à  a,  ce  qui  donne 


sina-h  sin  p— r^  =  0, 


et 


sm  a 
sin  ^ 


On  en  déduit 


d^    ^  -j^2  sin  (g -4- i^) 
(ia  sin  p 


Quand  a  croît  de  0  à  a,,  p  croit,  donc  aH-p  croil  en  restant  inférieur  à  r,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut.  Par  suite,     sin  (a  +  fi)    est  toujours  positif,  et  S  va  en  croissant. 

Il  en  résulte  que  la  plus  petite  valeur  de  S  correspond  à  a  =  0.  Dans  ce  cas  le  cône  engendré  par 
OA   se  réduit  à  son  axe. 

2.  Calculons  cette  valeur  minimum  de  S.  Nous  avons 
A-a 


S  = 


R 


2a» 
-R- sin  [î  et  cosS  =  l — -; 


alors 
et 


sin'-'  '^  =  1  —    1 


lka\\V  —  a^) 


]{' 


sin  ;3  = 


2flA(R''—  a') 


S  = 


2-a 
R 


>-+v/a(K»  — a^j]. 


Nous  allons  étudier  les  variations  de  cette  fonction  quand  H  croit  à  partir  de  a.  La  dérivée  de  S 
par  rapport  à  R  est 

(/S  a]V  +  2a'  —  4aVa(K^  — a^)  rfS  a{lV  —  «')  -  4«Vrt(R'  -  a")  "^  3^'* 

=  -a. — ^-T — r ,  ou  on  peut  écrire  ---=  m. -^ — , 

dR  R^/«R••'  — a^)  '  d\{  RVa^R^  —  a^) 

On  peut  considérer  le  numérateur  comme  un  trinôme  du  second  degré  par  rapport  à  v''«(R'  —  a') 
et  ce  trinôme  a  pour  racines  a-  et  '>ia~.  Il  sera  donc  positif  si  /a(R^  — a^)  est  extérieur  à  l'intervalle 
(a^,  3a^),  ou  si  R  est  extérieur  à  l'intervalle  (ovi',  «\  lÔ),  et  négatif  si  R  est  compris  dans  cet  intervalle. 

On  en  déduit  les  variations  de  S 


aVi 


aVlO 


4tt:«- 


croîl  M 

(rnax.) 


décroit 


Ht 

[min. 


croit 


H-  X 


La  valeur  du  minimum   m  est     m  = 


'i-r 


flVlU 


(2a'  ^-3a-)  =  -jp —  =  ra-ViOO. 


Comme     Vl00>4,     on  a     m>»  47:a%     et  l'on  voilque  la  plus  petite  valeur  de  S  est  in(r.  Elle  cor- 
respond à     R  =  a. 

NÉVEJANS. 

Bonnes  solutions  par  MM.  0.  Lach,  à  Uodez  :  A.  IIous?eau,  à  Fournes  ;  P.  Sallerun,  ù  ,\lLi. 


1897.  —  Fiant  donnés  une  section  coniqne  e.l  deux  points  fixes  A  et  B  pris  sur  cette  courbe,  on  forme 
le  triangle  AMB  en  joignant  les  points  A  s/  B  à  îo;  troisième  point  M  de  position  variable  sur  la  conique, 
et  l'on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  P  des  trois  hauteurs  de  ce  triangle. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à  .\B  en  son  milieu  ; 
désignons  par  a  et     —  a    les  abscisses  des  points  .\  et  B. 
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Soit 

(y)  x'-  -h  2Ba;j/  +  Cy'  -+-  2Ey  —  a'-  =  0 

l'équation  d'une  conique  (y)  passant  par  les  deux  points  A  et  B  ;  prenons  sur  cette  conique  un  point 
variable  M,  ayant  pour  coordonnées  x^  et  y„  ;  nous  avons 

(1)  xl-^<iBx,y,  +  Cyl  +  2Ky,-a^  =0. 

Le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  AMB  peut  être  défini  comme  l'intersection  de  la  per- 
pendiculaire à  Ox  menée  par  le  point  M,  et  de  la  perpendiculaire  à  AM  menée  par  le  point  B.  Les 
équations  de  ces  deux  droites  sont 

il)  X  -  X,  ^  0,  j/J/o  -H  (a;  +  a)(Xo  -a)  =  0. 

Nous  aurons  le  lieu  cherché  en  éliminant  x^,  y^  entre  les  équations  (1)  et  (2).  Des  équations (2) 
nous  tirons 

(3)  To  =  X,  î/o  =  - 


y 

et,  en  portant  ces  valeurs  de  x^  et  y^  dans  la  relation  (1),  nous  obtenons 

.'/  ?/■  y 

ou 

{x'-  —  a^)[y-  —  2Bxîy  +  Cx-  -  2E?/  -  Ca^  =  0. 

Telle  est  l'équation  du  lieu. 

Nous  avons  d'abord  le  facteur  x-  —  n-  qui  nous  donne  les  deux  droites  x  ~  a  =  0,  x  ^  u  =  0; 
il  est  aisé  de  voir  que  ces  droites  constituent  un  lieu  étranger,  introduit  par  notre  méthode  de  calcul. 

En  effet,  prenons  un  point  quelconque  (a,  0)  sur  la  droite  x  =  a;  les  formules  (3)  nous  donnent 
pour  valeurs  correspondantes  de  x„  et  j/„,  x^  =  a,  i/,j  =  0.  Si  nous  remplaçons  x^,  j/,  parces  valeurs 
dans  les  équations  (2j  qui  définissent  un  point  du  lieu,  la  première  devient  r  -  n  =  (),  et  la  siu'.onde 
est  identiquement  vérifiée. 

Ces  deux  équations  ne  donnent  pas  un  point  du  lieu,  car  lorsque  le  point  (x^,,  j/,)  se  rapproche  io- 
détiniment  du  point  A,  la  droite  AM  a  pour  limite  la  tangente  AT  au  point  A  à  la  conique  (•(),  et  le 
point  de  concours  des  hauleursdu  triangle  .\MB  a  pour  limite  le  point  de  rencontre  do  ladroile  x  =  a 
et  de  la  perpendiculaire  abaissée  do  B  sur  AT. 

On  verrait  de  même  que  la  droite     x -\- n  =  0    ne  fait  pas  partie  du  lieu. 

Le  véritable  lieu  est  donc  la  conique  (y')  définie  par  l'écpialion 

(y')  y'  —  2Ba//  -H Cx'^  ~  21-1/  -  Ctr  =  0. 

Elle  passe  par  les  doux  points  A  et  B  et  ses  directions  asymptoliques  sont  perpendiculaires  à  celles 
de  la  conique  (y).  Ces  deux  coniques  sont  donc  de  même  nature. 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  très  simple  à  établir  géométriquement.  Lorscpie  le  point  M  se  déplace  sur 
(y),  les  droites  AM  et  BM  décrivent  des  faisceaux  homographiques  ;  donc,  les  perpendiculaires  à  ces 
droites,  menées  par  les  points  B  et  A,  décrivent  aussi  des  faisceaux  homographiques.  Par  suite,  le  lieu 
de  leur  point  de  reiiconlr(î  H  est  une  coniiiuo  (y)  passant  par  les  points  A  et  B. 

Si  le  point  M  est  à  riiiliiii  dans  une  direction  A.  le  point  II  est  aussi  à  l'inlini  dans  la  direction  per- 
pendiculaire i\  A,  à  moins  que  A  no  soit  parallèle  à  Oy.  Dans  oc  cas  les  droites  AU  et  BU  sont  con- 
fondues suivant  AB;  le  lieu  du  point  11  se  (l(>c<Mnp()se  alors  en  la  droite  AB  et  en  une  autre  droite. 
C'est  ce  (pi'on  vc'rilie  aiséniciil  sur  INMiualion  ili>  (y')  ipiand  on  \  fait     C  --  0. 

<i.  LACIl,  à  UodcJt. 

Bonnos  Roliilions  p:\r  MM.  E.-N.  HAnisiBN  ;  CI».  Gitillkhub  :  I.    Montait.  \  Oran  ;  René  Nab«hot»b.'»,  unUerslti*  de  f.*n<J  ; 

NévKjANS  ;  A.   IlousscAi',  à  Fourncs  ;  Jouii  SoiiuAiuNit. 
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1877.  —  Titre  extérieur  :  Hyperboloïde  (t  cône.  —  Titre  intérieur  :  Solide  commun. 

Le  cadre  a  270°""  sur  i.'iO'""',  a3  est  le  petit  axe  du  cadre.  Les  lignes  de   rappel  sont  perpendiculair  s  à  a^. 

ao'  =  ;iO°"°,     oo'  =  ST  =  IIO"",     o'<j  =  os  =  90°"",     s's  =   l.")™",     o-;  =  4()">°>. 
Une  snrfare  gauche  de  révolution  a  pour  axe  la  droite  de  Jront    ot,  o'z  qui  fait  avec  un  plan  hori:ontal  un  angle 
de  V.'t".  Elle  est  engendrée  parla  droite  g,  g'  parallèle  aux  d(ux  plans  d'i  projection    Un  cône 
de  révolution  a  pour  sommet  le  peint  s,  s'  et  pour  axe  la  droite  de  Jront  stv,  s'w'  qui  fait  avec 
un  plan  horizontal  un  angle  de  V.')".  Une  des  génératrices  du  cône  est  verticale. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  la  partie  solide  et  opaque  du  cône 
intérieure  à  l'hyperboloïde  et  limitée  à  une  sphère  de  rayon  |:?()™™  dont  le  centre  est  le  point 
d'intersection  des  axes  SW  et  OZ. 

Mise  à  l'encre.  —  Le  résultat  seul  est  à  l'encre  noire,  les  lignes  vues  en  traits  pleins,  les 
lignes  cachées  ( n  points  ronds.  Les  constructions  sontjaites  à  l'encre  rouge,  traits  pleins. 

On  déterminera  un  point  quelconque  de  chaque  courbe  et  ta  tangente  en  ce  point,  les  points 
et  tangentes  remarquables. 

N'oiA.  —  Tes   tangentes  seront  tracées  en  traits  rouges  pleins,  un  peu  plus  visibles  aux 


w' 

/      1 
s' 

o' 

\          1 

w  o       s          z. 

-3 


environs  du  poinl  de  contact. 


[Ecole  Centrale,  concours  de  1910.) 


Contours  apparents.  I-c  coiiloiir  a|)[);ii'('[il  Ncilical  du  (ôiir  se  coin  pose  des  deux  i,'(''m''falric('s  c[s'd'.,  Vuno 
(le  IVoiil,  I "aiilic  xcriicalc.  Sod  ((intoiii-  apiiarcnt  Iioiizoïital  nCxisIc  pas  à  iiroprcmonl  itarlcr  piiis(|uil  a  une 
iiénri-alricc  \crlical(' ;  en  iralili'  il  ^c  ii'duif  à  la  Icacc  lioi'i/.oDlalc  s-j  du  plan  tani^cnl  de  profil  qui  sépare  les 
pi'ojcclions  de  tous  les  |»oiiils  de  la  naiipc  supéricMr'c  de  crllcs  des  points  de  la  nappe  inIV'rieure  du  eône. 

I.'axc  de  lliyperholoïde  étant  de  fiont  et  incliné  à  'l'iti  sur  la  ^(•néi-africe  de  lV(uit  donni'e.  son  cône  asymp- 
lole  esl  éji,al  au  cône  donné  (pie  Ton  aurait  lait  tourner  de  '.»()"  autour  d'un  axe  de  liout  jjassant  par  son 
soininel,  le  soniinel  de  ce  c(Jiie  asMoptcile  ('tant  an  iMiiiil  n,o'.  I.c  contour  ap|>arent  de  lliyperboloïde  sur  le 
plan  vertical  esl  doue  une  hyperbole  é(piilatore  d(Uit  l'axe  non  tiaii>\ersc  e>l  o'z',  le  demi-axe  Iransverso  élaiil 
égal  à  la  distance  des  deux  parallèles  os  et  -^g.  I.'liypcrliole  esl  d(uic  bien  di'-terininée.  ses  asymptotes  sont 
o'g'  et  o'I/  et  on  peut  la  construire  ])ar  ])oints  exactenimt. 

l,a  siirl'ace  n'a  ])as  de  contour  apitarent  horizontal  si  ce  n'est  le  pied  de  clunine  jifiicratric»^  \erticale  tel 
(|ue  y. 

Intersection  des  deu.i:  surfaces.  Meiuarquons  d'alMUil  ipii'  lo  deux  siirl'ac(>s  étant  de  réxoliitioil  autour 
d'axes  situés  dans  le  moine  plan  de  lV(Uil  oz.  sont  s\  in(lri(pi(>  par  iap|iort  à  ce  |ilan  de  front.  Comnio  elles 
sont  du  second  dejj,'ré,  leur  inlersectioii,  ([ui  est  une  courhe  du  (piatrieme  defiri'.  se  lu'ojette  sur  le  plan  de 
symétrie,  et  par  suite  sur  le  plan  vertical,  sui\ant  une  coniipie.  Cette  coniipie  a  des  |)oinls  ii  l'inlini  dans  les 
deux  direclioiis  y//,  o'g'  et  oL,  o'I/  puis(}ue  les  deux  surfaces  (»nt  des  génératrices  |)aralleles  à  cesdeiix  directions  ; 
c'est  donc  une  li\perh()le  é(piilatère  ayant  ces  deux  directions  jxMir  directions  asymptotiipies.  Hemarquons 
mainteiiaiil  (jue  le  plan  de  profil  (pii  passe  ])ar  le  milieu  de  u's'  coupe  les  deux  C(')nes  o'  et  s'  suivant  des  para- 
boles égales  |)uisque  c(>s  deux  cônes  sont  égaux,  et  (pie  ce  plan  coupe  la  génératrice  ipii  contient  le  sommet  de 
la  parabole  à  la  même  distance  du  sommet  de  chacun  de  ces  cônes.  Donc  ce  plan  coupe  le  (Nuie  S  et  l'hyper- 
boloïde suivant  des  ])araboles  égales  et  il  nous  donne  en  projection  verticale  une  asymptote  de  l'intersection. 
I.c  sommet  de  l'hyperbole  équilatère  est  donc  au  milieu  i'  de  o's'  et  permet  de  tracer  aussitôt  la  seconde 
asymptote  i'u'. 

La  projection  horizontale  de  l'intersecliou  sera  une  (piartique  symétri(jue  par  rapport  à  oz  dont  une 
asymptote  sera  la  trace  du  plan  de  j)rolil  n'  qui  donne  l'asymptote  verticale  de  la  projection  verticale,  la  seconde 
direction  asymptoli(pie  oz  ne  donnant  ([u'une  branche  paraboli(pie  asymptote  aux  deux  paraboles  égales 
données  sur  chaque  surface  par  le  plan  horizontal  (pii  passe  en  i  . 

Point  courant  et  tangente.  —  Pour  obtenir  un  point  courant  de  l'intersection  nous  couperons  les  deux 
surfaces  par  des  sphères  ayant  leurs  centres  au  point  «u,  oj',  intersection  des  axes.  Avant  tout  nous  chercherons 
s'il  y  a  (les  sphères  limites  et  pour  cela  nous  devons  mener  par  a>'  les  normales  aux  méridiennes  des  deux 
surfaces.  Nous  voyons  immédiatement  (jue  les  normales  aux  génératrices  du  cône  ne  donnent  rien,  et  que  la 
seule  sphère  limite  correspond  aux  deux  normales  égales  menées  à  l'hyperbole  méridienne.  On  sait  que  les 
piedsde  ces  normales  sont  sur  la  perpendiculaire  ii  l'axe  menée  par  le  pied  a'   de  la  perpendiculaire  à  l'asymptote 
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inenrc  pnr  lo.  Or  le  |»oiiiL  d  intersection  de  rhy[)erb(jlr  avec  (  rile  diuili'  pHrallèle  à  son  axe  lraii>\ei'st>  peut 
ètj'c  fonstniit  siinploinciit  à  la  rèj^lf  et  au  compas.  On  obtient  ainsi  le  rayon  o/a'  de  la  splièrc  limite  qui  donne 
sur  if  cône  les  deux  [laralièles  de  bout  projetés  en  c\,  c\  et  cô,  c'.,  et  les  deux  points  coi-respondants  de  Tintersec- 
lion  b\  et  ^2,  le  second  seul  étant  réel. 

En  ce  point  nous  savons  que  la  courbe  d'intersection  est  tangente  aux  projections  c\,  c\  et  cô,  c'.,  des  paral- 
lèles du  cône,  et  [)ai-  suite  puisque  ces  droites  sont  perpendiculaires  à  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  intersec- 
tion, les  points  de  contact  b\  et  b\  sont  les  sommets  de  cette  hyperbole.  On  pourrait  donc  maintenant  achever 
sa  construction. 

Nous  avons  néanmoins  construit  un  pdint  courant  vi  en  nous  servant  d'une  sphère  auxiliaire  de  rayon 
arbitraire  supérieur  à  w'a'  (pii  a  donné  sur  l'hyperboloule  deux  parallèles  dont  l'un  est  \i'm'  et  sur  le  cône 
deux  autres  parallèles  dont  l'un  c^.^m'  cou|)e  le  [)récédent  en  ni'.  Cette  construction  donne  manifestement  (pialre 
points  de  l'interseclion  chaque  fois,  mais  (luehpu's-uns  [ieu\ent  être  virtuels. 

La  lan;;cnte  en  ni  v>[  la  perpendiculaire  au  plan  des  normales  menées  par  ce  point  à  chacpie  surface.  Pour 
obtenir  ces  noi'maies  nous  a\(uis  pris  le  point  de  la  méridienne  situé  sur  le  même  parallèle  et  nous  avons  mené 
la  lujrmale  en  ce  point  à  la  méridienne,  puis  nous  avons  joint  le  |»oint  m'  au  point  où  c(qte  normale  coupe 
l'axe  de  la  surface.  On  a  ainsi  les  deux  noi-malt>s  m'n\  |tour  l'hyperboloïde  et  m'n'.,  pour  le  cône  ;  la  tanj^^ente 
ni'i'  est  [XM'pendiculaire  à  n\ri'.,  qui  est  une  lii;ne  de  front  du  plan  des  normales. 

En  projection  horizontale  [H)us  obtenons  deux  points  corresporulant  à  cluKiue  point  de  la  [u'ojeclion  verticale 
et  svméIriqni'iniMil  |»lacés  pai'  rapport  à  os;  leur  dislanre  coinmnne  à  celte  droite  s'iddietil  en  rabattant  le  pa- 
ranelf  de  la  sjdière  aiixiliairr  qui  les  a  fournis  sur  le  plan  de  font  du  centre  (o.  Nous  a\ons  ainsi  nqKwIé 
les  loni;iieurs  '^b-i  et  om   resperliv  cnient  éifales  à  b'b"  el   \  m' m" . 

Il  reste!  à  limilei'  l'intersection  par  la  sphère  de  ra\on  [.\  ceiitim 'très  et  de  centre  Q.  Ci'tte  s|>hère  donne 
comme  toutes  les  sphères  auxiliaires  {\i'\\\  p;irallèles  sur  le  cône  ;  ils  sont  projetés  verticalement  suivant  les 
droites  e' f  el  l'k'  et  hoi'i/.ontaiement  suivant  deux  ellipses  dont  on  a  immi''dialement  les  axes.  Le  demi-i^rand 
axe  de  la  première  est  de  pi'olii  ;  il  est  égal  au  ra\on  o',/?'  du  parallèle  de  la  sphère,  son  demi-petit  axe  étant  la 
pi-ojeclion  horizontale  '^,6  du  ra\(Ui  de  fi'ont  de  ce  |)arallele  ;  la  seconde  a  sou  demi-graml  axe  de  protil  égal 
au  rayon  /.'/'  du  secomi  [)arallèle  et  pom' demi-petit  axe  la  projection  v.l  de  ce  rayon  de  fr-onl.  On  doit  d'ailleurs 
limiter  ces  ellipses  aux  points  /  et  k  où  elles  coupent  le  parallèle  donne''  parla  même  sphère  sur  l'hyiierbolo'i'de 
el  ([ui  appai'tiemient  à  la  troisiènu-  elli|>se  i>rojeclion  horizontale  de  ce  parallèle.  Celte  ellipse  a  son  ceiilir  en 
02,  son  graïul  axe  de  prolil  étant  le  double  du  rayon  -f^o'  ilu  parallèle  el  son  |ielit  axe  le  double  de  la  ju-ojeclion 
ojp  de  ce  rayon.  On  conserve  seulement  les  arcs  l)if  el  kjk  de  cette  ellii)se.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  construire 
par  j)oints  chacun  de  <'es  arcs  en  rejioitant  sur  chacune  ile>  lignes  de  ra|)pel  des  points  de  ii'f  par  exemple  el, 
à  [)artir  de  oio  el  de  jiarl  el  d'auli-e,  des  longueui's  ég;iles  aux  ordoniu''es  de  ces  points  sur  le  parallèle  rabattu 
en  p'a'  dans  le  plan  de  front  de  son  centre.  Celle  construction  donnerait  en  même  temps  la  tangente  en  chaque 
point  de  r(dlii)se  par  le  r(dè\enient  de  la  tangente  au  point  correspeunlaut  du  parallèle. 

Poinis  remarquables.  -  Ce  sont  d'abord  les  points  ^[w  les  cmilours  a|q)arenls,  r'  et  (>■  à  rinlerseclion  des 
génératrices  du  cône  S  et  de  l'hyperbole  méridienne  de  la  seconde  surface.  On  les  obtient  en  appliepuint  une 
des  constructions  classi(iues  du  point  d'inlersection  d'une  hyperbole  par  une  parallèle  à  une  asym[>tole;  puis 
les  points  oii  la  sphère  de  1:5*^'"  de  rayon  coupe  les  contours  ap|tarents  el  la  courbe  d'intersection  des  deux 
surfaces. 

Ce  sont  les  poinis  p',  q',  e',  t  où  la  cii'conférence  ciuilour  apparent  de  la  sphère  coupe  l'hypi'rbole  méri- 
dienne et  les  généralrices  de  front  du  cône. 

i,es  projections  horizontales  de  tous  ces  points  s'obliennent  iunnéiliatement  par  des  lignes  de  rappel.  Nous 
avons  construit  les  tangentes  à  la  projection  horizemtale  de  l'intersection  au  point  f  el  aussi  k  l'arc  d'ellipse 
pf  en  ce  iiunne  point.  Entin  il  est  aisé  de  voir  (pie  cette  ellipse  pf  ainsi  (pie  la  courbe  il'intersection  passent 
nécessaii'emenl  |)ar  le  point  -;  el  son  syuiétriiiiu'  |)ar  ra|»port  à  ic.-  puisipu"  ces  [loints  sont  les  projections  hori- 
zontales des  deux  g(''néralrices  vei'licales  (pli  dans  l'espace  reuconti'enl  ces  deux  courbes. 

Solide.  —  La  limitation  du  solide  n'olVre  aiu'une  difliculb''.  En  i>rojection  verticale  il  est  |)rojel(''à  l'inlerieur 
du  contour  s'I'q'r'  et  s'>i'p'c'.  Toutes  les  lignes  d'intersectirtn  sont  vues.  En  projection  horizontale  l'arc  /"y  de  la 
courbe  d'intersection  el  son  syméli'i(pu''  sont  cachés  par  la  surface  sphéri(iue  comprise  entre  les  deux  ellipses  ; 
(le  même  l'arc  d'ellips;'  kqk  esl  caclK'  par  la  surfiu'c  c()ni(iue  snklk.  tout  le  reste  est  vu. 


Uontie  épure  (.te  M.   A,  RoissiiAU,  à  Fourties. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX    Fin. 


3410.  —  Dans  le  plan  horizontul  Je  projection  on  donne  une  ellipse,  méridienne  d'un  ellipsoïde  de  réNOlution.  Mener 
par  une  horizontale  du  plan  de  projection,  un  plan  tangent  à  lellipsoïde. 

5420.  —  Soit  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  et 
parallèle  à  une  direction  donnée.  Trace  du  cylindre  sur  le  plan  horizontal  de  projection. 

r>421.  —  Courbe  de  contact  d'un  cône  de  somnriet  donné  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

5422.  —  On  donne  un  cylindre  de  front  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  horizontal  de  centre  oj,  o>'  et  une  sphère  de 
rayon  donné,  dont  le  centre  est  sur  la  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  m^nô  par  m,  '/.  Intersection  du  cylindre  et  de 
la  sphère 

5423.  —  Inlorsection  li'uno  sphère  de  centre  et  de  rayon  donnés  et  d'un  cylindre  de  révolution  d'axe  de  front  et  de 
rayon  donnés. 

5424.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  d'axe  vertical  et  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  est  la  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  menf^e  par  le  centre  de  l'hyperboloïde,  dont  le  sommet  est  le  centre  de  cet  hyperboloïde,  et  dc-nt  le 
contour  apparent  vertical  se  compose  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  méridienne.  Intersection  de  ces  surfaces. 

5425.  —  On  donne  un  paraboloïJc  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices.  Dans  le  plan  horizontal 
on  trace  un  cercle  base  d'un  cône  dont  le  sommet  est  sur  l'une  des  génératrices.  Intersection  du  cône  et  du  paraboloïde. 

542G.  —  Même  problème  dans  le  cas  où  le  cercle  est  remplacé  par  une  conique  et  le  cône  par  un  cjlinJre  p.irallèle  à 
l'une  des  génératrices. 

5427.  —  Dans  le  plan  horizontal  de  projection  on  dorme  une  ellipse  et  deux  tangentes  sm,  sp,  (jui  sont  les  génératrices 

d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  la  bissectrice  de  msp.  Intersection  de  ce  cône  et  de  l'ellipsoïde  engendré  par  la  rotation 
de  l'cllip.se  autour  de  son  axe. 

5428.  —  Intersection  de  l'hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  horizontale  a  de  cote  2  tournant  autour  de 
l'horizontale  A  de  cote  0  avec  l'hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  l'horizontale  p  décote  2  tournant  autour  de  l'hori- 
zontale 15  de  cote  0. 

5420.  —  Soit  un  hyperboloïde  de  révolution  déterminé  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  tle  front,  et  un 
deuxième  hyperboloïde  de  même  plan  de  cercle  de  gorge.  Intersection  des  deux  hyperboloïdes. 

5430.  —  On  donne  un  axe  vertical  et  une  droite  de  front  A,  A  ;  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  on  doiuie  une  parallèle 
à  la  ligne  de  terre.  Cette  parallèle  et  l'axe  \ertical  sont  les  axes  de  deux  hyperboloïdes  de  ré\olulion  de  génératrice  a.  ^' ■ 
Intersection  des  deux  surfaces. 

5431.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  vertical,  (jui 
est  le  plan  vertical  de  projection,  avec  un  paraboloïde  île  révolution  à  axe  vertical. 

5432.  —  Intersection  de  deux  paraboloï  les  hyperboliques  qui  ont  môme  plan  directeur,  horizontal,  et  qui  sont  en 
outre  définis  chacun  par  deux  génératrices,  A,  A',  15,  15'  pour  le  premier  ;  A,  A',  C,  C  pour  le  second. 

5433.  —  Intersection  de  deux  paraboloïdes  hyperboli(|ues  (|ui  ont  même  plan  directeur,  horizontal,  et  dont  on  con- 
naît pour  chacun  il'eux  une  génératrice  verticale  et  une  droite  quelcon(|ue. 

5i34.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  à  axe  vertical  et  d'un  paraboloïde  à  plan  directeur  horizontal  qui  a  imel  l'axe 
pour  génératrice  et  dont  on  connaît  une  autre  génératrice. 

5'435.  —  On  donne  lui  tore  à  axe  vertical.  Tracer  un  plan  de  bout  bilangent  au  tore. 

543(>.  —  Soit  un  axe  lie  front  et  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  On  fait  tourner  ce  cercle  autour  de  l'axe.  Il  engen- 
dre une  surface  dont  on  demande  la  section  par  un  plan  vertical  donné. 

5437.  —  Soit  un  tore  fi  axe  vertical.  Projections  horizontales  des  points  du  tore  ilont  on  donne  l.i  proj>H'.tii>n  verticale. 
rian  tangent  en  un  j'oint.  Intersection  du  tore  et  de  ce  plan. 

5438.  —  Conliiurs  appuenis  d'un  tore  engendré  par  un  cercle  tournant  autnnrdUn  .ive  Af  front  et  donné  Jans  le  plan 
de  front  de  cet  axe. 

5430.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical  cl  un  cône  (|ui  a  |>i)ur  simunct  un  point  de  son  axe  et  dont  1.»  base  située  dans 
un  plan  de  bout  V'iQ  »'  projette  suivant  un  cercle.  Intersection  du  tore  et  du  cône 

5440.  —  Dans  le  plan  horizontal  île  cote  0  on  donne  une  droite  a  et  un  cercle  ;  ain>i  (juc  doux  génératrices  opposée» 
d'iuï  cône  de  révolution.    Intersection   de  ce  cône  et  du  tore  engendré  par  le  cercle  tournant  autour  de  A. 

5441.  —  On  domu'  un  tore  à  axe  vertical  et  un  paraboloïde  qui  a  pour  plan  directeur  le  plan  vorliol  de  projection  et 
dont  deux  géiu'iratrices  sont  l'une  l'axe  du  tore,  l'autre  une  droite  donnée.  Intersection  des  deux  surfaces. 

5442.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical.  Tracer  une  sidière  bitangente  au  tore  et  dont  le  centre  soit  >1.ins  le  pl.in  de 
front  de  l'axe  du  tore.  lnter.>.ecliiin  des  deux  surfaces. 

5443.  —  Ombre  propre  et  ombre  portée  sur  le  plan   horizontal  d'une  sphère  de  centre  0,  O  .    h  direction  de,n  r«\ons 

luniineuv  étant  de  front. 
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5444.  —  On  donne  un  cylindre  horizontal  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  \ertical,  et  un  cône  de  révolution  ayant 
pour  base  un  cercle  du  plan  liorizontal.  Ombres  propres  des  deux  surfaces  ;  ombres  portées  sur  le  plan  horizontal,  les  rayons 
lumineux  étant  de  front. 

5445.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  limité  à  deux  plans  horizontaux.  Ombre  propre  et  om- 
bres portées  sur  les  plans  de  projection,  la  lumière  ayant  une  direction  donnée. 


CONCOURS   DE   1910 


ECOLE  SUPEUIEUHE  D'AERONAUTIQUE  ET  DE  CONSTRUCTION  MECANIOUE 

Première  Sessio.n 
Mathématiques. 

I.  —  En  sui)j)Osant  arc  sin  x  compris  entre    — ^    et    -^  -^  •      lalculer  la  dérivée  de  la  fonction 

■>■  arc  sin  .c 


Il  =  L 


H-v/l 


H.  —  Intégrer  l'équation  difréi-entiellc     ./•  -JL  —  i/  =  y/GJM^- 

dx 

m.  1936.  Etant  donné  un  paralléloyraniMir  OAflB.  on  prend,  sur  OA  el  OB,  deux  points.  P  et  Q. 
tels  que  Ion  ail     OP  X  OQ  =  AP  X  UB  : 

1*  ïrouvej- le  lien  de  linlersection  M  des  droites  PB,  QA  ; 

2'»  Dénionlier  (pie  le  cerile  circonscrit  au  trian^de  OPQ  pa.sse  par  nn  point  fixe  : 

3»  On  mène  par  le  [loinl  1*  la  parallèle  PD  à  OC  :  par  le  point  .V  la  parallèle  .U)  ii  PQ,  (d.  par  le  point  D 
la  i)arallèle  DE  à  OA,  qui  con|)e  PQ  en  nn  point  E  dont  on  deniantle  le  lieu  ; 

4°  Trouver  le  lien  du  centre  du  premier  lien,  lorsque  AB  pi\otc  autour  d'un  point  il.  ou  se  déplace  paral- 
lèlement à  une  direction  donnée  ; 

'1°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  lani;entes  nu'nées  au  pi'emier  lien,  par  le  poiut    H  ; 

G"  TrouM'r  le  lieu  des  points  de  contact  des  lanyentes  jncnécs  à  ce  même  lieu  parallèlement  ii  l'une  do 
droites  OA,  OB,    AB. 

Calcul     logarillitnique. 
Hésoudi-e  un  triant,de  connaissant  les  [rois  cotés. 


QUESTION    PROPOSÉE 


1937.  —  l.c  lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées  sur  une  cissoide  droite  par  une  sécante  de  direction 
fixe  est  une  cubique.  1°  Si  la  direction  fixe  est  perpendiculaire  à  l'asymptote,  la  cubique  est  du  genre  cisso'ide, 
el  l'aire  coniprise  entre  cette  cubi»pie  et  son  asymptote  est  la  moitié  de  l'aire  analogue  de  la  cissoide  donnée. 
2"  Construire  la  cubi(iuc  lorsque  la  direction  fixe  est  inclinée  à  45°  sur  l'asymptote. 

E.-N.  Barisien. 


BAR-LK-Duc.  —  iMP.  co.MTK-jAcuubT .  Lc  Hédacieur-Gérunt  :  li.  VUIBEHT, 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE    PARTIE 


CONDITIONS  POUR  QU'UNE  ÉQUATION  ALGÉBlilQUE  AIT  TOUTES  SES  RACINES 
NÉGATIVES  OU  A  PARTIE  RÉELLE  NÉGATIVE  [Fin.) 

par  W.  A.  Liénard,  professeur  à  l'Ecole  des  Mines  de  Paris. 


E.  Calcul  de  la  fonction  o(a)  pour  les  équations  de  tout  degré.  Importance  prépondérante  du  terme 
ç(0).  Simplifications  possibles .  —  Je  poserai,  pour  simplilier  l'écriture, 

n(ii-|i 

cp(a)  =  A,j-4-Aia-t- Asa^H ha      «      . 

Voyons  d'abord  comment  on  peut  calculer  le  coeflicienl  A„  =  ç>(0),  puis  déJuire  de  la  connais- 
sance de  A„  celle  du  polynôme  complet  o  ». 

Groupons  dans  f[x)  les  termes  impairs  d'une  part  et  les  termes  pairs  d'une  autre  part.  Meltiot  x 
en  facteur  dans  les  termes  impairs,  on  peut  écrire 

f{x)  =  xf\{x^)  H-  fiix-). 

Je  dis  que  A,,  est  égal  au  résultant  W,  pris  avec  un  signe  convenable,  des  deux  équations 

(3j  A.(-)  =  0,  /;(:)  =  0. 

Pour  l'établir,  je  vais  démontrer  que  si  les  polynômes  /",  et  f.  ont  une  racine  commune,  A^  est  iml, 
et  réciproquement ('). 

Soit  Zq  une  racine  qui  soit  commune  aux  étiualions  (5).  Les  polynômes /*,(.r')  et  /'ji^.r^  sont  liivisibles 
l'un  et  l'autre  par  x^  —  :„,  et  f{x)  également,  /'(r)  admet  alors  les  deu.\  racines  ±  *  :„  dont  la 
somme  est  nulle  et  f(a)  a  une  racine  nulle,  ce  (jui  oxif^'e     Ay  =  0. 

Réciproquement,  si  Ag  =  0,  a.(a)  a  une  racine  nulle  el  f\x)  admet  doux  racine»  é^jales  et  de  signes 
contraires.  Soient  x^  et    — a„     leurs  valeurs.  On  a 

0  =  f{x,)  =  xj\{xl)  -h  ^(a•o),  0  =  /•(-  X,]  =  -  To/*,(j«) -+-/•,(*«). 

d'où,  en  supposant     r,,  ==  0,  f^(xl)  =  0,  f,[x-)  =  0, 

et  .T,-;  est  racine  commune  de  /",(:)  cl  de  /"«(-).  Si  Xo  était  nul, /"(.r)  admettrait  zéro  comme  racine  double, 
fln-i  et  a„  seraient  nuls  et  les  polynômes  f^  et  /"j  n'ayant  pas  do  termes  constants  a'iraiont  encore  en 
commun  la  racine  0. 

Or  la  conditi(m  nécessaire  ot  suflisanto  pour  (jutMioui  polynômes  /,  et  /j  aïoni  une  racuio  commune 
est  (pie  leur  résultant  soit  nul.  On  voit  donc  (pie  H  et  le  coefliciont  A^,,  (jui  sont  dos  polynômes  on  n,, 
0.1,  ...,a„  qui  s'annulent  ou  dilTèrent  do  /iio  pour  les  mêmes  systèmes  de  valeurs  de  a^  «t,  ....  ne 
peuvent  dill'érer  que  par  un  lactoiu  iiuinfi  iquo. 


(')  D'une  manière  plus  générale,  si  les  polynômes  ft  et  /";  ont  ;>  racines  communes,  les  ;•   coefÛcicnU  \,.   X-, 
sont  nuls,  mais  la  réciproque  n'est  plus  oMi^t^e  dis  cpic     p     -1. 
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Le  résultant  R  pris  sous  la  forme  de  Sylvester  est  représenté  par  le  déterminant  à     /(  —  1     lignes 
et    n  —  1     colonnes 


r/,  «3          Cl;; 


1        r/, 
1 


.        f,.-2       ^« 


(J'ai  supposé  n  pair,  pour  fixer  les  idées.) 

Mais  pour  éviter  d'avoir  un  rapport  -—  .^ui  soit   tantôt  positif,    tantùl  néiralif,  suivant  la  valeur  de 

n,  il  est  préférable  de  modifier  Tordre  des  lignes  en  moltunt  alternalivement  une  ligne  commençant  par 
(li  et  une  ligne  commençant  par  I . 

Je  poserai  donc  (et  cela  d'une  façon  générale  sans  avoir  à  me  préoccuper  de  la  parité  de  ») 


(6) 


R  = 


''l 

fl.-i 

1 

^3 

• 

i 

«2 

f;     . 

a 
n 

On  remarque  que  la  diagonale  principale  est  égale  à  «i^i^s.  .  .a,,  ,.  C'est  le  seul  terme  de  celte 
forme. 

Si  on  fait  a„  =  0,  la  dernière  colonne  ne  contient  plus  que  le  terme  fl„_i,  et  R  se  réduit  au  pro- 
duit de  ttn-i  par  le  mineur  correspondant  R'  (R'  est  ce  que  devient  le  mineur  après  remplacement  de 
On  par  zéro).  On  peut  donc  écrire 

(7)  R  =  fl„  ,R'  -h  a„  X  fonct.  (^«j,  a^,  .  .    .  a„); 
IV  n'est  autre  que  le  résultant  correspondant  à  R  pour  l'équation 

(8)  .r"-'  -h  (7,x"-2  -^  •  •  ■  -H  a„_,  =  0, 

obtenue  en  remplaçant  a„  par  zéro  dans  l'équation     f(xj=Q     et  supprimant  le  facteur  x. 

Or,  si  on  appelle  A;  la  quantité  correspondant  à  A^  pour  l'équation  (8),  je  dis  que  l'on  peut  écrire 
de  même 

(9)  Ao  =  (in-iK  +  «"  X  l^onct.  {ai,  a.,  .  . . ,  "„)• 

Pour  justifier  l'équation  (9)  il  suffit  de  montrer  qu'en  faisant  tendre  a^  vers  zéro  et  passant  à  la 
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limite,  on  a 

lim  Aq  =  <?„_iA',. 

Soit  Xn  la  racine  do  /i.x)  qui  (end  vers  zéro  avec  a„.  En  mettant  ./„  en  évidence  on  peut  écrire 


A„  = 


Q  (—  Xi  -  x„)  X  JJ  (—  ./•,  -  X,), 


Xi,  X.,  . . .,  x„_i  étant  les  racines  de  /(.r)  autres  que  x,,. 

La  limite  du  premier  produit  est  a„  ,,  car  à  la  limite  Xn  est  nul  et  .r,,  x,  .  .  .,  x„_,  sont  racines  de 
(8).  De  même  la  limite  du  second  produit  est  A',.  L'équation  (!))  est  établie. 

La  comparaison  dos  équations  (7;  et  (9j  montre  que  le  rapport   —2-,   que  nous  savions  déjà  indé- 

R 

pendant  des  valeurs  particulières  de  a,,  o,,   .  .   ,  a„  pour  une  valeur  donnée  du  degré  de  l'équation,  est 

aussi  indépendant  de  ce  degré  n.  Or  on  vérifie  immédiatement  pour     n  =  2  ou  3     que  ce  rapport  est 

égal  à  1.  Il  lui  est  donc  toujours  égal  et  la  formule  (6)  donne  la  valeur  de  A(,  aussi  bien  que  de  R. 

Une  fois  Aq   obtenu  en  fonction  des  coefficients  a,   voyons  comment  on  pourra  en  déduire   ç(a). 

Quand  on  change  dans  f{x)  x  en     x-{-^,     on  obtient  une  équation  de  numio  degré  pour   laquelle  on 

déterminera  exactement  comme  pour  f  le  A^  correspondant.  La  valeur  obtenue   est  fonction  de  z  et  je 

dis  qu'elle  est  précisément  égale  à  ^[^t),  de  telle  sorte  qu'il  sulllra  de  changer  dans  le  résultat  £  en  — 
pour  avoir  cp(a). 

En  ellet,  changer  dans  f  x  en  x -\- t  revient  à  diminuer  de  z  toutes  les  racines  de  f\xj.  Les 
sommes  deux  à  deux  de  ces  racines  sont  diminuées  de  2i  et  par  suite  la  nouvelle  équation  aux  sommes 
deux  à  deux  des  racines  difTère  de  l'ancienne  par  le  changement  de  a  en  a  +  iî.  La  nouvelle  équation 
est  donc    cp^a -f- 2e)  =  0     dont  le  terme  indépendant  de  a,  c'est-à-dire  le  nouvel  Aq.  est  ç(2£). 

Les  méthodes  exposées  permettent  dans  tous  les  cas  le  calcul  de  la  fonction  o(ï)  ;  mais  les  calculs 
pour  passer  de  A^,  à  cf(a)  sont  fort  pénibles  et  il  y  aurait  tout  intérêt  à  les  éviter  et  à  faire  la  discussion 
du  signe  des  racines  de  f(x)  sur  A^  seul.  Je  ne  suis  pas  parvenu  à  dos  résultats  complets  à  cet  égard. 
Aussi  me  bornerai-je  à  quelques  indications  sur  la  voie  où  il  conviendrait  d'engager  les  recherches. 

Considérons,  pour  la  commodité  du  langage,  a,,  a.>,  .  .  .,  a„  comme  les  coordonnées  d'un  point  M 
dans  un  espace  à  n  dimensions.  i>ors(iu'on  déplace  le  point  M  d'une  façon  continue,  les  racines  de  f^x) 
varient  d'une  façon  continue.  Il  pourra  se  faire  que  des  racines  réelles  deviennent  imaginaires  ou  réci- 
proquement ;  mais  ce  passage  ne  [»roduit  pas  de  changement  de  signe  de  la  partie  réelle.  Il  n'y  aura 
un  tel  changement  de  signe  que  si  une  racine  réelle  change  de  signe  en  i»assanl  par  zéro,  au<iuel  cas 
On  s'annulera,  ou  encore  si  le  même  fait  se  produit  pour  une  partie  réelle  d'une  racine  imaginaire.  Au 
passage  par  zéro  de  la  partie  réelle,  l'équation  admettra  une  racine  purement  imaginaire  ^/,  et  on  aura 

0  =  /-(?/)  =  p;/-.(-p»)-H/',(-?^), 

et,  en  antuilanl  séparément  les  parties  réelle  cl  imaginair(\ 

Les  polynômes  /",(:)  et  /'o(:)  ont  alors  une  racine  commune  et  leur  résultant  R,  égal  à  .\^,.  est  nul. 

On  ne  [)eut  donc  ((uitter  la  région  de  l'ospaco  à  n  dinuMisions  où  loules  Ips  racinos  sont  négatives 
ou  à  parties  réelles  négatives  sans  traverser  une  dos  doux  surfaces 

(10)  a„  =  0,  Ao  =  0. 

La  région  do  l'espace  où  doit  se  trouver  le  point  M  pour  répondre  au  problème  pose  au  début  do 
cette  étu(l(^  e.'it  donc  liuiiléo  uniciuemonl  par  oos  doux  surfaoos  (tO),  et  toute  la  (|ueslion  revient  à  discu- 
ter comment  ces  doux  surlaoes  ilivisont  l'espace  en  légions.  On  se  ron<l  ainsi  compte  qiio  l'éludi»  de  A» 
seul  doit  p(>riuottro  do  rosoudio  lo  pioliirmo  posé  sans  avoir  besoin  d'olToctuor  le  calcul  des  coefUcicnts 
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Al,  A.,  etc.  C'est  ainsi  que  j'ai  pu  obtenir  les  conditions  données  plus  haut  pour  l'équation  du  sixième 
degré. 

En  étudiant  les  propriétés  des  déterminants  R  pour  les  cinq  premiers  degrés,  j'ai  reconnu  que  les 
conditions  trouvées  impliquaient  que,  non  seulement  ces  déterminants  eux-mêmes,  mais  leurs  mineurs 
de  tous  ordres  soient  positifs  et  réciproquement.  Il  serait  intéressant  de  savoir  si  la  propriété  est  géné- 
rale. Dans  l'aflirmative,  le  calcul  de  o(a)  serait  rendu  complètement  inutile. 


SUU  L'EMPLOI  DE   LA  REGLE  A  CALCUL  AUX  EXAMEiNS 

par  M.  A.  Sainte-Lagûe,  p'ofesseur  de  Mathématiques  spécialesau  lycée  de  Douai. 


Il  est  important,  pour  l'épreuve  de  calcul  de  l'examen  d'entrée  à  l'Ecole  polytechnique,  de  disposer 
avec  soin  les  calculs  faits  avec  la  règle,  non  pas  seulement  pour  l'aspect  général  de  la  composition, 
mais  surtout  parce  que  des  calculs  bien  disposés  sont  plus  vite  faits,  le  travail  seiîecluant  de  façon 
méthodique.  Dans  l'exemple  que  l'on  trouvera  ci-dessous,  le  tableau  numérique  a  été  rédigé  non  par 
lignes  horizontales,  mais  bien  par  colonnes  verticales.  Le  lecteur  apercevra  aisément  les  avantages  de 
cette  méthode.  On  a.  en  eiïet,  beaucoup  plus  vite  achevé  de  calculer  deux  racines  quatrièmes  à  la  suite 
l'une  de  l'autre,  puis  d'ciïocluer  doux  multiplications,  que  d'extraire  une  racine  quatrième,  puis  de  faire 
une  multiplication,  pour  revenir  k  une  racine  quatrième,  et  terminer  par  une  multiplication.  Est-il 
besoin  d'ajouter  que  les  erreurs  de  calcul  peuvent  être  moins  nombreuses,  les  calculs  étant  plus 
rapides  ? 

Je  tiens  à  donner  encore  un  conseil  praticiue  qui  me  semble  important.  Il  n'est  pas  prudent  pour  un 
candidat,  qui  n'est  pas  toujours  bien  familiarisé  avec  le  maniement  de  la  règle,  de  vouloir  retrouver  la 
technique  d'une  opération  (racine  cubiiiue,  logarithme,  cologarithme,  sinus,  cosinus,  tangente,. ..1  par 
des  considérations  théoriques.  Ce  sont  des  choses  que  l'on  ne  retrouve  guère  un  jour  d'examen.  Il  vaut 
mieux  appliquer  le  procédé  suivant.  Pour  une  racine  cubifiue,  par  exemple,  on  cherche,  à  l'aide  de  ses 
souvenirs,  quelle  est  la  position  la  plus  commode  de  la  réglette  qui  permet  de  former  le  cube  de  2, soit  8, 
puis  de  3,  soit  27  et  enfin  de  o,  soit  l^'J.  Il  y  a  en  ell'ct  trois  cas  à  distinguer,  et  il  serait  insufTisant  de 
se  borner  à  considérer  les  chinVes  significatifs  indépendamment  de  la  place  de  la  virgule  (VH  =  2; 
^60  =  i,3l  ;  VHOO  =  Î),i8).  Si  maintenant  on  veut  la  racine  cubique  de  178,  on  cherchera  celle  de  125 
qui  est  5,  et  un  faible  déplacementde  la  réglette  donnerala  racine  de  178,  que  l'on  ne  confondra  pas  ainsi 
avec  celle  de  17,8  ou  de  1.78.  On  procéderait  de  façon  analogue  pour  la  recherche  directe  d'une  racine 
quatrième,  celle  d'un  cologarithme,  etc. 

Il  est  donc  bon  de  savoir  par  cœur  quelques  résultats  simples  tels  que  les  suivants  : 

^  2»  r=  i,         V^  =  IG,         2'  =  8,       3^  =  27,         5^  =  125,         l,4li*  =  4, 

î*  =  Ifi,  5*  =  625,  8^  =  4096, 

v/3 


-8-?-6-5-4:-3-2-l  012345678 


Ig  30"  =  -^  =  0,577,  etc. 


log2  =  0,301,  sin30»  =  0,5, 

Comme  exemple  de  calcul  à  la  règle  nous  allons  chercher  l'aire  de  la 
courbe  fermée  j:*-}-?y*  =  2,  courbe  représentée  ci-contre.  Pour  cela» 
nous  emploierons  successivement  les  méthodes  des  trapèzes  et  de  Simpson, 
en  divisant  chaque  fois  l'intervalle  AB  en  16  parties  égales.  Nous  applique- 
rons également  la  méthode  de  Tchebitcheiï  (')  à  celte  aire^  puis  nous  compa- 
rerons les  résultats  obtenus  par  ces  trois  méthodes. 

Cj  La  méthode  de  lch('l)itcheir,  bien  supérieure  pour  un  même  nombre  d'ordonnées  à  toutes  les  autres,  consiste  à  tracer 
de  part  et  dautre  de  OC  ((|ue  cette  droite  soit  oii  non  axe  de  symétrie)  des  abscisses  égales  k  0,267  a,  0,422  a,  0,856  a,  en 
désignant  jtar  a  :  O.V  =  UB.  L'aire  de  la  courbe  située  au-dessus  de  AB  est  donnée  par  le  produit  par  2a  de  la  moyenne 
des  six  ordonnées. 
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Aire  de  la  courbe     i:^  -^  y^  =  2  : 

Méthode  des  trapèzes.  —  Méthode  de  Simpson. 

Calcul  des  abscisses  :      OA  =  OA'  =  OD  —  OB'  =  \/î  =  a. 

T,  =  0,  a  =  1,189. 


•8  i-7-6-5-4-a.2-l  01234567!8    vC 


X^   =  X_^   =  -—    =  0,148, 


2« 

X,  =  x_,  =  —-  =  0,297, 

o 
'^^ 

Xs  =  a'_3  =  — —  =  0,-145, 

o 

Xi  =  x.i  =  -—  =  0,594, 

o 

Calcul  des  ordonnées  :    y  =  v2  —  x*. 


Rang 

Abscisses 

.V 

0 

0 

1  et     —  1 

0,148 

2  et     -2 

0,297 

3  et    —  3 

0,443 

4  et     —  4 

0,594 

o  et    -  5 

0,742 

6  et    —6 

0,891 

7  et    -7 

1,040 

8  et    —  8 

1,189 

X' 

2  -  j;' 

Ordonnées 

0 

2 

1,189 

0,000 

2 

1.189 

0,008 

1,992 

1,189 

0,039 

1,961 

1.188 

0,124 

1,876 

M70 

0,304 

1 ,696 

l.lil 

0,631 

1 .369 

1 ,082 

1,170 

0,830 

0,9o5 

2 

0 

0 

X,  =  x_,  =  ~  =  0,742, 
xc  =  xvc  =  -^  =  0,891, 

o 

la 
X:  =  x^-,  =  —  =  1,040, 

xs  =  x^,  =  a  =  1,189. 


Ordonnées 
de  rangs 
impairs 


1,189 
1.188 

1 ,  r.  1 

0,9j5 


Totaux j       9,103  4.473 

Formule  des  trapèzes,  où  A  (h'^signo  l'airo  totalo  : 

2a 

A  =  -—(.7  s-+-2(/_tH h2j/oH h 2^7  H-  j/g), 

lO 

A  =  4  (?/"  +  ?/'  -^ ^  y-'  ^y'^-^)  =  ^''S9HiM03  -  0,594), 

A  =  0.594X8,500  =  5,07. 

Formule  de  Simpson  : 


la 


2a 


A  =  ^(P-t  I)-+- -j^(I  — P),     puisque     ,/,-+-,/,  r.  o. 

A  =  ^(41-|-2P)  =  -îj-Z-^-^-f-i)  ==  0,396(9.103    •   4.173-0.591), 

A  =.  0,396  X  12,982  z:=  5,13. 
Voici  les  calculs  relatifs  -à.  la  inélhodf  dt^  rdiehitclu^tT  : 

a-,  =  .r  ,  =  0,2ti7''  =  0.316. 
a-,  =r  .r.s  =  0,422«  =  0,502, 
ar,  =  .r_3  =  0,866a  =  1,03. 
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Vi  =  ?/^.  =  ^^89 

î/2    ==    Î/-2    =-    1,1«0 

7/3  .=  y_3  ^  0,967 
TolaL    .     3,33() 

A  =  -g-  0/-3  -+-  '/-2  +  2/-1  -f-  yi  -4-  y.,  +  rji)  =  —  (j/,  + 1/2  +  ?/,), 

A  X  1,189x3,336 

A  = =  o,:^8. 

V^oici,  pour  terminer,  quelques    exercices  que  l'on    pourra  faire  avec  la  règle  à  calcul.  Ils  sont 
d'ailleurs  de  longueurs  inégales  : 

1.  —  Résoudre  léquation  :     /  —  sin  <  =  2. 

2.  —  Résoudre  l'équation     2'  =  3x. 


3.  -  Calculer    \/2 +  ^2 -f- v/2  +  y/ï" 


4.  —  Calculer  les  premiers  ternies  de  la  série  à  termes  positifs  définie  par  la  formule  de  récurrence  : 

9»';-,  —  6w„.w„_i  — »;-,  2  =  0, 
qui  donne  r/„  en  fonction  des  deux  termes  précédents.  On  a  de  plus     iio  =  ",  =1. 

5.  —  On  considère  la  ligne  polygonale  dont  les  sommets  ont  pour  abscisses  -^j    p  étant  un  entier 

qui  va  de  0  à  23  (y  compris  les  valeurs  extrêmes)  ;  les  ordonnées  sont  les  nombres  de  combinaisons  C.l'3 
multipliés  par  un  facteur  q  de  proportionnalité,  tel  que  l'ordonnée  maximum  soit  égale  à  1.  Calculer 
les  coordonnées  de  chaque  sommet,  et  en  déduire  le  rang  du  côté  dont  la  pente  est  maximum. 


SUR  LE  RAYON  DE  COURBURE  DE  LA  LEMNISCAÏE 

pnr  M.  0. 


La  construction  du  rayon  de  courbure  de  la  lemniscate  donnée  p.  130  est  manifestement  fausse, 
puisqu'elle  tendrait  à  placer  le  centre  de  courbure  répondant  à  l'un  ou  à  l'autre  des  sommets  A  et  A' 
au  centre  0. 

En  suivant  la  marche  proposée  par  l'auteur,  il  suffisait  d'appli([uer  la  formule  bien  connue  liant  les 
rayons  de  courbure  R  et  R'  qui  correspondent  aux  points  inverses  M  et  M',  savoir 

oîi  N  et  N'  représentent  les  normales  polaires  (limitées  à  la  perpendiculaire  élevée  en  0  au  vecteur  OM). 

JN' 
Or  on  sait  que  dans  l'hyperbole  équilatére,    -^  =  —  1-    Il  vient  donc 

formule  qui  montre  que  le  rayon  de  courbure  en  M  a^l  le  tiers  de  la  normale  polaire  en  ce  point.  On  en 
déduit  que  la  projection  orthogonale  du  centre  de  courbure  répondant  au  point  M  sur  le  rayon  vecteur 
OM  est  au  tiers  de  ce  rayon  vecteur  à  partir  du  point  M,  résultat  connu. 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEIRI-  ET  BOURSES  DE  LICENCE 
Concours  de  1910  (Suile). 


Groupe  II. 

1886- —  On  donne  deux  axes  coordonnés  rectangulaires  Ox,  0»y  el  une  droite  (Dj  paralUAeàVaxe  Or/. 

A  chaque  point  M  d'une  courbe  (C),  située  dans  le  plan  des  deux  axes,  on  fait  correspondre  un  point 
M',  de  même  abscisse  que  le  point  M,  par  la  condition  que  la  parallèle  menée  par  Vorigine  à  la  tangente  en 
M  à  la  courbe  (C)  et  la  parallèle  à  l'axe  Ox  menée  par  le  point  M'  se  rencontrent  sur  la  droite  (D).  Soit 
(C)  le  lieu  décrit  par  le  point  M'  quand  le  point  M  décrit  la  courbe  (C).  Soit  M"  le  point  qui  se  déduit  du 
point  W  comme  le  point  M'  sedéduit  du  point  M,  en  remplaçant  toutefois  la  courbe  (C)  par  la  courbe   C). 

Déterminer  la  courbe  (C)  : 

1°  De  manière  qu  elle  passe  par  l'origine  et  que  la  longueur  .MM   soit  égale  à  une  ligne  donnée  ; 

2°  De  manière  quelle  pas'ic  par  l'origine,  quelle  y  soit  tangente  à  la  bissectrice  de  l'angle  lOg  et  que 
la  longueur  MM"  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

La  pente  de  la  courbe  (G)  en  M{x,  y)  élant  y',  la  parallèle  menée  de  0  à  la  tangente,     y  =  y'x, 

coupe  la  droite  (0),     x-  d  =  0,     au  point  -af-i,  dy').  Les  coordon- 
nées du  point  M'  sont  alors     X  =  x,     Y  =  dy'. 

Si  on  suppose  que  .M'  décrive  une  courbe  (C),  la  pente  de  celle 

rfY 
courbe  en  M'  est     — -—  =  du'  ;     on  trouve  alors  comme  précéJem- 

ment  que  les  coordonnées  de  .M"  sonl     \  =  r,     V  =  (/-//  . 

1°  Comme     MM"  =  MP   }-  FÂT,     on  a 
(1)  dy'  -y  =  t. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  (C)  est  du  premier  ordre, 
linéaire  et  à  coefficients  constants  ;  l'éfjualion  sans  second  membre, 

1  ^ 

dont  l'équation  caractéristique  est    r 'T  ~  ^'     admet  pour  intégiale  générale  la  fonction     i/,  =  C?    ^ 

comme  l'équation  complète  (1)  admet  l'intégrale  particulière     //  =  —  /,     l'intégrale  générale  est 
(a)  y  =  Ce"^  -  /. 

La  courbe  (C)  considérée  devant  passer  par  l'origine,  du  a     G  =  /    el  son  équation  est  llnalement 

y  =  l{e'''  —I). 
2°  Dans  ce  cas,  l'équation  différentielle  de  la  courbe  (C)  esl 

(2)  '/\'/ •■-.'/  =  /■ 

Celle  érjuation  admet  l'intégrale  parliculii're     y=  —  l     vi  ré(|uatioii  sans  second  memhri' adniel 

pour  intégialo  générale     //,  =  A^  •'  -\-  [ie     ■' . 

Par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est 

(^)  y  =  \c~'  -^\)e~~  -l. 

La  courbe  ((])  passant  à  l'origine,  on  a      \    i-  R  ~    /;     de  |)lus,  la  ponte  en  ca  point  étant  1.  on  a. 


y 

ip) 

M 

{x.,V)^ 

p- 

M." 

/     ^^ 

M' 

^) 

/ 

0 

-V    1 

?               JÛ 

comme     v'  =  -r(A«  '  —  Hf    "i,     A  —  H  —  ci. 
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l^d       „        l  —  d 
Par  suite.     A  =  — - — ,     R  =  — - —     et  la  courbe  cherchée  est 

y  =  — 9— «  ''  ■+-  -^— «     -  '• 

Remarques.  —  Les  courbes  de  la  famille  (a)  sont  comprises  dans  les  courbes  de  la  famille  (^).  La 

logarithmique  d'Huygens,     y  =  de'^  —  l,     fait  partie  de  la  famille  (a)  ;  d'ailleurs,  l'équation  générale 

des  courbes  de  cette  famille  peut  s'écrire     y  =  l.de''  —  l,     ce  qui  montro  que  les  courbes  (a)  peuvent 

se  déduire  de  la  logarithmique     y  =  de '^      par  une  affinité  d'axe  Ox  et  de  puissance  arbitraire  )-,  suivie 
d'une  translation     —  /    parallèle  à  Oj/.  On  peut  ajouter  enfin  que  la  chaînette  fait  partie  de  la  famille  (^). 

J.  SOUBAIGNÉ,  à  Mont-de-Marsan. 

Bonnes  solutions  :  MM.  P.  Sailehon,  à  Albi  ;  A.  Rodsseau,  à  Fournes;  Michel   Féliciex,  à  Lainage;  G.  Lach.  à    Rodez; 
Amblard,  à  Ruines;  L.  Simo!»,  ii  Fourmies  ;  Névejans;  L.  Pkrriv,  à  Trévoux  :  A.  Laccagne,  à  Lyon  ;  G.  Fodcry,  à  Roanne. 


1887.  —  On  considère  le  mouvement  défini  par  les  équations 

X  —  3a  cos  t  —  a^  cos  3/,  y  =  3a  sin  /  -t-  a'  sin  3/,  z  =  3a-  cos  2/, 

oit  t  désigne  le  temps  et  a  un  paramètre  constant.  Déterminer  la  vitesse  et  l'accélération. 

La  trajectoire  est  une  courbe  fermée  ;  quelle  est  sa  longueur  ?  Déterminer  a  de  façon  que  cette  longueur 
soit  égale  à  Ztz.  [On  se  bornera  à  calculer  deux  décimales.) 

Les  projections  de  la  vitesse  V  et  de  l'accélération  J  sur  les  axes  sont 

dx  d'X 

V,.  =  — ;—  =  3a(a-  sin  3/  —  sin  t\  J,  =  — -—  =  3a(3a'  cos  3/  —  cos  /'), 

dt  '  '  dt-  ^ 

dv  d^ij 

\y  =  -j!-  =  3a(a2  cos  3/  -h  cos  /),  J,  =  — -^  =  —  3a(3a2  sin  3/  -+-  sin  /), 

'        dt  ^  dt-  ^  ' 

\.  =  -Ç~  =—  6a2  sin  2t,  .].  =  ^  =  —  lâa^  cos  it. 

dt  '         dt^ 

Par  suite,  comme     V-  =  V?  4-  V^  -+-  V?,     nous  avons 
Y2  =  l)a-[(a'  sin  3<  -  sin  t'f  -t-  (a-  cos  3/  -t-  cos  t-  -+-  4a'  sin-  2/J,  puis  V  =  3a(fl'  +  1). 

De  même, 


r-  =  9a'[(3a2  cos  3/  —  cos  /)-  +  (3a«  sin  3/  h-  sin  tf-  -f-  IGa^  cos»  2/],  J  =  3av/[3a»  -^  i)- -+-  4a«  cos*  2r. 

Les  expressions  des  coordonnées  en  fonction  du  temps  sont  périodiques,  la  période  commune  étant 

2tt  ;  par  suite,  la  trajectoire  est  une  courbe  fermée  ;  elle  est  décrite  en  entier  pendant  une  période. 

ds  r 

D'autre  part,  ds  désignant  la  différentielle  de  l'arc,  on  a     V  =  -—      ou     *  =  /  'Vdt-hs^. 

Dans  le  cas  actuel,  le  périmètre  de  la  courbe  est      /  =  2a{a-  -^  1)  /      dt  .—  tii:a(a-  -t-  1). 

»   0 

Dans  riiypothèse     /  =  3",     on  a  l'équation    f{a)  =  a^  -{-  a  —  0,5  =  0. 

On  reconnaît  sans  peine  que  celte  équation  admet  une  seule  racine  réelle,  comprise  entre  0  et  1  ; 

en  elTct,  /"(O)  =  -0,5,  f{\)  =  1,5. 

Cette  racine  semble  plus  près  de  0  que  de  1  ;  formons  f{0,ï)  : 

/■(0,4)  =  0,064  H- 0, '4—0,5  =  —0,036. 

La  racine  est  supérieure  à  0,'t  ;  formons  /(0,o)  :     f{0,^)  =  0,125  h- 0,5  —  0,5  =  0,1-25. 
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La  racine  est  donc  comprise  entre  0,4  et  0,5.  Nous  appliquons  maintenant  les  méthodes  d'ap- 
proximations. On  a  f"{a)  =  Ba  ;  ce  nombre  est  du  signe  de  /'(0,5)  dans  l'intervalle  ;  nous  appliquons 
donc  la  méthode  de  Newton  à  0,5  et  celle  des  parties  proportionnelles  à  0,4  ;  on  remplace  0,5  par 


0,5 


AO,.^) 


0,5  — 


0,125 


3xO,ïi5  -H  1 


0,;j =  0,i28o: 

14 


AU.  5) 

et  on  remplace  aussi  0,4   par 

0,4  X  fiO.o)  —  0,5  X  /"(O.i)         0,4  X  0.155  ^  O.o  X  0,0:^6 


Par  suite. 


/•(0,5j  -  /(0,4) 

a  =  0,42 


0,125 -f-u,OJO 


=  0,422. 


100 


par  défaut. 


J.  SOUliAIGNÉ. 


Bonnes  solutions  :  MM.  V.  Sai.leron.  <à  Albi  ;  Nkvkjans;  Amblaud,  à  Ruines  ;  G.  Lach,  à  Rodez  ;   A.  Kolssbau,  a  Fournes  ; 
L.  Simon,  à  Fourmies  ;  A.  Lalcagnk,  à  Lyon  ;  Micliel  Félicien,  à  L.iinage. 


Groupe  I  (*). 


M 


1888.  —  Ln  appareil,  destiné  à  servir  d'éleclromèlre,  esl  constitué  par  deux  plateaux  circulaires,  ver- 
ticaux el  parallèles,  l'un  A  fixe,  l'autre  B  suspendu  par  deux  fils  égaux  et  parallèles  .MN,  M'N'  [voir  la 
,, r         figure  ci-joinle).  Le  plateau    B   a  un  rai/on  de  10  centimètres  ;   A  esl  notablement  plus 
grand.  Les  fils  de  suspension  ont  1  mètre  de  long  ;  l'ensemble  du  système  qu'ils  supportent 
pèse  200  grammes.   La  distance  des  deux  piiteaux  est  de  i  centimètre  lorsqu'ils  sont  au 
même  potentiel^    B    étant  au  repos.  L'accélération  des  corps  en  chute  libre  est 

g  =  980  unités  G.G.S. 

1.  On  établit  entre  les  deux  plateaux  une  différence  de  potentiel  de  Y  volts.  Les  deux 
plateaux  se  rapprochent  et,  lorsque  l'équilibre  est  établi,  leur  distance  devient  x.  Trouver 
la  relation  qui  lie  V  el  x.   Représenter  cette  relation  par  une  courbe. 

2.  Quelle  différence  de  potentiel  faul-il  établir  entre  les  deux  plateaux  pour  que  le 
déplacement  de  H  atteigne  I  millimètre'.^ 

3.  Montrer  qu'à  chaque  valeur  de  V  correspondent  deux  positions  d'équilibre,  mais  qu'une  s^ule  esl 
stable.  Montrer  que,  si  ta  différence  de  potentiel  dépasse  une  certaine  limite,  il  n'y  a  plus  de  position  d'équi- 
libre ;  trouver  cette  limite  et  la  position  d'équilibre  correspondante.  (Ju'urrive-t-il  si  la  différence  de  poten- 
tiel dépasse  la  limite  qu'on  vient  de  trouver  ? 

4.  Ayant  établi  une  différence  de  potentiel  V  assez  faible  pour  qu'il  g  ail  une  jwsilion  d'équililtre  stable. 
définie  par  une  distance  x  des  deux  plateaux,  on  fail  osciller  B,  comme  un  pendule,  de  quanlilës  infiniment 
petites  de  part  et  d'autre  de  celte  j)osilion.  Calculer  lu  pèrioilc  de  ce  mouvement.  L  ludi'-r  comment  elle  varte 
lorsque  l'on  donne  diverses  valeurs  à   V. 

On  traitera  celte  quatrième  partie  en  faisant  .'iuccessiDevient  les  deux  hypollièses  suivantes: 

1°  La  différence  de  potentiel  \'  est  nidintenur  invariable  pendiint  les  oscillations  ; 

'i"  Ayant  établi  la  différence  de  potentiel  \\  an  laisse  le  pluteau  B  prendre  sa  position  d'équilibre, 
puis  on  isole  complètement  les  deux  plateaux  et,  alors  .seulement,  on  fait  osciller  B. 

Aota,  —  On  raisonnera  comme  si  le  champ  électrique  était  uniforme  jusqu'au  bord  de  B. 

D'après  lu  cmislnirlidii  ilf  l'iippnreil,  les  fils  de  \uspension  ne  peuvent  fntre  qu'un  très  petit  angle  avtc 
la  vertinilr.  On  feni.  dès  le  delntt  (/(•\  calculs,  les  simplifications  qui  rè.tuttcnt  de  re  fait. 

1.  Si)il  n  1,1  densité  éleclriiinc  supcrlicii-llc  qui  résulte,  sur  clKUjue  plateau,  de  la  différence  de  pn- 
liMiliel   V.   La  lui((>  qui  solliiilt'  le  plahan  mobile  liori/.ontaU'nu'nl  esl    f  ^  tro^s.      h'aulre  pari  on  «, 


(")  Lu  solution  du  i)rol>U'mt'  ilc  plnsuin,' .lu  croupi    II  ;\  |i!uu  anléru'ureim-nt  n'  1,  |>.  165. 
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pour  la  distance  x,     \-zax  =  V,     d'oii,  enéliminaat  a  et  remplaçant  5  par     t:  x  10  , 

_100  _\^ 

Décomposons  le  poids   mg   en  une  force  ayant  la  direction  des  fils  et  une  antre    /"'   horizontale.  En 
raison  de  la  faible  inclinaison  des  Hls,  on  peut  écrire 

/•'  1  — X 


nui  100 

Il  y  a  équilibre  si     f  =  f,     ce  qui  conduit  à 


/■'=  1960  1  — a:j  =  2^(1  -  x). 


V  =    -^   v/^Xy/l  —X, 

5 

relation  représentée  par  la  courbe  ci-contr-',  iont  les  points  remarquables  correspondent    aux  valeurs 
particulières  suivantes  : 


T 


x  =  0, 

2 

x  =  -, 

X    =    1, 


V  =  0, 

V  =  max 

V  =  0, 


d\         2    ,-. 

rfV    _ 

dx 

El  - 

dx 


2.  Quelle   différence   de    potentiel    correspond   à  un  déplacement  de  0<=n>,l  ?   Faisons     x  =  0,9, 
1  —  X  =0,1.   11  vient 

V  =  3,564G.G.S.  =  1069  volts. 

3.  La  forme  de  la  courbe  qui  représente  la  relation  entre  x  et  V  montre  que,  pour  une  valeur  de 
V,  il  y  a  deux  valeurs  de  x,  donc  deux  positions  d'équilibre.  Représentons  d'autre 

100     V2 

part   les    fonctions     /  =  — :r      et     / '  =  ^(^{X  —  x),      la   première    par    une 

courbe,  la  seconde  par  une  droite.  Les  points  d'intersection  P  et  Q  correspondent 
aux  positions  d'équilibre.  Or,  seule  la  position  correspondant  à  P,  c'est-à-dire  à  la 
plus  grande  valeur  de  x,  est  stable  :  en  effet,  si  on  diminue  x  à  partir  de  P,  /'' 
l'emporte  sur  f\  en  Q  ce  serait  le  contraire. 


La  valeur  maximum  de  V,  fournissant  une  position  d'équilibre,  correspond  à     x  = 


ce  qui 


donne 


2 


""V; 


V  =  -r-/7  -  t  /  ^  =  4.8^  G. G. S.  =  I4't6  volts, 
Si  Y  dépasse  cette  limite,  le  plateau  B  vient  au  contact  de  A. 

4.  Supposons  d'abord  la  différence  de  potentiel  V  invariable.  Déplaçons  le  plateau  B  infiniment 
peu  de  sa  position  d'équilibre  en  diminuant  x  d'une  quantité  s.  Les  forces  f  et  f  prennent  respecti- 
vement les  valeurs 

'  8      (x  — ï)2  8      X-  l  x/'  /  y^  } 

La  force  f  devient  prépondérante,  et  la  résultante,  qui  produit  l'oscillation,  a  pour  valeur 

Remplaçons  V  en  fonction  de  x,  ce  qui  est  plus  simple  que  de  faire  linver.se, 

.,       .  3x  -  2 
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La  masse  mobile  étant  égale  à  200,  son  accélération  tangentielle  est 

g      3a?  —  2 


T  = 


100       X 
et  la  durée  d'une  oscillation  simple  est 


•If 
avec  la   condition  x'>—' 
^3 

Le  facteur  ^y serait  la  durée  d'oscillation  sous  la  seule  action   de  la  pesanteur.   Quand  le 

potentiel  varie  de  0  à  sa  valeur  maximum,   x  varie  de  1  à  —  el  la  fonclion  qui  est  sous  le  second  radi- 
cal varie  de  1  à  l'infini. 

Dans  le  second  cas,   <j  est  constant,  puisque  la  charge  est  isolée,  et  la  force    f  =  ir.G-s    est  con- 
stante ;  la  différence     f — /     se  réduit  à  ^gt    et  la  durée  d'oscillation  est      t  =  -  y/ comme  si 

0 
les  plateaux  n'étaient  pas  électrisés.  Bien  entendu,  si  l'écart  du  pendule  pouvait  ne  pas  être  très  petit, 
il  faudrait  en  tenir  compte  dans  l'expression  de  l'accélération  tangentielle  et  le  résultai  serait  différent. 


ECOLE  NATIONALE  SUPERIEURE   DES  MINES 
Concours  de  1910. 


1891.  —  i"  Trouver  féqualion  drs  courbes  C  qui  admettent  l'axe  des  j/  comme  axe  de  symétrie  et  qui 
satisfont  à  l'équation  différentielle 

rfx6  dx'-       ^ 

2°  Déterminer  les  constantes  arbitraires  K  ])ar  la  condition  que  l'une  des  courbes,  r,  ait  à  l'origine  un 

x^ 
contact  du  cinquième  ordre  avec  la  parabole     y  =  — ;-,     c'est-à-due  que  la  différence  des  ordonnées  au  voi- 
sinage du  point  de  contact  soit  du  sixième  ordre  par  rapport  attx  abscisses. 

Les  constantes  arbitraires  K  devront  être  cok'ulées  avec  trois  décimales  exactes,  c'est-à-dire  que  l'appro- 

,  .  .  ■  î> 

ximation  devra  être  supérieure  à  ■ 

\°  Ecrivons  l'équation  sous  la  l'orme 

(1)  100— -  -100-7-4 -+-y=  -  6, 

ax"  dx* 

et  envisageons  l'éciuation  privée  de  second  membre 

«.!"'  ax^ 

On  sait  (|U(>  lin  Icgralc  générale  tie  l'équation  (1)  s'oblienlen  ajoutant  k  riolégr»Ie  générale  de  l'équa- 
tion (!2)  une  intégrale  parlieulièie  de  rétjuation  (1). 

On  recoiinait  iinniedialt  nient  que  i/  =  —  ('»  est  intégrale  de  l'équation  (1).  Tout  revient  donc  à 
former  l'intégrale  générale  de  leiiualion  ("i).  Tour  celu,  ni>us  y  renipU^ons  y  par  «",  r  élADl  une  con- 
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stante,  et  nous  obtenons 

e^^(IOOr6—  lOOr^H-  1)  =  0. 

Considérons  l'équation  caractéristique 

(3)  lOOrS  — I00r'--h  1=0, 
et  dans  cette  équation  posons     r^  =  u  ;     nous  obtenons 

(4)  IOOm^  —  iOOu^l  =  0. 

On  vérifie  aisément  que  cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes;  l'une  est  négative, 

comprise  entre     — i     et     —1,     les  deux  autres  positives  et  comprises  dans  les  intervalles   |  0,   — ■  J 

et  I  -— ,    1  ).  Ces  racines  sont  d'ailleurs  incommensurables. 

Si  nous  désignons  par  a-,  ^-,  y^  (')  les  trois  racines  de  l'équation  {ï),  les  racines  de  l'équation  (3) 
sont  ±a,  ±p,  ±y;  elles  sont  toutes  distinctes.  On  sait  que  dans  ce  cas.  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (2)  est 

K,/?^^  -f-  K;e-"  -h  K,ç-''  -4-  Kie-'-'  -f-  KaC"'^  -t-  K^e"^', 
K|,  K',,. , .,  K3  désignant  des  constantes  arbitraires. 

On  en  conclut  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  donnée  est 

y  =  —  6  -t-  K,e"  -+-  K[e-^^  -h  Kje''  +  KU"^'  -h  K^g'^  -+■  K^e"-'. 
Four  (}ue  la  courbe  représentée  par  cette  équation  soit  symétrique  par  rapporta  Oy,  il  faut  que 
y   ne  cbange  pas  quand  on    cbange   x    en      —  .r  :      il  faut  qu'on  ait  pour  cela     Kl  =  K,,     K',  =  K,, 
Kj  =  Kj  ;     la  valeur  de  y  peut  alors  s'écrire 

</  =  -  6  -+-  i2K,  ch  ax  +  2K2  ch  px  -¥-  "iKj  ch  -(x. 

2"  Développons  y  en  série  entière,  nous  avons 


î/  =  -6H-2K,    1-+  — 


x'.r 


't  ! 


G! 


2K4  1 


Pour  que  la  courbe  correspondante  ait  a  l'oriuine  un  contact  du  cinquième  ordre  avec  la  parabole 

x' 
Vi  =  — -  1    il  faut  que  dans  le  développement  de  y  (qui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  x),  le 

terme  indépendant  et  le  coefficient  de  .x'-  soient  nuls,  et  que  le  coefOcient  de  x*  soit  égal  à   —  • 


On  aura  donc 


6^-2K,-4-2K,  +  2K3  =  0, 
K,a»-^K,p2_^K3-r  =  0, 
2K,     .         l 


2K,     ,       2K.  , 

41       ^   4!    ^ 


4  :  ^       6 


Kl  -h  K.,+  K3  =  3,  K,a-  +  K.,3^  -(-  K:,Y-  =  0,  K,a*  -+-  K.i'  -h  K.f  =  2. 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  K,,  K^,  K,.   La  règle  de  Cramer  nous  donne 


3 

1 

1 

0 

r- 

T" 

\{ 

-) 

y 

Y' 

IV,    — 

1 

a2 

1 

1 

a* 

P* 

-,4 

1 

if-^2)(3^V-+-2) 


:\rf 


[f   _   jj2)(^^2  _   ^2^(^2  _  ^2^  ,4  _^i^a2   ^  ,^2^  ^  02.^i 


Or  a-,  p-,  Y'^  étant  les  racines  de  l'équation  (4),  on  a 


«2  -h  p2  ^  Y^  =  0, 


-?^^  =  -  - 


00 


Cl  L'une  (les  racines  est  négative,  mais  cela  ne  s'oppose  pas  a  l'emploi  de  la  notation  choisie. 
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on  en  lire  B^  -I-  Y^  =  —  «", 

l-a  valeur  de  K,  peut  alors  s'écrire 


rr  = 


lOOo 


K, 


100^2 


200a^  —  3 
200ac  —  1 


iOOa- 


200a2 ■{ 

Mais    100a«  =  100^2— 1,     donc     K,  = =  i. 

t^OUaî  — ;j 

On  aurait  de  même  K:-  =  1,  K3  =  1. 

L'éqnalion  demandée  est  donc 

y   =  —  6  H-  2  cil  a.r  -t-  2  Ch  ij.-  H-  2  ch  '(X. 

nRvejans. 

Solutions  satisfaisantes  par  MM.  G.  Fodciiv  ;  Ch.  Guillehme  ;  G    Lacm,  à  Rodez  ;  .\n(lré  Nègre,  à  bordeaux  ;  J.  Soibaigké. 


1892.  —  Un  point  parcourt  une  développante  de  cercle  avec  une  vitesse  qui  croit  proportionnellement 
au  temps.  A  l'instant  initial,  il  se  trouve,  sans  vitesse,  au  point  de  rebroussement  de  In  déueloppante. 
Trouver,  à  un  instant  quelconque,  l'accélération  totale  du  viouvement.  Construire  l'hodogruphe. 

Considérons  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R,  et  prenons  sur  ce  cercle  une  origine  A  e(  un  sens 
positif  des  arcs.  Soit  P  un  point  quelconque  du  cercle,  défini  par  l'angle  a  que 
fait  le  rayon  OP  aveclerayon  OA  ;  sur  la  tangente  an  point  P  et  dans  1»*  sens 
négatif  nous  prenons  une  longueur  PM  égale  à  lare  AI'  on  ii  Ux 

Le  point  M  décrit  une  développante  du  cercle;  la  tangente  en  M  à  celle 
courbe  est  perpendiculaire  à  MP  et  le  rayun  de  courbure  au  point  M  est 
égal  à  MP   ou  à  Ra. 

Cela  posé,  supposons  que  le  point  M  décrive  la  développante  avec  une 
vitesse  v  qui  croit  proporliormellement  au  temps.  Comme  an  temps  /  =  0 
la  vitesse  est  nulle,  on  a  v  =  ai,  a  étant  une  constante  qu'on  peut  supposer 
positive. 

L'accélération  tangentielle  y,  est  portée  sur  la  tangenlr  MT  et  esl  égale  à 

dr 


dt 


est  égale  à 


L'accélération  normale  •;,  est  portée  sur  la  norniale  M  P.  et  sa  gramlour 


t)U  . 

MP  Iti 

|)uis(jue  MP   est  le  rayon  de  courbure  dt:  la  trajectoire  au  point  .M. 

L'accélération  totale   7  est  la  somme  géunu'lrique  des  deux  vecteurs   yi    "'l    T»-    ^'  comme  ceux-ci 

sont  rectangulaires,  on  a 

(1)  y"  =  y?-ht^  =  «'-^  —• 

Il  nous  reï^te  ;i  calculer  i  en  fi^nclion  de   t.    lieinar.pioiis  ,ni,.   1  esl  l'anulo  de  la  laiigento  MT  a\ee 
OA  ;  si  iiousdésignons  par  s  l'arc  de  la  il(<velopp;inle.  le  rayon  decoinbnie  Ui  o>légal  à    — •  OnaiJono 

ds    rr      Kl,/l, 
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et  comme      -r-  =  v  =  at,     on  en  déduit    ds  =  aldt.     et  par  suite 
dt  ' 

K'xdx  —  atdt. 

Intégrons,  en  remarquant  que  pour     i  =  0,     nous  avons     a  =  0  ;     nous  obtenons 

Ra2  =  at^  et  a  =  K /—  . 

Remplaçons  x  par  cette  valeur  dans  la  relation  (1),  nous  avons 


R 


ou 


Si  par  le  point  0  on  mène  un  vecteur  OH  équipollent  à  la  vitesse  MV,  les  coordonnées  polaires  du 
point  II  sont 

r  =  at,  0  =  a  =  V  Y' 

On  en  déduit  pour  équation  polaire  de  l'hodographe 

r  =  Ov/ôR, 

ce  qui  montre  que  cette  courbe  est  une  spirale  d'Archimède. 

P.  SALLERON,  à  Albi. 

Bonnes  solutions  par  MM.  A.  Ambi.ard;  C  Fodcry  ;  Cli.   Goillermk  :  (i.   Lach  ;  Pierre  Mauti.n,  à   (ifenoble  ;  L.  Mo.ntaut,  à 
Oran  ;  Névejans  ;  Louis  Pkiuun,  à  Trévoux;  A.  Rousskai  ,  à  Kournes  ;  Jean  Solbmoné,    à  Mont-de-Mars;in. 


1893.  —  Une  lige  homogène  AB,  de  poids  donné  p  et  de  longueur  donnée  l,  est  mobile  autour  de  son 
extrémité  A.  A  Vautre  extrémité  est  attaché  un  fit  de  masse  négtigeaf)le,  qui  passe  sur  une  très  petite  poulie 
C  et  supporte  un  poids  q.   On  donne  les  distances  h  et  k  du  point  (]  d  l'horizontale  et  à  la  verticale  de  A. 

Quel  doit  être  le  poids  q  pour  que  la  lige  se  tienne  en  équilibre  avec  une  inclinaison  donnée  ? 

La  barre  AB  a  un  point  fixe  A  et  est  soumise  à  l'action  de  deux  forces  :  1°  son  poids  p,  appliqué 
au  milieu  1  de  AB,  'i"  la  tension  BF  du  fil,  appliquée  au  point  B,  et  qui  est 
égale  au  poids  q. 

Pour  que  la  barre  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des 
moments  de  ces  forces  par  rapport  au  point  fixe  A  soit  nulle  ;  et  pour  cela 
on  doit  avoir  d'abord 

AD  X  p  =  AExq, 
et  ensuite  les  deux  forces  doivent  être  dirigées  de  telle  façon  qu'elles  tendent 
~x       à  faire  tourner  leurs  points  d'application  en  sens  contraires  autour  du  point  A. 
J  Pour  (ju'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  l'angle  a  que  fait  AB  avec   l'horizon- 

tale A.X  soit  inférieur  à  l'angle  (pie  fait  AC  avec  Ai  ;  or  celui-ci   a  pour  tangente   —5     on  doit  doiic 


avoir     tg  a  -<  —  . 
k 

Il  nous  reste  k  calculer  AI)  et  AE.  On  a 

AD 


Al  cos  a  =    — -  cos  1. 


D'autre  part  AE  est  la  dislance  du  point  .\  à  la  droite  BC.   Si  l'on  [)rend  comme  axes  de  coordon- 
nées l'horizontale  A.r  et  la  verticale  \g,  les  coordonnées  du  point  G  sont  k  et  h,  celles  du  point  B, 


ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES 


191 


/cos  a  et /sin  a  ;  donc  l'éqiiation  de  BC  s'écrit 

I  ^ 
k 

l  cos  « 


y 

1 

h 

1 

1,  sin  a 

i 

=  0 


ou  x{h  —  /sin a)  — y(k—  l  cos  t)  —  lih  cos  a  —  A  sin  a)  =  0. 

La  distance  de  l'origine  à  cette  droite  est 

/(A  cos  a  —  /csina) 


AE  = 


sj[h  —  /  sin  a)*  -h  (A  —  /  cos  a)* 
(  on  remarquera  que     /j  cos  ^-^ — /csina    est  positif  puisque  tga  est  plus  petit  que   — | 
La  condition  d'équilibre     ADx/î  =  AEX7     s'écrit  alors 


/  o/f/i  cos  a.  —  k  sin  a) 

2  v/(/i  —  ^  sin  aj2~:(-  (A  _  /  cos  a)2 


On  en  déduit  la  valeur  de  7, 


_  p  cos  a  v/( /«  —  /  sin ^Y  -\-\k  —  l cos st)* 
i<i(/i  cos  a  —  A-  sin  a) 


G.  LAClI,àRodez. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Amblard,  conducteur  des  ponts  et  chausst'es,  à  Ruines  (Cantal)  ;  Ch.  r.riLi.KBHK  ;  R.  Mam>-,  à 
Albi  ;  Markscalchi  ;  Pierre  Martin,  à  Grenoble  ;  L.  Montaut,  à  Oran  ;  André  Nègre,  à  Bordeaux:  Névïjans  .  Louis  Pbbbi.n,  à 
Trévoux  ;  A.  Rousseau,  à  Fournes;  J.  Soobaignf,  à  Mont -de-Marsan  ;  G.  Kouchy. 


1894.  —  On  considère  un  a-ppareil  de  Dulonq  et  Petit  pour  la  mesure  du  coefficient  de  dilalntion  du 
mercure.  Les  branches  A  et  B  sont  des  tubes  de  verre  de  1"™-  de  section  à  la  température  ambiante  de  tO"; 
elles  contiennent  chacune  à  cette  température  une  hauteur  de  mercure  de  l  mètre.  On  chnuffe  la  branche  B 
à  200°,  en  maintenant  la  branche  A  ainsi  que  le  tube  de  communication  à  20".  On  demande  : 

i"  Le  rapport  des  hauteurs  h  et  h'  du  mercip  e  dans  les  branches  A  et  B. 

2°  La  masse  de  mercure  i  en  grammes  et  à    — —  près  \  qui  s'écoule  d'une  des  branches  vers  l'autre  par 

le  tube  de  communication  pendant  le  chauffage  et  le  sens  dans  lequel  cet  écoulcwerit  a  lieu. 

'6°  Les  expressions  du  coefficient  l  de  dilatation  linéaire  du  verre  et  du  coefficient  m  de  dilatation  abso- 
lue du  mercure  en  fonction  des  variations  a  et  b  du  niveau  dans  Ifs  branches  .\  et   B  pendant  t  expérience. 

i  mm 

Indiquer  quelles  erreurs  relations  résnlleraienl  pour  l  el  vi   d'une  erreur  de  — —    commise  dan.K  (a  mesure 

de  a  el  de  1"""  dans  la  mesure  de  b,  si  l'expérience  éinil  fui  le  pour  évaluer  ces  coefficients  de  dilatation. 

4"  Est-il  nécessaire  que  le  tube  de  communication  entn'  les  branches  soit  fin  et  qu  il  suit  horizontal'.* 

Coefficient  moi/en  de  dilalntion  absolue  du  mercure:     m  =  D.OUOIS. 

Coefficient  moyen  de  dilaluliou  linéaire  du  verre  :     l  =  O.OlMlnl. 

Les  dilatations,  ijui  n'auront  besoin  d'être  évaluées  qu'avee  deux  chiffres  «jactt,  seront  traittfi  dans  les 
calculs  comme  des  quantités  1res  peliles  dont  on  négligera  le  carré  cl  les  puissances  supérieures,  sans  se 
préoccuper  des  erreurs  ainsi  covnnises. 

i"  Les  h.uihMus  sont  dans  un  raïqiorl  iiiverst'  de  (-("lui  des  diMisilés  ci.  par  suite,  dans  1.^  nn^'m»^  rap- 
port ([uc  l(!s  binômes  de  dilalalnm  : 

_/j_  _    i  4   tOOm 
T  ~     I  -h  2Um 
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ou  bien,  en  tenant  compte  des  approximations  permises, 

(î)  h'  =  h{i-^\80m). 

2»  Pour  reconnaître  a  priori  le  sens  de  réconlement  du  mercure,  imaginons  qu'on  ait  d'abord  établi 
une  diiîérence  de  température  entre  les  deux  tubes  en  empêchant  cet  écoulement;  des  poids  égaux  de 
mercure  se  trouveront  presser  sur  des  surfaces  inégales  et  produire  une  pression  plus  grande  du  côté  de 
la  section  la  plus  petite,  c'est-à-dire  du  côté  du  tube  froid.  L'écoulement  aura  donc  lieu  de  A  vers  B. 

Écrivons  que  le  poids  de  mercure  contenu  dans  l'appareil  n'a  pas  changé.  En  désignant  respective- 
ment par  5,  d,  s',  d!  les  sections  des  tubes  et  les  densités  du  mercure  à  20°  et  à  iOOo,  on  a,  avec  le  cen- 
timètre pour  unité, 

2x  100;?ri  =  hsd-h  h's'd'. 

d 


1  -h  l8Um 
1-^180x2/ 


1  +  IHOm 


Mais  s' =  5(1 -+-180x2/)  et  d 

d'où  200  =  h^  h' 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  l'égalité  (1), 

200  =  /i-4-/«fl-+- 180x2/),  h=- -—      ou  simplement     /i  =  100(1  —  180/). 

1  -t   loUt 

Comme  il  était  prévu,  h  est  plus  petit  que  100,  hauteur  initiale. 

Le  poids  du  mercure  écoule  de  A  vers  B,  différence  entre  les  poids  de  mercure  contenus  successi- 
vement en  A,  est  égal  à 

{{QO  —  fi)sd  =  lOOx  180/ X  13,6  =  2^'to. 

3"  \j  abaissement  a  du  niveau  en  A  est  égale  à     100  —  h  =  18  000/. 
D'après  la  valeur  numérique  de  /,  on  a     a  =  0'''°,18. 

'     •  "^ 

Si,  au  contraire,  on  se  sert  de  a  pour  calculer  /,  on  écrira     /  =  • 

1  o  UUU 

L'élévation  h  du  niveau  en  B  est  égale  à     h'  —  lOO  =  h{i  -\-  iSOm)  —  100. 

En  remplaçant  h  par  sa  valeur  et  négligeant  toujours  les  termes  du  second  ordre,  un  a 

/,  =  100  ^^^^"^  ~  ^'    =  18  000  m-l)  =  18  OOOm  -  a  . 
1  -f-  180/  ^ 

D'après  la  valeur  numérique  de  m,  on  a     b  =  3<=".06. 

a  -+-  h 
Si.  au  contraire,  on  se  sert  de  b  pour  calculer  m,  on  écrira     m 


18  0U0 

Pour  calculer  les  erreurs  possibles,  assimilons-les  a  des  différentielles.  L'expression  de  /  donne 

dl  du  da  da 

~T  "^  ~û~  ~    18  0UU/    ~   0,18  ' 

^  ,  i  dl  \ 

Pour    da=—,  -=-i^- 

L'expression  de  m  donne  de  môme 

dm         da  -\-  db  da  -^  db         da  -h  db 


m  a-i-b  ISOOUm  3,24 

1  ,,  i  dm  0/11  1 

Pour     da  =  et     db  =  -— -,      =  — -r-  =   —-environ. 

lOU  10  m  3,2'i  30 

4°  Si  le  tube  de  communication  n'est  pas  fin,  il  s'y  produit  des  courants  de  convection  qui  ne  per- 
mettent pas  de  définir  avec  précision  l'origine  des  hauteurs  h  et  h'. 

Si  le  tube  de  communication  n'est  pas  horizontal,  les  hauteurs  doivent  être  comptées  a  partir  du 
niveau  où  la  température  passe  de  200°  à  20°  ;  mais  ce  niveau  est,  dans  ce  cas,  moins  bien  défini. 

GH.  GUILLERME. 

♦ 
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1854.  —  Etudier  le  complexe  des  droites  D  dont  les  conjuguées  d  et  à!  par  rapport  à  deux  >juadri- 
ques  données  Q  et  Q'  concourent  ;  soit  M  le  point  commun  à  A  et  A'. 
Lieu  des  droites  D  passant  par  un  point  donné. 
Enveloppe  des  droites  D  situées  dans  un  plan  donné  P. 
Lieux  correspondants  pour  le  point  M. 
Examiner  le  cas  ou  (J'  est  une  sphère  de  rayon  nul  ;  et  dans  ce  cas,  celui  où  P  est  le  plan  de  Fin/ini. 

Une  droite  D  quelconque  est  conjuguée  du  point  M  qui  lui  correspond,  par  rapport  à  l'une  et 
l'autre  quadrique.  Réciproquement  d'ailleurs,  si  une  droite  est  conjuguée  d'un  mémo  point  par  rapp(jrt 
aux  deux  quadriques,  cette  droite  est  une  droite  du  complexe,  car  ses  deux  conjuguées  passeront  au 
point  dont  on  est  parti.  Nous  obtiendrons  donc  toutes  les  droites  du  complexe,  et  celles-là  seulement, 
en  prenant,  pour  tout  point  de  l'espace,  l'intersection  de  ses  deux  plans  polaires  par  rapport  aux  deux 
quadriques  envisagées.  C'est  ainsi  que  nous  opérerons. 

11  semble  assez  naturel  de  prendre  pour  tétraèdre  de  référence  le  tétraèdre  autopolaire  commun 
aux  deux  quadriques  Q  et  Q'. 

Soient  donc  les  équations  de  ces  quadriques 

(1)  Q     ax'--{-bif  +  c'J-hdt^  =  0,  Q'     a'x^- -\- f/ij^ -^  c'-J -^  d't*  =  0 

et  a,  p,  Y,  ô  les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point  M.   Nous  avons  de  suite  les  équations  de  la  droite 
D  correspondante 

(2)  MX  -h  P6y  -h  '(cz  -+-  odt  =  0,  m'x  -+■  '^b'ij  -+-  yc'z  -+-  M't  =  0, 

et  nous  obtiendrons  toutes  les  droites  du  complexe  en  donnant  à  %,  ^,  y.  ^  toutes  les  valeurs  possibles. 
Nous  voulons  que   la  droite  D  passe  en  un  point  A,  de  coordonnées  j,,  j/,,  :,.  /,.   Nous   aurons 
alors  les  deux  relations 

(3)  aaxi  -(-  j3ô»/i  -+-Yc:,  h-  Mt^  =  0,  aa'ar, -h  ^/»'y,  -hY^'^i  -t-  5<^''«  =  0- 

Si  nous  regardons  dans  ces  équations  (3)  les  nombres  a,  p,  •;"  ^^  comme  les  variables,  nous  voyons 
que  le  lieu  des  points  M,  correspondant  aux  droites  D  qui  passent  par  un  point  fixe  A,  est  une  droite, 
qui  d'ailleurs  est  la  droite  du  complexe  étudié,  de  qui  le  point  M  correspondant  est  précisément  con- 
fondu avec  le  point  A. 

Pour  avoir  l'équation  du  cône  engendré  par  les  droites  U  qui  passent  au  point  .\.  nous  devons 
éliminer  a,  (i,  y,  o  entre  les  quatre  équations  {i)  et  (3).  Nous  obtenons  l'équation  de  ce  cône  sois 
forme  d'un  déterminant 


(4) 


ax, 

^i/i 

C2, 

dt, 

a'xi 

b'y, 

C-. 

d't 

ax 

h 

cz 

dl 

n'x 

f''y 

c'z 

d't 

=  0. 


où  X,  J/,  z,  t  sont  les  variables. 

C'est  un  cône  du  second  degré.  U'ailleur.s  dans  cette  équation  i\*}  ligurenl  que  dr-s  termes  rectangles 
;i  l'exclusion  do  tout  terme  carré.  Ceci  nous  montre  (jue  le  cAneen  question  pa<s»»  parles  quatre  sommais 
du  tétraèdre  do  référence,  tétraèdre;  auto|)olaire  commun  aux  deux  (juadriques  0  «'l  0'-  l^''^  <^<'">«'  '^o 
second  degré  n'est  complètement  dolini  (juo  lorsque  l'on  en  donne  cinq  génératrices,  et  nous  n'en  avons 
indiqué  (pio  (lualre.  On  pourrait  vérilicr  (ju'il  c«)nlienl  encore  les  trois  aréles  du  Iriédro  aulup«ilnire  par 
rapport  aux  deux  cùnes  de  sommet  A  et  circonscrits  respeclivomenl  à  O  et  à  Q'.  Il  contient  aussi  le» 
deux  droites  conjuguées,  par  ra[)[)orl  ;\  0  ''t  0'  respeciivement.  de  la  droite  lieu  du  point  M.  Nous 
établirons  ces  deux  poinls  dans  l'étude  g(>(uneli  upie  (jue  nou>  lerons  de  la  question. 

On  suit  (ju'uue  courbe,  dans  re>pace,  n'a  qu'une  iMjualion  en  coordonnées  tangcnlielles.  Nous  allons 
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(7) 


wz  -\-rt)  ^ 

aax  -f- 

HZ  -h  r/)  = 

aa'x-{- 

XC  -^  iJ.,0 

=  yc. 

X'C  -h  u'r 

=  •:<:', 

^b'y  -+-  yc';r 


f-  orf'/. 


chercher  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  enveloppe  des  droites  D  contenues  dans  le  plan  P, 
(•">)  P         Ax-hBy -^  Cz -^  Dt  =  0. 

Soit 

(t>)  ux  -+-  vy  H-  î^':  -4-  r<  =  0 

l'équation  du  plan  courant  de  l'espace.  Pour  qu'il  soit  tangent  à  la  courbe  envisagée,  il  faut  et  il  suffit 
que  chacune  des  équations  ^2)  soit  une  combinaison  linéaire  des  équations  (o)  et  (6).  Nous  aurons 
donc 

/(Ax  -I-  B?/  -H  C:  -h  Dt)  +  [>-[ux  -h  vy 
À'(  Ax  -h  Bi/  -4-  C:  -h  Do  -^  iJL'(ua;  -h  vy 
De  là  résultent  les  huit  relations 
,  .  \  AA-l-;jtK  =  cxa,  ),B  -^  \iv  =  'pb, 

\  )!k  +  fJi'u  =  (ta',  À'B  -^  ,a'y  =  i6', 

Il  nous  faut  éliminer  a,  jî,  y,  è,  ).,  |jl,  ).',  ;ji'. 

Pour  éliminer  a,  ^,  y,  o,  nous  multiplierons  les  deux  membres  de  chacune  des  quatre  équations  (8) 
de  la  première  ligne  par  a',  h',  c',  d!  respectivement;  les  deux  membres  de  chacune  des  quatre  équations 
de  la  seconde  ligne  par  a,  b,  c,  d  respectivement.  Nous  retrancherons  alors  chaque  équation  de  la  seconde 
ligne  de  l'équation  de  la  première  ligne  écrite  au-dessus  d'elle.  Nous  aurons  ainsi  les  quatre  équations  : 

,^..  j  ÀAa'  -h  \J.ua'  —  >/Aa  —  ^ua  =  0,  )M'  -+-  \ivb'  —  ÀB/^  —  'fi'vb  =  0, 

(  ÀCc'  H-  \iirc'  —  /.'Ce  —  ^icc  =  0,  >\)d'  -H  [ird'  —  l'Dd  —  ix'rd  =  0, 

entre  lesquelles  il  nous  faut  éliminer  X,  a,  —À',  —yt'.  Le  résultat  de  cette  élimination  nous  donne 
l'équation  tangentielle  cherchée  : 


XD-i-  ijL?'  =  5rf. 
X'D  -4  u'r  =  5rf'. 


(10) 


Aa' 

lia' 

\a 

ua 

Bh- 

vb' 

hb 

vb 

Ce' 

wd 

Ce 

wc 

Dd' 

rd' 

Dd 

rd 

=  0. 


Celte  équation  est  du  second  degré  en  u,  y,  ii\  r.  Par  conséquent  l'enveloppe  est  une  quadrique 
dégénérée,  une  conique^  du  plan  P(*).  Il  était  évident  d'ailleurs  que  la  courbe  du  complexe  devait  être 
de  seconde  classe,  puisque  le  cône  du  complexe  était  du  second  ordre. 

Dans  l'équalion  (10)  nenlrenl  que  des  termes  rectangles  à  l'exclusion  de  tout  terme  carré.  Ceci 
nous  indique  que  la  courbe  admet  pour  plans  tangents  les  quatre  faces  du  tétraèdre  de  référence, 
tétraèdre  autopolaire  commun  des  deux  quadriques  Q  et  n'.  C'est  donc  ime  conique  du  plan  P  tangente 
aux  quatre  traces  sur  ce  plan  des  faces  de  ce  tétraèdre.  Pour  définir  complètement  une  coni(|ue,  il  faut 
cinq  tangentes.  On  pourrait  s'assurer  qu'elle  admet  encore  pour  tangentes  les  trois  côtés  du  triangle 
autopolaire  des  deux  coniques  sections  de  Q  et  Q'  par  P.  Elle  admet  aussi  pour  tangentes  les  droites 
conjuguées  par  rapport  a  O  et  Q'  respectivement  de  la  droite  qui  joint  les  pôles  de  P  par  rapporta 
chacune  des  deux  quadriques.  Nous  verrons  ces  divers  points  dans  l'étude  géométrique  que  nous 
ferons  de  la  question. 


=  0. 


(*)  De  même  que  l'on  pouvait  voir  sur  l'équation  (4)  elle-même  que  la  surface  repr^îsentée  par  cette  équation  était  un 
cône,  de  même  ici  nous  pouvons  voir  que  la  quadrique  tangentielle  représentée  par  l'équation  (10)  est  dégénérée  en  courbe 
plane,  de  la  seconde  classe.   Kn  etl'et,  on  peut  écrire  cette  équation  (10)  sous  la  forme 

Aa'  {u  —  k)a'  \n  {u  —  A)a 

Bb'  (v  —  h)b'  b6  («  — B)6 

Ce'  (w-C)c'  Ce  iw  —  C)c 

M  (r  — D)rf'  M  (r  — D)d 

Du  moment  que  les  coordonnées   u,  r,  n\  r  n'entrent  que  par  l'intermédiaire  des  binômes    u  —  A,    r  —  B,     ?r  —  C, 

r  —  D,    on  a  affaire  à  une  courbe  plane  du  plan  de  coordonnées  A,  B,  C,  D.  C'est  par  un  calcul  tout  analogue  que  l'on  aurait 

vu  que  l'équation  (4)  représente  un  cône  dont  le  sommet  est  au  point  de  coordonnées  j:,,  y,,  :i,  t,. 

Remarciuonsencoreque  cette  conique  enveloppe  de  D  dans  leplan  P  et  le  cône  lieu  de  D  quand  cette  droite  passe  par  A, 
sont  pleinement  corrélatifs.  En  effet,  les  équations  tangentielles  de  Q  et  Q'  sont 
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Nous  voulons  trouver  maintenant  le  lieu  du  point  M  quand  ia  droite  D  reste  dans  le  plan  P.  Pour 
cela  il  nous  faut,  entre  les  équations  (8),  éliminer  u,  u,  w,  r.  À,  ii.  À',  a'.  A  cet  effet  multiplions  les 
deux  nionnbres  des  quatre  équations  supérieures  par  ;x',  les  deux  membres  des  quatre  équations  infé- 
rieures par  il,  et  soustrayons  chaque  équation  inférieure  de  l'équation  supérieure  correspondante.  Nous 
obtenons  de  la  sorte  les  quatre  équations 


(H) 
et,  en  posant 

(12) 


(Au'  _  (.A')C  =  Y(Cfx'  -  y.c'), 


(V  — l^A')D  =  o{dii.'—iid') 


lu.'  ixk' 


h 


p  = 


B 


fZA' 

G 


D 


ho'  -   ob' 


?C' 


d?'  -  pd' 


Telles   sont  les  équations  paramétriques  du  lieu  du  point  M.  C'est  une  courbe  unicursale,  une  cubique 

gauche.   Le  point  M  passe  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  de   référence,  aulopolaire  commun  de  H 

0  (I       h       c       d 

et  Q',  lorsque  le  rapport  — -  prend  respectivement  les  valeurs    — p?    -7)   — r?    -r-      Si  l'on  fait     o  =  0, 

p  a       u       c       d 

on  voit  que  le  point  M  vient  au  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  la  quadrique  Q  ;  si  l'on  fait      p'  =  0      il 

vient  au  pôle  de  ce  même  plan  P  par  rapport  à  Q'.  Une  cubique  gauche  étant  définie  par  six  points, 

celle-ci  est  complètement  déterminée. 

C'est  à  ces  positions  du  point  M,  pôles  de  P  par  rapport  k  Q  et  Q'  respectivement,  que  corres- 
pondent les  deux  tangentes  que  nous  avons  indiquées  en  dernier  lieu  à  la  conique  enveloppe  des  droites 
I)  du  plan  P. 

Si  la  quadrique  Q'  est  une  sphère  de  rayon  nul,  c'est-à-dire  un  cône  isotrope,  l'un  des  sommets 
du  tétraèdre  autopolaire  commun  sera  au  centre  de  cette  sphère.  En  définitive,  on  doit,  dans  toutes  les 
équations,  faire  d'  =  0.  Le  plan  de  l'inlini  ne  joue  aucun  rôle  spécial,  et  nous  ne  pouvons  rien  dire 
de  particulier  relativement  à  son  équation.  Tous  les  résultats  que  nous  avons  énoncés  subsistent  sans 
modification.  Toutefois  ils  peuvent  élre  énoncés  dans  un  langage  nouveau. 

Toutes  les  droites  I)  qui  passent  en  un  même  point  A  forment  un  cône  du  second  degré  qui  passe 
au  centre  0  de  la  sphère  de  rayon  nul  et  aux  trois  autres  sommets  du  tétraèdre  autopolaire  commun, 
lesquels  sont  vus  de  0  dans  trois  directions  perpendiculaires  deux  à  deux.  Lo  lieu  correspondanl  du 
point  IM  est  la  droite  infer^eclion  du  plan  polaire  de  A  dans  O  et  du  plan  mn-né  par  0  perpendiculaire- 
ment à  OA.  Si  la  droite  I)  est  contenue  dans  le  plan  de  linlini,  elle  y  enveloppe  une  conique  direc- 
trice d'un  cône,  capable  d'un  Irièdrc  tiireclangle  circonscrit,  adinetlanl  pour  plans  tangents  les  plans, 
menés  par  0,  faces  du  trièdre  trireclangle  des  axes  du  cône  des  directions  asymplotiques  de  Q  ;  le  plan 
mené  par  0  parallèle  au  plan  conjugué  dans  Q  de  la  direction  NO,  en  désign.mt  par  N  le  centre  de  (}', 


1     ,       i 
—  M=  -t-  — 
n  h 


l 


-r  »■"  =  0. 

a 


—  u-  -h  —r  V*  -^ n*  -+-  -T-  r'  =  0. 

(I  b  c'  il 


Cela  {'Ai\n\,  si  dans  lYupiation  (i)  (îii  cône  de  sommet  \(.ri.  j/i,  3i.  ^)  nous  remplaçons  les  ('oefllclpnts  des  éiitiAlions 
ponetiielles  par  les  coefUcicnts  des  (';r|ualions  tanpeniielles  :  si  nous  remplaçons  encore  les  roordonni^ps  poncluelle»  dp  A  |»jir 
les  coordonnées  tangentielles  de  1',  nous  olitcnons  r(''(niation 


\ 
—  A 


—  A 


a' 


1" 


—  n 

h 


1 
77" 


1 
—  c. 


1    , 


1 

—  te 


—  r 


(|(ii  ne  difïï'ic  de  l'i'M|iiation  (10    que  par  le  facteur  constant       -  (la'hh'cc'ilil' . 
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le  plan  mené  par  0  perpendiculairement  à  UN  ;  et  aussi  les  trois  faces  du  trièdre  trirectangle  de  som- 
met 0  autopolaire  par  rapport  à  Q'. 

La  cubique  gauche  lieu  dn  point  M  passe  en  0,  en  N,  aux  trois  sommets  du  tétraèdre  autopolaire 
antres  que  0,  ce  qui  nous  montre  quelle  est  située  sur  un  cône  de  sommet  0  capable  d'un  trièdre  tri- 
rectangle  inscrit.  Les  directions  asymptotiques  sont  d'ailleurs  deux  à  deux  rectangulaires. 

Nous  établirons  tous  ces  résultats  dans  Tétude  géométrique  que  nous  allons  maintenant  faire  de  la 
question. 

Etude  géométrique.  —  .^ous  supposerons  que  Ifts  deux  quadriques  Q  et  Q'  sont  telles  que  le  tétraèdre  autopolaire 
commun  soit  unique  et  bien  déflni  :  il  en  sera  en  particulier  ainsi  dans  le  cas  où  la  quadrique  Ci'  devient  une  sphère  de 
rayon  nul,  si  la  quadrique  Q  reste    générale. 

Si  une  droite  D  est  telle  que  ses  conjuguées  A  et  a'  soient  deux  droites  d'un  même  plan  P,  concourant  en  un  point  M, 
la  droite  D  envisagée  sera  l'intersection  des  deux  plans  polaires  de  M  (car  tout  point  de  D  sera  conjugué  de  M  par  rapport 
à  l'une  et  l'autre  quadrique),  et,  corrélativement,  sera  aussi  la  droite  qui  joint  les  deux  pôles  du  plan  P  par  rapport  à  Q 
et  Q'  respectivement.  On  verra  d'ailleurs  que  la  droite  intersection  des  deux  plans  polaires  de  tout  point  M,  aussi  bien  que 
la  droite  qui  joint  les  deux  pôles  de  tout  plan  P,  sera  telle  que  ses  deux  conjuguées  A  et  S'  soient  concourantes  ;  il  y  a  donc 
identité  enire  le  complexe  proposé  à  notre  étude,  celui  des  droites  intersection  des  plans  polaires  de  tout  point  M  de  l'es- 
pace, et  celui  des  droites  qui  joignent  les  pôles  de  tout  plan  P  de  l'espace  Sans  y  insister  davantage,  signalons  que  du  com- 
plexe proposé  feront  partie  les  quatre  congruences  des  droites  qui  passent  par  l'un  des  sommets  du  tétraèdre  .lulopolaire 
commun  et  les  quatre  congruences  des  droites  contenues  dans  l'im  des  plans,  faces  de  ce  même  tétraèdre. 

Considérons  toutes  les  droites  I)  qui  passent  par  un  point  fixe  A.  Le  point  M  correspondant  devra  toujours  être  conju- 
gué de  ce  point  A  par  rapport  à  l'une  et  a  l'autre  quadrique.  Par  conséquent,  le  point  .M  devra  toujours,  pour  que  la  droite 
D  qui  lui  correspond  passe  par  A,  être  situé  sur  la  droite  1»^  intersection  des  deux  plans  polaires  de  A,  sur  la  droite  du 
complexe,  en  définitive,  qui  correspond  au  point  A  envisagé  comme  point  .M.  Si  d'ailleurs  le  point  .M  se  trouve  sur  cette 
droite  D.\,  la  droite  D  corresjiondante  passera  bien  par  A;  si  bien  que  cette  droite  D.v  est  le  lieu  des  points  M  qui  corres- 
pondent aux  droites  D  qui  passent  par  le  point  A. 

Voyons  maintenant  quel  est  le  cùne  engendré  par  toutes  les  droites  D  qui  passent  au  i)oint  A  Lorsque  le  point  M 
décrit  la  droite  Ha,  les  plans  polaires  de  .M  par  rapport  à  chacune  des  quadriques  forment  deux  faisceaux  homographiciues 
admettant  pour  arêtes,  respectivement,  les  conjuguées  S\  et  ^a  de  D.\.  lesquelles  se  coupent  en  A.  Kn  général,  le  plan  \\\ 
des  deux  droites  A\Aa  ne  se  correspond  pas  à  lui-même  dans  les  deux  faisceaux  homograpbiques.  En  général,  par  conséquent, 
le  cône  des  droites  I)  passant  en  \  est  un  cône  du  second  degré  non  dégénéré  et  qui  contient  les  deux  droites  Aa  et  A.^ 
conjuguées  par  rapport  à  Q  et  Q'  respectivement  de  la  droite  D^,  intersection  des  plans  polaires  de  A  par  rapport  à  Q  et  Q' 
respectivement. 

Ce  cône  contient  aussi  les  trois  arêtes  du  trièdre  autopolaire  commun  aux  deux  cônes  de  sommet  A  et  circonscrits  à 
Q  et  Q'  respectivement,  tn  efJet,  les  deux  conjuguées  dune  quelconque  de  ses  arêtes  seront  l'une  et  l'autre  situées  dans  la 
face  opposée,  seront  par  conséquent  des  droites  concourantes.  Les  quatre  droites  joignant  le  point  A  aux  quatre  sommets 
du  tétraèdre  autopolaire  comnuui  à  Q  et  {)'  sont  encore  quatre  génératrices  ilu  cùne,  car  toute  droite  passant  par  l'un 
des  sommets  de  ce  tétraèdre  est  une  droite  du  complexe. 

Nous  venons  d'indiquer  neuf  génératrices  particulières  de  ce  cùne  :  elles  sont  en  général  distinctes,  et  nous  pouvons  en 
donner  cette  raison  bien  simple  :  c'est  qu'il  y  en  a  d'abord  un  groupe  de  deux,  puis  un  groupe  de  trois,  enfin  un  groupe 
de  quatre;  si  deux  de  ces  génératrices  étaient  confondues,  il  y  aurait  une  dissymétrie  impossible  en  général.  Nous  allons 
indiquer  encore  deux  autres  génératrices  de  ce  cône,  mais  ici  il  nous  faudra  aller  avec  quelque  précaution,  car,  a  priori, 
on  peut  craindre  que  le  couple  nouveau  ne  soit  identique  au  couple  des  droites  Aa.  A\,  ce  qui  serait  possible  sans  aucune 
dissymétrie,  à  première  vue  du  moins.  Si  une  droite  l)  a  tous  ses  points  conjugués  d'un  même  point  M  par  rapport  à  Q  et 
à  Q',  elle  aura  de  même  tous  ses  points  conjugués  de  ce  même  point  .M  par  rapport  à  toutes  les  quadri((ues  du  faisceau 
ponctuel  déterminé  par  Q  et  Q'.  Considérons  les  deux  quadri(iues  Qi  et  Q',  du  faisceau,  tangentes  à  la  droite  D.  Pour  que 
les  conjuguées  A  et  A'  de  D  par  rapport  à  Q  et  à  Q'  soient  concourantes,  il  faut  et  il  suffit  que  ses  conjuguées  Ai  et  A',  par 
rapport  à  Qi  et  QJ  le  soient  également  (et  ces  quatre  droites  A,  A',  A,,  A',  seront  concourantes  au  même  point  Mj  ;  c'est-à- 
dire  que  les  plans  tangents  à  Qi  et  à  Q\  aux  points  de  contact  respectifs  de  ces  deux  quadriques  avec  la  droite  D  soient 
confondus.  Cette  droite  1)  sera  alors,  dans  ce  plan  tangent  commun,  l'un  des  côtés  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  points 
de  contact  des  trois  quadriques  du  faisceau  ponctuel  Q,  Q'  tangentes  à  ce  plan,  autrement  dit  l'un  des  côtés  du  triangle  auto 
polaire  commun  des  deux  sections  par  ce  plan  de  Q  et  Q'  respectivement.  En  même  temps,  la  droite  D  est  une  génératrice 
de  la  développable  circonscrite  a  Q,  et  à  Q, .  Nous  voyons  en  passant  que  le  complexe  que  nous  étudions  pouvait  être  déflni 
comme  étant  celui  des  droites  qui,  dans  un  plan  quelconque  de  l'espace,  sont  l'un  des  côtés  du  triangle  autopolaire  des  sec- 
tions de  Q  et  Q'  ])ar  ledit  plan,  ou  encore  celui  des  génératrices  de  la  congruence  des  surfaces  développables  circonscrites  a 
deux  ([uelconques  des  quadriques  du  faisceau  ponctuel  défini  par  Q  et  Q' ;  et,  corrélativement,  celui  des  arêtes  île  tout 
trièdre  de  sommet  (luelconque  autopolaire  par  rapport  aux  deux  cônes  circonscrits  respectivement  à  Q  et  à  Q'  et  ayant  l'un 
et  l'autre  même  sommet  cjue  ce  trièdre,  ou  encore,  celui  des  tangentes  de  la  congruence  des  biquadratiques  intersections 
de  deux  (|uelconques  des  quadriques  du  faisceau  tangentiel  défini  par  Q  et   Q'. 

Kevenons  au  cùne  des  droites  D  passant  par  un  point  A.  Considérons  le  plan  P\  tangent  en  A  à  la  quadrique  du  fais- 
ceau ponctuel  U  et  Q'  qui  passe  en  A.  Nous  connaissons  encore  les  deux  génératrices  suivant  lesquelles  ce  plan  coupe  le 
cône.  Ce  sont  les  droites  joignant  le  point  A  aux  deux  points  de  contact  des  deux  autres  quadriques  du  faisceau 
ponctuel  qui  touchent  ce  plan.  Il  nous  faut  montrer  que  ces  deux  dernières  droites  ne  sont  pas  en  général  confondues 
avec  Aa  et  A^ .  A  cet  effet  nous  allons  montrer  que  leur  plan  \'\  n'est  pas  en  général  confondu  avec  le  plan  Pa  de  Aa 
et  Aa.   En  effet,  dans  ce  plan  P'\,  le  point  A  étant  un  des  sommets  du  triangle  autopolaire  aux  sections  de   Q  et  Q',  le  côté 
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de  ce  triangle  opposé  à  A  a  tous  ses  points  conjugués  de  A  par  rapport  à  lune  et  l'autre  quadrique.  Donc  c'est  la  droite  Dv 
elle  même.  Le  plan  P'^  est  donc  le  plan  mené  par  A  et  par  la  droite  D.^,  lieu  de  M,  et  il  est  bien  différent  du  plan  P^.  car 
en  général,  la  droite  Ôa  nV-tant  pas  tangente  à  la  fois  à  Q  et  à  Q'.  ne  rencontre  pas  ses  conjuguées  A  v  et  A  ^  qui  déter- 
minent le  plan  Pa-  Nous  voyons  au  passage  que  les  deux  qu.idriques  du  faisceau  ponctuel  o  et  U'.  tangentes  a  une  droite 
quelconque  du  complexe,  I),  admettent,  en  leurs  points  de  contact  respectifs,  même  plan  tangent  ;  que  ce  plan  passe  parle 
point  M  (|iii  correspond  à  I)  ;  que  les  deux  droites  du  complexe  qui  passent  par  M  et  s'appuient  sur  Û  touchent  D  respec- 
tivement aux  deux  points  de  contact  des  quadriques  du  faisceau  ponctuel  tangentes  à  D. 

En  définitive  nous  avons  signali''  onze  génératrices,  en  général  distinctes,  du  cône  des  droites  D  passant  en  A  :  deux 
groupes  de  deux,  un  groupe  de  trois,  un  groupe  de  quatre.  Il  suffisait  d'en  donner  cinq  pour  que  le  cùne  soit  complètement 
défini.  Ou  pourrait  penser  encore  à  envisager  les  trois  quadriques  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  Q  et  Q'  et  qui 
passent  au  point  A,  et  donner  encore  comme  génératrices  les  trois  tangentes  en  A  des  trois  biquadratiques  intersections  de 
ces  trois  quadriques  prises  deux  à  deux.  .Mais  le  groupe  de  trois  génératrices  qu'on  obtiendrait  ainsi  ne  serait  pas  différent  de 
celui  déjà  donné,  arêtes  du  trièdre  autopolaire  aux  deux  cônes  de  sommet  A  et  circonscrits  a  Q  et  <j'  respectivement. 

Le  cône  des  droites  D  passant  en  \  est  engenlré  pur  l'intersection  des  plans  qui  se  correspondent  dans  deux  faisceaux 
homographiques  d'arêtes  ^\  et  a'^.  11  peut  arriver  que  le  plan  Pa  des  droites  Aa  et  Av  se  corresponde  a  lui-même.  Alors 
le  cône  se  décomposera  en  deux  plans.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  on  verra  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  droite  D^ 
passe  par  l'un  des  sommets  du  tétraèdre  autopolaire  à  Q  et  (J',  et  que  le  point  A  soit  un  point  d'une  des  faces  du  tétraèdre. 
S'il  en  est  ainsi,  le  cône  dégénérera  en  l'ensemble  du  plan  face  de  ce  tétraèdre  qui  contient  le  point  .\,  et  d'un  plan  mené 
par  A  et  le  sommet  du  tétraèdre  opposé  à  la  face  qui  contient  A. 

Lorsque  le  point  A  est  situé  non  seulement  sur  une  face,  mais  même  sur  une  arête  du  tétraèdre,  le  cône  est  formé  des 
deux  faces  du  tétraèdre  qui  se  coupent  suivant  l'arête  sur  laquelle  est  le  point  A. 

Dans  ce  cas  la  droite  Da  est  l'arête  opposée  du  tétraèdre  :  les  deux  droites  Aa  et  Av  sont  toutes  deux  confondues  axec  la 
première  arête,  et  les  deux  plans  qui  constituent  le  cône  sont  les  deux  plans  doubles  des  deux  faisceaux  homographiques  de 
même  arête.  Rnfin  si  le  point  A  est  sur  trois  faces  du  tétraèdre,  c'est-à-dire  est  confondu  avec  l'un  des  sommets,  le  cône 
n'existe  plus  :  toute  droite  passant  en  .V  est  une  droite  du  complexe. 

Dans  ce  cas  Da  est  totalement  indéterminée  dans  la  face  du  tétraèdre  opposée  à  A.  Il  n'est  plus  possible  de  parler  de 
Aa,  A^,  des  faisceaux  homographiques  qui  engendrent  le  cône. 

Lorsque  tout  a  l'heure  nous  chercherons  le  lieu  du  point  M  qui  correspond  à  toutes  les  droites  D  d'un  même  plan,  nous 
verrons  que  ce  lieu  est  une  cubique  gauche  passant  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre  autopolaire,  par  les  pôles  du  plan 
envisagé  par  rapport  à  Q  et  Q'  respectivement  ;  que  c'est  même  le  lieu  des  pôles  de  ce  plan  par  rapport  à  toutes  les  quadriques 
du  faisceau  ponctuel  déterminé  par  Q  et  Q'.  La  proposition  corrélative  s'applique  au  cas  qui  nous  occupe  pour  l'instant.  Les 
plans  P  qui  contiennent  chacun  les  conjuguées  A  et  A'  de  chacune  des  droites  D  passant  par  A  enveloppent  une  surface 
développable  de  troisième  classe,  qui  admet  comme  plans  tangents  particuliers  les  quatre  faces  du  tétraèdre  autopciaire. 
les  deux  plans  polaires  de  A  par  rapporta  Q  et  Q'  respectivement;  qui  est,  au  reste,  la  surface  enveloppe  des  plans  polaires 
de  A  par  rapport  aux  quadriques  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  Q  et  Q'. 

Considérons  toutes  les  droites  D  d'un  même  plan  II.  Nous  allons  énoncer  toute  une  série  de  propositions  corrélatirert  de 
toutes  celles  que  nous  avons  énoncées  plus  haut,  et  qu'il  nous  sera  par  conséquent  inutile  de  démontrer.  L'enreloppe  des 
plans  P  correspondant  , à  ces  droites  D  est  la  droite  D-  qui  joint  les  pôles  de  n  par  rapport  à  Q  et  y  respeclivemenl.  (".elte 
droite  D-  est  une  droite  du  complexe  qui  admet  pour  plan  P  le  plan  Q  lui-même.  L'enveloppe  des  droites  l)  est  une 
conique  du  plan  '.  Klle  admet  comme  tangentes  les  deux  droites  A-,  AJ.  conjuguées  de  [>-  par  rapport  à  Q  et  Q'  respecti- 
vement.  Ces  droites  A-  et  A^  se  coupent  en  un  point  M-  dont  les  deux  plans  polaires  se  coupent  suivant  D-.  Cette  conique 
admet  encore  pour  tangentes  les  trois  côtés  du  triangle  autopolaire  îles  deux  sections  de  Q  et  U'  par  II.  tlle  admet  aussi 
pour  tangentes  les  quatre  traces  sur  le  plan  II  des  quatres  faces  du  tétraèdre  auiopolaire.  tnlln,  considérons  la  quadrique 
du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  Q  et  Q',  tangente  ;\  11.  .\u  point  de  contact  passent  encore  deux  autres  qu.idriques 
du  faisceau  tangentiel,  et  les  traces  sur  11  de  leurs  plans  tangents  respectifs  en  ce  point  sont  encore  deux  tangentes  k  la 
conique.  Le  point  de  contact  est  d'ailleurs  la  trace  sur  II  delà  droite  D^.  Les  deux  quadriques  du  f.aisceau  tangentiel 
tangentes  à  une  droite  D  sont  tangentes  au  même  point  ;  ce  point  est  situé  sur  le  plan  l  qui  correspond  h  I)  ;  le-*  droites 
du  complexe  situées  dans  ce  plan  P  et  qui  s'appuient  sur  D  sont  respectivement  situées  dans  les  plans  tangents  aux  qua- 
driques qui  touchent  D  au  point  de  contact  et  passent  elles-mêmes  par  le  point  de  contact. 
Les  onze  tangentes  de  la  coniciue  (jue  nous  avons  signalées  sont  en  général  distinctes. 

Si  le  plan  11  passe  par  l'un  des  sommets  du  tétraèdre  autopolaire,  la  conique  se  décompose  en  deux  points,  JonI  l'un 
sera  ce  sommet  du  tétraèdre,  dont   lautre  sera  sur  l'interseclion  de  n  et  de  la  lace  i>pposée  du  tétraèdre. 

Si  II  passe  par  une  arête  du  tétraèdre,  la  conique  se  décniii|H)se  en  deux  points  qui  sont  les  deux  .sommets  porti's  par 
cette  arête.  Kntin  si  II  est  une  face  du  tétrae.lie,  les  dndtes   lu  plan  D  sont  tnules  droites  ilu  complexe. 

Cherchons  le  lieu  du  point  M  (|ui  correspond  aux  droites  D  du  plan  II  dans  le  cas  g-'iiéral.  Le  lieu  de-  Ii.ki.-x  a  ,.,ii-..ji. 
pondant  aux  droites    D    est  le  coriélatif  jiar  rajiport  a    y    de  la  conupie  enveloppe  des  droites    I>  :    c'est  '  nd 

degré  ayant  pour  sommet  le  pôle  de  11  par  rapport  à  Q'.  De  même  le  lieu  des  droites  a    est  un  cAiie  <lu  -  ml 

pour  sommet  le  pôle  de  II  par  rapport  ii  Q'.  D'ailleurs  ils  ont  pour  génératrice  l'un  et  l'autre  la  droite   D-   (|iii   joint   leur» 
sommets,  et  (jui  [)eul  être  considérée  comme  la  droite  A  qui  correspond  i\    S-  ou  la  droite  A  qui  corrc*|>onil  a  A,. 

Ces  deux  cônes,  ayant  une  génératrice  commune,  se  coupent  donc  suivant  une  cubique  gauche,  sans  qu'il  r  ail  en  );«^n^- 
rai  dégénérescence  plus  complète  de  l'intersection  des  deux  cônes.  Cette  cubique  gauche  est  forcément  le  lieu  rh*»r<-|>.>  c*r 
ce  lieu  doit  être  sur  l'un  et  l'autre  cône,  et  n'est  d  ailleurs  pas  leur  génératrice  commune,  qui  corrfspond  .1  ton  ,•» 

D  passant  par  le  point  M-.  Je  dis  d'ailleurs  que  la  ciilnque  ne  se  décompose  pas  en  une  conique  et  une  droit.  ne 

nous  allons  voir,  le   lieu  doit  passer  aux  (piatre  sommets  du  télraèilre,  et  si  l'on  avait  deux   ci  ir 

génératrict!  commune  D-  et  se  coupiml  en  outre  suivant  une  conuiue,  leur   inter^ecllon  en  g<  1  ir 

((iiatre  points  non  situés  dans  un  mrnit;  plan.  Il  faiidr.iit  que  la  droite   D-  pass.il    p.ir   l'un  detix.    i  rs^  .,-1.,.    >|<i<    n  |  iss^tl 
ég.'ileineiit  par  un  des  sommets  du  tétraèdre  autopolaire. 

Cette  cubi(|ue  passe  aux  sommets  des  deux  cônes,  autrement  dit  .lUX  pôles  de  II  p,ir  rapport  ^  '•  •'  »  "  ►'•>  '  >-«r 
aussi  aux  quatre  sommets  du  tétraèdre  autopolairc.  (|ui  ciurespondenl  aux   traces  des   f.»e*   do    cf  11. 

Nous  en  avons  six  points,  ce  qui  la  iléleiininc  com|dctement.  Le  lieu  des  pô|i-s  de  [1  par  npporl  .»  1  lii 
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faisceau  ponctuel  déterminé  par  Q  et  Q'  est  également  une  cubique  gauche  qui  passe  par  les  six  mêmes  points  que  la  pré- 
cédente. Kllessontdoncconfondueset  lelieu  des  points  M  correspondant  aux  droites  D  du  plan  II  est  aussi  le  lieu  des  pôles  de  D 
par  rapport  aux  quadriques  du  faisceau  ponctuel  Q,  (}' .  Cette  cubique  passe  donc  encore  aux  trois  points  de  contact  avec 
D  des  trois  quadriques  de  ce  faisceau  ponctuel  qui  touchent  le  plan  D. 

Si  le  plan  D  passe  par  l'un  des  sommets  du  tétraèiire,  la  conique  se  décompose  en  deux  points,  ce  sommet  lui-même 
et  un  point  de  la  face  opposée.  Les  points  M  qui  correspondent  aux  droites  D  passant  par  le  sommet  du  tétraèdre  sont  situés 
sur  une  conique  de  la  face  opposée  du  tétraèdre  qui  passe  par  les  trois  autres  sommets  et  par  les  deux  pôles  du  plan  n  par 
rapport  à  Q  et  Q',  qui  sont  l'un  et  l'autre  dans  cette  face  opposée  du  tétraèdre.  Cette  conique  est  complètement  déterminée 
par  ces  cinq  points.  Le  lieu  des  points  M  qui  correspondent  aux  autres  droites  D  du  plan  U,  droites  qui  passent  toutes  par 
un  même  point  de  l'intersection  de  il  avec  la  face  du  tétraèdre  opposée  au  sommet  que  contient  il,  e»t  une  droite,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  vu  dans  notre  étude  des  droites  D  qui  passent  par  un  même  point,  et  cette  droite  passe  au  som- 
met du  tétraèdre  situé  dans  le  plan  il,  si  bien  que  le  lieu  total  de  M  passe  encore  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre. 

Si  le  plan  il  contient  une  arête  du  tétraèdre,  indiquons  seulement  que  le  lieu  de  M  se  compose  de  l'arête  opposée,  lieu 
exceptionnel,  sur  lequel  est  indéterminé  le  point  M  correspondant  à  la  première  arête,  et  de  deux  droites,  passant  chacune 
par  l'un  des  sommets  extrémités  de  la  première  arête,  et  situées  respectivement  dans  les  deux  faces  de  ce  tétraèdre  qui  se 
coupent  suivant  la  seconde.  Chacune  d'elles  correspond  aux  droites  (jui  passent  par  le  sommet  opposé  à  la  face  qui  la  con- 
tient. Si  enfin  le  plan  il  est  confondu  avec  l'une  des  faces  du  tétraè  Ire,  toutes  les  droites  de  ce  plan  sont  droites  du  com- 
plexe, et  le  lieu  du  point  M  se  compose  des  trois  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet  opposé,  lieux  exceptionnels,  et  du  som- 
met opposé,  qui  à  lui  seul  représente  le  vrai  lieu  ;pourtoutes  ces  droites  le  point  M  est  le  même. 

11  serait  facile  d'énoncer  les  propositions  corrélatives  de  toutes  celles  que  nous  venons  d'exposer  en  étudiant  les  cas  de 
dégénérescence,  et  (jui  donneraient  des  cas  de  dégénérescence  de  la  surface  enveloppe  des  plans  V  qui  correspondent  aux 
droites  D  passant  par  im  même  point  A.  Nous  ne  le  ferons  pas. 

Si  l'une  des  (|uadriques  se  réduit  a  un  cône,  même  à  un  cône  isotrope,  aucun  résultat  ne  se  trouve  modifié.  Il  arrive 
seulement  qu'on  peut  énoncer  les  diverses  propositions  diins  un  langage  nouveau.  .Nous  lavons  fait  à  la  fin  de  notre  solution 
analytique.  -Nous  n'y  reviendrons  pas. 

Enfin  il  resterait  à  étudier  le  cas  oii  les  deux  quadriques  Q  et  Q'  sont  telles  que  le  tétraèdre  autopolaire  commun  soit 
partiellement  ou  totalement  indéterminé.  Nous  ne  le  ferons  pas. 

GLADET. 
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1938.  —  On  considère  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  0.'-  et  O;/  et  un  point  .M'  ayant  pour 
coordonnées  x'  et  //' ;  soient  l'  la  projection  du  point  M'  sur  Oj:  et  .M  le  symétrique  de  P 
par  rapport  à  OM'. 

1"  On  demande  d'exprimer  1  "affixe  du  point  M  en  fonction  de  celle  du  point  .\1'  et  de 
celle  du  point  symétrique  de  .M'  |iar  rapport  à  Oc;  de  calculer  les  coordonnées  .'•  cl  y  de 
M  en  fonction  de  celles  de  M';  de  montrer  qu  à  tout  point  M'  correspond  un  point  M 
unique  et  qu'à  tout  point  M  correspondent  deux  points  M'.  Placer  ces  points  quand  le 
|)oint  .M  est  donné. 

2"  Trouver  le  lieu  du  point  .M'  (juand  le  point  .M  décrit  une  parallèle  à  Ox  ou  à  0//, 
un  cercle  ayant  son  centre  au  point  G,  un  cercle  tangent  h  Oy  ou  à  Oj;  au  point  0. 

3°  Lieu  du  point  M  quand  le  point  .M'  décrit  une  parallèle  à  l'un  des  axes,  ou  un  cercle  ayant  pour  centre 
le  point  0. 

4"  On  suppose  le  point  M'  sollicite  par  une  force  représentée  par  le  vecteur  .M'.\l.  Trouver  les  lignes  de 
force  et  les  lignes  de  niveau  du  champ  ainsi  créé.  Évaluer  le  travail  total  de  la  force  du  champ,  quand  le  point 
M'  parcourt  une  ligne  de  force  tout  entière  ou  une  partie  seulement  de  cette  ligne  de  force. 

E.  11. 

1939.  —  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  cubiques  circulaires  passant  par  les  sommets  d'un  triangle, 
l'ortliocenfrc  et  les  pieds  des  hauteurs. 

Trouver  le  lieu  du  foyer  singulier  de  chacune  de  ces  cubiques,  l'enveloppe  de  l'asymptote  réelle  et  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  cubique  correspondante. 

Montrer  que,  pour  chacune  de  ces  cubiques,  les  tangentes  aux  sommets  du  triangle  sont  parallèles,  celles 
aux  pieds  des  hauteurs  concourantes  cl  trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  dernières. 

A.   Darmon. 
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DEUXIÈME    PARTIE 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS    ET  CHAUSSÉES  (Cours  préparatoires.) 

Concours  de  1910,  fin. 


1 
1898.—  Calculer  approximativement , à  — — -  prés  autant  que  possible,  la  racine  positive  de  l'équation 


TÔT 


(e  est  la  base  des  logarithmes  népériens). 


En  développant  e^  et  e  '■'  eu  série,  on  a 
X        x^         x^ 
12!.'}! 


,         X         x^ 


d'où,  en  retranchant  et  divisant  par  x,    =  9  _i_  ^ , 


X 

x^         X*  x*^ 

~r  "^  T2Ô"  "^  SÏÔT 


3!     '     5! 
-^   ••  =  0,05. 


1-2!         :}! 

et  l'équation  à  résoudre  devient 


En  première  approximation,  négligeons  les  termes  à  partir  de   —r-   Nous  aurons 

(> 

X  =  ^6  X  0, 05  =  0,5i8. 
D'autre  part,     /•(0,54)  =  e">^'^ —e -»■'*  — 2,1  X 0,54  =  1,7158 -0,58^8— l,UiU  =  -0.001  <0, 

donc 0,54  est  inférieur  à  la  racine.  Comme  0,548  est  nécessairement  supérieur  d'après  sa  formation, 
nous  pourrons  prendre  très  approximativement  0,545. 

A.  ROUSSEAU,  à  Fournes-en-Weppes  ;  G.  LACH.  à  Rodez. 

Autres  solutions  exactes  de  MM.  Névéjans,  27»  d'artillerie;  P.  Sallkuon,  à  .Vlbi  :  L.  Montaut,  à  Oran. 


1899.  —  Une  tige  pesante  AB,  mobile  autour  de  son  extrémité  A  dans  un  plan  vertical,  est  maintenue 
par  une  corde  flexible  allachée  à  son  centre  de  gravité  G  et  qui,  passant  sur  une  poulie  p  située  sur  la  verti- 
cale du  point  A,  porte  un  contre-poids  P. 

La  distance  Ap  qui  est  égale  à  AG  est  connue,  ainsi  que  le  poids  Q  de  la  tige  AB  et  la  longueur  l  de 
la  corde  G/>P  dont  on  néglige  le  poids. 

On  demande  de  déterminer  les  positions  d'équilibre  que  pourra  prendre  le  sgulème  et  de  distinguer  les 
positions  d'équilibre  stable  des  pusilions  d'équilibre  instable. 

I^a  force  i*  appliquée  le  long  du  cordon  G/;P  se  transmet  tout  le  long  de  ce  cordon  et  est  appliquée 
ainsi  à  la  barre  AB,  au  point  G,  dans  la  direction  Gp. 

Cette  barre  est  donc  soumise  à  Taction  de  trois  forces,  les  forces  P  el  O 
appliquées  au  poitil  (1,  et  la  réaction  N  du  point  lixt>  A.  Tour  qu'elle  sciit  en 
équilibre,  il  faut  et  il  suflil  (jue  l'um;  dos  forces  soit  éi^ale  l'I  diroclenienl  opposée 
à  la  résultante  des  deux  autres.  Nous  exprimerons  (|ue  la  force  N  est  o:;ale  el 
opposée  ;i  la  résultante  des  forces  O  el  P,  et,  comme  la  grandetir  de  celte  force 
est  indéterminée,  il  nous  suffira  d'exprimi^r  que  la  somme  algébritiue  des  mo- 
ments (les  (It'ux  forces  P  et  Q,  par  ra|)porl  au  point  A,  est  nulle. 

La  barre  \l\  peut  se  mouvoir  depuis  la  position  verticale  ascendante,    A/), 

jus(|u';\  la  position    veiticale  descendante,  sans  que  les  conditions  physiques  du 

i.-,^,   ,  problème  st)ienl  altérées    Nous  n'envisagi'rons  (|ue  ce  champ  de  déplaceraenl. 
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Quand  la  barre  est  verticale  et  ascendante,  elle  vient  buter  contre  la  poulie  p,  et  reste  en  équilibre, 
mais  cette  position  d'équilibre  ne  sera  pas  fournie  par  nos  calculs,  parce  qu'une  nouvelle  force  intervient 
alors,  la  réaction  de  la  poulie  sur  la  barre,  qui  n'est  pas  appliquée  dans  une  autre  position.  Ouand  la 
barre  est  verticale  et  descendante,  elle  est  encore  en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids  Q,  de  la  force 
directement  opposée  P  et  d'une  réaction  complémentaire  du  point  A  sur  cette  barre.  Cette  position-là 
sera  évidemment  fournie  par  nos  calculs,  et  sera  acceptable,  si  la  longueur  /  du  (il  est  assez  grande,  plus 
grande  que  AB. 

Nous  supposerons  d'abord  cette  condition  réalisée.  Nous  appellerons  a  la  longueur  AG,  x  l'angle 
de   AB  avec  la  verticale,  et  nous  prendrons  pour  sens  positif  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  le  sens 

a 

de    la  flèche.  Le  moment  de   Q  est  alors    aQ  sin  a  ;  celui  de  P,    — aPcos —     La  somme  algébrique 

(a    .                                a     /                   a  \ 

0  sin  a  —  Pcos— 1     ou     a  cos  —  I  2Q  sin P  \  ;     elle  est  nulle  p( 


)our 


cos  —  =  0,     sin  — -  = 


La  piemière  solution  est     —  =  — 
^  2         2 


ou         Oi    =    T. 


la  base  est  alors  verticale  et  descendante;  cette 


position  d'équilibre  a  été  signalée  a  priori. 


La  dcu.xième  position  d'é(|uilibre  est  fournie  par     sin  —  =  — —  ;     elle    ne    peut  e.xisler   que 


SI 


2  i'  a  ^  t: 

P  <C  2Q.     L'équation     sin  —  =  — -      dorme   alors  deux  valeurs  pour  —'•    l'une,  plus  petite  que  —  et 

t: 

acceptable  ;  l'autre,  plus  grande  que  —  et  inacceptable.   Appelons  g    celte   valeur  de  a;  nous   aurons 

P 


tt  =  2  arc  sin 


iQ 


J'remier  cas.—  Supposons  />>^a  et  P  <  2Q.  Nous  avons  alors  deux  positions  d'équilibre  à 
étudier. 

La  première  position  correspond  k  a  =  -.  La  barre  est  verticale  et  descendante  {fig.  2).  Ecartons 
alors  un  peu  la  barre  de  la  position  verticale,  prenons  a  =  -i:  —  i.     La  somme  dps  moments  deviendra 


a  sin  —  I  20  cos  ^  ~  P  )  ' 

elle  sera  positive;  donc  la  barre  retombera  vers  sa  position  d'équilibre;  celui-ci  est  stable. 
La  deuxième  position  correspond  à     a  =  cp     {/ig.  3).    Si    nous  changeons   alors  a  en 

a  a 

o -(- E,     COS—  diminue  et  reste  positif,  sin—  augmente,  et  la  quantité 


Oi 


a  cos—  (  2U  sin  ^  —  P  )' 

nulle  pour     a  =  Q,     devient  positive.  La  barre  s'éloigne  de  sa  position 
d'équilibre,  l'équilibre  est  instable. 

Deuxième  cas  :     L  >>  2a,     P  >»  20-     Alors  il  n'y  a  plus  qu'une  posi- 
tion d'équilibre,  la  première,  et  elle  est  alors  instable,  car  la  somme  des 


j,  ,^  i^.j     .,  moments     a  sin -—  I  2Q  cos Pj     est  négative  pour  s  petit  et  positif, 

et  la  barre,  écartée  un  peu  de  sa  position  d'équilibre,  s'en  éloigne;  elle  remonte  jusqu'à  la  position 
verticale  ascendante. 
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Enfin  si     />>2a     et     P  =  2Q,     la  deuxième  position  d'équilibre  vient  coïncidor  avec  la  première, 

p 
et  l'équilibre  est  encore  instable.  La  position  d'équilibre,  qui  correspond  à    a  =  -i  =  2  arc  sin  —  >    est 

donc  toujours  instable. 

Troisième  cas.  —  Supposons     /<  2a.     Alors  la  solution     a  =  t:     ne  convient  plus,  le  poids  P  ne 

pouvant  pas  s'élever  plus  haut  que  la  poulie.  Pour  que  la  deuxième  solution,     ^  =  ?,     convienne  il 

a  e,  aP  P  / 

faut  que        (}p  —  2a  sin  —  =  2a  sin  -3-       soil  plus  petite  que  /,  ce  qui  donne       -—  <  /,       77  <^  ""  • 

Si  celte  condition  est  remplie,  il  y  a  une  position  d'équilibre  instable,  sinon,  il  n'y  en  a  pas. 

On  peut  traiter  facilement  le  problème  actuel  en  appliquant  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  On 

trouve  ainsi      -  Qrfa  cos  a  —  2P(/asin —  =0,      le  symbole  d  désignant  une  différentielle. 

Celte  équation  s'écrit    a(Qsina  -  Pcos—  \dt.  =  0,     et  elle  exprime  que  le  travail  élémonlaiie  des 

deux  forces  extérieures,  P  et  0,  correspondant  au  déplacement  angulaire  di,  est  nul.  C'est  l'équation 
déjà  trouvée. 

On  peut  enfin  calculer  les  composantes  des  deux  forces  P  et  Q  par  rapport  aux  deux  axes  Ax  et  At/, 
former  ré(|nalion  de  la  droite  de  support  de  leur  résultante  el  écrire  qu'elle  passe  à  l'origine  des  coor- 
données, A.  On  retrouve  ainsi  la  même  condition  d'équilibre.  En  calculant  l'.r  du  point  de  rencontre 
de  celte  droite  avec  Ar  pour  une  position  voisine  de  la  position  d'équilibre,  on  verra  suivant  le  signe 
de  X  si  celte  position  est  une  position  d'équilibre  stable  ou  instable. 

Enfin  on  peut  calculer  Vy  du  centre  de  gravité  des  deux  poids  P  et  Q  el  écrire  que  cet  y  est 
maximum  ou  minimum.  S'il  est  maximum,  l'équilibre  est  instable  ;  s'il  est  minimum,  l'équilibre  est 
stable.  On  trouve  ainsi 

i/(P-+-Q)  =  aQcosa-H^a— /-f-2asin-^^P  el  (P-+- Q)  -p  =  «(  P  cos -1— Q  sin  »  )• 

L'équation       -y-  =  0     redonne  encore  l'équation  déjà  trouvée,  el  l'on  voit  facilemcMil  qu'il  y  a  un 

maximum  pour  1=0  et  un  minimum  pour  a  =  -  (si  P  <  in).  Tous  les  résultats  trouvés  par  la 
première  méthode  se  retrouvent  immédialemeot. 

Bonnes  solutions  :  MM.  1*.  Sallerom,  à  Aibi  ;  Marescaicmi  ;  I'.  Mahtim,  à  f.renoble;  A.  RoissKvr  ;  J  SoiBUiiNé  ;  R.  Maskn, 
à  Albi  ;  Névéjans  ;  L.  Montaut  ;  G  .  Lacm,  à  Rodez. 


1900.  —  Tuutea  les  fois  que  cinq    forces  se  font  équilibre  sur  un  mrine  solide  Jeurs  lignes  d'action 
rencontrent  deux  mêmes  droites. 

Soient  A,  H,  C.  1),  E  les  lignes  d'actions  dos  cinq  forces;  je  dis  qu'il  existe  doux  droites  et  deux 
seulement  qui  s'appuient  sur  les  quatro  droites  A,  B,  C,  D.  Kn  olVot.  loute  droilo  assujollie  à  renconlror 
les  trois  droites  A,  B,  C  engendre  >ine  (juadrique  passant  par  ces  droilos  (si  les  trois  droilos  no  sont 
pas  parallèles  à  un  môme  plan,  c'est  un  byperboloïde  à  uno  nappf  ;  si  ollos  sont  parallôlos  à  un  môme 
plan,  c'est  un  i)araboloïde  hyperboli([Uo).  Par  tout  point  do  la  quadriquo  O.  il  passe  une  droilo  cl  une 
seule  rencontrant  les  génératrices  A,  li,  (V,  mais  la  droilo  D  ron.onlro  tj  on  doux  points  î,.  û,  ;  par 
chacun  de  ces  points,  il  passe  donc  iino  droilo  ^^  ou  A,  ronoonUanl  les  quatre  droites  A.  H,  »..  I»  Je 
dis  maintenant  que  la  droite  E  rencontre  los  deux  droilos  ^,  ol  ^j  ;  en  elTel,  prenons  les  momonls  des 
cinq  forces  A.  B,  C.  1).  E  par  rapport  aux  a\os  ^,,  ^,  ;  la  somme  dos  momenls.  pour  chaque  axe,  esl 
nulle,  puisque  le  syslème  esl  en  ôipiilibre  ;  mais  los  momonls  do  A,  B,  «1.  1»  mmiI  nuls,  puisque  ces droi- 
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les  rencontrent  les  axes  ;  la  force    E   a  donc  un  moment  nul  par  rapport  aux  axes  à^,    ^^  ;  elle  s'appuie 
par  suite  sur  ces  droites. 

J.  SOUBAIGNÉ,  à  Mont-de-Marsan  ;  L.  MONTAUT,  à  Cran. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Rousseai-,  à  Fournes-en-\Veppe  ;  Amblard,  à  Ruines  :  A.  Nègbe,  à  Rondeaux  :  A.  Marescalciii  ; 
Névéjans. 
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1916.  —  Une  droite  de  lo)igueur  constante  k  est  mobile  et  s'appuie  à  la  fois  sur  une  ellipse  H  et  sur 
son  grand  axe. 

1°  Le  lieu  du  milieu  de  cette  droite  est  une  quartique.  La  construire  dans  les  trois  cas  suivants  :  A"  su- 
périeur, inférieur  ou  égal  au  demi-petit  axe. 

2°  Que  devient  la  quartique  lorsque  l'ellipse  devient  un  cercle  et  que  k  est  égal  à  son  rayon  ? 

3"  Trouver  dans  le  cas  général  l'aire  de  la  quartique. 

1.  Soient      ~  +  "77  —  1  =  0    l'équation  de  1  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  P{xq,  y„)  un  point  de 

cette  courbe,  Q(>',  0)  un  point  do  Taxe  des  x.  En  écrivant  (jue  le  point  V  est  sur  l'ellipse  et  que  la  lon- 
gueur PQ  est  égale  h  k,  nous  avons 

Les  coordonnées  x,  y  du  point  M,  milieu  de  PQ,  étant 

Xo  -hl  T/o 

nous  obtiendrons  le  lieu  du  point  M  en  éliminant  xo,  7,,,  X  entre  ces  quatre  équations. 

Remplaçons  dans  les  deux  premières  j/»  et  À  respectivement  par  les  valeurs  iy  et  ix  —  x^,  ti- 
rées des  deux  dernières,  nous  avons 

(1)  ^"^^-*  =  "'  i(^-xJ-^Ay^=k\ 

Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  j^,,  entre  ces  deux  équations. 

a-(b^  —  !ty^) 
La  première  nous  donne    x^  =  — — — — - — ,    et  la  deuxième  s'écrit    i{x-  h-  7»  -+-  x^)  —  k-  =  Hxx^, 

ou,  en  élevant  au  carré,     [i(x-  +  7^-4-  a?,^)  —  k-\-  =  (îix-xr,. 

Remplaçons-y  .r;^  par — — ^ — ^     nous  obtenons  l'équation  du  lieu  demandé  : 


OU  encore 


^2  —  iy^^x^ 


I  4.r- — y-  4-  4«^  —  A'^  I    —    ^ 

ou  enfin,  en  ordonnant, 

,„  ,        ie(Aa^  —  b'')-     ^       32(4a2-h62)  S^ia- -  b^)(^a^  —  k^) 
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Cette  équation  représente  une  quartique  symétiique  par  rapport  aux  deux  axes. 

Pour  la  construire  aisément,  revenons  aux  équations  (1)  ijui  peuvent  se  mettre  sous  les  formes  sui- 

a    , 1     , . 

vantes    a-,j  =±-r  \/0'^  — 47^,     x  -  Xo  =  =b  —  \/k* — 41/^,     et,  en  éliminant  xo,  nous  avons 

1 .      a 


X 


=  ±-^  /k'-4rj^±    _,/6^_4,y3. 


Nous  obtenons  ainsi  l'expression  de  x  en  fonction  de  y. 

A  chaque  valeur  de  y  correspondent  quatre  valeurs  de  x,  car  on  peut  prendre  des  signes  quelcon- 
ques devant  les  radicaux.  Ces  valeurs  de  x  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui 
montre  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oy. 

Il  suffira  donc  d'envisager  les  deux  valeurs  de  x. 


De  plus,  si  l'on  change  y  en  —  y,  ces  deux  valeurs  ne  changent  pas,  donc  la  courbe  e>l  symétri- 
que par  rapport  à  Ox. 

Kn  résumé,  pour  avoir  toute  la  courbe,  nous  discuterons  les  variations  de  x,  et  x^  en  donnant  à 
y  des  valeurs  positives,  nous  construirons  les  branches  de  courbes  correspondantes,  puis  les  symétri- 
ques de  ces  branches  par  rapport  aux  deux  axes. 

Calculons  les  dérivées  de  .Zi  et  x.^  par  rapport  à  y  ;  nous  avons 

dx 
On  voit  ainsi  que    ——   est  toujours  négatif  (puisque  nous  supposons  que   y    est  positif'  ;  donc 

Xi  décroit. 

dXr, 

D'autre  part   — r-^    a  le  signe  de    2av^/c*  —  4j/-  —  bs^b-  —  '47-     du  de     'i«\A*  —  ii/*)  —  A-(ft-  —  4i/-  . 
dy 

ou  encore  de 

'ta-/.-2  —  b'  —  ij/2(V/-  -  //-). 

Cette  quantité  s'annule  pour     xi'^  =  —— — ; — — .    et  cette  étiualion  n"adniel  une  racine  noNiii\i>  dm' 

'\{\n-  —b-) 

h^  b"^ 

si  k^  est  supérieur  à    -r-r>    ou  si  k  est  plus  grand  (luo    — —  •    Nous  désignerons  cette  racme  par  l,. 
4a-  ia  t       j> 


_       /  'Kr-k- 


l>') 


„.   ,  .  0-       dx., 

Si  /.•  est  plus  petit  que    -— >    — ; —    est  constamment  néixatif,  ot  x,  dccruit. 
2fl        '/'/ 

Nous  rcmar(|uerons  enliii  ([uc  les  fondions  ,»•,  et  x..  no  sont  définies  (jue  si  y  est  phis  petit  que 

b  k  A» 

les  nombres   -r-    et   -— •    Nous  sommes  donc  conduits  à  conipaier  le  nombre  /.•  aux  valours    -r-   et    à, 

/»» 
et  comme      — —  •<  h,     nous  avons  trois  cas  a  distingut'r  : 
2a 

1"    0<k<~;      2-     -^</v<A;    :V'    k>b. 

za  "la 

bi  il 

Prrmmch  cas.     0  «< /c  < — •    Nous  faisons  varier  v  de  0  ii   -r-    .t,  el  x.  vont  eo  décroissant. 


20 'i 
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y 

;, 

H 

AV>, 

.__,>, 

0 

^2 

....-'^i 

X 

Fig.   1. 


vf'o  — - 


0 

croît 

k 
T 

A- 

décroît 

a 

T  -*  -  *' 

k 

décroit 

n 

-jv*-*' 

On  voit  que  Xi  est  toujours  positif  et  t.,  négatif. 

On  en  déduit  les  deux  branches  de  courbes  A,B|  et  AoB^,  figurées  en  trait  plein  {/îg.  I).  Aux  points 

A,  et  Ai    correspondant  à     '/  =  0,     les  tangentes  sont  parallèles  à    O7,    puisque   — —    et  — -    sont 

ay  dy 

nulles;  aux  points  Bj  et  B^  la  tangente  est  parallèle  à  Ox. 

En  achevant  par  symétrie   par  rapport  aux  deux  axes,  on  obtient  la    courbe  complète,  qui   se 

compose  de  deux  ovales. 

/  2  /.  J  . 

Deuxièmk  CAS.      --—  <4<;6.  —     iNous  faisons  toujours  varier  y  de  0  à  — .   x,  décroit.  Mais        "■ 
za  2  dy 

s'annule  en  changeant  de  signe  pour     y  =  »/,,     et  nous  avons  le  tableau  suivant  : 


0 

croît 

f/i 

croit 

A- 
2 

A- 

décroît 

décroit 

(/ 

-/«.-A= 

k 

croît 

inax. 

décroît 

-1,.=  -/. 

et  on  obtient  aisément  la  forme  de  la  courbe  {fig.  2). 

On  peut  remarquer  que  x.,  reste  constamment 
négatif;  car,  les  valeurs  de  y  qui  annulent  To  sont 
racines  de  l'équation 

0^{k^  -  'lyO  =  ia^ib^  -  4y^), 
A»(4a2  —  A--) 


y 


..,J'aj. 


z 


-ÂK".A.-- 


À.?J. 


OU 


y 


'^Z,..''''^t   -"' 


Fis.  2. 


4(4a»  — 6») 

et  on  vérifie  aisément  que  la  racine  positive  de  cette 

.    A 
équation  est  supérieure  a  —  • 

Troisikme  CAS.     A       h. —     Celte  fois  nous  faisons 

,     />      ,         ,  .  ,      dxi 

varier  »/  de  0  a   —  i    la  valeur   i/i    Qui  annule  —r- 

■'  i  -^     ^  dy 


y 

V.  0 

,,''  * 

y 

B^_^ 

"^ir^ 

B, 

A', 

^A. 

^-,___             __-'6 

^ 

- 

J^ 

Fis.  3. 


Fig.  4. 


est  supérieure  à  —  •  Par  suite  -7-^  ne  s'annule  pas,  et  reste  constamment  positif.  On  a  le  tableau 
2  dy 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


205 


suivant  : 


b; 


^ill 


^-A' 


y 

0 

croit 

3-1 

k 
1"  "" 

décroit 

■i-i 

k 

croit 

■J  »  *'  -  ''■ 


qui  nous  donne  les  branches  de  courbes  A|U, 
et  A2B1. 

Suivant  que    /.    est  inférieur,    égal  ou 
supérieur  à  la,  on  a  les  fi«rures  3,  1  ou  Ti. 
Cas  I'Auticuliku.     k  =  b. —     L'équation  de  la  courbe  s'écrit 


Fig.  5. 


x  =  ±(l±f)v///^-%S 


ou 


.  =  ±(.±^)v/.-|i". 


ou  onlin 


—  1=0. 


-i)     [1. 

Le  lieu  se  compose  de  deux  ellipses,  ayant  mêmes  axes  que  l'ellipse  donnée. 

2.  Dans  le  cas  plus  particulier  encore  où  l'on  a     a  =  0  =  ]\  =  /,-,     l'équation  devient 

X^  y' 


2 
R 


il* 


-  1  =0; 


elle  représente  un  cercle,     x^ -\- y"-  =  (-^)»     et  une  ellipse, 


m  a 


=  I. 


Ce  résultat  peut  s'établir  géométriquement.  Considérons  en  oiïct  le  cercle  (C)  de  centr»'  O  el  de 

rayon   R,  et  soit  P  un  [xiinl  (|iielc()nfiiie  de  ce  cercle.  De  ce  point 

comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  R,  trat;ons  une  ciroonférencr 

qui  rencontre  Ox  au   point  0  et  en  un  autre  point  Q.   Les  milieux 

M  et  M'  de  OP  et  P(J  sont  des  points  du  lieu. 

I..e  lieu  de  M  est  évidemintiit   le   cercle   (y)    de  contre  0  el  do 

H 
rayon    —  •    Pour  avoir  celui  de   M  ,  inoiions  MM  ,  »jiii  osl   [parallèle  à 

0.r  cl  (|ui  rencontre  en  K  l'axi'  îles  y  el  en  1  la  perpendiculaire 
menée  du  point  P  à  i),-.  ^^n  a  visiblement  \.\l  Ml"  KM  ; 
donc     KM'  =  :u:M. 

Ce  (|ni  montre  (ini>  lt>  lien  de   M    est  une  ellij)so  dont  le  petit  axe 
est  le  diamètre  1)1)    du  cercle  (y)  ''l   dont  le  grand  axe  est  égal  il 

3I)U',  ou  a  — -• 
3.  Considérons  la  ligure  1.  Nous  avons 


l•■i^'.  <•.. 


Aire  OA.R.Il 


j: 


1'/.'/: 


et  Aire  OX.WM  =    /    *  (— .r,)rfy, 
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puisque  Xi  est  négatif;  et  par  suite     Aire  OA^B^II  =  —    I       x.>dij. 

h 


En  retranchant,  on  voit  que  l'aire  du  demi-ovale  est       /       (.r, -hajjrfy,     et  celle  de  l'ovale 


Ç\x,-{-  .r.Mll  =  ^  f  '  ^'''  -  ^y'dy  -  4    /       1 /  — 


î/'  <'/• 


Or  on  sait  que  l'intégrale      I     s/\{'  —  x^dx     est  égale  au  quart  de  l'aire  du  cercle  de  rayon  R,  soità 


A- 

ttR^  V  ¥  /  -A- 

•     On  en  conclut  que  l'aire  de  1  ovale  est  4-  — - —    ou 


Même  calcul  cl  même  résultat  pour  les  ovales  de  la  ligure  2. 
Envisageons  maintenant  la  figure  5.  On  a 


./yyy,  Aire  OAJJ.U  ^    j     '  x,rh/, 

t'   (I  •-    0 

/, 
et,  eu  retranchant,  on  voit  que  l'aire  du  demi-ovale  est      /       (a-,    -  Xo)f/,/,     et  celle  de  l'ovale  entier 

■T         __  -il 

Le  résultat  est  le  même  pour  l'ovale  de  la  figure  ',].  En  ellet,  désignons  par  jy'  l'ordonnée  du  point  C 
où  la  courbe  rencontre  l'axe  O7;   nous  avons,  pour  l'aire  du  demi-ovale, 

Aire  OA, H, il  ^  aire  OA.C  —  aire  CB.U, 

1  y'  t  -'■-  Il  'l 

'CA<I  -+-    I      (  -  xM^i  —    /       id'J  ou  encore  1       j-,<V  -    /       .r ..'/>/  =    /      (.r,  —  r,)rfi/, 

et  le  calcul  s'achève  comme  précédemmenl. 

Jean  SOIB  AKiM-:,  à  Mont-de-.Marsan. 

Bonnes  solutions  par  MM.  André  CoinTo;s,   à  Sedan  ;  Jamukut,  h  Saint-lvtiennc  :  (i.  Lkcm,  a  [{)dez  ;  André  Nkchk,  à  Bor- 
deaux ;  Jean  OiTBMie)«Eit,  à  iNancy  ;  Louis  l>EiiniN,  à  rrév()u\  ;  A.   KoissExt:,  à  Fournes  en-Weppe  ;  L.  Simos,  à  Fourniies. 


coNcoiiis  hi-:  11)10  {Suite.) 


ÉCOLE   SUPÉKlEriîl-:    D'ALKOXAUTIQUt;    K T    IH-    CONSTlirCTIOX    MKCA.Mnl  !•; 

(DkIXUOMK  SISSION.) 


F.  —  Calculer  les  dérivées  parlielles  du  premier  ol  du  socond  ordre  de  la  fonction 

,     X  +  J  x-  —  y- 
n     :=  L   ,  • 


11.  — Intégrer  l'équation     .n/  —  y  -{-\.x  =  d. 

m.  —  1940.  Etant  donne  un  triangle  AOB,  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont    OA  =  a    et    Uli  =  b,     on 
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considère  toutes  les  droites  A  qui  coupent  0.\,  015  et  Al'>  ou  leurs  prolongements  en  de>  points  M.  N  et  P  tels 
que  le  point  P,  situé  sur  AH,  soit  le  milieu  du  segment  iMN. 

i°  Former  l'équation  générale  des  droites  A,  en  prenant  pour  axes  des  coordonnées  les  côtés  de  l'angle  droit 
du  triangle  donné. 

2»  Par  un  point  R,  donné  dans  le  plan  AOB,  passent  deux  droites  A  du  système  considéré  ;  former  l'équa- 
tion (jui  représente  l'ensemMe  de  ces  deux  droites  et  déterminer  la  région  du  plan  dans  laquelle  doit  être  R,  pour 
qu'elles  soient  réelles  ; 

3°  Les  deux  droites  ^,  qui  passent  par  le  point  R  et  les  deux  qui  passent  par  un  autre  point  R'  se  coupent 
mutuellement  en  quatre  points,  autres  que  R  et  R'  ;  trouver  la  condition  pour  que  ces  quatre  points  soient  sur 
une  même  circonférence  ;  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  RR'  passe  par  un  point  fixe  F,  que  Ion   déterminera. 

4°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  circonférence  précédente,  quand  R  et  R'  décrivent  une  droite  fixe,  passant 
par  F.  Montrer  que,  par  un  choix  particulier  de  la  droite  tixe,  toutes  les  circonférences  correspondantes  sont 
concentriques. 


Calcul  loyarilhiiiiqur . 

Résoudre  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  1  un  d'eux  : 
a  =  120,21,  b  =  158,75,  A  =  37°  42' 52". 


QUESTIOiNS    PROPOSÉES 


1941.  —  On  considère  un  diamètre  fixe  AB  d'un  cercle  et  un  point  M  variable  sur  ce  cercle.  Sur  le 
prolongement  de  AM  on  prend  une  longueur  MG  =  w.MB  et  sur  le  prolongement  de  RM  une  longueur 
MD  =  n.MA,    m,  n  étant  des  constantes. 

1°  Lieux  des  centres  et  enveloppes  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  AMD.  B.MC,  .\CI>,   RCD. 

2o  Lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  AD,  BG. 

.30  Enveloppe  de  la  droite  CD. 

Louis  SiBE.  à  Lyon. 

1042.  —  De  l'ail-  circule  successivement  dans  une  conduite  horizontale  AB  et  dans  une  cheminée  verticale 
BG  séparées  par  une  grille  B  couverte  de  charbon  incandescent  qui  transforme  complotemont  l'oxygène,  à  son 
passage,  en  oxyde  de  carbone.  La  conduite  et  la  cheminée  ont  même  section.  La  cheminée  a  10'"  de  haut.  L'air 
extérieur  ou  circulant  dans  la  conduite  esta  0°.  [-acheminée  a  des  |)arois  imperméables  à  la  ch  ileur.  On  demande  : 

1"  La  température  des  gaz  de  la  cheminée. 

2"  Le  rapport  des  vitesses  V  et  \V  du  courant  gazeux  en  .\R  et  en  BC. 

3°  Si  on  ferme,  à  un  moment  donné,  la  conduite  par  une  pla(|ue  de  25  décimètres  carrés,  quelle  sera,  à  nu 
centième  près,  la  différence  des  forces  pressantes  sur  les  deux  faces  de  cette  plaque  ? 

Ghaleur  de  formation  de  l'oxyde  de  carbone  :  26iai . 

(Chaleur  spécifique  de  l'air  :  (>,237. 

Poids  aloini(iues  :     G  =  12,     0  =  16,     Az  =  14. 

On  poui'ra  supposer  l'air  formé  de  1  volume  d'oxygène  pour  4  volumes  d'azote. 

Coefficient  de  dilatation  des  gaz  :  -r^^- 

2  /■> 
Poids  spécifique  de  l'air  normal  :  0,001293. 
Pression  atmosphérique  à  l'orifice  supérieur  de  la  elieminée  :  760'"™. 
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Introduction  à  la  théorie  des  nombres  algébriques,  par  le  docteur  J.  Sommer,  professeur 
à  la  «  Technische  Hochschule  »  de  Danlzig.  Edition  française  revue  et  augmentée,  traduit  de  l'allemand 
par  A.  LÉvY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  scientifique  A.  Hermann  et  fils.  — 
Prix  :  15  fr. 

Les  beaux  travaux  de  Gauss  et  de  Tialois  ont  ouvert  un  vaste  ctiamp  de  recherches  aux  Mathématiciens,  en 
adjoignant  aux  nombres  naturels  ceux  qui  proviennent  de  la  résolution  des  équations  algébriques  entières  à 
coefTicients  entiers,  les  notnbres  qu'on  appelle  aujourd'hui  les  nombres  algébriques.  Cette  branche  nouvelle  de 
lArithmélique  supérieure  a  été  particulièrement  cultivée  en  Allemagne  :  de  nombreux  résultais  ont  été  obtenus 
par  Kurnmer,  Dirichlet,  Dedckind,  Kronecker. 

Un  mémoire  remarquable  de  M.  Hilbert,  publié  dans  les  «  Berichte  »  de  la  Société  des  Mathématiciens  alle- 
mands, offre  un  admirable  résumé  de  toutes  ces  rcchcM-ches.  Mais  c'est  une  œuvre  concise,  ditlicile  à  saisir  par 
ceux  qui  ne  sont  pas  initiés.  Aussi  faut-il  savoir  gré  à  M.  Sommer  d'avoir  entrepris  la  lâche  ardue  de  \ulga- 
riser  cette  belle  théorie  et  de  la  mettre  à  la  portée  de  tous  ceux  qui  ont  étudié  simplement  les  premiers 
principes  de  l'Arithmétique  supérieure. 

Tel  est  l'objet  du  beau  livre  que  M.  Lévy  a  traduit  avec  élégance  et  clarté  et  qu'il  présente  aujourd'hui  aux 
lecteurs  français. 

Cet  ouvrage  est  précédé  d'une  belle  préface  de  M.  Hadamard,  que  je  regrette  de  ne  pouvoir  reproduire  ici 
et  qui  eût  constitué  le  meilleur  compte  rendu  que  l'on  en  puisse  faire. 

11  débute  par  une  introduction  destinée  à  rappeler  le»s  principaux  théorèmes  de  l'Arithmétique  supérieure. 
Il  est  divisé  en  quatre  chapitres. 

Le  premier  est  consacré  au  corps  quadratique,  domaine  de  nombres  constitué  en  adjoignant  aux  nombres 
rationnels  les  racines  des  équations  du  second  degré  à  coellicients  rationnels.  C'est  l'ensemble  formé  par  lous  les 
nombres  qu'on  obtient  en  résolvant  toutes  les  étiualions  de  la  forme 

ax-  +  bx  ->(-  c  =.  0, 

dans  lesquelles  a,  b,  c  désignent  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs.  La  lecture  de  ce  chapitre  est  aisée; 
de  nombreux  exemples  numériques  illustrent  la  théorie  et  préparent  le  lecteur  à  la  conception  des  résultats 
générau.x. 

Le  second  chapitre  expose  les  principales  applications  qui  découlent  de  la  théorie  précédente.  On  y  voit 
d'abord  quelques  cas  particuliers  du  théorème  de  Fermât  ;  puis  des  rapports  intéressants  entre  les  idéaux  et  les 
formes  du  second  dpgré  ;  la  multiplication  des  idéaux  et  celle  des  formes.  Il  se  termine  par  des  considérations 
intéressantes  sur  la  géométrie  des  nombres. 

Le  troisième  chapitre  traite  du  corps  cubique.  Les  démonstrations  relatives  à  ce  sujet  diffèrent  peu 
des  démonstrations  générales,  de  sorte  que  le  lecteur,  familiarisé  avec  les  notions  de  nombres,  d'idéaux  et  de 
formes,  peut  ensuite  entreprendre  sur  ce   point  l'étude  de  tous  les  résultats  acquis  par  les  savants  modernes. 

Le  quatrième  chapitre  est  employé  à  montrer  par  des  exemples  bien  choisis  les  propriétés  des  corps  relatifs, 

car  de  même  que  l'on  sujierpose  au  douiaine  des  nombres  rationnels  le   domaine  formé  par  les  racines  des 

équations  algébriques  à  coefficients  rationnels,   de  même  on  peut  superposer  au  corps   algébrique  un  nouveau 

corps,  dit  corps  relatif,  par  l'adjonction  au  premier  domaine  que  l'on  a  créé  de  toutes  les  racines  des  équations 

algébriques  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  de  ce  premier  domaine. 

E.  H. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALI'S 


PREMIÈRE    PARTIE 


LA  MATlilLMATJijUl!:  iJ'ACTRliFOIS 

par  M.  G.  Milhaud,  professeur  à  la  F;iciilté  des  lettres  de  l'aris. 


Si  quelque  géomèlre  grec  revenait  parmi  nous  et  qu'il  assistai  seulement  aux  examens  d'entrée  de 
l'Ecole  polytechtiiquo  ou  de  riCcole  normale,  je  ne  doute  pas  des  surprises  que  lui  réserveraient  nos 
jeunes  taupins,  résolvant  on  deux  lignes  de  calcul  bien  des  problèniiîs  que  las  \nciens  ne  pouvaient  que 
difficilement  aborder.  Mais  en  revanche  la  lecture  de  leurs  ouvrages  étonnerait  beaucoup  de  nos  contem- 
porains par  la  profondeur  de  leurs  vues,  et  souvent  par  leur  initiation  déjà  ancieime,  —  à  l'aide  île 
méthodes  plus  ou  moins  ingénieuses,  et  abstraction  faite  de  la  diQ'érence  des  langages,  —  aux  idées 
essentielles  de  notre  mathématique  moderne.  J'en  veux  donner  quelques  exemples  : 

4"  liésolulion  de  l'équalion  du  second  degré.  —  Pour  un  Grec  du  v*  siècle  avant  J.-C,  le  problème  se 
sciait  posé  ainsi  :   Appliquer  sur  une  droite  un  rectangle  équivalent  à  un 
carré  donné,  en  excès  ou  en  défaut  d'un   certain  carré.   En  d'autres  termes 

(et  pour  prendre,  par  exemple,  le  cas  de  l'excès), 
A  B  c  étant  donnée   une  longueur  AB,  construire    le 

rectangle  ACDF  équivalent  à  un  carré  donné  et 
surpassant  du  carré  BCDI']    le  rectangle  ABEF. 
y  E  J)  Et  voici  ([uelle  était  la  solution  : 

Supposons  le  problème  résolu.  G  étant  le 
milieu  de  AB  et  GCKL  le  carré  construit  sur  GC,  prolongeons  BE  jusqu'en  M.  L'aire  du  rectangle 
AGDF  se  trouve  transportée  le  long  d\ig)iomon  GCK.MEN  (').  Ce  gnomon  représente  d'ailleurs  ladiflérence 
des  deux  carrés  GCKL  et  NËML,  le  second  ayant  pour  côté  la  moitié  de  AB.  Si  a  est  le  cùlé  du  carré 
6([uivalent  au  rectangle  AGDl"',  ou  au  gnomon,  on  est  ramené  à  construire  le  cûté  d'un  carré  qui  soit  la 

4  n 

sonune  de  deux  autres  carrés  de  eûtes   et  a,  ce  qui  se  fait  en  utilisant  la  propriété  du   triangle 

rectangle,  AG  étant  ainsi  détcïrniiné,  le  problème  est  cvidouinient  résolu. 

On  a  fait  remartiuer  il  y  a  longtemps  l'identité  au   fond   do  ce  procédé  qui  met  en  évidence  la 


y        N 

K 

L                >' 

dillérenci 


{p  étant   la  htnguour  de    AB    l'I  j-  la  longueur  inconnue  de    BC)    avec 


celui  (jui' nous  oui[»loyons  nous-mT-mes  pour  résoudre  l'équation  x^-^px-i-'f  =0.  .Vjoulons  que 
l'idée  d'utiliser  le  (jnoinon  est  très  ancionuo  et  se  trouve  justjue  ilans  d<«s  livres  hindous  cerlaincmenl 
antérieurs  à  la  coniiuéte  d'Alexandre  ("•'). 


(')  Le  gnomon,  tel  (m'il  a  l'ité  inili(|Ut'  par  li's  prcniiiTs  groiniMn*»,  est  la  iV'urc  coudi^c  à  angli*  droil  «|ui  r<»»lo  >l  un  CMrr 
quand  ou  enli-ve  un  carn"  plus  putit,  les  deux  carrt^>«  ayant  un  annU'  r>nunun.  ('itfi-  firMp»  tndii|uc  »ufiivimiu<>n(  «juc  u 
uiota  {'[>'•  primiliveincMt  cniiiiiinti'  ;\  rvVstrononiit'.  IMus  lard,  clifz   Kurli  lo,  par  •  !     gnomon  e»l  ce  qui   re»le  plus 

génôraliMncnt  diiii  par.illi'lok;raniine  ((uan  l  on  eu  a  supprini'  un  paralli'iotîrainni 

(')  Cl'.  Mes  Souveltcx  Ktiiilt':>  sur  inisloire  de  li  p^nt^v  scu-ntifi  imt,  ¥.  Alcan.  p    ;,-,,. 
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Le  problème  :  appliquer  sur  une  droite  un  rectangle  de  surface  donnée,  s'appelait  problème  de  la 
«  parabole  »  simple,  du  mot  grec  qui  signifie  appliquer.  —  Quand  il  s';)gi>sait  d'appliquer  un  rectangle 
«  en  défaut  »  ou  «  en  excès  »  d'un  carré,  c'était  le  problème  de  la  parabole  «  en  ellipse  »  ou  «  en  hyper- 
bole »  dus  mois  grecs  correspondants.  De  Va  sont  sortis  les  noms  des  trois  sections  coniques  fournis- 
sant respectivement  entre  certaines  lignes  (')  des  relations  analogues  à  celles  qui  se  trouvent  posées  dans 
les  problèmes  précédents. 

2"^  h'.cli'ftclion  d'une  racine  cic/jique.  —  Quand  les  Grecs  se  trouvaient  en  présence  d'une  relation 
posant  le  cube  d'une  longueur  comme  égal  à  un  volume  donné,  ils  considéraient  toute  difliculté  comme 
résolue.  ■(  Il  n'y  a  plus,  di'^aient-ils,  qu'à  construire  les  deux  moyennes  proportionnelles  entre  telles 
longueurs.  »  Si,  par  exemple,  on  avait  (comme  nous  écririons  aujourd'hui)      x^  —  o'-li,      il   n'y  avait 

plus  qu'à  construire  deux  longueurs  x  et  y  telles  que  l'on  eût:     —  =  —  =  ^-      On  ne  saurait  dire  le 
'■  '  .<■  y  h 

nombre  et  la  variété  des  solutions  que  l'ingéniosité  des  Grecs  apporta  à  la  construction  de  ces  deux 
moyennes,  —  faute  naturellement  de  pouvoir  procéder  avec  le  cercle  et  la  droite.  Ln  voici  une,  par  exem- 
ple, qu'I'^utocius,  dans  son  commentaire  sur  ArchimèJe,  attribue  à  Ménechme,  contemporain  de  I*laton. 
Il  est  douteux  que  l'attribution  soit  exacte,  mais  la  solution  dont  il  s'agit  est  en  tous  ca>  foit  ancienne. 
l'^lle  suppose,  on  va  le  voir,  une  véritable  Géométrie  analytique,  bien  avant  Descartes  ['^). 
(Je  traduis  litléralcinent  Eutociusetjo  respecte  les  notations.) 

Soient  données  les  droites  A  et  \i.  Il  faut  trouver  entre  A  et  E  deux  moyennes  proportionnelles. 

Supposons-les  trouvées,  et  soient  B,  I'  ces  moyennes.  Traçons 
,    ,  ,  la  droite    .AU  que  nous   limiterons  au  jjoinl  A  ;    portons  sur 

\  ;    \  f  clic   AZ    égale  à    I",    et  élevons   la  perpendiculaire    bZ,    sur 

\  :      \         /  laquelle  nous  prendions  BZ  égal   à  B.   Puisque  les  trois  lon- 

gueurs A,  B;  r  sont  proportionnelles,  le  carré  sur  B  est  égal 
au  reclaiigle  sur  A  cl  l'.   Donc  le  rectangle  sur  A  et  sur  A'A 

îj         est  égal  au  carré  sur  h/.   Donc  le  point  h  est  sur  une  parabole 

~~""~-^^  ;  décrite  par  A.   —  Traçons  les  parallèles  hK,   AK.  (^iinme  le 

^v^       I  rectangle  sur  B  et  r  est  donné,   car  il   est  égal  au  rectangle 

\     ;  sur  A  et  E,  le  rectangle  sur  Kh  et  hZ  est  donné.  Le  point  B 

',    ;  est  donc  sur  une  hyperbole  qui  admet  KA  et  AZ  pour  asymp- 

tot(>s.  Le  point  <->  est  donc  donné  et  aussi  le  point  Z. 

3'^  La  méthode  infinilésimale.  —  La  méthode  inlinitésimale  des  anciens  est  souvent  désignée  sous 
le  nom  de  mélliodc  d'exhaustion.  Elle  repose  sur  les  deux  principes  suivants  : 

l'^  Si  deux  quantités  sont  inégales,  la  plus  pelite  répétée  un  nombre  de  fois  suilisanl  linira  par 
dépasser  l'autre.  (C'est  l'axiome  que  l'on  a  apjjrjé  axiome  d'Archimède,  et  dont  l'exclusion,  depuis  la 
tentative  de  llilbert,  donne  lieu  aux  géométiies  non-archiuiédiennes,  comme  il  y  avait  déjà  les  géomé- 
tries  non-euclidiennes)  ('), 

"i"  Si  d'une  quantité  on  retranche   une  partie  |)Iqs  grande  que  sa  moitié,  puis  qu'on  retranche  du 
reste  une  partie  plus  grande  ([ue  sa  moitié,  et  ainsi  de  suite,  on  finira  par  obtenir  un  reste    inférieur  à 


\0/ 


r    z 


Cl  Ces  lignes  sur  lestiuelles  portaiuul  les  relations  f.irai'léristi([ues  étaient  re  que  nous  nommons  des  coordonnées.  Au 
fond,  le  langage  géométrique  des  Anciens,  qui  distinguait  les  cas  de  parabole  simple,  de  parabole  en  ellipse  et  de  parabole  en 
hyperbole  correspondait  aux  trois  cas  7=0,  7  <  0.  7  >  0  dans  l'é  juation  ij-  =  Ipe  +  qc-  (car  l'énoncé  du  problème 
de  la  parabole  tel  que  je  Tai  donné,  pour  simplifier,  s'était  assez  vite  généralisé). 

(■-)  et'.,  ibid.  —  le  cliipitre:  Descartes  et  la  GJomîtrie  an  dytique. 

(^)  C'est  Lobatcliewsky  qui  a  eoiistruil  le  premier  une  géométrie  non-eucli  tienne.  Au  postulat  des  parallèles  (par  un 
point  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une  droite  do:inée)  il  substituiit  le  suivant  :  Par  un  point  passent  une  inûnité  de 
droites  ne  renconti-ant  pas  une  droite  donnée  ;  elles  sont  toutes  à  l'intérieur  d'un  angle,  dont  les  côtés  s'appellent  propre- 
ment parallèles  à  la  droite.  La  géométrie  ordinaire  correspond  au  cas  où  cet  angle  est  nul. 
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toute  quantité  lionaée.  —  Ce  second  principe  se  déduit  du  premier  et  sert  de  fondement  à  la  démonstra- 
tion. —  Exemple  : 

Soit  à  démontrer  (jue  les  aiics  de  deux  cercles  0  et  0'  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs 
diamètres.  On  considère  les  polygones  réguliers  inscrits  dans  le  cercle  0',  dont  on  double  indéliniment 
le  non)bre  des  côtés  à  partir  du  carré,  et  l'on  voit  sans  peine  qu'en  passant  d'un  polygone  au  suivant, 
on  diminue  de  plus  que  de  sa  moitié  la  somme  de  segments  qui  forme  la  différence  entre  l'aire  du 
polygone  et  celle  du  cercle.  11  en  résulte  qu'elle  tombera  au-dessous  de  toute  valeur  assignée  d'avance. 
Dès  lors  si  l'on  suppose  les  carrés  des  diamètres  proportionnels  non  pas  aux  aires  0  et  0',  mais  à  l'aire 
0  et  à  une  aire  ï  plus  grande  ou  plus  petite  que  0',  la  somme  des  segments  que  l'on  épuise  indélini- 
ment deviendra  inférieure  à  la  diflerence  entre  0'  et  ï  et  l'on  sera  conduit  à  une  absurdité.  Si.  par 
exemple,  i]  est  [)lus  petit  que  0',  on  pourra  inscrire  dans  le  cercle  0'  un  polygone  régulier  P'  d'un 
assez  grand  nombre  de  côtés  pour  que  la  différence  des  aires  F'  et  0'  tombe  au-dessous  de  la  diffé- 
rence entre  ^'  et  0';  donc  l'aire  l^'  surpassera  S.  Ur  si  en  même   temps  on  considère  le  polygone 

P         D^ 
régulier  P,  semblable  à  P',  inscrit  dans  le  cercle  0,  on  aura     -^  =  -— -j     et,  d'après  lliypothèse, 

PO  0         ï        , 

-—7-  =  — j     ou  enfm     —  =  —5     égalité  absurde,  car  P   est  inférieur  à    0    et   P'   est  supérieur  à  ï. 

Voilà  le  type  de  raisonnements  (}ue  l'on  trouve  chez  Euclide  dans  les  questions  où  l'on  a  à  passer  à  la 
limite  d'une  suite  inDnie  de  termes. 

Archimède,  s'appuyant  sur  les  mêmes  principes,  traite  des  problèmes  de  quadrature  déjà  très 
savants.  On  lira  dans  toutes  les  histoires  des  Mathématiques  (Montucla,  Marie,  etc.),  si  l'on  ne  veut  pas 
aller  au  texte  lui-même,  les  fameuses  démonstrations  qu'il  donnait,  par  exemple,  pour  la  quadrature 
d'un  segment  de  parabole,  .l'aime  mieux  indiquer  ici  la  solution  du  même  problème  qu'il  donnait  à 
Eratosthéne,  dans  une  lettre  très  longue,  dont  lleiberg  a  retrouvé  la  copie  manuscrite  il  y  a  environ 
cinq  ans.  Cette  lettre  contient  un  très  grand  nombre  de  problèmes  traités  par  une  méthode  —  dont  Archi- 
mède dit  qu'elle  est  très  féconde,  (juoique  pas  très  rigoureuse  — .  La  quadrature  du  segment  de  para- 
bole est  la  première  et  la  plus  simple  des  questions  qui  y  sont  résolues. 

Etant  donné  un  segment  de  parabole  ABF,  si  par  le  milieu  A  de  la  corde  on  mène  le  diamètre  AE 


(jui  coupe  l'arc  en  B  et  qu'on  joigne  HA,  \\\\  la  surface  du  segment   AliT  vaut  k'S -7- du  triangle  WW. 

O 

Menons  AZ  parallèle  au  diamètre,  et  la  tangente  VA  à  la  courbe.  Prolongeons  PB  jusqu'à  sa  ren- 
contre K  avec  AZ,  et,  au  delà,  d'une  longueur  Kh  =  Kl  .  Imaginons  que  l'H  soit  un  levier  ayant 
pour  point  fixe  son  milieu  K.  Soitenlin  .MZ  une  parallèle  cjuclconciue  à  AE. 

Archimède,  s'appuyant  sur  des  propriétés  connues  de  la  parabole,  arrive  sans  peine  à  l'égalité 

KH    _   MZ 
¥n  "~  "iû" 
puis  il  continue  ainsi  : 

Transportons  ZO  on  111.  avec  h  p«'ur  nùlieu.  c'esl- 
à-dire  pour  centi-e  df  gravité.  Ut»  même.  N  sera  le  centre 
de  gravité  de  la  droite  MZ  restée  en  place.  Comme  K  osl 
le  point  lixc  du  levier,  on  voit  (jne,  à  cause  de  la  dernière 
égalité,  les  droites  TU  et  MZ  se  feront  équilibre  par  rap- 
poil  k  ce  point  fixe,  puistjue  les  distances  de  leurs  contres 
à  ce  point  sont  inversement  proportionnelles  à  leurs  lon- 
gueurs. K  sera  d(mc  le  centre  de  gravité  de  leurs  poids 
composés.  Il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  parnllèlo? 
menées  au  diamètre  à  l'intèriiMir  ilu  triangle  /.Al':  la  parallèlf,  restant  cm  place,  fora  écpjilibre  à  sa 
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porlion  comprise  dans  le  segment,  supposée  transportée  en  0,  et  le  centre  de  gravité  du  couple  sera 
toujours  le  point  K.  La  somme  des  parallèles  en  question,  c'est  l'aire  du  triangle  TAZ  ;  lu  somme  de  leurs 
portions  semblables  à  0^,  interceptées  par  le  segment,  c'est  le  segment  parabolique  BAT.  Donc  au  total 
le  triangle  ZAF,  restant  en  place,  feraéquilibre  au  segmenlentier  transportéen  e,  et  le  centre  de  gravité 
de  leur  système  sera  K.  —  Prenons  sur  EK  un  point  X  tel  que  TK  =  3KX.  Ce  pointsera  le  centre  de 
gravité  du  triangle  FAZ.   Comme  le  triangle  fait  équilibre  par  rapport  à  K  au  segment  transporté   au 

centre  t),  on  a     '- — ^——-  =  -rrr  =  3.     D'autre  part,  le  triangle  IWZ  est  quadruple  du  triangle  ABE 

segm.  ABl  IvX 

a  cause  de     '/Ai  —  K.\,     AA  =  AE  ;     donc  finalement  : 

segm.  ABE   _   4 

Ir.  ABI"      ~  J" 

(J'emprunte  la  traduction  à  Th.   Reinach,  Revue  générale  des  Sciences,  novembre  1907.) 

Pourquoi  la  démonstration  n'est-elle  pas  rigoureuse  pour  Archimède  ?  Quelle  est  l'importance   de 

celte  méthode  des  indivisibles  employée  ici  sans  hésitation  ?  —  J'ai  dit  mon  sentiment  sur  ces  questions 

dans  mes  Nouvelles  Eludes,  je  me  permets  d'y  renvoy<^r  le  lecteur  que  ces  problèmes  intéressent,  ne 

voulant  pas  dépasser  ici  les  limites  d'un  rapide  aperçu. 


sur»    LE  RAYON    Di:    (;(  lEUlil  UE    IJKS    COxMOUES 

par  M    "V.  Jamet,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 


La  lecture  de  l'article  de  M.  Valiron,.Si(r/«  cmirhuiy  des  courbes  trimvjuluires,  février  1911,  m'a  con- 
duit à  me  poser  la  question  suivante  : 

Délcrm'iner  une  courbe  (i,  telle  qu'à  chaque  pninl  M  de  celle  courbe  corrcspoude  un  centre  de  courbure 
X,  syniélrique  par  rapporl  à  M  du  point  P,  conju'iué  liarmonique  de  y\  par  rappnrlaux  deux  points  où  la 
normale  au  point  M  à  la  courbe  (]  coupe  une  circonférence  donnée  0. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  de  M  par  rapport  à  deu\  axes  rectangulaires  issus  du  centre  de  la 
circonférence  donnée.  Nous  rappelons  que  les  coordonnées  X,  Y  de  N  doivent  vérifier  les  deux  équa- 
tions 

(1)  (X  — x)(/x'  +  (Y  — j/)t/.v  =  0,  [\  —  x)d'x  ^{\  —  y)dhj  —  {dx-  -h  dif)  =  0. 

D'autre  part,  les  coordonnées  X',Y'  de  P  doivent  vérilier  l'équation  de  la  polaire  du  point  M  par 
rapport  au  cercle  donné,  savoir    xX'-h  j/Y'  —  R-  =  0,     ou  bien 

a-(X'  -  x)  -h  y{\'  —  y)  -4-  .r^  ^  y'^  —  [\^  =  0. 
Mais  on  doit  avoir     X'  — x  =  —  (X  — x),     Y'— ?y  =  —  {\  —  y),     et  par  conséquent 

(2)  x{\  -  X)  ^  y(Y  -  .V)  -  (x^  +  jy^  -  R2)  =  0 . 

En  éliminant     X— x     et     Y  —  y     entre  les  équations  (I)  et  (i),  on  trouve 

dx  dy  0 

d^x        d^y  t/x'  -1-  dy- 

X  y  x'^  -\-  y^  —  R^ 

(x=  -t-  y-  —  l\-)(dxdhj  —  dyd''X)^{dx-  -+-  dy-){xdy  —  ydx)  =  0. 

Telle  est  l'équation  diUorenlielle  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Je  dis  qu'elle  convient  uniquement  aux 
coniques  admettant  le  cercle  donné  pour  cercle  orthoptique. 


=  0, 


ou  bien 
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En  f'ffet,  on  peut  la  Iransfornnftr  comme  il  suit  : 

V         "^  dx  J        x'-+- 1/-  —  R2 
Soient  ?•  et  0  les  coordonnées  polaires  du  point  M,  V  l'angle  du  rayon  vecteur  OM  avec  la  tangente 
en  M  A  la  courbe  C  ;  l'équation  précédente  peut  encore  être  transformée  de  la  manière  suivante  : 

d\  -h  do  -+-  — =  0, 

7--  —  R' 

rd<i 
puis,  en  vertu  de  la  formule     tg  V  =  -— — , 
'  ^  dr 

jw       /i  ^'       \i     ^r  dr        A  .  cosV   „.        dr  rdr 

\  r'-—  RV  '•  sm  ^  '/•         r2  —  R^ 

En  intégrant  et  désignant  par  A  une  constante  arbitraire,  on  trouve 

logsin  V  -^  logr-h  —  logfî-^  —  R^j  =  log  A, 


ou  bien     r^Jr-  —  R^sinY  =  A,     ou  encore 


rVr-  —  R^rfO  =  Av/r=*rfeï  h-  df'. 
On  en  déduit,  successivement,      KHr"^  =  [rir"^  —  R-)  —  A^/Sjrfo^  =  r^r^  -  R^r^  _  A-;rfO^ 

dr  dr 

,     ,  Adr  ?•'  r' 

±dO  = 


r^r'  —  Kh^'—k' 


,/,        R2        A^'  ^  /.         R*         /A         KM 


et  ±2riO  =  (/  (  arc  cos- 


A    iii 

r-  "^  2Â" 
On  en  déduit 


A         R^  /  iP 

7r+T^-0+^^os  2(0-0.,), 


0„  désignant  une  constante  arbitraire. 

Cette  ('quatiou  représente  une  coni(|ue  ayant  son  centre   ù   l'origine.  Los   longueurs  /;,,  r,    de  se? 

(lemi-axcs  correspondent  à       0  =  (t^      et     0  =  o^-+-— • 

On  trouve  ainsi 


A  -  R-  /  R''»  I  ,        .   /'  II-  ;  K»    \ 

^  =  — A-  -^  V  '  +  û^  =  -, K. ^  •  '  '^  =  H  ÏT  ^  \/  '  -  TÂî  '  • 

V'-'-Tvr'ïÀ- 

-V'+4F^ÎA 

ol  linalpTueTit     ri  -i-  i-'f  =  lt>,     ce  (|iii  iliiiiicnliv  la  prop.isili.m  .■•iioiicce. 
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Concours  de  1910. 


Mathdmaliqites  spéciales. 

1890.  —  On  considère  deux  paraholoides  hyperboliques  équilatères  égaux,  P  et  Q,  qui  ont  même  axe 
et  même  sommet. 

1"  On  demande  de  trouver  toutes  les  droites  1)  dont  les  conjur/uées  D'  et  D"  par  rapport  à  P  et  Q  sont 
dans  ua  même  plan  {on  ne  considère  que  des  droites  réelles  situées  à  distance  finie).  Montrer  que  deux 
droites  \ï  et  D"  qui  correspondent  à  une  même  droite  D  sont  à  la  même  distance  de  l'axe  des  paraboloides, 
qu'elles  font  le  même  angle  avec  l'axe  et  que  leurs  projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  font 
un  angle  constant. 

2"  On  considère  une  droite  D  particulière,  que  l'on  désigne  par  D,  ;  on  prend  sa  conjuguée  D.>  par 
rapport  au  paraholoide  P,  puis  on  prend  la  conjuguée  D,  de  1)^  par  rapport  au  paraholoide  O,  et  ainsi 
de  suite,  de  telle  sorte  qu'une  droite  Do,,  soit  conjuguée  de  la  droite  l)2,,_i  par  rapport  à  V  et  qu'une  droite 
D^,;  )  1  soit  conjuguée  de  la  droite  D,,,  par  rapport  à  Q  ;  étudier  la  d'istribulion  de  ces  droites. 

3"  {'ne  droite  D  .ve  déplace  en  faisant  un  angle  constant  avec  l'axe  des  paraboloides  et  de  façon  que  les 
surfaces  engendrées  par  D'  et  ïï  fassent  un  angle  constant  au  point  commun  à  D'  et  D"  ;  quelle  surface 
engendre  \)  ?  quelles  surfaces  engendrent  D'  et  D"  et  quel  est  le  lieu  du  point  commun  à  D'  et  D'?  ce  lieu 
peut-il  être  situé  sur  la  surface  engendrée  par  D  ?  {On  indiquera  un  mode  de  génération  iimplr  de  ces 
diverses  surfaces.) 

Les  deux  paraboloides  Iiy[)erl)oliques  équilalères  égaux,  P  et  Q,  de  môme  axe  et  de  même  sommet, 
sont  deux  quadriques  bilangentes  :  tangentes  en  leur  sommet  et  au  point  à  l'inlini  de  leur  axe.  Leur 
inlerscction  se  (lécomi)ose  donc  en  deux  coniques,  deux  paraboles  ayant  toutes  deux  même  sommet  et 
même  axo  que  les  paraboloides. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'elles  sont  situées  dans  doux  plans  rectangulaires,  et  que  par  rapport  à  chacun 
de  ces  plans  chacun  des  paraboloides  est  symétrique  de  l'autre. 

Nous  prendrons  ces  plans  pour  plans  de  coordonnées,  des  ?/:  et  des  :.r  respectivement  ;  l'axe  des 
paraboloides  sera  ainsi  Taxe  des  :. 

Nous  prendrons  l'origine  0  au  sommet  commun,  et  pour  plan  des  xg  le    plan  langent  commun. 

Dans  ces  conditions,  les  équations  des  deux  paraboloïiies  donnés  seront  respectivement 

P  A.r-  —  A//-  -h  -^W.rg  -^  ^2(h  =  U, 

O  Ax-  -  A»/-  —  i>Uxg  -h  2C:.  =  0. 

Nous  représenlorons  la  droite  D  par  ses  équations  paramétriques 

a  -\-  07.  ^  — r-  0  o  V  — |—  oy 

a,  i,  Y    cl    ot'.   ?j',  y'  étant  respectivement  les  coordonnées  de  deux  points  do  celte  droite. 

Nous  obliendrons  les  équations  de  la  conjuguée  D'  de  D  par  rapport  à  P  en  formant  les  équations 
dos  plans  polaires  de  ces  deux  points  (^,  p,  y)  et  (a',  b\  •/)  par  rapport  à  ce  paraboloïde  P.  Nous  obtien- 
drons (luMO  façon  analogue  los  équations  de  la  conjuguée  D"  de  D  par  rapport  à  (j.  Nous  arrivons  ainsi 
aux  é(|ualions  suivantes  pour  ces  deux  droites  : 

D'     (Aa  -hB"?)a--h  (-  A^4-  B"a)y-+-C3  -h  Cy  =  0,  (Aa'  -4-  W^')x-i-  (—  a;î'  -f-  Wx)g  4-  C:  -h  Cy'  =  0, 

D"     (Aa—  n"fi).r +  (-  A&  -  B"a).y  4-  G:  -+-  Cy  -  0,        (Aa'  — B7).r -^(—  A?'  -  B'V)j/  -hC:  h-  Cy'  =  0. 

Exprimons  que  ces  deux  droites  sont  situées  dans  un  même  plan,  autrement  dit  que  les  quatre 
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équations  quo  nous  venons  d'éciiie  ont  uni;  solution   couimuiio,  finie  ou  inlinio.  Nous  obtenons  la  con- 
dition 

—  Ap  +  H'a 

—  Aâ'  -h  B"-/ 

—  A3  — B"a 

_  AV  — irv 


A  a 
A-x' 
A'/ 


H"  3 


Av/-B"â' 


c: 

Cy 

c 

c-/ 

c 

Cr 

c 

c-; 

=  0. 


Ajoutant  cl  retranchant  la  première  et  la  troisième  iiyne,  ajoutant  et  retranchant  la  seconde  et  la 
quatrième,  on  peut  simplilier  cette  condition,  qui  devient,  on  divisant  par  16, 


=  0, 


ou,  on  divisant  encore  par  C-B"'-  et  retranchant  la  troisième  ligne  de  la  prcmicro, 

A(a-a')  -A(i-i')  0  ■;     -7' 

y.  0  0 


\x 

-A3 

G 

(>; 

B"3 

B"'/ 

0 

0 

A  a' 

—  A3' 

C 

^■■:' 

B"3' 

B"a' 

0 

0 

Av.' 


—  A3' 


0 


0. 


Le  déterminant  se  développe  à  vue  et  la  relalion  s'écrit  enfin     (y  —  y')(^?'  —  ?*')  —  '^• 
Ainsi  les  droites  D  dont  les  conjuguées  D'  et  D"  par  rapport  à  P  et  Q  sont  dans  un  môme  plan 
seront  d'abord  toutes  les  droites  pour  lesquelles  on  a    y  —y'  =  0,     c'est-à-dire  toutes  les  droites  per- 
pendiculaires à  l'axe   0:,    axe  commun  des  paraholoïdes,  puis  toutes  les  droites  pour  lesquelles  on  a 

a       a 

rtp'  —  px'  —  O     ou      —  =  ~ ,    c'est-à-dire  toutes  les  droites  qui  rencontrent  l'axe  des  :,  à  distance 

a  ^ 

finie  ou  inûnie. 

Le  polo  d'un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  commun  des  paraholoïdes  P  et  0  étant  le  même  par  rap- 
port à  ces  deux  paraboloides,  il  était  évident  que  les  doux  conjuguées  D'  et  D"  d'une  droilo  I)  perpen- 
diculaire à  l'axe  seraient  dans  un  même  plan,  passant  l'une  et  l'autre  |)ar  le  pt>lo  du  plan  conto- 
nant  D  et  perpendiculaire  à  l'axe.  l']a  ce  cas,  le  point  commun  à  D'  et  U'  est  sur  Taxe  dos  :  le  symé- 
ti'iquo  par  rapport  à  l'origine,  sommet  des  paraholoïdes,  du  pied  sur  cet  axe  de  la  perpendiculaire  com- 
mune à  la  droite  D  cl  à  cet  axe.  Il  était  évident  aussi  que  les  doux  c<injuguées  d'une  droite  U  rencon- 
Irant  l'axi;  scraicnl  dans  un  mémo  plan,  le  plan  polairt",  du  point  commun  à  D  el  à  l'axe.  Il  serait  l'acile 
encore,  (pioi(juo  co  soit  moins  immédiat,  do  montrer  gt!ométrif|U(Mnent  «[u'il  n'y  a  pas  d'autres  droites 
1)  f|U(î  ('clleslà,  dont  les  conjugui'es  D'  vX  I)  "  soient  dans  un  même  i>lan. 

l'oiir  avoir  la  distanci^  de  D'  à  l'axe  dos  paraholoïdes  0:,  nous  allons  former  l'équaliou  dans  le 
plan  des  .nj  de  la  projection  de  D'  sur  co  plan,  et  nous  calculerons  la  distance  do  cette  nouvelle  droite 
à  l'origine  dos  coordonm'îos.  l'entre  les  deux  équations  de  D'  éliminons  ;.  Nous  avons 

I.roj.  D'     |A(a-a')-l-B"0-li')|.i--»-r_A(p— ^')-t-B''(a  — aMIy-»-r.(-;-y'     --  c, 
et  {\o  même 

proj.  D"      \.\h  —  a')  -  B"(?  —  P')].c  -h  1  -  .\[?>  -  p')  -  n^x  -  a  ,  ,/        (.  V  -,  :  -  i). 

Si  l'on  l'orme  la  somme  des  carrés  des  coellicitMits  de  .r  el  de  1/  dans  l'équation  de  la  projoclion  de 
I)',  les  di'ux  ti'rmes  roclan;;lcs  se  délrnisiMit,  et  il  nt>  n'st.'  quo  h-s  (pialro  lormes  carrés.  Aussi  a-l-on 
pour  cxpicssion  d(>  la  dislauce  de  cotte  projection  di'  \)'  à  l'origine  dos  coordonnées  O  : 

C(y-y')  C  V-J._^__. 


v/A''(5r-  «')«  -H  U"-({i  —  p')"  ■+■  A»(p  —  ^'y  -+-  B'»(«  -  «')' 


li»ï    ^(a_a')î_f-(p_  •  ,- 


^I'"^  AGriÇ'-rATIOX  l'E-  :^':[E>":ES  MATnEMATI'''rE'i 


On  oblienl  d'ailleurs  la  même  expression  pour  la  dislance  .  ojeclion  de  D'  à  l'origine   ce 

que  l'on  peut  voir  sans  calcul  aucun,  puisque  D'  ne  diffère  de  D  que  par  le  signe  de  B'.  et  que  dans 
cette  expression  B'  n'entre  que  par  son  carré'.  >*ous  avons  bien  vérifié  que  les  droites  b  et  D'  sont  à 
la  même  distance  de  l'axe  0-.  .Mais  ce  fait  est  vrai  d'ailleurs  pour  les  conjuguée?  par  rapport  à  P  et  à  Q 
d'une  droite  D  absolument  quelconque,  et  non  pas  seulement  d'une  droite  du  complexe  que  nous 
éludions,  puisqu'on  n'a  pas  fait  usage  de  la  relation     '7  —  7  'aS — Iz)  =  0. 

L'expression  {T>-r\\^r-  c'-iessus  montre  d'ailleurs  que  si  l'on  a    •;  —  ■;  =0,     c'est-à-dire  si  Ton 
considère  une  droik  >?e  partie  du  complexe  étudié  comme  perpendiculaire  dans  l'espace  à  0:, 

les  droites  D'  et  D'  scr^m  a  une  distance  nulle  de  0-.  et  par  conséquent  feront  partie  encore  du 
complexe,  mais  comme  s'appuyaut  sur  0;.  Nous  avions  déjà,  plus  haut,  mis  ce  fait  en  évidence 
géométriquement. 

Désignons  par  ç ,  t/,  r  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  D .  Ils  seront  donnés  par  les  équations 
(Ai  — Bc  ;  —  —  Ai  — B'îT  — cr  =0,  fAi-i-b'i  : M  -^h'^  r  —Cl  =0, 

Et  l'on  a 

:  r  :  1 


—  Ai—bi  c 

—  Ai  —  B'z         c 


c  Ai-^b': 

C  Aa  —  B 


Aï  —  B'â  _  A3  -^  b  a  I  ^  v^i 

Aa— B'i'  —  Ai-î-B'3 


1a-  étant  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  déterminants.  Ceci  peut  s'écrire 


L  —  A  :  —  ^    —  B   2—  a  ;         t,— A  1  —  2    — B    i—  ?j]         —    A^  — b  - >  li  —  t: 

1 


vC-  A'  — b*  '  Ji—x)--r    i  — b    --(-    A-— B*  -  li  —.-»!- 

Finalement  on  tire  de  là  la  valeur  suivante  de  r,  où  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  du  sign€, 

puisqu'il  y  a  des  radicaux  : 

;A-  — B  -1x3  —5ï) 


V  C=^  a  —  7  *-  —  (  i  —  ;  *  —  A-  —  B'*  >S  —  i^y 

Le  cosinus  Z'  de  l'angle  que  fait  la  droite  D    avec  0:  aura  la  même  valeur  que  I,  comme  on 
pourrait  le  vérifier  directement,  mais  comme  il  est  d'ailleurs  bien  évident,  puisque,  dans  l'expression 
de  t,  B    n'entre  que   par  son  carré.  On  a  donc     I'  =  -  ,    et  les  deux  droites  D  et  D^  font  le  même 
angle  avec  l'axe  des  paraboloïdes  0:.  Ce  fait  d'ailleurs  est  vrai  non  seulement  des  conjuguées  D'  et  f. 
d'une  droite  D  du  complexe  étudié,  mais  aussi  des  cunj   -       -  l  aux  deux  paraboloïdes  res- 

pectivement dune   droite  D  quelconque  de  l'espace,  tr  ^       -        ;rouvée  pour  Z'  nous  montre 

que  si  l'on  a  i3  —  îi  =  0.  c'est-à-dire  que  si  l'on  considère  une  droite  D  qui  appartienne  au  com- 
plexe étudié  comme  s'appuyaut  sur  0:  (ou  parallèle  à  0:»,  la  droite  D,  et  aussi  la  droite  D'  d'ailleurs, 
sera  perpendiculaire  à  Oz  dans  l'espace,  et  par  suite  appartiendra  au  complexe.  .Nous  avions  déjà 
aperçu  ce  fait  géométriquement.  En  définitive,  si  une  droite  D  fait  partie  du  complexe  à  quelque  litre 
que  ce  soit,  D'  et  D  feront  également  partie  du  complexe,  au  même  titre  l'une  et  l'autre,  mais  non 
pas  au  même  titre  que  D. 

Nous  entendons  par  là  que,  si  l'on  regarde  ce  complexe  des  droites  D,  dont  les  conjuguées  U  et  D' 
par  rapport  à  P  et  Q  respectivement  sont  dans  ua  même  plan,  comme  formé  de  deux  groupes,  le 
groupe  des  droites  perpendiculaires  dans  l'espace  à  l'axe  des  paraboloïdes,  et  le  groupe  des  droites 
situées  dans  un  mè:ne  plan  avec  cet  axe,  groupes  qui  ont  d'ailleurs  en  commun  tout  une  congruence  de 
droites,  les  droites  D  et  D'.  conjuguées  d'une  droite  D  du  complexe,  font  partie  du  groupe  différent  de 
celui  de  la  droite  D. 

Nous  avons  vu  que  les  droites  D    et  D'  qui  correspondent  à  une  même  droite  D  sont  à  la  même 
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distance  de  l'axe  des  paraboloides,  qu'elles  font  le  màm  angle  avec  cet  axe  ;  mais  cette  distance  et  cet 
angle  sont  variables  avec  la  droite  D.  Nous  allons  maintenant  rencontrer  un  élément  invariable  quelle 
que  soit  la  droite  D  :  l'angle  des  deux  projections  de  D'  et  D"  sur  le  plan  des  xy. 

Désignons  cet  angle  par  V,  et  rappelons  que  si  l'on  a  deux  droites  déquations  respectives  en 
géométrie  analytique  plane 

D,     A,.r-4-Biî/  +  C,  =  0,  Do     Ao.r  ^  B^y -h  C,  =  0, 

*      P       p      4 

la  tangente  de  l'angle  V  est  donnée  par  la  formule     tg  V  =  -^ ~-L      en  valeur  absolue  et  même 

A.Aj-f-BiHo 

en  signe  si  l'on  convient  de  considérer  la  droite  D,  comme  le  premier  côté  de  l'angle  et  la  droite  D, 

comme  le  second. 

Si  nous  prenons  alors  pour  droite  Dj  la  droite  D'  et  pour  droite  Do  la  droite  D",  on  aura 

A.  =  A(a  -  a')  -+-  B"(?  -  3';,  B,  =  —  A(^  -  S')  +  B"(a  -  a'), 

A,  =  A(a  -  a')  —  B"{P  —  !î'),  Ho  =  —  A(6  —  ^')  —  B"(a  -  a'), 

d  ou  ter  V  = i^^ ■ —^ —  = 

fe  (A2  —  B"2)[(a  —  a'j2  -I-  (^  -  ayj  A^  -  B"^ 

On  voit  que  les  coordonnées  a,  [i,  y  et  a',  &',  ■/  des  deux  points  qui  déterminent  la  droite  D 
n'entrent  pas  dans  l'expression  de  tg  V.  Cet  angle  V  est  donc  bien  indépendant  de  la  droite  D  parti- 
culière que  l'on  a  choisie.  Remarquons  encore  ici  que  nous  n'avons  pas  fait  usage  de  la  relation  qui 
exprime  que  D'  et  D"  sont  dans  un  même  plan. 

Par  suite  la  proposition  est  vraie  non  seulement  des  projections  des  conjuguées  D'  et  D  d'une 
droite  D  du  complexe  étudié,  mais  encore  des  projections  des  conjuguées  d'une  droite  quelconque  de 
l'espace. 

B"  —  "^  [<'  U 

Revenons  à  l'expression  de  tg  V.  Si  l'on  pose     -r-  =  tg  U,     on  a     tg  V  = —  ,   c'est-à-dire 

A  1  —  tg-  <j 

V  =  —  2U.     Or  il  est  aisé,  par  un  calcul  que  nous  ne  développerons  pas  ici,  de  constater  que  c'est  par  une 

rotation  autour  de  l'axe  commun  mesurée  par  le  nombre    —  U     que  l'on  amènera  le  paraboloïde    P  en 

coïncidence  avec  le  parabolo'ide  Q.  Je  dis  alors  qu'une  rotation  autour  du  même  axe,  double  de  cello-l;\ 

en  grandeur  et  de  même  signe,  amènera  D'  en  coïncidence  avec  D".  Il  résulte  tout  d'abord  de  ce  que  nous 

venons  de  voir  que  par  une  telle  rotation  appliquée  à  D'  on  amènera  la  projection  de  D'  sur  le  plan  des 

xy   à   être  parallèle  à  la  projection  de    D".    Si  nous  avons  aiïairo  aux  conjuguées  d'une  droite  I)  du 

complexe  rectangulaire  dans  l'espace  sur  l'axe  des  z,  lesquelles  coupent  toutes  deux  au  même  point  cet 

axe,  la  rotation  considérée  a  amené  la  projection  de  D'  en  coïncidence  avec   la  projection   de  D",  et, 

puisque    D'  et    D"  font  le  même  angle  avec  l'axe  des   z,   a  priori  deux   hypothèses  seulement   sont 

possibles  :  ou  bien  D'  a  été  amené  en  coïncidence  avec  D"  ;  ou  bien    D'   a  été  amené  en  coïncidence 

avec  la  symétrique  de  D"  par  rapport  à  l'axe  des  :.  Or  on  peut  voir  que   cotte  seconde  hypothèse  est 

inadmissible  :  elle  est  visiblement  absurde  pour  le  cas  où  langle  U  est  une  «piantité  inlininient  petite, 

car  dans  ce  cas  D'  diffère  inlinimenl  peu  de  D",  elun  mouvement  inlinimont  petit  comme  est  la  rotation 

mesurée  par  le  nombre  inlinimont  petit     V  =  —  2U,     peut  bien  anionor  D'  ct\  coïncidence  avec  l)  ', 

mais  ne  peut  pas  l'amener  on  coïncidence  avec  la  symétrique  de  I)  "  qui  n'est  pas  une  droite  inlinimenl 

voisine.  Et  si  maintenant  nous  supposons  ([u'on  déplace  d'une  façon  continue  jiar  rotation  autour  de 

l'axe  0:  les  deux  paraboloïdes,  en  sorte  que  l'angle    U,   d'abord  inlinimont  polit,  prenne  toile  valeur 

finie  que  l'on   voudra,  D'  et  D"  varieront  d'une   manière    continue  ;  et  puisqu'au  dobul  la   rotation 

V= — 121J     amenait  D'  en  coïncidence  avec  D*  ot  non  avec  la  symétrique  do  I)',  puisque  nous  avon.s 

vu  par  ailleurs  qwc  cette  rotation   amène  W  on  coïncidonoo  forcomont  avec  D'  ou  avec  sa  symétrique, 

qu'il  ne  i)eut  bien  évidemment  y  avoir  un  bruscpio  changomont,  il  résulte  que,  pour  toute  valeur  de  U, 

la  rotation  V  amènora  la  ihoile  D'  en  coïncidence  avec  D    cl  non  pas  avec  la  .*îymélrique  do  D". 
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Si  nous  avons  aiï'aue  aux  conjuguées  d'une  droite  D  du  complexe  qui  s'appuie  sur  l'axe  des  r, 
lesquelles  sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  ces  droites  étant  à  même  distance  de 
l'axe,  seront  tangentes  à  un  même  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe.  La  rotation  V  opérée  sur  D',  qui 
doit  amener  leurs  projections  sur  le  plan  des  x>j,  et  par  conséquent  elles-mêmes,  à  être  parallèles,  ne 
peut  que  les  amener  à  être  en  coïncidence,  ou  ;\  avoir  la  position  de  deux  tangentes  à  un  même  cercle, 
parallèles,  diamélralernenl  opposées.  Des  considérations  de  continuité,  en  tout  analogues  aux  précédentes, 
montrent  que  la  seconde  hypothèse  est  inadmissible.  En  définitive,  nous  arrivons  bien  à  la  conclusion 
animncée,  et  qui  d'ailleurs  est  vraie  des  conjuguées  D'  et  D"  d'une  droite  quelconque  de  l'espace  (')  : 
une  rotation  double,  en  grandeur  et  de  même  signe,  de  celle  eflectuée  autour  de  l'axe  commun  des  para- 
boloïdes  P  et  0  qui  amène  P  en  coïncidence  avec  Q,  amènera,  effectuée  autour  de  ce  même  axe,  D'  en 
coïncidcncs  avec  U". 

On  pourrait  établir  analytifjuement  es  que  nous  avons  établi  par  des  considérations  géométriques 
de  continuité,  par  une  rotation  d'axes  ;  de  même  aussi  que  l'on  aurait  pu  ('tablir  géométriquement  ce 
que  nous  avons  montré  analytifjuemont     iV  =  —  ^2[^ ;. 

'i"  Nous  avons  vu  que  les  droites  D'  et  D'  qui  correspondent  à  une  droite  D  du  complexe  étudié 
font  aussi  partie  de  ce  complexe.  Il  en  résulte  imrm'îdiatement  que  si  la  droite  D  particulière  que  men- 
tionne l'énoncé  fait  partie  de  ce  complexe,  il  en  sera  de  mi''me  de  toute  droite  D„  de  la  série  envisagée. 
Observons  que  si  l'on  prend  la  droite  D2;,  pour  droite  D,  les  droites  D'  et  D'  qui  lui  correspondent  sont 
respeclivement  Di/,_,  et  U,,/,.,  ;  que  si  Ton  prend  la  droite  D2;,+  i  pour  droite  D,  les  droites  D' 
(!t  D"  qui  lui  correspondent  sont  respectivement     D.^.j     et     Di,.. 

Supposons  que  la  droite  D,  soit  perpendiculairi;  à  Oc  dans  l'espace,  l)j  s'appuiera  sur  0:,  Uj  sera 
perpendiculaire  à  Oz  dans  l'espace,  et  ainsi  de  suite. 

Toutes  les  droites  d'indice  pair  s'appuieront  sur  0:,  toutes  au  même  point  et  toutes  faisant  le 
même  angle  avec  l'axe,  ce  (|ue  l'on  montre  de  |)roche  en  proche  puisqu'il  en  est  ainsi  de  deux  consécu- 
tives. Ce  sont  par  conséquent  des  génératrices  d'un  même  cône  de  révolution  autour  de  l'axe  des  ::. 
Los  projections  de  deux  consécutives  Di,,  et  I)..,  .,  sur  le  plan  des  .11/  feront  entre  elles  l'angle 
—  \',  étant  coiijuguées  par  rapport  à  Q  et  à  P  n-spectivetnent  de  U.,,..,.  Toutes  les  droites  d'indice 
impair  seront  dans  un  même  plan  perpendiculaire  ;\  l'axe  des  paraboloïdes,  tangentes  à  un  môme  cercle 
ayant  son  centre  sur  cet  axe,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  deux  consécutives.  Deux  consécutives  Uj;,.,  et 
1)2;,,,     feront  entre  elles  l'angle   V,  étant  conjuguées  par  rapport  à  P  et  Q  respectivement  de  D,,,. 

Supposons  que  la  droit'!  I),  s'appuie  sur  ():.  Ce  seront  les  droites  d'indice  impair  qui  s'appuieront 
toutes  sur  Oz  au  môme  point  (formant  la  ligur.;  des  baleines  d'un  parapluie  à  moitié  ouvert),  et  les 
droites  d'indice  pair  qui  seront  les  tangentes  à  un  même  cercle  admettant  l'axe  0:  |)our  axe.  Les  résul- 
tats sont  donc  analogues  aux  précédents.  Cependant  deux  droites  consécutives  impaires  font  encore 
entre  elles  l'angle  V,  et  deux  droites  consécutives  paires  l'angle  —  V.  Si  bien  que  dans  le  second  cas 
on  tournera  sur  le  cercle  dans  le  sens  suivant  leijuel  on  tournait  sur  le  cùue  dans  le  premier  cas,  et 
réciproquement.  Les  ligures  ci-dossous  donnent  dans  les  deux  cas  les  projections  sur  le  plan  des  xy . 


(1)  On  le  montrerait  on  se  basant  sur  ce  que  l'anijle  des  proje<  lions  de  D'  et  D'  a  toujours  cette  morne  valeur  V,  encore 
que  la  droite  D  ne  fait  plus  jjartie  du  complexe  étudié,  sur  co  ((uc  D'  et  I)''  font  toujours  l'une  et  l'autre  le  même  angle 
avec  (t;  et  sont  à  la  même  distance,  de  cet  axe,  et  par  continuité  en  partant  du  cas  on  D  fait  partie  du  complexe  étudié,  de 
l'un  ou  de  l'autre  groupe  en  lesquels  il  se  subdivise,  pour  VL'uir  profiressivement  prendre  la  position  (|ue  l'on  envisage.  Si 
on  pai't  d'une  position  de  D  por[)enlicutaire  à  0:  dans  l'espace,  on  voit  que  D'  ne  peut  arriver  en  coïncidence  qu'avec  une 
droite  déduite  de  D"  par  une  tianslation  parallèle  à  U:  ou  une  droite  déduite  de  la  symétrique  de  D"  par  rapport  à  l'origine 
des  coordonnées  par  une  translation  analogue.  Si  on  part  d'une  position  de  D  s'appuyant  sur  0:,  on  voit  que  D'  ne  peut 
arriver  en  coïncidence  (|u'avec  une  droite  des  deux  séries  déduites  par  translation  parallèle  à  0;  de  D  '  et  de  la  symétrique 
de  D"  par  rapport  au  plan  des  xy  respectivement.  En  rapprocliant  ces  deux  conclusions,  on  voit  ([ue  D'  arrive  en  coïncidence 
avec  une  droite  déduite  de  D"  par  translation  parallèle  à  0;.  Pour  établir  que  D'  vient  en  coïncidence  avec  la  droite  D" 
elle-même,  on  montre  que  le  pied  sur  0;  de  la  perpendiculaire  commune  à  Os  et  D',  et  le  point  analogue  relalif  à  D"  sont 
deux  points  confondus,  étant  l'un  et  l'autre  symétriques  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées  du  pied  sur  0;  de  la 
perpendiculaire  commune  à  0-  et  à  I). 
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Prcfiiier  cas. 


Demième  Ciis. 


Si  l'angle  U  de  la  rotation  qui  amène  P  en  coïncidence  avec  Q  est  cominensurable  avec  la  circonfé- 
rence entière  (ou  autrement  dit  si  la  mesure  de  cet  angle  en  radians  est  commensurable  avec  -),  il  n'y 
a  qu'un  nombre  fini  de  droites  ditrércntcs  dans  la  série  infinie  D,,  D2,  D:j,    .  .  .    I)„  . .  .,  car  une  période 

s'établit.  Dans  le  cas  contraire,  on 
obtient  des  droites  toutes  ditférentes, 
qui  sont  ou  tangentes  à  un  cercle  d'axe 
Oz,  et  telles  que  sur  tout  arc  de  ce 
cercle  il  y  ait  une  infinité  de  points  de 
contact,  ou  génératrices  d'un  cône  de 
révolution  autour  de  Or,  et.  telles  que 
tout  angle  recliligne  tracé  sur  ce  cùne 
(avec  le  sommet  du  cône  pour  sommet 
de  rangle)en  contienne  une  infinité. 

I.e  plan  du  cercle  coupe  l'axe  des  : 
au  symétrique  par  rapport  à  l'origine 
des  coordonnées  du  sommet  du  cône. 
Ce  n'est  là  (ju'une  autre  forme  de  la 
proposition  que  nous  avons  établie  géo- 
mélriquement  en  montrant  tout  au 
début  que  les  droites  f)  perpendicu- 
laires dans  l'espace  à  l'axe  sont  des  droites  du  complexe  étudié.  Le  sommet  du  cône  doit  être  en  efft'l  le 
pôle,  |)ar  rapport  à  l'un  et  à  l'autre  des  paraboloïdes  d'ailleurs,  du  plan  du  cercle. 

D'autre  part,  l'ouverture  du  cône  n'est  fonction  que  du  rayon  du  corde,  et  plus  ce  rayon  est  grand, 
plus  cette  ouverture  est  petite  ;  c'est  ce  que  nous  établirons  dans  la  troisième  partie. 

Indiquons  seulement  que  si  la  droite  D,,de  laquelle  on  part,  était  (iuelconquedan>  l'espace,  toutesles 
droites  d'indices  impairs  seraient  génératrices  d'un  même  système  d'un  hyperboloïde  de  révolution  au- 
tour de  Oz,  que  toutes  les  droites  d'indico  pair  seraient  génératrices  d'un  inômo  système  de  l'hyperbo- 
loïde  de  révolution  autour  de  Os,  polaire  réciproijue  du  précédent  par  rapport  au  paraboloïde  P  aussi 
bien  d'ailleurs  que  par  rapport  au  paraboloïde  Q.  Ce  seraient  en  (luelque  sorte  les  systèmes  de  généra- 
trices différents  dans  l'un  et  l'autre  hyperboloïde.  Nous  entendons  par  là  (ju'un  observateur  Oz  s'il  voit 
les  droites  impaires  dirigées  do  bas  en  haut  de  gauche  à  droite,  voit  les  droites  paires  dirigées  de  bas 
en  haut  de  droite  à  gaucho. 

3°  On  obtient  une  solution  peu  intéressante  de  la  troisiène  partie  en  supposant  que  la  droite  I) 
se  déplace  en  restant  perpendiculaire  dans  l'espace  à  l'axe  des  paraboloïdes,  en  engendrant  par  consé- 
(|uent  une  surface  réglée  astreinte  seulement  à  avoir  pour  plan  directeur  le  plan  tangent  au  sommet  com- 
mun (les  (l(Mix  paraboloïdes.  La  surface  engendrée parD'etD'esl  unosurface  réglée  à  deux  nappes  admol- 
lanl  pour  génératrice  double  l'axo  commim  des  paraboloïdes.  Le  lieu  du  point  commun  à  U'  et  D  est 
alors  cet  axe  lui-même.  D'ailleurs  les  d(Hi\  nappes  se  ctnipiMit  bien  loul  au  long  do  cet  a\o  sous  i.n  angle 
constant  ipii  e>(  l'angle  V.  Ln  cllfl  le  |ilau  langent  à  la  nappe  engendrée  [>ar  1)'  par  exemple  on  un  point 
donné  de  l'axe  (les  z  est  déterminé  par  colle  droite  IV  et  par  l'axo  des  ;.  C'est  ou  d'aulros  termes  le  plan 
[)rojotant  D'  sur  le  plan  des  .n/.  Le  plan  tangent  au  même  point  à  l'aulro  nappe  sera  de  luèm'-»  le  plan 
projetant  D".  En  dé(initiv(\  l'angle  des  doux  nappes  en  ce  point  esl  bien  l'angle  V  et  est  par  suite  cons- 
lanl.  Nous  avons  l)i(Mi  là  une  scdution  1res  générale  du  pidblome  proposé. 

Supposons  mainlmanl  ([uo  nous  [trônons  les  drt)ilos  D  |>armi  colles  du  second  groupe.  cpIIp»  qui 
s'appuiimt  sur  l'axe  des  z.  Nous  allons  monlr(>r  d'abord  (pic  colle  droite  se  dépinçant  par  hypothèse  en 
faisant    un  angle  consinnt  avec  l'axe  des  z,  les  droil(>s  L    ol   \>    rosleronl  à  uno   dislnncp  con!>lnnl<»  de 
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l'axe.  En  effet,  nous  avions  trouvé,  pour  expression  de  la  distance  de  D'  et  D"  à  l'axe  des  z, 

C  Y-/ 

Si  nous  désignons  par  o  l'angle  que  fait  avec  le  plan  des  xy  la  droite   1),  on  gardant  nos  notations 
antérieures,  nous  avons     tg  es  =  '~  '  d'où,  pour  expression  de  la  dislance  de  D'  et  L" 

à  ():,  ^  tir  o. 

v/A^  +  B'"-'     ^    • 

Celte  distance  est  donc  bien  constante  avec  l'angle  o  delà  droite  D  et  de  l'axe  des  paraboloïdes. 
Mais  de  ce  que  D'  et  D"  seront  à  une  distance  constante  de  l'axe,  et  de  ce  que  ces  droites, 
dans  le  cas  actuel,  situées  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  font  entre  elles 
un  angle  V  constant,  résulte  immédiatement  que  leur  point  commun  restera  à  une  dis- 
tance constante  de  l'axe, 

C  tg'-p  C  tg?        _^i„^ 


v/A^-^B'^  \  ^A---B^  A  A 

cos  —  , 

2  v'A^  -+-  ti' 

Le  lieu  de  ce  point  sera  tracé  sur  un  cylindre  de  révolution  autour  de  Taxe  des  paraboloïdes. 
Considérons  une  position  particulière  de  ce  point,  et  construisons  les  plans  tangents  en  ce  point  aux 
deux  naj)pes  de  la  surface  engendrée  par  D'  et  D.  L'un  de  ces  plans  tangents  sera  déterminé  par  la 
droite  D'  et  par  la  tangente  au  lieu  du  point  commun  à  D'  et  D",  l'autre  par  la  droite  D"  et  la  même 
tangente.  Ces  trois  droites  forment  un  tricdre  dont  une  des  faces  a  une  grandeur  invariable     - — V. 

L'arête  opposée  est  astreinte  à  être  dans  le  plan  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  celte  première 
face,  et  déplus  à  déterminer  un  dièdre  de  grandeur  invariable.  Do  simples  considérations  de  géométrie 
élémentaire  amènent  immédiatement  à  conclure  (pie  cette  dernière  arête  doit  faire  avec  la  face  opposée 
un  angle  constant.  Il  en  résulte  immédiatement  que  \o  liou  du  point  commun  à  D  et  D'  ne  peut  être 
qu'une  liélice  tracée  sur  le  cylindre  que  nous  avons  menliunné  ci-dessus,  et  l'on  voit  d'ailleurs  que  si 
le  lieu  est  une  telle  bélice,  les  surfaces  engendrées  par  D'  et  D"  respectivement  se  couperont  tout  le 
long  de  leur  inlorsoclion  sous  un  angle  constant. 

La  droite  I)  s'appuie  sur  0:  au  point  symétrique  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées  du  point 
d'intersection  de  l'axe  0:  avec  le  plan  de  D'  et  I)  .  De  là  résulte  que  si  le  point  commun  à  D'  et  D" 
s'élève  d'une  certaine  quantité,  le  point  commun  à  1)  et  0:  s'abaisse  de  la  même  quantité.  De  plus,  les 
projections  de  1)  et  D'  sur  le  plan  des  xij  étant  en  direction  symétriques  par  rapport  aux  plans 
asymploliques  du  paraboloïde  P,  si  D'  tourne  aussi  d'un  certain  angle  autour  de  0:,  D  tournera  de 
l'angle  égal  on  valeur  absolue  mais  de  signe  contraire  autour  du  même  axe.  Les  réciproques  sont  vraies 
pour  les  mêmes  raisons.  Par  suite,  si  nous  nous  astreignons  à  prendre  les  droites  D  parmi  celles  qui 
s'appuient  sur  0:,  il  existe  au  problème  proposé  la  série  de  solutions  que  nous  allons  dire,  mais  il  n'en 
existe  pas  d'un  autre  genre. 

La  droile  D  se  déplace  on  faisant  un  angle  constant  avec  l'axo  des  iiaraboloïdes,  sur  lequel  elle 
s'appuie,  et  en  s'appuyant  en  outre  sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  autour  de  l'axe 
0:  et  de  pas  arbitraire.  Par  suite  elle  engendre  une  surface  réglée  admettant  pour  cône  directeur  un 
cône  de  révolution  autour  de  O3,  et  pour  directrices  l'axe  0:  et  l'hélice  que  nous  venons  de  désigner. 
Cette  surface  coupe  d'ailleurs  un  cylindre  quelconque  de  révolution  autour  de  0:  suivant  deux  hélices, 
de  môme  pas,  de  môme  sens,  qui  seront  confondues  lorsque  le  rayon  du  cylindre  aura  des  valeurs 
convenables  (telles  que  le  diamètre  multiplié  par  la  tangente  de  l'angle  9  soit  un  multiple  impair  du 
demi-pas). 

Sur  tous  les  cylindres  de  révolution  autour  de  0;,  les  hélices  déterminées  par  la  surface  envisagée 
auront  même  pas.  Le  lieu  du  point  commun  à  D'  et  U"  est  une  hélice  tracée  sur  le  cylindre  de  révolu- 
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G                   G  Y  —  •;' 

tion  autour  de  0:  et  de  rayon  -- tg  o  = ,.        --_ —  ^        ,  -• 

A     ""  ■  A     v/(a  —  a7  +  (!i  —  pV 

Gette  hélice  a  même  pas  que  les  précédentes.Lcs  surfaces  engendrées  par  D' et  U"  respectivement  sont 
des  surfaces  réglées  à  plan  directeur  perpendiculaire  sur  l'axe  des  paraboloïdes  admettant  pour  directrice 

l'hélice  lieu  du  point  commun  à  D'  ot  D".Ghacune  d'elles  est  tangente  au  cylindre  de  rayon  — ^==  Igo, 

l  n  J  .  v/A--hB'^      "• 

tout  le  long  d'une  hélice  ayant  toujours  le  môme  pas,  et  de  même  sens  toutes  deux,  que  Ihélice   lieu  du 

point  commun  à  D'  et  D".  Elles  sont  en  définitive  constituées  par  les  tangentes  menées  à  ce  cylindre, 

parallèlement  au  plan  des  xy,  par  tous  les  points  de  l'hélice,  lieu  des  points  communs  à  D'  et  b".Tout 

le  long  de  cette  hélice  ces  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  constant. 

Supposons  par  exemple  qu'en  même  temps  que  la  droite  D  s'élève  elle  tourne  autour  de  0:  dans 

le  sens  positif.  Dans  ces  conditions,  en  même  temps  que  le  point  commun  à  D'  et  D'  s'abaissera,  il 

tournera  autour  de  O3  dans  le  sens  négatif.  Par  suite,  l'hélice  lieu  de  ce  point,  et  les  deux  hélices  inter- 

(] 
section  de  la  surface  lieu  de  D  avec  le  cylindre  de  rayon    —  tg  o    sur  lequel  la  première  est  tracée, 

seront  trois  hélices  de  même  sens.  Elles  ont  môme  pas  aussi,  puisque  D  s'élève  de  la  même  quantité 
dont  le  point  commun  à  D'  et  D"  s'abaisse, et  qu'en  même  temps  la  droite  D  et  ce  point  tournent  du  même 
angle  toujours  autour  de  0:.  Par  conséquent,  pour  savoir  si  la  première  hélice  est  confondue  avec  l'une 
desdeux  autres,  on  d'autres  termes  si  le  lieu  du  point  commun  à  D'  et  D"  est  sur  la  surface  lieu  de  D,  il 
faut  savoir  seulement  si  cette  première  hélice  a  un  point  commun  avec  les  autres.  G'est  en  quelque 
sorte  une  question  de  conditions  initiales. 

Supposons  que  sans  effectuer  aucune  translation,  on  fasse  subir  à  la  surface  lieu  de  D  une  rotation 
positive  de  valeur  2tc  autour  de  l'axe  O2.  D'après  ce  que  nous  avons  indiqué  sur  la  relation  ijui  existe 
entre  les  mouvements  de  rotation  de  D  et  D'  respectivement  autour  de  0:,  qui  sont  toujours  égaux 
en  ^aleur  absolue  mais  de  signes  contraires,  à  cette  rotation  positive  de  la  surface  lieu  de  D  autour  de 
0;  correspondra  une  rotation  négative,  égale  en  valeur  absolue,  autour  du  même  axe  de  riiélice  lieu 
du  point  commun  à  D'  et    D". 

Dans  ce  mouvement  il  arrivera  quatre  fois  (juc  cette  hélice  coïncidera  avec  l'une  des  deux  autres. 
Donc,  en  général,  le  lieu  du  point  commun  à  D'  et  D"  n'est  pas  sur  la  surface  lieu  de  D,  mais  il  est 
possible  que  cette  hélice  soit  tracée  sur  cette  surface.  Si  l'on  s'est  donné  le  pas  de  l'hélice  directrice  de  lu 
surface  lieu  de  D  et  l'angle  o  des  droites  D  avec  les  plans  normaux  à  l'axe  des  paraboloïdes,  il  existe 
passant  par  tout  point  de  Taxe  des  ::  quatre  droites  D  deux  à  deux  diamétralement  opposées  sur  un 
môme  cône  de  révolution  autour  de  0-,  (jui,  prises  comme  positions  initiales,  conduiront  à  ime  surface 
lieu  des  droites  D  sur  laquelle  sera  tracé  le  lieu  corres|)on(lant  du  point  commun  a  1)  et  D'.  Ces 
(jualre  droites  se  réduiront  à  deux,  symétriques  par  rapport  à  l'axe  ():,  dans  le  cas  on  lt>s  deux  h.dicos, 

intersection  de   la  surlace  li(!u  de  D  avec  le  cylindre  de   révolution  aiiltiur  de  O;  tU  di' rayon    -r- Ig  o 

A    °  ■ 

sur  lequel  est  tracé  l'hélice  lieu  du  point  conuuun  à  D'  et  D",  viennent  à  se  confondre.  Ce  lait  se  pro- 
duit lorsfjue  le  demi-pas  est  contenu  un  nombre  impair  de  fois  dans  le  produit  du  diainêlro  du  cylindre 
par  la  tangente  de  l'angle  o,   lors(iU(>,  le  pas  étant  /*,    on  a  choisi  9   et  II  en  sorte  que  Ton  ail 


2A:  |.-^=,  =  (2A-+1)A, 


/i  étant  un  entier 


.1.   Gi. 


Solutions  satisf.iisiuites  :  MM.  \.  Uousseau,  :\  Fournis  ;  U.  DoNror,  l'Iiive  ;\  l'i-coli'  uonu.ilc  >upt^ri«Min'. 
Solutiotis  passables  :  .MM.  G.  I.acii.  à  Uodoz  ;  L.  IUi.mk,  lieutenant  au  l'""  réfîiment  li'artilioiie  coloniale. 
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1902.  —  Intégrer  l'équation  différentielle      — -^ ox -f-  4  =  0. 

Le  candidat  exprimera  la  forme  de  la  solution  générale  avec  des  paramétres  réels,  mais  satis  rechercher 
leur  valeur  numérifjue. 

De  l'équation      ■——  =  ^x — 4     on  déduit  successivement  en   intégrant  cinq  fois  de  suite  et  en 

désignant  par  C,,  C^,   ...,  G.  des  constantes  arbitraires, 

~{  ^5---4x-+-C„ 

dx^         a. 

d'-'i/         „    x^  x^ 

-t4  =  ^-^r^  -4  — +  (:,r  +  C.,. 

dx^  2 .  J  :2 

d'y         „      x^  .x^  ,x-2 

Tx^^'JTJ-^-^-^^'-J-^'-''^^'^ 

du  x'-'  ,       .r*  ^     x^         ,     .r- 

Telle  est  rintégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

A.  ROUSSEAU,  à  Eournes-en-Weppes. 

Solutions  identiques  par  MM.  André  Coi^inois,  à  Sedan  ;  (',.  J/kcorRT,  à  (;renol)le  ;  G.    I.acii.    A  Uodez  ;  U.  Mankn,  à  Albi  : 
André  Nkgiie,  à  Bordeaux  ;  J.  Solbah;.\k,  à  Mont-de-Marsan. 


1903.  —  Calculer  l'intégrale      j     —^ 


dx 


S  = 


.  %     x*  —  ."{r  —  1 

Comme  l'équation     f{x)  ir::  x^  —  3.r  —  I  =.-  U     n'a  que  des  racines  incommensurables,  nous  calcule- 
rons l'intégrale  proposée  par  la  méthode  des  trapèzes  en  divisant  l'intervalle  (0,1)  en  10  parties  égales. 
Nous  appliquerons  la  formule  connue 

I)  —  a  r  •    T 

qui  devient  ici,  en  posant     '/  =  0,     />  =  1,     »  =  10,     S=   — -  [yjj^-2(j/i  4-j/j --    • -Hy,) -l- j/io;  • 
On  obtient  aisément 

/•(O)  =  -l,  AO,^)  =  -1,299,  A'0,2j  =  -1,592,  /•(O,:^)  =-1,873, 

^0,4)  ^  -  2,130,  /\0,r3)  =  -2,37:;,  /■(0,G;  --   -  2,58'k  /"(O,?)  =  —2, 7^7, 

/•(0,8)  =  —2,888,  AO/'O  ^  -  5/J71,  /(1)  =  —3. 

En  se  servant  de  la  règlo  ;\  calcul,  on  trouve 

y.,   -=-_!,  î/i=   -0,769,  j/,  =  — 0,628,  y,  =  - 0,533.  i/,  =  -0,468, 

y:,  =  —0,421,  g,  -=  —0,387,  g,  =  -  (),3()2,  g.  =    -  0,346,  g,  =  -0,336, 

î/iu  = ^  =  —  0,333. 

Puis  î/i  -+-  î/2  -^  îAi  -+-       -^  ,'/»  -  —  '*'-'^' 

et  S  =  -!-|-  1  -  2  X  4,2o  —0,333]  =  -0,491. 

20 
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1904.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  et  un  point  A  sur  l'une  delli's  ;  on  mené  la  tangente 
AT  à  une  circonférence  de  rayon  variable  tangente  aux  deux  droites.  —  lAeu  du  point  de  contact  construire 
ce  lieu. 

Soient  A  et  A'  les  deux  droites  rectangalaires  données  qui  se  coupent  au  point  I.   Supposons  que 

le  point  A  soit  sur  la  droite  A  et  désignons  par  a  la  longueur  AI.  Nous 
allons  former  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  polaires,  en  prenant 
comme  pôle  le  point  A  et  comme  axe  polaire  la  demi-droite  AI,  le  sens 
positif  de  rotation  étant  arbitraire  et  indiqué  par  la  flèche. 

Les  droites  A  et  A'  forment  quatre  angles  droits  que  nous  désigne- 
rons par  les  numéros  I,  11,  111  et  IV. 

Considérons  d'abord  un  cercle  G  situé  dans  l'anulefl).  louchant  les 
droites  A  et  A'  aux  points  B  et  B',  et  menons  la  lan,i:entc  AM  à  ce  cer- 
cle. Soient  s  =  AM,  w  =  xAM  les  cooidonnées  polaires  du  point 
M.  Nous  avons     p  =  AB  =  AI  —  BI  =  o  —  R,      |{    désignant    le  ravun 


Fig.   1. 


du  cercle;  puis,  dans  le  triangle  rectangle  ACM,      MC  =  AM  tg 


K  =  0  (-  — 


On  en  déduit      p  =  a  —  p  tg  — , 


et 


1  + 


C'est  l'équation  du  lieu  demandé. 

Si    le  point    A   est  placé  entre  le  point  B  et  le  point  I  {fig.  2),  on  a 

et     B— pcotg  —  ,      ce  qui  donne 


AB 


i 


Al  =  H  —  fl 


11 


Fis.  3. 


1  —  COtg  

Cette  équation  représente  la  même 
courbe  que  l'équation  (1),  car  elle  s'en 
déduit  en  changeant  p  en  — p  et 
ti)  en    -  -\-  M. 

Envisageons  maintenant  un  corclo 
situé  dans  l'angle  (lll)  {fig.  3).  Dans 
celle  hypothèse,  l'angle  x\M  est  égal  à     —  c»,     ot  l'on  a 

l'i^'  -'  P  -  AI  -I-  IB  =  a  -h  B.  et  B  =  -  =  Ig— . 

et  en  éliminant  p  on  retrouve  l'cquation  (1). 

On  verra  aisément,  en  opérant  de  la  même  manière,  (|ue  si  l'on  considère  des  cercles  tangents  aux 
droites   A    et  A',  et  situés  dans  les  angles  (II)  et  (IV),  le  lieu  des  i)oints  M  correspondants  est  déûni 

par  l'équation 

a 

(2)  ?  =  - 


—     1 


i  —  1-  — 

(jui  rcprcst'nte  une  courbe  symétriqui-  (lt>  la  courbe  {[)  par  rapporl  à  .\j. 

a 


Construisons  la  courbe 


P  = 


1-f-t 


o    ^ 


Si  l'on  change  o  en     'i-n  -+-  m,     p  ne  change  pas  ;  donc  on  obtiendra  loulo   la  courbe  «mi  faisant 
varier  (o  de  0  à  i-. 
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La  fonction  o  est  discontinue  pour  tg— -  =  —  1,  ou  -—  =  -7-5  ce  (lui  donne  (o  =  — - .  De 
plus,  pour  0)  =  7:,  tg —  est  infini  et  p  est  égal  à  0.  La  fonction  tg— étant  croissante,  p  va  sans 
cesse  en  diminuant. 


7: 

'.i 

r 

u 

T 

ir 

T 

"t- 

a 

décroît 

a 
"2~ 

décroît 

0 

décroit 

X 

-h  X 

décroît 

a 

On  en  déduit  aisément  la  forme  de  la  courbe. 

Elle  est  tangente  en  A  à  l'axe  polaire.  Si  1  on  calcule     tg  V  =  -^,     on  a 

0 


IK  V  =  - 


2M+.Ï^ 


1  _|_  to2  


Pour      oj  =  0,      IgV  =  — "2,      donc  la  tangente  IT  au  point  1  fait  avec 
l'axe  polaire  un  angle  obtus  dont  la  tangente  est  égale  à     —  2. 

Cherchons  l'asymptote,  correspondant  à     w  =  — -•    Nous  avons 


0  sin  I  w 


3- 


acos  10 


■»     ou,  en  remplaçant  cos  w  par 


i-tg^ 


i  -H  ig-^  ^ 


?  ^'n  ['"  -^)  = 


Wl-tg^ 


1+tg^ 


37: 


virr   /  Pour     «j  =  ——-     on  a 

On  en  conclut  (jue  l'asymptote  est  l,i  droite  A'.   De  plus 


lim.  s  sm    M  — 


3t: 


psin 


«ll-ig-:^ 


i  -I-  tK^ 


«tg-(l 


3- 


1   _Ulo-2  _ 

3- 


ceciuiinonlrequcladillerence   0  sin  (  w —j—'i-    est  négative  pour  w< -^    ctpositive  pour    (o  > 

On  en  déduit  la  position  do  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote. 

Enfin  le  point  double  0  correspond  aux  valeurs  de  w  (jui  vérifient  l'équation 


3:: 


=  0, 


ou 


l  +   tg-  1-t-lj 


^--f-2tg--i  =0. 
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Cette  équation  peut  encore  s'écrire 


o     ç, 


1-t^ 


=  1,     ou      tg  oj  =  1.      On  en  tire      ^  —  ~r    ^^ 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


9^ï 


— — >     et  par  suite,      -—  =  —    et      —  = 

à  2          8  2  8 

Le  point  0  est  donc  sur  la  bissectrice  AO    de  l'angle  xAy  et  l'on  a     o  = 


coordonnées  du  point  0  sont  —   et  —  ■ 

2  2 


l-l^' 


Les 


H 

D 

0  M^/^ 

Xt\ 

^-/              \ 

/ 

^V 

B' 

A 

Fig.  r,. 

I 

On  déterminera  aisément  les  tangentes  en  ce  point,  et  on  reconnaîtra 
qu'elles  sont  rectangulaires.  D'ailleurs  en  passant  aux  coordonnées  rectilignes 
on  démontrera  aisément  que  la  courbe  est  une  ?trophoïde  ;  c'est  ce  que  nous 
'■g'     allons  établir  géométriquement. 

Le  cercle  C  étant  inscrit  dans  le  triangle  AID,  on  a 


A  M 


AD-4-AI  — DI 


Soit  Eli  la  perpendiculaire  menée  à  Al  en  son  milieu  E,  et  soit   F  le  point  où  cette  perpendicu- 
laire rencontre  AM.  La  valeur  de  AIM  peut  alors  s'écrire 


A,M  ==  AF  + AE  -  EP, 


ou 


AM-  AF  =  _  — EF, 


ou 


FM  -^  FF  = 


Si  nous  picnoiis  sur  l':iî  la  longueur     EO  =  — ,      nous  avons     FM  =  FO,      et  nous  voyons  ainsi 

que  le  lieu  du  point  M    est  une  strophoïde  ayant  le  point  0    pour  point  double,  les  tangentes  en  ce 
point  étant  les  bissectrices  de  l'angle  AOE. 

R.  THEVENLN,  à  lleims. 

Honncs  solutions  par  MM  K.-N.  Haiusien  ;  G.  Cazau.v  ;  André  r.ounrois,  à  Sedan  ;  E.  Focunv.  ;i  Reims  ;  Georges  Gcillumb. 
;i  Aire-sur-Adour  ;  G.  Lach,  à  liodez  ;  l\.  Manen,  à  AIbi  ;  A.  Nègre,  à  Bordeaux  ;  Jean  Ottemieimkr,  Ivct-e  de  Nam-v  :  A  Uni  <• 
SKAu,  à  Kournes-en-Weppes  ;  .1.  Soubaigné,  à  Mont-de-Marsan. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


1943.  —  l'Uanl  donnés  un  triangle  rectangle  .\0I>  et  une  droite  Ul).  on  considère  la  parabole  P  et  l'hyper- 
bole éqiiilatère  H  telles  que,  pour  chacune  de  ces  deux  courbes,  01)  soit  »me  direction  a.syinploliqno.  que  ('15 
soit  la  polaire  de  A,  OA  la  polaire  de  B  : 

I"  Trouver  ré(iualion  de  f\  réqualiou  de  il;  dcnioulror  anaiv  ti(|uonii'tit  et  goonu'lriquement  que.  quelle 
que  soit  01),  la  parabole  P  est  laugonle  à  trois  droites  fixes,  et  (pie  riiyperlxtle  II  passe  conslammeiit  par 
(jualre  points  fixes; 

2"  Trouver  le  lieu  des  points  (i'iiitersecliou  de  P  ol  de  il  lorsijue  la  diroclioii  (•!•  varie;  expliquer  le 
résultat  ; 

.'V' Troiivor.  lorsque  01)  tourne  autour  du  point  (».  le  lieu  du  centre  de  II.  le  lieu  du  foyer  de  P;  explici- 
tions géoniélriqiu's; 

4"  Trouver  et  construire»,  dans  les  mêmes  eondilious,  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P. 

A.  Mac»!  nK  LiimAr. 

1944.  —  On  donne  le-:  ciiK]  lif;nes  droites  X.  \'.  (1,  C.  Il  qui  .sont  :  I"  \.  \'  l'axe;  i'  G,  G'  une  géni^ralrire 
d'une  siirliK'e  g.iueli(>  de  ré\olutiou;  .1"  Il  la  direction  des  lignes  de  rappel. 

(lonslniire  les  contours  apparents  et  une  .section  plane  de  la  surface,  en  n'employant  que  deux  /qu^rm 
fausses  (bien  ent(>ndu  l(>s  anMes  des  éqnerres  sont  ngoureuseineul  rectilignes'». 

J.  Carom. 
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1889.  —  On  donne  deux  cercles  concentriques  (Gj  et  (Ci)  ;  par  un  point  fixe,  P,  on  mène  une  sécante 
variable,  qui  rencontre  (Ci)  en  A  et  B,  el  par  A,  B,  nn  mrne  les  tangentes  au  cercle  iC).  fÂeu  de  leurs  points 
de  rencontre. 

Problème  corrélatif. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  OP  qui  joint  le  centre  des  cercles  an  point  donné  P  et  pour  axe 

des  y  une  perpendiculaire  Oy  à  Or  ;  appelons  R  et  R'  les 
rayons  des  cercles  concentriques  (C)  et  (G,)  et  (a,  ^)  les 
coordonnées  de  l'un  des  quatre  points  de  rencontre  des 
couple?  de  tangentes  menées  au  cercle  fC)  par  le>  points 
A  et  R,  M,  M',  M,  on  M;. 

I.e  couple  dos  tangentes  issues  du   point  (a,  3)  an 
cercle  iC)  a  pour  équation 

(^2  ^  ;î--i  _  \{-)(x'  -^y-  —  R-)  -  (ix  f-  Si/  —  R^)-  =  0. 
Ge  couple  de  droites  coupe  le  cercle  (d)  en  quatre 
points  dont  deux  sont  A  et  B  ;  ces  quatre  points  sont  sur 
deux  droites  dont  l'une  est  AB.  Il  suflit  donc  de  former 
l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  en  ces 
quatre  points,  d'exprimer  que  l'une  d'elles  se  décom- 
pose en  deux  droites  et  qu'elle  passe  au  point  P(a,  0) 

Cette  équation  est 
(a^  -h  ^^  —  R»)(.r-  -f-  y  —  R-)  -  (xr  -\-  <^y  —  K'Y 

^Kx^-^y'-—  W)  =  0, 
el,  en  exprimant  ((u'elle  représente  deux  droites,  c'est-à- 
dire  que  le  discriminant  est  nul,  on  obtient  Téqualion 
fjui  donne  le  nombre  ),  tel  que  la  conique  précédente  se 
réduise  à  deux  droites.  Celle  équation  est 
(p2  _  112  ^  X)(a'^  —  IV  -h  ^—  Wi^  -f-  p-)  —  lh"\  -  l^ll^a^â-^  —  (S-  —  R-  -+-  À)R*3-^  —  (a-  -  [V  -h  »R'x' 

-4-IR-^(a2-|-^»)    f->ll'21a2^2  =  0. 
OU  R'^X'  -+-  [(R2  -^  R'^X^t'  +  ?')  —  2R'^R'^]).2  -f-  XK^a^  -f-  ^'-  -  \f,^\'i'-  +  f  —  R'^)  =  0. 

Elle  a  une  racine  nulle,  ce  qui  était  évident  a  priori,  et  deux  autres  racines  qui  sont 

X  =  —  (a^  -+-  p  —  R2),  X  =  —  -||l-  (i^  -+-  p  -  m. 

Pour  cliaciiiie  de  ces  racines,  la  coni(iiie  envisagée  se  réduit  à  (1(MJ\  droites  et  il  suflit  d'exprimer 
(pio  Tune  d'elles  passe  au  point  P  ;   on  aura  ainsi  le  lieu  complet  du  point  M,  du  point  (a,   j3). 

Portons  d'abord  la  première  valeur  de  X,  nous  aurons  l'équation 

(a^  +  B-  — R-)(n"  — R2^  — (xrH-^.y— ll-,2  =  0, 
qui  représente  doux  droites  parallèles  à  la  corde  des  contacts.  C'est   le  cas  qui  correspond   aux  deux 
points  M  el  M',  et  nous  aurons  le  lieu  de  ces  points  en  écrivant  que  la  conique  précédente  passe  au 
point  P(fl,  0)  :  (R'-  —  R2)(a2  +  ^  —  R^)  -  (aa  —  IV]-  =  0. 

C'est  une  conique  doublement  tangente  au  cercle  (C),  aux  deux  points  de  contact  avec  les  tangentes 
à  ce  cercle  menées  par  le  point  P. 

Nous  aurons  le  second  lieu,  celui  des  points  Mi  el  M',,  en  portant  la  deuxième  racine  dans  l'équa- 
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lion  de  la  conique  envisagée  et  exprimant  qu'elle  passe  au  point  P.   Ceci  donne 

(a2  +  ^2  —  R2)(a2  -  R^)  -  -^(a-^  4-  ?"  -  R")(«-  -  R'")  —  («^  —  R'r  =  0, 

R'^  — R»     J  .      .„       R^R'2 


ou  __a2U2_^ji..____^       (,,,_HY  =  0. 

R-R'- 

Cetle   équation   représente  une  conique    doublement  tangente   au    cercle    a- -f- ^- =0, 

aux  deux  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la  polaire  du  point  1'  par  rapport  au  cercle  (Gj.  Celte 

polaire  a  pour  pôle  par  rapport  au  cercle      x- -+- V' ;; — =0     le  point  de  O.f  quia  pour  abscisse    . 

n-  (i 

et  il  est  facile  de  voir  fjue  la  conique  que  nous  avons  trouvée  passe  en  ce  point.  Celte  seconde  conique  se 

réduit  donc  à  deux  droites,  les  deux  tangentes  au  cercle. 

Quant  à  la  nature  du  premier  lieu,  elle  dépend  de  l'excentricité  qui  est  égale  à     —      '  On 

peut  aussi  l'obtenir  en  considérant  la  position  des  sommets  situés  fur  Or  par  rapport  au  point   P. 

Si  on  transforme  projectivement  ce  problème,  les  deux  cercles  deviennent  deux  coniques  double- 
ment tangentes,  le  point  P  devient  un  autre  point  P  et  le  nouveau  problème  a  ensuite  même  énoncé 
que  l'ancien.  Le  lieu  total  des  f|ualre  points  M,  M',  Mi  et  M,    se  compose  de  deux  coniques. 

Si  on  cberclie  le  corrélatif  du  problème  proposé  en  prenant  pour  conique  directrice  un  cercle,  clia- 
cun  des  cercles  (C^  et  (Ci)  se  transforme  en  une  conique  qui  a  pour  foyer  le  centre  du  cercle  de  ba>e 
et  pour  directrice  correspondante  la  polaire  du  centre  commun  à  (C)  et  (Ci)  par  rapport  au  cercle 
directeur;  le  point  P  se  transforme  en  une  droite  p  et  le  problème  devient  celui-ci  :  par  chaque  point 
de  la  droite  fixe  p,  on  mène  les  deux  tangentes  à  la  conique  (C,)  et  on  prend  leurs  points  de  rencontre 
avec  la  conif|ue  (C).  On  demande  alors  l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  ces  points  deux  à  deux. 

Ce  problème  peut  à  son  tour  se  transformer  projectivement  en  un  autre  dans  lequel  les  deux 
coniques  (C)  et  (G,)  sont  deux  cercles  concentriques  et  peut  alors  être  abordé  facilement. 

J.  DESSIRIER,  château  de  Bel-Air. 

lîonnes  solutions  :  MM.  Mabbscalciii  ;  E.-N.  Barisien  ;  G.  Lacii,  à  l\odez  ;  Niovej^ns  ;  A.  Roussbat  ;  0.  Folcry,  \  Reims. 

Solution  géométrique.  —  Nous  avons  reçu  de  M.  IL  Donti.t  la  très  belle  solution  géométrique  que 
voici  : 

Considérons  le  cercle  (C)  comnie  étant  le  cercle  de  gorge  d'un  hyperboloïde  de  ri'volulion  à  une  nappe,  le 
cercle  (Cl)  comme  étant  la  projection  d'un  parallèle  de  cette  surface,  et  le  point  P  comme  clant  un  point  du 
plun  lie  ce  parallèle.  Les  doux  droites  AM  cl  AM'  sont  les  projections  des  deux  gcncratrices  qui  passent  au  point 
A,  IIM  et  n.M',  celles  des  génératrices  qui  passent  au  point  IL  De.  sorte  ipie  les  points  M  et  .M'  sont  les  pr»>jec- 
tionsdes  points  de  contact  des  deux  ]>lans  tangents  menés  k  la  surface  par  la  droite  AIL  Ces  points,  dans  l'es- 
pace, sont  dans  le  plan  polaire  du  point  P,  et  leur  lieu  est  la  conique  de  section  de  la  surface  par  ce  plan  po- 
laire. 

Donc  le  lieu  des  points  M  et  M'  est  la  projection  de  celte  coniqm;  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  ;  c'est  une 
conii|ue  doublctncrit  tangenle  au  cercle  de  gorg(î  aux  deux  points  où  la  polairiî  du  [)oinl  P  le  cou|)e. 

La  ligure  AMIJM'  est  un  quadrilatèic  circonscrit  au  cercle  (('-)  forme  par  les  qualro  tangentes  issues  de 
A  el  IL  Les  trois  diagonales  do  ce  (luadrilalère  sont  AIL  MM'  et  M, M,  ;  elles  l'onneiil  tni  triangle  conjugué  par 
rapport  ;iii  cercle  (G).  Or  ce  quadrilatère  admet  évi.leniMieiil  MM  connue  axe  de  symétrie,  les  droites  AK. 
MiM'i  sont  donc  |)arallèles  outre  elles  et  perpendiculaires  à  MM  ;  celle  droite-ci  passe  au  point  "  ■■•  .■..■»■>>  i  •< 
deux  autres  diagonales  (Ml  L  et  I),  (|ui  sout  conjugués  [lar  rapport  aucercle  (C). 

La  droite  M|M;  est  donc  la  polaire  du  point  L  el  ladroile  \P  celle  du  point  P.  Le  point  L  .lecrii  .m  >-r- 
cle  ayant  pour  diauu''.lre  OP.  et,  connue  <)('.<•!)  =  M-',  le  point  I)  décrit  une  droite  ^  pcrpoudioulaire  ."»  HP, 
la  ligne  inverse  du  lieu  de  (L). 

Soit.ilors  E  le  point  de  contact  de  la  tangente  MM,  avec  lecercle  (G)  ;  l;i  polaire  du  point  .Miost  U  droite 
EC  et  celle  du  point  A  est  la  droite  El).  Nous  allons  dénuMilrer  alors  que  l'angle  DOM,  est  constant.  Gel  angle 
est  égal  à  l'angle  AGE,  comme  ayant  ses  C(Més  respeclivemenl  perpendiculaires  à  ceux  do  cet  angle,  ot  Panglo 
AGE  est  le  complément  de   l'angle  Ot'.E.  D'aulre  part,     OC  (>|>  =  II'  ;     les  deux   triangle.^  OC.M  ol  OPE    -^oiU 
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semblables, et  l'on  a  -^  =  -^  ;  l'angle  OCE  est  donc  égal  à  l'angle  OED,  et  celui-ci  est  visiblement  con- 
stant, comme  étant  le  complément  de  l'angle  AEI),  qui  est  constant. 

Le  triangle  ODMi  resle  alors  semblable  à  lui-même  et      —~-  =  k.     Prenons  sur  OD.     0;a  =  ft.OD,     le 

lieu  du  point  ix  sera  une  droite  A'  parallèle  k  a,  et  nous  aurons  le  lieu  du  point  Mi  en  faisant  tourner  cette 
droite  d'un  angle  égala  —  a(a  =  l30Mi)  autour  du  point  0.  La  droite  A'  devient  ainsi  une  nouvelle  droite 
Al,  qui  est  le  lieu  de  Mi,  En  faisant  tourner  A'  autour  de  0  dun  angle  égal  à  a,  nous  aurons  aussi  une  nou- 
velle droite  A2,  qui  est  le  lieu  du  point  M,'. 

Le  problème  corrélatif,  tel  que  nous  l'avons  défini  et  réduit,  peut  aussi  être  abordé  directement  et  traité 
par  des  considérations  géométriques. 

R.  DONTOT. 
Bonne  solution    analytique  et  géométrique  de  M.  .1.  Socbaigké,  à  Mont-de-Marsan. 


1907.  — On  considère  une  parabole  et  la  tangente  en  un  point  .M  de  celte  parabole:  soient  P  la 
projection  de  ce  point  sur  l'axe  et  Q  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  l'axe.  On  considère  en  outre 
le  cercle  circonscrit  au  triangle   MP(J. 

i"  Trouver  la  deuxième  parabole  qui  passe  par  les  points  de  rencontre  de  la  parabole  donnée  avec  le 
cercle  et  le  lieu  du  sommet  de  cette  parabole. 

2°  Trouver  l'enveloppe  de  cette  parabole. 

3°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  sécantes  communes  à  la  parabole  et  aii  cercle. 

4"  Enfin  trouver  le  cercle  circonscrit  au  triangle  conjugué  commun  à  la  parabole  et  au  cercle  et  le  lieu 
du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles. 

En  prenant  pour  axes  les  axes  habituels,  ré'jualion  do  la  parabole  sera  7-  —  îlpx  =  0.  Les 
coordonnées  du  point  M  étant  a  et  b,  celles  du  point  P  seront  [a,  0)  et 
celles  de  Q,  (  —  a,  0).  L'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MPQ  est 
donc     .T--f-?/^  —  2À?/  —  (/-  =  0.     avec  la  condition     a- -\- b"^  —  Tib  —  a-^0, 


(\m  donne     À 


Ce  dernier  résultat  est  d'ailleurs  immédiat,  car  il  est 


visible  que  le  centre  du  cercle  est  le  point    I.  milieu  de   OM    et  que  les 

h 
coordonnées  de  celui-ci  sont  0  et  —  .  l'inalemonl,  l'équation  du  cercle  est 

donc  .r-  H-  y-  —  bg  —  a-  =  0. 

1°  Le  faisceau  linéaire  do  coniques  passant  aux  points  de  rencontre  du  cercle  avec  la  parabole  a 
pour  équation  x-  -+-  >/-  —  bg  —  a-  -+-  Xfi/^  _  <ip:r)  =  0  ;  les  deux  paraboles  de  ce  faisceau  correspondent 
a    X  =  ce      et  à     >.  =  —  1.     La  parabole  demandée  a  donc  pour  équation 

X-  H-  2/;.i'  —  bg  —  a-  =  0  : 
son  axe  est  parallèle  à  Og  ot  a  pour  équalion     /',  -  0     ou     x  +  p  =  0.     Le  lieu  du  sommet  est  donc 
une  droite  lixe  parallèle  à  la  directrice  de  la  parabole  lixe  et  située  à  une  distance  double  de  l'origine. 

2»  Pour  avoir  l'enveloppe  de  cette  parabole,  quand  a  et  b  varient,  il  suHit  d'adjoindre  aux  deux 
éijuations  fia,  b)  —  x^-h  2px  —  bg  —  a-  =  0,  g{a,  b)  =  b-  —  2;ja  =  0, 

1  '  •         ,  •  /.'  fi,  "  —  7 

I  équation      — -  —  — p,      ou    —  =  — rr- '     et  d'éliminer  a  et  b  entre  les  trois  équations;  ou  encore, 

'.h.         Ou  p  ■±b 

,  ,  //- 

de  remplacer  a  par  -— -  dans  la  première  équation  et  décrire  que  celte  équation  a  une  racine  commune 
"Ip  Ml 

b'  b^ 

avec  sa  dérivée.  Ceci  donne  les  deux  équations     x-  -\-  Hpx  —  bg =  0      y -\ =  0. 

'ip-  '  p- 

b^ 
L'élimination  de  b  est  très  facile  ;  on  remplace  d'abord  —  par     —y     et  on  a  de  suite 

—~-  =  x2  H-  ^px,  b  =  -_(x2  +  2;jx), 
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puis  04(a.'-  -H  'ipxf  H-  27^^^^  =  0. 

Telle  est  réquation  de  l'enveloppe. 

3"  Le  faisceau  linéaire  déterminé  par  le  cercle  et  par  la  parabole  ayant  pour  équation 

X-  +  y-  —  fjij  —  a-  -+-  Xy^  —  2px)  =  0, 
les  coordonnées  du  point  do  concours  d"un  couple  de  sécantes  communes  vérilient  les  équations 

./;  —  Ip  =  0,  2//  —  ^  +  2ÀJ/  =  0,  -h  by  -\-  la"  -^  'ilpx  =  0, 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  À,  h  et  a  entre  ces  trois  équations  et  l'équalion     b"-  —  2a/j  =  0. 
Nous  avons  successivement 


b  =  2 


y 


2a;y 


2i/ 

-^{x-^p), 
V 


2?/2  8ty' 

-^  (;r  H-  p)  ^  -^  (.X  +  p)'  -t-  2^2  =  0, 


p  p 

en  portant  ces  valeurs  dans  la  (roisiéme  équation,  nous  obtenons 

ou  ky\x  -(-  pi'  -h  p''i/{x  -f-  /J)  -h  p'x-  =  0. 

C'est  l'équation  du  lieu  demandé. 

4"  l']n   éliminant   À   entre  les    trois  équations  dérivées,  prises  deux   à  deux,  nous  obtenons  trois 
coniques  ({m  passent  aux  sommets  du  triangle  conjugué  commun  : 

f  ::3  2,rv  -+-p(2;/  -  b)  =  0,  g  =  ix-  h-  by  h-  Sa'^  =  0,  h  =  px{2y  —  b)  —  yyby  -^  ia-j  =  0, 

et  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  ce  triangle  est     h/ -h  v^  -f-  h  =  0. 

Nous  aurons  un  cercle  si  2[ji  +  2/>  =  0,    2v  h-  i^  =  0  ; 

l'équation  du  cercle  cherché  est  donc  -pf-+  ^0  — 2/t  =  0, 

ou  2i(a-^  -f-  y^)  -h  ^bpx  -f-  {\a'-  -h  b- -\-  ip'')y  -^  1u-b  —  "Ip-b  =  0, 

et  l'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  premier  envisagé  est 

'ipbx  ->r  (4a-  +  W'  H-  4;j'^)»/  -h  \<i-b—  'ip-h  —  0. 

La  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  cette  droite  a  pour  éiiuation    — —  =  — 

^Ipb         Al 
et  le  point  de  rencontre  avec  Taxe  radical  a  pour  coordonnées 


;V/- 


?/ 


2p"-/;  —  \a-b 


tpb  la-'  -)  -  3//^  -h  4//-         ip-b-  H-  (4«-  -h  ob-  -H  4/j- )- 

Posons     b  —  ipt,     nous  aurons     a  =  "ipt-,     et  ces  équations  deviendront 
x-      _  7/  _  /  —  S/5 

1/i^  ~"  4p2(i/''-|-3/-  H-  1)  ■"   4/j[r   •   ,4r>H-3/--+-  1)«T 
Les  équations  i)aramétri(iues  du  lieu  sont  donc 


p/(<  — 8/") 


!/  = 


p{ii'  -^:]t--^\){t  —  Hf} 


t- -^  [W' -h -SI' -h  \y  "  /--^(i/* -+-:■</» -h  IV 

elles  représentent  une  courbe  unicursale  du  neuvième  degré,  symélriqui>  par    rapport  à    Ox,  el  qui  est 
asymptote  à    ();/,    vers  la  gauche,  en  haut  et  eu   bas.  C'est    la  seule   branche 


._ze_ 


y 


infinie  que  présente  celle  courbe. 

Conslruclion  des  courbes.  —  L'onveloppe  des  cercles  a  ptair  équation 
64a-'(x  -4-  'ipY  -+-  ilp^y'  -  0  ; 


l'iK.  '2. 


celte  é(iualion  [x'ut  s'écrire     y  =  Ay/ — x'(x-h2/î)',     on  posant     A  —  V / -^ 

-^  elle;  umnln'  aiii>i  (juc  ./    doit  éhi'  compris   entre         2/i     el  0,     (juc    y    esl  nul 

aux    deux    limites    el    maximum   p^'ur  /        La    dérivée  esl  d'ailleurs 

3        \{x  4-  /j) 
,'/   =  — -      ^ t>i   peimet  d  apercevoir   immédiatement    les   varia- 

2  y—  x{x  -f-  ip) 

lions  de    j/,    ainsi  que  les  diverses  positions  de  la  tangente. 

La  courbe  a  la  l'orme  d'un  ovale  légt^rement  allongé  dans  le  mmis  ny  jig.  ^\^ 
el  admit  pour  axes  de  symétrie  l'axe  des  x  el  la  droile     j  =  — p. 
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La  deuxième  courbe  a  une  équation  bicarrée  en  y  et  ne  peut  exister  qu'à  gauche  de  la  droite 
^i^'  =  — p;     dans  cette  région  l'équation  bicarrée 

iy'ix  -H  pf  +  ph/{x  -hp)-h  p'x'-  =  0 
a  toutes  ses  racines  réelles  ou  toutes  imaginaires:  cela  dépend  uniquement  du  signe   de  la  <iuanlité 
sous  le  radical  p'\x-h  p)- —  \Gp'x\x-i-p)'. 

Si  I6as'^(.x-^p)2_p*  <  0,  les  valeurs  de  ?/  existent  ;  sinon,  non,  et  la  courbe  n'existe  pas  non  plus. 
Or  lQx\x-^py~p^  est  le  produit  de  kx{x^p)  +  p-^  par  ïx{x-^p)-p^-  le  premier  de  ces 
trinômes  est  un  carré  parfait,  et  la  condition  revient  à     Âx'^  -i-  \px  —  p'  <  0,     ou      (2a-  -+-  pf  —  ip^  <  0; 

1 

—  5     valeurs  équidistantes  de     —p.     Mais, 


X  doit  donc  être  compris  entre     — p ~      ot     p  — 


-pidl 


-p 


2  '         2 

à  droite  de   —  p,    les  valeurs  de  >/-  sont  réelles  et  négatives,  y  n'existe  pas. 

1  H-  /^ 

Pour     x=  —p- — - — >       les   deux   valeurs    de    y-    sont   égales   à 
p' 


.  .-  -;     elles   ont    une  grande  valeur  numérique. 

Les  quatre  valeurs  de  y  sont  confondues   deux  à  deux 
en  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  la  droite 


1 


./■> 


—  p 


0   O" 


Fii. 


touclie  la  courbe  en  deux  j)ûin(s 
symétriques  par  rapport  à  Ox.  Pour  x  =  — p,  toutes 
les  valeurs  de  y  sont  infinies.  La  courbe  a  donc  la 
forme  donnée  par  la  ligure  iL 

Sans  construire  rigoureusement  la  dernière  courbe, 
on  peut  apercevoir  sa  forme  approximative  en  suivant 
les  valeurs  principales  de  x  et  de  y,  quand  /  varie  de 
0  à  -+- «  ,  et  tenant  compte  de  la  symétrie  par  rap- 
port à  Ox,  ainsi  cjue  des  tangentes  évidentes  que  la 
courbe  a  au  point  0. 

r>a  figure  'i  indique  cette  forme. 


Fig.  4. 


Bonnes  solutions  :  i^IM.  .Iamueut,  à  S.iint-Etienne  ;  (Ii  ii  i.raniK  ;  J.  SounAir.NB. 
Assez  bonnes  solutions:  MM.  L.  Simon,  à  P'ourniies  ;  G.   I.acm  ;  A.    Roi  sseau  ;  K.N.    Bauisikn  ;    A.    Nkgre,    à    IJordeaux  ; 
I*.  ViLLAi.N   ;  J.  Ottenueimer, 


geomkthih:  desciiiptivi-: 


1901.  —  Par  rapiiort  aux  axes    Ox  et  Oi/    de  la  feuille  (dont  le  premier  est  parallèle  au  petit  côié  de  celle 

feuille,  et  qui  n  auront  jias  à  cire  fasses  à  Vencre),  les  points    {a,  a)  et  {b,  b') 
sont  définis  par  le  croquis  ci-joint. 

La  droite  (ab,  a'b')  est  diar/onale  d'un  carré  silué  dans  un  plan  de  bout 
et  dont  le  sommet  [c,  c')  est  silué  en  avant  de  cette  diagonale;  et  ce  carré  sert 
lui-même  de  base  à  un  cube  placé  au-dessus  de  ce  plan  de  bout. 

On  fait  tourner  l'arête  de  front  du  cube  issue  du  sommet  (c,  c'),  autour  de 
la  diagonale  du  cube  issue  du  sommet  [a,  a'). 

On  demande  de  représenter  le  segment  dVu/perboloïde  de  révolution  engen- 
dré par  cette  arête,  et,  en  supposant  opaques  les  plans  des  deux  parallèles  qui  le 
comprennent,    d'indiquer  les  ombres  produites  sur  ce    corps  par  des  rayons 
parallèles  à  (R,  R')  dont  les  projections  sont  inclinées  à  45°  sur  Ox . 
'  (École  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  concours  de  1910.) 

Après  avoir  rabattu  le  plan  de  bout  passant  par  A15  sur  le  plan  horizontal  du  point  A.  ce  qui  nous  donne  le 
rabattement   ahi    de  la  diagonale  du  carré,  nous  construisons  le  sommet   ci    de  ce  carré  et  nous  le  relevons  en 


y 

^' 

V 

45r\ 

.    a'^--^ 

llr^ 

4SV 

'      \          0 

4 
1 

{ 

=5;    07*055 

a 

h 

r.chfllc:  -■ 
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c,  c'.  [.a  construction  du  cube  est  alors  immédiate,  puisque  nous  avons  la  longueur  èici  de  son  arête,  et  la  dia- 
gonale ae,  a'e'  est  l'axe  de  la  surface  gauche  engendrée  par  le  côté  cd,  c'a'. 

Celte  surface  étant  limitée  aux  deux  parallèles  décrits  par  les  points  C  et  D,  son  contour  apparent  vertical 
se  compose  des  deux  diamètres  de  front  de  ces  parallèles  tels  que  b'f'  et  des  deux  arcs  de  l'hyperbole  méri- 
dienne compris  entre  ces  parallèles.  Nous  avons  déjà  les  points  b'  et  f  de  cette  hyperbole;  ses  axes  de  symétrie 
sont  d'ailleurs  la  diagonale  du  cube  a'e'  et  sa  perpendiculaire  menée  pur  le  centre  o'  du  cube.  Ses  asymptotes 
sont  les  génératrices  de  contour  apparent  vertical  du  cône  asymptote  de  la  surface,  c'est-à-dire  les  parallèles 
o'c'  et  o'k'  à  l'arête  de  front  e'b'  et  à  sa  symétrique  par  rapport  à  o'e'  menées  par  le  centre  o'.  L'axe  transverse 
de  l'hyperbole  est  manifestement  le  diamètre  du  cercle  de  gorge,  dont  la  longueur  est  a'b'.  >'ous  avons  donc 
plus  d'éléments  qu'il  n'en  faut  pour  construire  ces  arcs  de  méridienne. 

Le  contour  apparent  horizontal  du  solide  se  réduit  aux  projections  des  deux  parallèles  qui  le  limitent  :  à 
savoir  les  ellipses  égales  dont  nous  connaissons  les  longueurs  des  demi-axes  ig  et  ib.  Nous  voyons  en  ctVet  que 
la  surface  gauche  n'a  pas  de  contour  apparent  horizontal,  puisque  la  verticale  du  sommet  de  son  cône  asymptote 
est  intérieure  au  cùne. 

Ombre  propre.  —  La  direction  des  rayons  lumineux  étant  moins  inclinée  sur  la  verticale  que  les  plans 
des  parallèles,  le  parallèle  supérieur  est  éclairé  et  l'autre  est  dans  l'ombre.  Nous  obtiendrons  la  courbe  sépara- 
trice d'ombre  propre  sur  !a  surface  gauche  en  cherchant  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  celte 
surface  parallèlement  à  U,  II'.  Celte  courbe  est  la  section  de  la  surface  par  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette 
direction  R,  U'.Or  ce.  plan  diamétral  est  le  même  pour  l'hyperboloïde  et  pour  son  cône  asymptote.  Nous  l'obtien- 
drons pour  ce  dernier  en  lui  menant  les  plans  tangents  parallèles  a  H,  IV  et  prenant  les  deux  génératrices  de 
contact.  A  cet  effet  menons  par  son  sommet  la  parallèle  o-y,  oV  à  f{,  IV  et  par  sa  trace  sur  un  plan  de  base  du 
cône,  par  exemple  le  plan  de  bout  kc',  menons  des  tangentes  à  la  base;  il  sullil  pour  cela  de  rabattre  ce  plan 
de  bout  sur  le  plan  de  front  de  l'axe  du  cône  :  le  point  7  vient  en  -y"  et  nous  avons  les  tangentes  aT  et  s'in"  au 
cercle  de  base  rabattu;  les  points  de  contact  relevés  en  l'  et  m',  puis  projetés  en  l  et  m  dont  les  éloignements 
sont  respectivement  égaux  à  l'I"  et  à  ui,'m"  par  rapport  au  plan  de  front  considéré,  nous  donnent  les  génératrices 
cherchées  ol,  o'I'  et  om,  o'm'.  Leur  plan  coupe  l'hyperboloïde  suivant  la  courbe  séparatrice  d'ombre  propre; 
c'est  donc  une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  O'L'  et  O'M'  en  projection  verticale  et  OL  et  OM  en  projection 
horizontale.  Nous  en  pouvons  déterminer  les  points  situés  sur  les  plans  des  deux  parallèles  bases  du  solide  en 
prenant  l'intersection  de  chacun  de  ces  plans  par  le  plan  LUM.  k\ni,'\  p'q',  pq  nous  donnent  les  points  r,  /•' et  s,  s'. 
On  a  par  symétrie  les  points  situés  sur  la  seconde  ellipse.  Ou  peut  donc  construire  les  deux  arcs  d'hyperbole 
par  points'  Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  la  courbe  coupe  nécessairement  larèle  ao,  ao'  du  cube  qui  est  une  des 
positions  de  la  génératrice  de  la  surface  et  dont  on  peut  prendre  direclen)ent  l'intersection  par  le  |)lan  LOM. 
Enhn  on  détermine  facilement  la  tangente  à  celte  hyperbole  aux  points  extrêmes  tels  que  s,  par  exemple,  en 
remarquant  que  le  plan  langent  à  l'hyperboloide  en  ce  point  contient  la  tangente  à  l'ellipse  et  la  i)arallèle  à 
R,  II';  il  est  aisé  d'en  prendre  l'intersection  avec  le  plan  LO.M.  On  obtient  ainsi  les  arcs  rv,  r'v'  et  sw,  s'w'.  La 
distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées  n'oftre  pas  de  ditliculté. 
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1945.  —  Dans  un  triangle  ABC,  inscrit  dans  un  cercle  fixe  de  centre  0,  le  sommet  A  est  lise  et  l'on  a 

AB"  +  AC"  =  h-,    k-  étant  une  constante. 
Trouver  et  construire  : 

l"  Le  lieu  de  la  projection  H  du  point  A  sur  BC  ; 
2»  Le  lieu  du  centre  w  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OBC  ; 
3"  Le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  OBC  ; 
40  L'enveloppe  du  côté  BC  ; 
5°  L'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OBC.  Rt:ME,  à  Alger. 

1946.  —  Pour  déterminer  l'indice  n  d'un  prisme  solide  de  très  petit  angle  =,  on  dispose  d'une  lunette  autocol- 
limatrice  à  oculaire  micrométrique  mise  au  point  sur  l'inlini  et  avec  laquelle  on  fait  les  deux  opérations  suivantes  : 

10  Ayant  pointé  sur  un  point  éloigné,  on  place  le  prisme  devant  la  lunette,  de  façon  que  ses  faces  soient  à 
peu  près  normales  k  l'axe  de  la  lunette  ;  l'image  parait  déplacée  parallèlement  au  mouvement  du  réticule  et  il 
faut  tourner  le  tambour  de    a  =  87  divisions    pour  remettre  le  réticule  sur  l'image. 

2»  Avant  éclairé  le  réticule,  on  en  voit  deux  images  produites  par  réflexion  sur  le  prisme;  le  réticule  ayant 
été  amené  en  coïncidence  avec  l'une  d'elles,  il  faut,  pour  l'amener  en  coïncidence  avec  l'autre,  tourner  le  tam- 
bour de     fc  =  :i37  divisions. 

Expliquer  les  etfets  observés  et  calculer  l'indice. 
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PREMIÈRE    PARTIE 


SUR  LES  COURBES  TRIANGULAIRES 

par  M.  G.  Valiron,  professeur  au  lycée  de  Besançon  ('). 


Courbes  de  Laguerre.  —  Les  courbes  triangulaires  correspondant  à     [j.  =  — ^2    el     -j^  =  ^ 

ont  été  étudiées  par  Laguerre  {^).  Les  premières  admettent  les  trois  sommets  du  triangle  de  référence 
pour  points  doubles  à  tangentes  d'inflexion  ;  elles  comprennent  la  lemniscate  et  la  kreuzcurve.  Les  se- 
condes ont  pour  équation  tangentielle 

elles  sont  polaires  réciproques  des  premières  par  rapport  à  la  conique     P^  -f-  Q^  -h  R-  =  0. 

Elles  ont  six  points  de  rebroussement  sur  les  côtés  du  triangle  de  référence  et  comprennent  Vhi/- 
pocycloide  à  quatre  rebroussements  et  les  développées  des  coniques  à  centre 

Je  vais  donner  une  définition  géométrique  de  ces  courbes  et  quelques-unes  de  leurs  propriétés. 

Transformation  par  polaires  trilinéaires.  —    On  sait  qu'étant   donné  un  triangle  .\BC, 

^une  droite  M  coupant  les  côtés  en  a,  b,  c,  si  on  prend  les  con- 
jugués harmoniques  de  a,  h,  c  par  rapport  à  HC.  C.\,  AB,  soit 
a',  b',  c',  les  droites  A^/',  B^',  Ce' se  coupent  en  un  point  m.  appelé/xJ/-' 
trilinéaire  de  M.  M  correspond  à  m  par  la  même  construotion. 
[>  =  0,  Q  =  0,  R  =  0  étant  les  équations  des  ciUés  BC.  ('.A. 
AB  et  UP^VQ-hR\V  =  0  l'équation  de  la  droite  .M,  on 
trouve    facilement    que  les  coordonnées  trilinéaires   de  m  sont 

-L     ^     _L 

Tf'  "v'     w  * 

V           (I  II 

Inversement,  la  polaim  d'un  point  de  coordonnées  P„,  On?  '^u  «'^l  '^i  droite      — 1 1 — —  =  0. 

'  n  -0  "« 

Si  le  point  m  décrit  une  (-ourbe  (G)  d'équation  /\P,  0.  R^  —  0,  sa  polaire  Irilinéairf  reste  tangente 
à  une  courbe  (C),  dont  l'équation  tangentielle  est     fi-rT''      \T'     TT"  )  "  ^^* 

Nous  (liions  (|ue  ((]')  est  la  pnluirc  /riluté'iiri'  de  {(]},  ou  simple  ment  la  polaire,  lorscpie  la  confu- 
sion ne  sera  pas  possible. 

De  même,  les  |)oles  des  tangentes  (l(!  la  Courbe  (L',)  il'ei|ualiou  langentiflle  1(1",  \.\\'t  •'  ^oiit 
situés  sur  la  courbe  (C,)  dont  l'équation  est 


•■■(l,   -L.  -L)=o, 

\  V       U       II  / 


C)  Celte  note  tait  siiitt^  a  colle  (|ui  a  paiu  dans  le  iui(uén>  de  ft''vni'r  l'iM 

(»)  Sur   les    iiiiartiiiut's  (|iii  ont  trois  |Miints  doulile^  d'nill.xion    <l  «n    pirtnuluT  >nr  la    l.'mnisc«l«*.  SoureUis  AnniUfi. 
1878,  p.  337.  Ce  rn(''nioiie  a  t'-lé  omis  dans  li-s  n>iivr»'s  de  Laguerre. 
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Nous  dirons  que  (C,)  est  la  polaire  trilinéaire  négative  de  (Cj)  :  il  est  clair  que  (Ci)  est  la  polaire 
trilinéaire  de  (C'i).  La  transiormation  n'est  pas  réciproque,  la  polaire  et  la  polaire  négative  d'une  même 
courbe  sont  deux  courbes  distinctes. 

Théorème.  —  La  transformation  par  polaires  irilinéaires  est  une  transformation  de  contact^  c'est-à- 
dire  qu'à  deux  courbes  tangentes  correspondent  des   courbes  tangentes. 
Soient  les  deux  courbes 

F(P,  Q,  R)  =  0,  G(P,  Q,  R)=0, 

tangentes  au  point  ?„,  Oo?  Ro-  On  ^  donc 

F(P„,  Qo,  Ro)  =  0,  G(P„,  Qo,  RJ  =  0, 

F'pq       _        F    g„        F  Ri)       ^ 

^'PO  G'yy  G   Hy 

/l      i       i  \  / i       1       l  \ 

Les  transformées  sont     F   -— ,    —,    —-     =0,     G    77-;    —■-    -—      =  0. 

\  U       V        W  /  \  U        \         \N    ' 

111 

La  tangente  de  coordonnées    ——5     — >    - —   est  commune  d  après  les  relations  précédentes,  et  les 

'0       Qo       '^0 

coordonnées  du  point  de  contact  sont  les  mêmes  pour  les  deux  couibes,  car  elles  sont  Fp  .PH,    V'  .Q,-., 
Fr  -Ro  pour  la  première,    Gp  .P^,  G^  .Qjî,  G^   Ro     pour  la  seconde,  et  ces  nombres  sont  proportionnels. 

F'  F'  F' 

puis(iue  I  on  a       -77—  =  -7^—  =  -^, — 
G,.  G^  Gr 

'0  *^o  "0 

Remarque.  —  Le  théorème  est  encore  vrai  lorsque  l'une  des  courbes  données  se  réduit  à  un  point 

situé  sur  l'autre,  soit  Pq,  Qo,   Ro,     F(Po,  Qq,  Rq)  =  0. 

I*  O  R 

La  transformée  de     F(P,  Q,  R)  =  0     est  par  définition  langenle  à  la  droite      'Tr^~  1T"^'d~  ~  ^• 

•0       Qo        "0 
De  même,  si  l'une  des  courbes  polaires  se  réduit  à  un  point,  ce  point  est  situé  sur  l'autre. 

Enfin  il  est  bien  évident  que  le  théorème  est  vrai  pour  les  polaires  trilinéaires  négatives. 
Polaire d'unpoint  et  d'une  droite.  Polaire  négative  d'un  point.  —  1.  —  La  polaire  d'un 

point  m  (oL,   S,  y)  a  pour  équation 1- "7- ^ =0;     elle  est   déterminée   si    le   point   n'est    pas 

a  |i  Y 

sommet.  Si   m    tend  vers  un   sommet,    A    par   exemple   sur  la  droite  AT.  sa   polaire  a   pour  position 
limite  la  conjuguée  harmonique  de  AT  par  rapport  aux  côtés  AB  et  AC  /  il   suffit  de  considérer  la 

a 

limite  de  — 
7 
11.  -  La  polaire  d'une  droite  D,     uP  -f-uQ-h  "'R  =  0,     a  pour  équation 

M  V  IV 

1 H =   0. 

U        V        W 

Si  D  ne  passe  paspar  un  sommet,  c'est  une  véritable  conique  inscrite  dans  le  triangle;  les  points  de 
contact  avec  les  côtés  sont  les  conjugués  des  points  d'intersection  de  I)  avec  les  côtés  par  rapport  aux 
sommets. 

Si  I)  passe  par  un  sommet,  soit  A,  on  a  v  —  0,  la  polaire  se  réduit  à  deux  points  ;  le  point  A 
et  le  point  d'intersection  de  la  conjuguée  de  D  par  rapport  à  AB,  AC  avec  BC. 

Si  D  est  un  côté,  la  polaire  est  l'ensemble  des  sommets  situés  sur  ce  côté. 

m.  —  Le  pôle  d'une  droite  M  est  un  point  déterminé  si  M  n'est  pas  un  côté.  Si  M  est  un  côté,  le 
pôle  est  indéterminé  sur  ce  côté,  mais  si  M  tend  vers  un  côté  BC  en  restant  tangente  à  une  courbe  (C) 
tangente  à  BC  en  mj,  le  pôle  a  pour  limite  le  conjugué  de  7/t,  par  rapport  à  B  et  C. 
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IV. 


La  polaire  néj^ative  du  point  N,     aU  -i-  PV  h-  yW  =  0,     est  la  courbe  d'équation 


a  'p  Y 


P       Q        R 

Si  N  n'est  pas  sur  un  C(Hé,  on  a  une  conique  vérital)le  circonscrite  au  triangle,  les  tangentes  en 
A,  H,  V.  étant  les  conjuguées  harmoniques  de  AN,  RN,  GN  par  rapport  aux  côtés. 

Si  N  est  sur  un  coté,  BG  par  exemple,  la  conique  se  décompose  en  ce  côté  et  la  droite  passant  par 
le  sommet  opposé  et  par  le  conjugué  de  N  par  rapport  à  B  et  G. 

Si  N  est  un  sommet  on  a  les  deux  côtés  passant  par  ce  sommet. 

T(ius  ces  résultats  s'obtiennent  également  très  facilement  par  la  géométrie  'homographies). 

Tangente  en  un  point  de  la  transformée.    —  Prenons  par   exemple  la  polaire  négative 

dune  courbe  (G).  Soit  M  un  point  de  (G),  MT  la  tangente 
en  M  ;  à  MT  correspond  le  point  m.  Ghercbons  la  tangente  en 
m;  soit  ml  celte  tangente,  /  étant  le  point  d'intersection  avec 
AG  par  exemple.  La  polaire  trilinéaire  de  mt  est  une  conique 
inscrite,  tangente  à  la  courbe  (G)  au  point  M,  puisque  la  trans- 
formation est  de  contact  et,  d'après  ce  qui  précède,  /  est  conju- 
gué harmonique  par  rapport  k  A  et  G  du  point  de  contact  -  de 
cette  conique  avec  AC  ;  or  -  se  construit  immédiatement  par  le 
théorème  de  Brianchon,  c'est  le  [)oint  d'intersection  avec  AG  de  la  droite  qui  joint  M  au  point  d'inter- 
section de  Ce  et  kn. 

La  construction  de  MT  et  M  connaissant  mt  et  m  est  la  construction  inverse. 

Cas  particuliers.  —  L  —  Un  côté  BG  est  à  l'infini.  A  la  tangente  cW)  correspond  le  point  m  symé- 
trique par  rapport  à  A  du  quatrième  sommet  w  du  parallélo- 
gramme de  côtés  Ac,  \b.  La  tangente  en  m  est  symétrique 
en  direction  de  la  droite  wM  par  rapport  k  Aj-,  Ay. 

On  voit  que  Aw  est  conjuguée  de  la  direction  cb  par  rap- 
port k  A.r,  Ay   et     \m  =  — 2Ato,. 

11.  —  B  et  G  sont  les  points  cycliques  ;  lo,  est  alors  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  do  A  sur  la  tangente  k 
(G),  la  polaire  négative  d'une  courbe  est  donc  rhomothéti(|ue 
dans  le  rapport      —  2      de  la  podairo  par  rapport  au  [toiiit  A  ; 

la  polaire  est  l'homolhétique  avec  le  rapport     —  —      de  la  podaire  négative. 

Application  aux  courbes  de  Laguerre.  —  Ges  courbes  sont  les  polaires  et  polaires  néga- 
tives trilinéaires  des  coni(|ues  conjuguées  au  triangle  de 
référence.  En  oll'et,  à  la  conique  nV-  />\-—  r\\-  =  o 
correspond  la  polaire  négative 

(I  b  c 

et  réciproi]UtMn«Mil.    De   même,  la  polaire  de  la  roni»juo 
rtP«_(_/>Qï   I   r\{i  =  0     est  l;i  courbe 
a  b  c 

(2)  -  +  Tr+lvr  =  "- 

Gonfideions  les  courbes  (l),  les  propriétés  dos 
courbes  ('2)  s'en  déduisant  par  polaires  réciproques.  On  voii  immédialenient  (jue  les  courbes  (I) 
admelItMit  A,  J5.  G  |»our  poinl>^  doubles.  Ii's  tangentes  en  ces  points  é(.inl  les  langenl-'<    •   li  ••"lu.in.»  L. 
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Si  on  considère  un  point  voisin  de  a  sur  BC,  les  tangentes  à  L  passant  par  ce  point  ont  pour  pôles 
deux  points  situés  sur  une  même  droite  passant  par  A,  ce  qui  montre  que  Aa'  est  une  tangente  d'in- 
flexion. 

On  verra  immédiatement  qu'une  droite  passant  par  un  sommet  A  coupe  la  quartique  en  deux  autres 
points  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  S.  et  au  point  d'intersection  de  La  droite  avec  BG,  les  lan- 
.uentes  en  ces  deux  points  concourent  sur'  BC. 

A  la  tangente  en  M  à  L  correspond  un  point  m  de  la  quartique  ;  au  point  M  correspond  une  coni- 
que circonscrite  à  ABC  et  tangente  en  m  à  la  quartique,  les  tangentes  en  A,  B,  G  à  cette  conique  sont 
les  conjuguées  harmoniques  de  MA,  MB,  MC;  elles  se  coupent  sur  la  conique  L  en  M,,  Mo,  M,;  donc 
les  pôles  des  côtés  du  triangle  ABC  par  rapport  n  une  conique  circonscrite  au  triangle  et  tangente  à  la 
quartique  sont  surja  conique  L. 

Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  m  de  la  quartique  coupe  la  courbe  en  deux  autres  points 
qui  sont  les  pôles  /rilinéaires  des  tangentes  menées  de  m  à  la  conique  L. 

.le  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  conique  K,  est  harmoniquemenl  inscrite  dans  une  conique  L,  et  est  tangente  à  Li  m  M,, 
les  deux  <iulres  tangentes  communes  passent  par  le  pôle  trilinéaire  de  la  tangente  en  M  par  rapport  à  un 
triangle  circonscrit  à  K,  el  conjugué  à  Lj.  (Ce  théorème  se  démontre  immédiatement  en  con.<;idéranl  les 
faisceaux  involutifs  déterminés  par  les  tangentes  issues  de  deux  des  sommets  du  triangle  considéré 
aux  coniques  du  faisceau  tangentiel  i.iK,).  Considérons  alors  un  point  m  de  la  quartique,  la  tangente  en 
m  est  la  polaire  négative  de  la  conique  K  inscrite  dans  AB(^  et  tangente  h  la  conique  L  au  point  de 
contact  M  de  la  polaire  trilinéaire  de  m  ;  les  points  d'intersection  de  cette  tangente  avec  la  «juailique 
sont  les  pôles  trilinéaires  des  tangentes  communes  aux  coniques  L  et  K  et,  d'après  le  théorème  énoncé, 
ces  tangentes  passent  par  m.  Le  théorème  proposé  est  donc  établi. 

CoHOi.LAnU';s.  —  I.  —  /)'un  point  m  de  la  qumiique  on  peut  mener  quatre  tangentes  à  la  courbe^  dont 
les  points  de  contact  sont  en  ligne  droite.  —  En  cll'et  si  m^  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  issue  de 
m,  la  polaire  trilinéaire  de  m  passe  par  m,,  donc  il  y  a  quatre  points  de  contact  qui  sont  les  points 
d'intersection  de  la  quartique  avec  la  |)olaire  trilinéaire  de  m. 

II.  —  La  première  polaire  d'un  point  m  de  la  quartique  se  décompose  par  conséquent  en  une  droite  qui 
est  la  polaire  trilinéaire  de  m  et  une  conique  circonscrite  an  triangle  .\BC  et  tangente  en  m  à  la  quartique 
(conique  déjà  considérée  et  que  i-aguerre  appelle  conique  harmonique  de  m). 

La  plupart  des  autres  propriétés  établies  par  Laguerre  se  déduisent  facilement  de  celles-ci  et  je  ren- 
verrai à  son  article.  Enlin,  la  propriété  générale  de  courbure  des  courbes  triangulaires  donne  le  résultat 

suivant  : 

•2 
Le  ragon  de  courbure  en  un  point  est  1rs  —  de  celui  de  la  conique  harmonique  en  ce  point. 

o 

On  voit  aussi  que  ce  rayon  de  courbuie  est  égal  et  de  sens  contraire  au  tiers  de  celui  de  la  conique 
conjuguée  au  triangle  AI{C  et  tangente  à  la  iiuarti(iue  en  ce  point. 

Cas  l'AKTicuLiEns.  -  L  —  Deux  sommets  sont  les  points  cycliques  ; 
la  conique  L  est  une  hyperbole  cquilatcre  et  la  (juartique  est  l'horaothé- 
li(jue  avec  le  lapport  —  'i,  le  centre  de  la  courbe  étant  le  centre 
d'homothétie,  de  la  podaire  de  l'hyperbole  par  rapport  à  son  centre. 

A  un  point  M  de  l'hyperbole  correspond  le  point  m;  de  7?i  on  peut 
uïener  quatre  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont  sur  la  tangente 
MT  à  l'hyperbole  en  M;  la  conique  harmonique  de  m  est  le  cercle  tan- 
gent en  m  à  la  lemniscate  et  passant  par  le  centre  0,   le  centre  u  de 


ce  cercle  est  sur   Ihyperhole  et  le  rayon  de   courbure  en   in    est  égal  à 


2777  ?i 


la  tangente  en   m  à 
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la  lemniscate,  soit  ml,  coupe  la  courbe  en  deux  autres  points,  qui  correspondent  aux  tangentes  menées 
de  m  à  l'hyperbole. 

11.  —   Deux  sommets  sont  k  l'infini  dans  deux  directions  rectangulaires.  La  conique  L  a  alors  pour 
équation  par  rapport  à  ces  deux  droites,  qui  sont  ses  axes, 


X- 
a 


Donc  la  quartique  a  pour  équation 


a  I, 

—  -h— -1  =0 
x^         7  2 


—  1  =  0. 


x'y- 


ay 


hx'  —  U , 


Pour     (1  =  1)  =  R2^     L  est  un  cercle  et  la  quartique  une  h-euzcurve  nornmle. 

J'ai  fait  la  figure  dans  ce  cas. 

Pour  avoir  un  point  de  la  kreu/xurve,  M,  on   mène   une  tangente   anih  au  cercle  et  la   langenle 

parallèle  Ofmjj,.  le  point  M  correspondant  à  ob  est  le  point 
d'intersection  des  parallèles  aux  axes  menéespar  "^0^.  La  tangente 
en  M,MT  estsymélrique  de  Mw,  par  rapport  aux  axes:  elle  coupe 
la  courbe  en  deux  autres  points  correspondant  aux  tangentes 
menées  de  M  au  cercle.  De  M  on  peut  mener  quatre  tangentes 
à  la  courbe,  leurs  points  de  contact  sont  sur  ah.  La  conique  har- 
moni(jue  de  M  est  une  hyperbole  équilatère  passant  par  0,  ayant 
pour  asymptotes  les  parallèles  aux  axes  menées  par  m,. 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  en  M  on  peut  employer  cette 
hyperbole;  on  sait  que  son  layon  de  courbure  en  M  pst  égal  ft 
de  sens  contraire  au  diamètre  du  cercle  tangent  en  M  à  AIT  et 
passant  en   ?u,,   donc  le  rayon  de  courbure  de  la  kreu/.cur\e  en 


M  est  égal  et  de  sens  contraire  aux 


du  ravon  de  ce  cercle. 


On  peut  aussi  considérer  la  conique  tangente  en  M  et  ayant  ses  axes  suivant  O.r,  0;/,  le  rayon  de 
courbure  on  M  estégalet  de  sens  contraire  au  -^  de  celui  de  cette  ellipse,  qui  se  construit  immédiatement. 

Courbes  de  quatrième  classe.  —   J'énonce   les  résultais  en  supposant  deux  des  somuu'ls  à 
l'intini  dans  deux  directions  rectangulaires.  En  prenant  les  deux  autres  cotés  du  triangle  pour  axes,  la 

1 


conique  !..  a  pour  équation 1- -^  —  1=0.     Donc  sa  polaire  est 

ah  nu 


hv-  »•» 


C'est  donc  une  développée  de  conique  à  cculrt».  J'ai  fail   la  ligui(>  dans  le  cas  i>ù   L  est  une  ollipse. 

La  courbe  est  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  projections  ii\  b' 
de  M  sur  les  axes  de  l'ellipse,  mais  à  cause  de  la  synutrie,  au  point  .M  cor- 
respond la  tangente  amh^  le  point  de  contact  est  symétrique  de  <o'  par 
rapport  au  centre. 

Les  tangentes  issues  de  ui  à  la  courbe  st)nt  les  polaires  des  points  r.  *i 
d'intersection  de  ah  avec  l'eliipse  ;  la  tangente  en  m  coupe  la  courbe  en 
(|u:ilr(^  initres  points  ;  les  tangentes  en  ces  points  passent  par  M. 

L'e(|uation  puncluelle  de  la  courbe  e>t 

{ax^y -\- {bxfy  —  \  =  0. 

Donc  le  rayon  de  courbure  en   tu   e^i  (V'al  au  triple  changé  de  signe  «le 
celui  de  l'ellipse  ayant   O.r,    ()</    pour  a\es  et  tanmiile  fU   ///. 
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On  retrouve  ainsi  la  construction  de  Mac-Laurin. 

J'indiquerai  d'abord  une  construction  du  centre  de  courbure  en  un  point  M  d'une  ellipse  diiîérente 
2  i  ^  de  celles  que  j'ai  déjà  données.  Soient  Or,  Oy  les  axes.  On  a  vu  que  tout  revient 

M        il  trouver  le  point   d'intersection  de  la   normale  MN  avec  l'hyperbole  passant  en 
1^     0.  tangente  à  MT  en  M  et  d'asymptotes  parallèles  à  Ox,  Oj/.  J'applique  le  théo- 
^rème  de    Pascal    en    numérotant  les   points   connus  sur  la  figure,  5  étant  le  point 


N  g  cherché,  2,3  et  5, (>   concourent  au  point  à  l'infini  sur  MN,  3,4  et   6,1  en  P,  et  par 

conséquent  la   droite  OG   (4,o)  coupe  la  parallèle  à  Oij  menée  par  M  (1,2)  sur    la 
perpendiculaire  à  MT  au  point  P. 

Soit  alors  VIT  la  tangente  à  une  ellipse  au  point  .M  ;  j'obtiens  le  centre  de  courbure  G  en  prenant 
l'intersection  P  de  OM  avec  la  parallèle  à  MT  passant  par  N  et  en  menant  par 
P  la  parallèle  à  Ox.  On  a  alors  à  chercher  le  centre  de  courbure  G  de  l'el- 
lipse d'axes  Ox,  Oy  et  tangente  à  la  droite  MN  en  G;  d'après  la  construc- 
tion précédente,  c'est  le  point  G,  d'intersection  de  la  normale  en  G  avec 
la  droite  OP.  Le  centre  de  courbure  de  la  développée  au  point  G  est  l'homo- 
Ihétique  dans  le  rapport  —  3  du  point  G,  pai- rappoit  au  point  G.  C'est  la 
construction  de  .Mac-Laurin. 
REMAfîOUii.  —  Les  cas  particuliers  que  j'ai  choisis  donnent  par  projection  tous  les  autres.  En  eflet,  si 
on  considère  une  conique  réelle  L  et  un  triangle  conjugué  ABC  ayant  ses  trois  sommets  réels,  l'un  des 
côtés  BG  par  exemple  ne  coupe  pas  la  conique  en  des  points  réels,  on  pourra  alors  projeter  de  façon 
que  les  points  d'intersection  de  L  et  BC  soient  les  points  cycliques;  la  projection  de  la  polaire  de  L 
sera  alors  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  et  celle  de  la  polaire  négative  une  kieuzcurve, 
puisque  L    seia  im  cercle. 

IJe  même,  si  le  triangle  ABC  a  deux  sommets  imaginaires  conjugués  B,C,  on  pourra  projeter  ces 
points  aux  points  cycliques,  L  deviendra  une  hyperbole  équilatère  el  la  polaire  négative  une  lemniscate. 
La  polaire  serait  l'homolhétique  de  la  podaire  néu^alive  de  l'hypeibole  par  rapport  aux  centres  (loutes 
les  propriétés  trouvées  pour  l'hypocycloïde  s'applicjuent,  mais  pour  la  courbure  on  considérera  le  cercle 
tangent  à  la  courbe  et  passant  par  le  centre  comme  pour  la  lemniscale). 

Je  rappelle  (jue  les  projections  dont  je  parle  reviennent  au  problème  suivant:  Trouver  un  système 
de  projections  tel  qu  un  cercle  donné  G  se  projette  suicant  un  cercle  et  une  droite  D  suirant  la  droite  de 
l'infini. 

Il  suffit  de  prendre   pour  point  de  vue  le  poini  de  contact  d'un  plan  langent  il    mené  par    I)  à    une 

sphère   S  passant  par  G  et  de  projeter  sur  un  plan  parallèle  à  il. 

(.4  suivre.) 


sri;  Li.wKiisiox  ni.s  licnks  de  coirhuiœ 

Par. M.  G.  Valiron,  profes-^eui-  au  lycée  de  Besnn(;on. 


Dans  son  exposilion  des  propriétés  infinitésimales  des  surfaces,  M.  Sainte-Lagui-  signale  le  théorème  : 
La  propriété  d'une  ligne  d'être  de  courbure  sur  une  surface  se  conserve  par  inversion, 

comme  une  application  du   théorème  de  Dupin.   Ce  théorème  peut  se  démontrer  directement  comme 

ai)plication  du  théorème  de  Joachimsthal. 

Considérons  d'abord   une  surface  développable   S,   elle  peut  être  considérée    comme  l'enveloppe 

(à  un  paramètre)  de  ses  plans  tangents,  les  caractéristiques  étant  les  génératrices  A.  Les  génératrices  A 

forment  d'ailleurs  un  premier  système  de  lignes  de  courbure,  les  lignes  de  l'autre  système  étant  les  tra 


riEMAflOUn:  sur  le  PROBLÎ^IMR  de  chimie  du  concours  de  l'école  POLYTECIIMuUE     i.3'J 

jectoires  orthogonales  B  de  ces  génératrices.  Transformons  S  par  inversion.  La  surface  S'  obtenue 
peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  des  sphères  inverses  des  plans  tangents  à  S,  les  caractéristiques 
de  ces  sphères  sont  les  cercles  A'  inverses  des  génératrices  A.  Enfin  les  inverses  des  lignes  B  sont  les 
trajectoires  orthogonales  iV  des  cercles  A'.  Or  les  cercles  A'  sont  des  lignes  de  courbure  puisque  la 
surface  S'  est  tangente  à  des  sphères  le  long  de  ces  cercles.  Les  lignes  B'  sont  donc  aussi  lignes  de 
courbure  et  la  proposition  est  démontrée  dan?  ce  cas. 

Soit  maintenant  une  surface  quelconque  ï  et  une  ligne  de  courbure  C  de  cette  surface,  S  la  déve- 
loppable  formée  par  les  normales  le  long  de  S.  Soient  S',  C,  S'  les  figures  inverses  de  S,  C,  S.  D'après 
ce  qui  précède,  C  est  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  S'  qui  coupe  à  angle  droit  la  surface  1'  le 
long  de  cette  ligne,  donc  C  est  ligne  de  courbure  de  s'. 


REMARQUE  SUR  LE  PROBLEME  DE  CHIMIE 
DU  CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHMOUE  (1911) 


Il  n'est  peut  (Hre  pas  inutile  d'attirer  l'attention  sur  une  particularité  de  ce   problème. 
En  désignant  par  x  le  poids  moléculaire  du  chlorure  d'arsenic  (|u'on  demandait  de  calculer,  par  o 
la  densité  de  l'hydrogène,  on  est  conduit  à  l'équation 

4,88.  4 

0                          A 
X  =    = avec     B  =  9,iJ     environ. 

4,88.1         '"-" 

Or,  0  n'est   pas   donné  dans    l'énoncé.    On    peut   prendre   pour   o    soit   le    nombre    de    Regnaull 

-2 

0|  =  0,0093,     soit  celui  de  Leduc    o..  =  0,0695.     (A   ces  valeurs  de  o  correspondent      -^  =  28,86    et 

^1 
2 
•^  =  28,78.     Le  nombre  que  l'on  retient  en  général  est  28,8.) 

0., 

Evaluons  l'écart  relatif  sur  x  résultant  de  l'écart  relatif  sur  8.  Nous  avons 
dx         dX         d(10— B)  dk         t/B         do  2 


A    ^      10  — B  A  B  5  6î)'t 

do 


0,00288, 


rflO  — B  (/B  0  „  d(iO-li)         !),^2. 0,00-288  ,  ^...,.  1 

-!^ zr^  = = ,  d'où         — ^- =    - — -^- =  0.0:{:{1   oti.Miviron -— . 

10— B  10  — B         10  — U  10— B  0.8  :U) 

Il  en  résulte  (jue  l'écart   relatif  des   deux     valeurs    résultantes  pour  x  est    sensiblement  — —  • 

Comme  x  est  environ  180,  on  aura     dx  =  0. 

j,-,   =   181,7,         d'où  on  tir»'  As,   =  75,2. 

On    aura  donc 

X,  =  181,7  -  6  =  175,7,  As,  =  09,2. 

lui  résumé,  la  solution  numérique  de  ce  problèiiu'  dépend  essenliellciuent  cruiif  donnée  qui  fait 
défaut,  que  les  candidats  doivent  connaître,  bien  entendu,  mais  (|u'ils  ne  connaissent  qu'avec  une  certaine 
approximation. 

Tous  les  professeurs  savent  qu'il  est  dillirile  de  donner  un  probI<''nie  de  chimie  où  tout  mu  j  ;■  \ii 
L'iniporlaiil  (>st  que  les  copies  soient  cotées  en  tenant  compte  des  termes  de  l'énonoé. 

L.   /l\  V.  l'iolesscur  au  Ivcée  de  Duuai. 


:2iO  ECOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (1910) 

Alix  observations  présentées  par  notre  correspondant,  on  peut  ajouter  que  la  diversité  des  résultats  peut 
être  encore  plus  grande  qu'il  ne  l'indique.  Les  chimistes,  en  effet,  rapportent  aujourd'hui  les  poids  atomiques  et 
les  poids  moléculaires  plutôt  à  l'oxygène  (0  =  16)  qu'à  l'hydrogène  (H  =  1)  ;  c'est  donc  la  densité  de 
l'oxygène  qu'il  serait  nécessaire  de  connaître  ou  bien,  avec  la  densité  de  l'hydrogène,  son  poids  atomique  exact. 
Si  l'on  adopte  pour  ce  poids  atomique  la  valeur  1,0076  et  pour  la  densité  0,06947,  nombres  généralement  admis 
maintenant,  le  coefficient  de  la  densité  dans  l'expression  du  poids  moléculaire  d'un  gaz,  ce  qu'on  pourrait 
iippeAerle  poids  moléculaire  (le  Tair,  es,i  é'^al  à  29,01.  En  faisant  le  calcul  avec  l'azote,  dont  le  poids  atomique 
est  14,01  et  la  densité,  0,967,  on  trouve  28,97.  On  devrait  donc  prendre,  pour  calculer  le  poids  moléculaire  d'un 
gaz,  le  nombre  rond  29  qui  a.  sur  le  nombre  28,88,  non  seulement  l'avantage  de  l'exactitude,  mais  aussi  celui 
de  ne  pas  donner  l'illusion  d'une  précision  bien  difficile  à  atteindre  dans  ce  genre  de  déterminations.  Or,  avec 
ce  nombre  29,  on  trouve  pour  poids  atomique  de  l'élément  inconnu  85,5. 

Au  point  de  vue  chimique,  l'intérêt  du  problème  actuel  est  donc  de  mettre  en  évidence  le  faible  degré  de 
précision  que  comporterait  une  mesure  de  poids  moléculaire  effectuée  par  la  méthode  indiquée. 

Au  point  de  vue  de  l'examen,  c'est  affaire  au  correcteur  que  de  juger  les  calculs  dont  on  a  fort  judicieusement 
exigé  le  détail.  On  peut  même  estimer  qu'il  est  plus  facile  d'apprécier  la  sincérité  des  candidats  sur  des  résultats 
qui  peuvent  être  tous  exacts,  quoique  tous  ditTérents. 

11  nous  parait  utile  de  signaler,  comme  se  rapportant  au  môme  ordre  d'idées,  ladiversité  desnombres  employés 
pour  représenter  ce  qu'on  appelle  le  volume  moléculaire.  On  voit  encore  figurer  souvent  dans  des  questions 
d'examen  le  nombre  22', 32  ;  c'est  le  volume  de  2  grammes  d'hydrogène  calculé  avec  la  densité  de  Reguault  non 
corrigée  de  la  contraction  du  ballon  laboratoire.  Or  le  volume  de  2^'',0i:i2  d'hydrogène  est  en  réalité  22', 43,  celui 
de  28«,02  d'azote  22', 41.  Il  conviendrait  donc  d'adopter  le  nombn^  22', ^2  ou  tout  simplement  22'. 4. 

G.  R. 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CIIACSSÉES  {Concours  de    1910.) 
(Cours  spéciaux  et  places  réservées  aux  conducteurs.) 


1905.  —  1"  Tracer  la  courbe,  figuralive  de  In  varintion  île  la  fonclion     y  =  (x —  1)2'  —  1. 
'i"  Déduire  de  celle  courbe  que  réquntion 
(1)  (x  — 1)2'—  1  =  0 

n'a  ffu^une  seule  racine  réelle. 

H°  Obtenir  le  même  résultai  en  se  servant  des  deux  courbes     ?/,  =  et     t/,  =  2''. 

4°  (Calculer,  avec  une  décimale  exacte,  la  racine  réelle  de  l'équation  (1)  en  utilisant  la  inélhode  d'inter- 
polation par  parties  proportionnelles  (ce  calcul,  très  simple,  devra  être  e/fertué  sans  le  secours  de  tables). 

1.  La  fonction  ?/  =  (,r  —  1)2'  —  1  est  parfaiteinont  délinie  pour  toute  valeur  réelle  de  la  varia- 
ble ./■  ;  elle  est  éi,^ale  a  —  I  pour  j?  =  —  ex,  égale  à  — t  poui-  x  =  0  et  égale  à  H-  » 
pour    X  =  -f-  oc. 

Sa  dérivée  est 

V' =2^[(x— l)L2-^l]; 

L2  —  1 

elle  s'annule  pour  une   valeur  néizalive  do  x,      x^  =  — j »     qui   est  plus  petite  que  1  en   valeur 

absolue,  car  il  est  visible  que  L2  est  plus  grand  que  —  •    Avant  x^,  la  dérivée  est  négative,  la  fonction 

est  décroissante,  et,  après  x^,  la  fonction  est  croissante;  pour     x  =  Xq,     il  y  a  un  minimum,   un  peu 
plus  ^rand  que  2  en  valeur  absolue. 

2.  La  courbe  est  dès  lors  aisée  à  figurer,  et  nous  voyons  qu'elle  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  dont 
l'abscisse  est  comprise  entre  1  et  2. 


KCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (1910) 


•2H 


La  dérivée  seconde  est 

y"  =  2-L?[(x  _  1)L2  +  2]  ; 

elle  s'annule  pour  une  valeur  négative  de  x,     x^  = 


L2 2 

L2 


plus  petite  que  x,,  ;  elle  est  négative  avant  et  positive  après. 
Ceci  nous  montre  que 
de  —  00  à  Xi,  la  con- 
cavité de  la  courbe  est 
tournée  vers  les  y  né- 
gatifs, et,  de  .r,  à  -|-  oc, 
vers  les  y  positifs  ;  pour 
X  =  .r,,     elle  présente 


un  point  d'inflexion.  En  particulier,  dans  l'intervalle  (1,2),  y"  est 
positive  et  la  concavité  est  tournée  vers  le  haut. 


3.  Les  deux  courbes     y  = 


1 


1 


et    y  =  z"^    se  construi- 


sent immédiatement  ;  la  première  est  une  hyperbole  équilatère, 
qui  a  pour  asymptotes  les  droites  x  =  1,  y  =  0  et  qui  passe 
au  point  (0,  —  1)  ;  la  deuxième  est  une  exponentielle  à  base 
plus  grande  que  1,  qui  est  asymptote  à  Or,  en  dessus  et  vers  la 
gauche,  qui  coupe  l'axe  des  y  au  point  y  =  I  et  ((ui  s'élève 
très  vite  vers  les  y  positifs.  Ces  deux  courbes  se  rencontrent  en 
un  point  A,  à  droite  de     ,r  =  1,     dont  l'abscisse  est  le  point  racine  de  l'équation. 

4'  Pour      X  =z  i,       y  =:  —  1  ;      pour      ./•  =  2,     //  =  3  ;     pour     .r  =  —  =  l,o,     y  =  --  -1        —  1 

=  \/2  —  1.     La  racine  est  donc  comprise  entre  1  et  —  »     et,  en    appliquant  la  méthode  des  parties  pro- 


portionnelles à  cet  intervalle,  on   a 


?/-hl 


-4- 1  a:  -  1  .  1  ,         v'-i 

—  -  — j— ;     pour     V  =  0,     .r  =  1  -^  —   =  1  -f-  — 


^^ 


l-,a  nouvelle  valeurdc  x  est  donc    1  -h  -V-  >    elle  est  au-dessous  de  la  racine  et  a  pour  valeur  approchée 
par  défaut  l,'.Vo.  11  est  facile  de  voir  directement  (jue  la  somme  esl  plus  |)Clilo  que  l,i  ;  car  le  résultat  de 


la  substitution  de  cette  valeur  à  x  est  positif.  Ce  résultat  est  en  oiTel       j—  - 


1  =  4^  -1, 


et    —2         est  plus  grand  (|ue   1,  comme  on  s'en  assure  aisément.  La  racine  est  donc  comprise  cnUe 
l,;{o  et  1,4;   elle  est  égale  il    1,;{,  ;i — -  près  jjar  défaut,  cl  à   l.'i  a -— prés  par  excès. 

lionnes  soliilions  :  MM.  A.  Courtois,  à  Seilan  ;  .1.  Soui\i.;m;,  à  Muni  ,lo  Marsan  :  A.  IIocs-»k*o  ,  à  Fournes-cn-WVppc  :  L. 
Gonii.uor;  A.  Nkciik,  à  IJoidcaux  ;  G.  Lacii,  à  Hodiv,  ;  L.  Simon,  h  l'ouiinies  :  I'.  HKr«iLi.K;  Q\  lit  aut,  i»  Uour.Un  ;  V.  S.M.ti' 
no.N,  à  All)i  ;  J.  OTrE.MiuiMt;»,  ;\  Nancy  ;  G.  Cazvux  ;  J.  (iiH.vnuoi. 


1906.  —  1"  /''onncr,  eu  coort/itmors  polnirrs,  rfiiHiilmn  di//crcnticllc  des   imjrrunrf^  orthojomurs  <t 
une  famille  de  courbes  planes. 


242     ÉCOLE  PROFESSIONNELLE  SUPÉRIEL'RE  DES  POSTES  ET  TÉLÉGRAPHES 

i"  Appliquer  cette  équation  à  la  rrcherche  des  trajectoires  orthogonales  de  la  famille  de  lemniscates  de 
Bernoulli     r-  =  de  2a-  cos  20,      a  étant  le  paramètre  variable. 

1.  Soit    /"(w,  p,  C)  =  0     réquation  en  coordonnées  polaires  d'une  famille  de  courbes  qui  dépen- 
dent d'une  constante  arbitraire  C.  L'équation  différentielle  de  ces  courbes  s'obtient  en  dérivant,  par 

df  df 

rapport  à  w,  l'équation  donnée,      — hp'-p-  -.^0,     et  éliminant   C   entre  ces  deux  équations.  On 

rfoj  do  ^ 

trouve  ainsi  une  certaine  équation     g{w,  o,  p')  =  0,     (jui  convient  à  toutes  les  courbes  de  la  famille. 

Soit  alors  MT,  la  tangente  à  la  trajectoire  orthogonale  de  l'une  des  courbes  (G)  en  un  point  M  de 

celle-ci  et  soient  V,  Vj  les  angles  que  font  les  droites  MT  et  MT,  avec  le  rayon  vecteur  OM  ;  nous 

avons   évidemment      Vi  =  V  h- -^,      tgV,  =  — colg  V.      Or      tgV  =  -^. 

3,  3,  s' 

tgV,  =  -^  ;     par  conséquent.      -^  =  — — .      D  autre  part,  au  point  M,  les 

/i    '  Pi  ? 

,a 

deux  courbes  ont  le  mémo  p.  ^.^  =  z  ;  p'  est  donc  égal  à  — ^,  et  l'équa- 
tion différentielle  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  de  la  famille 
donnée  est 


9(^0,,  p,    --i-]  =0. 
2"  Dans  le  cas  actuel,  l'équation     f{'u,  p,  G)  =  0     est     p-  —  C  cos  ^lo  =  U  ;     dill'érentiée  par  rapport 

à  (-),  elle  donne     2od'  +  2G  sin  %>  =  0  ;     nous  avons  donc     C  = r-^^ — »     et  1  équation  différentielle 

des  lemniscates  de  Bernoulli  est     p -f- p' cotg  2'>j  =  0. 

L'équation  différentielle  de  leurs  trajectoires  orthogonales  sera 

p '—  cotg2w  =  0,  un  p'  —  pcotg2w  — .  0. 

Si  on  V  change  (o  en    -^-n-w,    — — -     se  change  en     -j^-     cots2w  en     —  Ig  2(0,     cl  l'on  retrouve 

la  première  éij nation  différentielle. 

Ceci  montre  que  les  trajectoires  orthogonales  des  lemniscates  de  IJornoulli  sonl  les  mêmes  courbes 
que   l'on  a  fait   tourner  d'un  angle  égal   à    45"   autour  de    l'origine.    Elles   ont   donc    pour   équation 

p-  =  Gcos2w     dans  le  nouveau  système  polaire,  et     y  =  C  cos  2/  <u \     dans  l'ancien,  c'est-à-dire 

p2  =  G  sin  2(0^     G  étant  une  constante  arbitraire. 

Bonnes  solutions  :  MM.  C.  Foucnv,  à  l\eims  ;  A.  Courtois,  à  Se  ian  ;  J.  Soob\i<;\é,  à  Mont-Je-Marsan  :  P.  S.^lleho.n,  à  .VIbi  ; 
.1.  0TTKNIIE1.MER,  à  Nancy  ;   (i.  L\cii,  à  Denain  ;  M.  Nicol.vs  ;  A.  Ilous-iKvo  ;  A.  Nkjhk  ;  L.  l'annis,  à  Trévoux  ;    Guillkrmc  ;    I>  . 

BÉTEILI.K. 


KCOIJ-;   PI{01'KSSI0XNt:LLE  SUPÉPxlKLiUr]   DI'S   lM)STi:S   I:T  TÉLKGIiAPlli:S  (2e  section.) 

Concours  de  1910. 


1921.  —  /-.'tant  donnés  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oi/,  on  demande 
de  déterminer  une  courbe  V  de  ce  plan  telle  que  la  projection  orthogonale  sur  l'axe  Ox  du  centre  de  cour- 
bure G  en  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  soit  le  point  T  où  la  tangente  en  M  rencontre  cet  axe. 

Trouver  la  relation  qui  existe  entre  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  et  l'arc  de  la 
courbe  compté  à  partir  du  point  d'ordonnée  maximum. 
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Soient  .x,  7  les  coordonnées  du  point  M  ;  la  tangente  en  ce  point, 


!/ 


rencontre  Ox   au  point  T  qui   a  pour  abscisse    x —■      D'autre  part    le 

y  ' 


centre   de  courbure  C  au  point  M  a  pour  abscisse    x 
doit  donc  avoir 

y' 


y  y'i^-^y") 

X ^   =  x „ 


V  y 

Telle  est  l'équation  diiïérenticlle  qui  définit  la  courbe  V 


ou 


v"^-^y'-) 


y 
?/'(!  -+-  y") 


On 


?/'          y"  y'ii" 

On  peut  l'écrire     -^  =  ^ .  '  '    ,,  >     et  sous  cette  forme,  1  intégration  est  immédiate.  On  obtient 

y       y       1  +  îy 

hy  ^Ly'--^L{i^y'')+La 
ay' 


ou 

ou  encore 

(1) 


y 


sl\  +  y"^ 


vA^  +  fr-- 


On  voit  immédiatement  que     V'/^  +  -^     est  égal  à  la  loniiueur  de  la  tangente  MT.  On  on  conclut 

V     •  y. 

que  la  courbe  V  cherchée  est  la  courbe  bien  connue  sous  le  nom  do  Iraclrice. 
Rappelons  rapidement  la  construction  de  cette  courbe. 

V  '''/ 

De  l'équation  (l)  on  déduit       y'  =  ±         i-^=:>      puis,  en  rempla(;ant  »/    par  -f-. 


dx  = 


et  enfin 


dy\/a-  —  y'^         (a-  —  y-)dy 

y  y^"'"^]-' 

±  dx  =  —  ta- 


ou 


d^ 


étant  égal  à     rh  1     et  ayant  le  signe  de  7. 
En  intégrant,  on  obtient       =i=  .r-|-C  = 


/ 


±dx  = 


^fi-  —  y- 


a-dy 


y<iy 


y^a-2  —  y-  \'"-  — t/' 


tal 


,n'  -  ?/' 


Huand  C  varie,  cotte  éciualion  roprést>nle  une  inlinité  de  courbes  qui  se  déduisent  toutes  do  l'iine 
d'elles  en  imprimant  à  cnlle-ci  des  translations  parallMos  à  0.r. 

Nous  construirons  la  courbe  qui  correspond  à     (1  =0. 

A  toute  valeur  de  y  correspondent  deu.\  valeurs  do  .1  égales  et  do  sigui's  conirairos.  Donc  la 
courbe  est  symétriciue  par  rapport  à  Oy  ;  par  suite,  il  sutlira  de  construire  la  courbe  définie  par  l'éqna- 

y         V    ,f 

puis  do  tra(M;r  la  syméliiquo  do  cette  courbe  par  rapport  à   Oi/. 

Suivant  le  signe  de  y,  l'oxprossion   dt>  ./    jtrond  d^'ux   lornies  ilitVéronli^s.    Il   ost  aiso   do  voir  qu  à 

doux  valeurs  do  y  égales  et  dv  signes  contraires  corresitond  la  uu'muo  valeur  d^'  r. 

I  (I* 

Donnons  d'abord  à   7  la  vahnir  positive  7,  ;  comme h  V     "T  "~  '     *'•*''    positive,    la    valeur 


tion 


X  =   —  illlj 


-\-  s'a*  —  »/■', 


!/• 


!/i 
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correspondante  de  x  est 


Remplaçons  maintenant    ?/   par    —  ?/,  ;  alors 


Ui        ^    ?/ï 


1     est  négatif,  et  la  valeur  de  x 


est 


^■''  =  "Hf:~V'^~^^"^^'''~^'- 


2/>       '    yt 

Retranchons  ces  deux  égalités,  nous  avons 

Xi  —  X,  =  aL\  —-  —  l  ^  —  l  ]  \  =  alA  =  0. 
l  yi       \  î/r         /  J 
En  résumé,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  suffît  de  considérer  l'équation 

de  construire  la  branche  de   courbe  (jui  correspond  aux  valeurs    positives   de  y,    puis  d'achever   par 
symétrie  par  rapport  aux  deux  axes. 

Pour  que  X  existe,   il   faut  que  y-  soit  plus   petit   que  a-,  ou,  puisque  y  est  po&ilif,  que  _)/  soit 


plus  petit  que  fi. 


dx 


Nous  avons  vu  précédemment  que     —. — 


_    \'n- — y- 


donc,  quand  y  croit  de  0  à  a,  x  croit  de     —  x      à  0. 

Nous  obtenons  ainsi  la  branche  de  courbe  HA.  La  tangente 

(Ix 
en  A  est  l'axe  Oy,  puisque  pour     7  =  a,  —r-    est  nul. 

«.7 
Il  nv  a  plus  qu'à  achever  par  symétrie  pour  avoir  toute 
la  courbe. 

Considérons   maintenant   un   point   M  Ao   la  branche  A(;. 


celle-ci  a  pour  équation 


dx 


et  l'on  a 

Soi!  à  calculer  l'arc  AM.  On  a 
rf.s-  =  dx-  -h  d 


n-dy- 


I  -,  F"  ^'"  —  V'      il      ^"''.' 


dx  =  — 


ou 


v'«'  —  y 


'L   dy. 


ds  =  ± 


ndy 

y 


Si  l'on  prend  comme  sens  positif  des  arcs  le  sens  .\(],  s-  varie  en  sens  contraire  de  y,  et  l'on  doit 
prendre  le  signe     — .     On  a  donc     ds  = c/i/,     et,  eu  intégrant,     .v  =  — riLy-^i]. 

y 

Pour     y  =  a     on  doit  avoir    .s  =  0,     on  doit  donc  avoir     — a]M  -h  C  =  0,     ou     (]  =  aluO .      On 
en  déduit     s  =  —  uLy  ^  nLa,     ou     s  =  ^/L  — • 

y 

liEMAROLiE.    —  On  peut  déterminer  la  courbe  r  d'une  autre  manière,  en  calculant  les  coordonnées 
./■,7  d'un  point   M    de  la  courbe  en  fonction  de  laniile  a  que  fait  avec  O.t-  la  demi-tangente  positive  au 

point  M.   On  sait  que  la  valeur  algébri(iue  du  segmonl  MC  est     R  =  -y—-     le  sens  positif  étant  la  demi- 


droite  qui  fait  avec  O.r  l'angle     a  -+- 
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Par  suite,  l'abscisse  du  point    C   est    .x-h  Rcos  |  a4- —  j     ou     Jt  —  R  sin  a  ;     celle  du  point    T 

est     X ^^—-    On  doit  donc  avoir     R  sin  a  =  ^^— • 

tg  a  tg  a 

ds  du        ,  ,     .  du       ^  ,.  ,    .,      dy  y         ,      du         d% 

Or     R  =  ^— ,     sin  a  =  — ^,     donc     Rsinz  =  -r^.     On  en  déduit     --- —  —:^—    et     — ^  = 

dx  as  dx  d'x  tg  a  y  tga 

En  intégrant,  on  obtient    L?/  =  L  sina-h  \j(i,     ou     y  =  o.  sin  a. 

,  du  a  COS  aria  /     rfa  . 

D'autre  part,     dx  =  — : —  = >  ou  dx  =  ai  —. smmx 

tg  X  ts'  a  \  sin  X 

a  1 
tg—    -Ha  COS  a. 


on  en  déduit  x  =  x,)  +  ah 

On  obtient  ainsi  les  équations  paramétriques  de  la  tractrice 

COS  al,  ?y  =^  ^  sin  a, 


[a 
L  tg  — 

où  Xo  et  a  sont  deux  constantes  arbitraires. 


SOURAIGNÉ,  à  Mont-de-Marsan. 


Bonnes  solutions  par  MM.  André  Couutois,  à  Sedan  ;  Depeiuiois,  à  Cli.irtres  :  H.  Frobeht.  à  Vicliy  ;  Georges  nLii.i.ACME,  \ 
Airc-siir-l'Adoiir  ;  Ch.  (iuii-LEiiME:  G.  Lacii,  à  Rodez:  .1.  OrrKNiiEinKii,  lycée  de  Nancy  ;  A.  I'.olsseau,  à  l'ournês-fn-Wepiies  : 
L.  Simon,  "a  Fourmies  ;  Wladimir  Stuktz,  à  Nice. 
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1885.  —  La  ligne  de  terre,  étant  placée  suivant  le  petit  axe  de  la  feuille,  on  donne  :  1"  un  paraholoide  de  révo- 
h<lion  dont  l'axe  Z  est  vertical,  a  pour  éloignenient  110"""  et  se  projette  à  20™"  à  droite  du  grand  axe  de  la  feuille: 
la  cote  du  sonunet  est  160°"",  celle  du  foyer  I4i  ;2<'  un  paraboljide  hyperbolique  qui  a  deux  génératrices  de  front  : 
la  première  D  est  verticale,  elle  est  située  dans  le  plan  de  profil  de  Vaxe  Z,  «  32™"  en  avant  de  cet  axe  ;  la  seconde  A 
est  à  64"^"  en  arrière  de  Z,  elle  est  inclinée  à  45"  sur  le  plan  horizontal  et  on  s'élève  sur  elle  de  gauche  à  droite. 
Les  projections  verticales  de  ces  deux  génératrices  se  rencontrent  en  un  point  dont  la  cote  est  96"'".  Enfin,  le  para- 
boloïde  a  un  plan  directeur  perpendiculaire  à  la  génératrice  A. 

On  demande  :  1°  de  construire  l' intersection  des  deux  surfaces  ;  2"  de  représenter  la  partie  solide  du  paraboloide 
de  révolnlion  qui  ne  contient  pas  te  sommet,  séparée  par  le  paraboloide  hyperbolique  et  liiuitèe  au  plan  horizontal 
de  projection;  .i"  de  construire  l'ombre  propre  de  ce  solide  et  son  ombre  portée  sur  le  plan  horizontal.  Les  rayons 
lumineux  sont  parallèles  à  la  direction  A. 

On  déterminera,  pour  chaque  courbe,  un  point  courant  et  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  points  et 
tangentes  remarquables.  En  particulier,  on  cherchera  les  tangentes  a  iinterseclion  aux  points  situés  <fans  le  plan 
de  profil  de  l'axe  du  paraboloide  de  réoolulion. 

Entourer  l'épure  d'un  cadre  de  280  X  4i-0'""'.  —  Dessiner  les  résultats  en  noir  (les  lignes  vues  en  trait  plein,  les 
lignes  cachées  en  points  ronds)  et  les  constructions  en  rouge.  Mettre  sur  les  ombres  des  hachures  bleues  ou  grises, 
fines,  espacées  d'environ  1""",!S.  Expliquer  très  sommairement  les  constructions  effectuées  et  les  résultats  obtenus. 

I Ecole  normale  supérieure  et  liourses  de  licence,  concours  de  1910.) 

I-c  paral)oloï(ie  de  révolnlion  1*,  a  pour  coiiloiir  apparoiil  vertical  tint'  paraltolc  moridionne  d'axe  vertical 
Z  et  que  l'on  construit  par  points  connaissant  son  simiinot  .s-'  oison  loyer  /"*.  Limite  an  plan  horironlal  de  pro- 
jiM'tiou,  ce  solide  a  |)0iir  contour  apparent  horizontal  le  cercle  :<i  section  du  paraboloide  par  ce  plan. 

Le  paraboloide,  hyi)erbolique  Pj.  ayant  une  génératrice  verticale  D,  na  pas  de  contour  apparent  hori/onlal 
proprement  dit.  Il  coupe,  le  plan  liori/onlal  suivant  une  parabole  que  l'on  construit  par  points  en  prenant  le.*» 
traces  d'autant  (le  génératrices  que  Loii  miiI.  i  in  niiliseia  en  particulier  ctdies  qui  serviront  à  eonslriiire  la 
taiii^'onte  en  ce  point  d(î  riiilersection  des  deiiv  surfaces.  Cette  paraltole  passe  manifestement  au  point  d.  el  la 
tangente  en  ce  point,  oii  le  plan  tancent  a  la  surface  Pj  est  verlieal.  est  la  projection  de  la  seconde  gi^néralrice 
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qui  y  passe  ;  on  l'obtient  en  menant  sa  projection  verticale  par  '/'  et  rappelant  le  point  où  celle-ci  coupe  ô'  sur  o 
pour  le  joindre  au  point  d. 

Inlerseclion  des  deu.r  svrfacrs.  —  Rappelons  que  toute  section  faite  dans  un  paraboloïde  de  révolution  par 
un  plan  quelconque  se  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  k  l'axe  suivant  un  cercle  dont  le  centre  est  la  pro- 
jection du  point  oi'i  la  perpendiculaire  menée  parle  foyer  à  ce  plan  sécant  perce  le  plan  passant  parla  directrice 
méridienne  et  perpendiculaire  h  l'axe.  .Nous  couperons  donc  les  deux  surfaces  par  des  plans  auxiliaires  perpen- 
diculaires à  A. 

Par  exemple  le  plan  de  bout  ;iY  coupe  Pi  suivant  une  conique  se  projetant  horizontalement  suivant  le 
cercle  de  rayon  (oS,  et  le  paraboloïde  P..  suivant  la  génératrice  ';'b',  d-^b  dont  la  trace  horizontale  -;  est  un 
point  de  la  parabole  horizontale  de  Pj,  et  qui  coupe  la  circonférence  to6  au  point  m,  m'  de  l'intersection 
demandée.  F.e  second  point  serait  situé  en  dehors  de  lépure,  en  dessous  du  solide  conservé. 

Tangen'e  en  un  point.  —  La  tangente  en  m,  m'  est  l'intersection  des  plans  tangents  à  Pi  et  P^.  en  ce  point. 
Le  premier  s'obtient  en  amenant  par  une  rotation  le  point  M  dans  le  plan  méridien  de  front  en  c  c'  et  menant 
la  tangente  ,'i  la  méridienne  en  c'.  La  trace  0,  de  cette  tangente  décrit  dans  la  rotation  inverse  un  arc  de  cir- 
conférence de  rayon  2O,  et  la  tangente  en  0  à  cet  arc  donne  la  trace  du  plan  tangent  en  M  k  la  surface  Pi.  Le 
plan  tangent  à  P2  est  délini  parla  génératrice  -(b,  ';'b'  et  la  seconde  génératrice  passant  en  M;  la  projection 
verticale  de  cette  génératrice  passe  par  le  point  (j'  où  se  coupent  les  projections  verticales  de  I)  et  de  A,  tandis 
que  sa  projection  horizontale  est  parallèle  k  xxj.  Sa  trace  horizontale  -  jointe  à  la  trace  y  de  la  première  géné- 
ratrice donne  la  trace  du  plan  tangent  îi  P2,  et  l'intersection  de  cette  droite  -7  avec  0<  donne  le  point  t,  qu'il 
snflit  de  joindre  ;i  m  pour  avoir  la  tangente  cherchée.  Sa  projection  verticale  est  l'm'. 

Points  remarquables.  —  La  projection  verticale  de  l'intersection  présente  un  point  double  surla  génératrice 
horizontale  de  bout  du  paraboloule  P2  et  qui  est  la  projection  commune  des  deux  points  gi  et  g^  oii  celte 
génératrice  perce  P2  ;  leur  éloignement  relatif  au  plan  méridien  de  l'axe  Z  est  donné  par  g'h',  ici  double  du 
paramètre  f'^'  de  la  parabole  méridienne. 

Les  tangentes  en  ce  point  double  g'  se  construisent  à  la  manière  ordinaire  :  l'une  est  précisément  la  géné- 
ratrice 0',  et  l'autre,  'Çg',  s'obtient  après  avoir  ramené  le  point  b  dans  le  |)lan  méridien  en  h.  h'.  Cette  cons- 
truction donne  les  deux  projections  horizontales  Ç2O2  et  ^[g,. 

Lagénératrice  verticale  D  coupe  Pi  en  un  point  N  qui  se  projettehorizontalomont  sur  la  parabolehorizontale 
de  P)  et  donne  par  conséquent  un  point  commun  à  cette  parabole  et  ii  la  projection  horizontale  de  l'intersection. 
La  projection  verticale  de  ce  point,  qui  est  sur  la  méridieime  de  prolil  k  32™"  en  avant  de  l'axe,  se  fait  donc 
précisément  au  foyer  /'  de  la  méridienne.  * 

On  a  le  second  point  d'intersection  de  A  avec  le  i»aralioloide  Pi  en  prenant  le  plan  auxiliaire  de  bout  passant 
par  A  et  coupant  Pi  suivant  une  conique  dont  la  projection  horizontale  est  un  cercle  qui  a  son  centre  symé- 
trique (le  co  par  rapport  à   :. 

Le  point  de  contact  de  la  courbe  d'intersection  et  de  la  parabole  méridienne  en  projection  verticale  se  trouve 
sur  la  génératrice  de  front  de  V>  (|ui  est  dans  le  plan  de  l'axe  de  Pi  soit  /'///''.  '^  »^t  coupe  la  parabole  méri- 
dienne au  point  k'. 

Solide  commun.  —  Le  solide  commun  limite  au  plan  horizontal  de  projection  est  compris,  en  projection 
horizontale,  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  za.  Il  est  limité  par  l'arc  j)qr  et  l'arc  de  parabole  pldr  d'une  part, 
puis  par  la  courbe  d'intersection  pgikng^r.  l'arc  de  parabole  dy  seul  étant  caché  par  le  solide.  En  projection 
verticale,  le  solide  commun  a  pour  contour  apparent  lare  de  méridienne  k'q'  l'horizontale  q'p'  et  une  partie 
seulement  de  la  courbe  d'intersection,  dont  l'arc  g'v'h'.  qui  est  en  arrière  du  plan  méridien  de  front,  est  caché 
par  le  solide. 

Ombre  propre.  —  Sur  le  paraboloïde  Pi  l'ombre  propre  est  limitée  par  la  parabole  verticale  de  prolil  dont 
le  plan  est  conjugué  de  la  direction  a. 

Il  n'en  reste  sur  le  solide  commun  ([ue  l'arc  d'ailleurs  caché  et  j)rojoté  sur  la  droite  "-w',  tandis  (ju'en 
projection  horizontale  le  segment  est  vu. 

La  portion  de  surface  Pi  située  k  gauche  de  ce  plan  de  prolil  ic  est  cachée;  tout  le  reste  est  vu.  Sur  la  surface 
du  solide  commun  appartenant  k  P2  la  ligne  d'ombre  propre  est  précisément  a,  qui  est  l'intersection  de  P2  par 
le  plan  diamétral  singulier  conjugué  de  la  direction  A,  et  toute  la  portion  située  en  avant  de  8  est  dans  l'ombre, 
l'autre  étant  éclairée.  On  voit  donc  sur  chaque  projection  la  portion  de  surface  éclairée  comprise  entre  le  segment 
vffi.  Il  g'  et  la  courbe  d'intersection. 

Ombre  portée.  —  La  courbe  d'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  se  compose:  1°  de  la  trace  horizontale 
du  cylindre  dont  les  génératrices  de  front  parallèles  h  A  s'appuient  sur  le  segment  de  parabole  de  profil  qui 
constitue  l'ombre   propre  sur  Pi  ;  2°  des  traces  horizontales  de   toutes  les  parallèles  k  A  qui  s'appuient  sur  la 


_  i 


hklu'lle  -  • 

n 


"l'iH 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


courbe  d'inlersecliou  des  deux  surfaces  dans  sa  portion  séparant  une  partie  éclairée  el  une  partie  dans  l'ombre 
sui- le  solide  commun.  On  reconnaît  ces  portions  en  déterminant  par  points  la  trace  horizontale  du  cylindre 
ayant  pour  directrice  cette  courbe  d'intersection  et  ne  conservant  de  cette  trace  que  le  contour  commençant  à 
l'ombre  du  point  le  plus  haut  sur  la  parabole  d'ombre  propre  pour  s'arrêter  à  l'ombre  du  point  a,  a/,  qui  se 
confond  avec  celle  du  point  //i  el  correspond  à  un  point  double  de  la  courbe  d'ombre  portée,  puis  se  poursuit 
en  y.i'>ir,  où  il  rejoint  la  trace  horizontale  du  solide  commun.  Celte  courbe  d'ombre  portée  présente  une  boucle 
dont  une  partie  du  contour  est  dans  l'ombre  et  ne  doit  pas  être  tracée.  On  l'a  indi^iuée  par  un  trait  pointillé, 
i/ombre  du  point  v:i  uù  la  parabole  d'ombre  propre  coupe  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  donne  le 
point  de  raccordement  de  la  boucle  avec  la  paiabole  d'ombre  portée  et  est  très  voisine  du  point  de  la  boucle 
qui  correspond  au  point  d'éloignement  minimum  sur  la  courbe  d'intersection. 


Solution  analytique.  —  Prenons  pour  axe  des  :;  l";i\e  du  paraboloide  de  révolution  et  pour  plan  des  xy  le  plan  per- 
pendiculaire au  point  de  cote  DG.  L'équation  du  paraboloide  est 

(l*i)  X'  -hy-  ^  (i4(:  -  6-i)  =  0. 

Le  paraboloide  bjperbolique  ayant  pour  plan  directeur  un  plan 

X  -h  :  -h  a  ^=  0 
est  engendré  par  la  droite  qui  s'appuie  sur 

(D)     X  =  0,     ?/ =  32  et  (A)     y  =  -  61,    x  —  z=0. 

Cette  droite  a  donc  pour  équations 

X  .'/  —  32  z  -+-  a 


—  64  -  32 


d'où,  éliminant  ci, 


32 


.f  -f  ;  —  !i6 

ou  (IM  !nx  -+-:)-+-  leOx-—  323  =  0. 

/H  =  l         Projetons  la  courbe  déûnie  par  rintersection  de  Pi  et  Pj  sur  le  plan  des  zx.  On  tire  de  (Pj) 

32(2  -  5j) 

'=      z^x      • 

Portant  cette  expression  dans  (Pi), 

(Ui  .r-(.r-f-2)-  +  (]t:{x  -h  zr  —  6J-(.r-+-  ;,-'  -4-  32-(;  —  5x)'-  =  0, 

éfiuation  d'une  quartique  ayant  un  point  double  à  l'origine;  les  tangentes  sont 

—  (;v-{.r-t-3)2-+-:j2-(:  -  5,r)'  =  0.  ou  (:  +  7.c)(:  -  j)  =  0. 

L'équation  (Q)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(x-*-  :)-[x'4-64(r  -64)]  -h32-|:  —  ox]-  —  0. 
La  droite  double    (;  —  ."i/;-  =  0     la  coupe  aux  points  situés  sur  la  parabole  méridienne 

.c'-l-G4(:— 64)  =  0. 
et  en  ces  points  les  deux  courbes  sont  tangentes. 

L'axe  0:  coupe  aussi  la  courbe  Q  au  point  de  cote    z  ==  48,    foyer  de  la  parabole  méridienne. 
La  (iuarti(|ue  n'a  pas  d  asymptote  réelle. 

Si  maintenant  nous  projetons  lintersection  des  deux  surfaces  sur  le  plan  des  xy,  nous  trouvons 

?/(a-  -+-  y'}  —  32(x  -+-  yy  —  32  X  64(2{/  -i-  5.r  -  (.4)'  =  0, 
coiubc  du  troisième  degré  ayant  pour  asymptote  unique    y  =  32    et  coupant  Oy  aux  points    y  =  ^  61    et    y  —  32. 

Elle  coupe  Ox  aux  points  qui   sont  les  projections  des  points  de    contact  de  la 
I  courbe  de  l'espace  avec  la  parabole  méridienne. 

I  Courbes  (rouihrc.  —  Considérons  la  droite  parallèle  aux  rayons  lumineux 

// =  0,  x  —  z  =  Q. 

Son  plan  diamétral  conjugué  par  rapport  au  paraboloide  (Pi)  est 

X  -t-  32  =  0 
et  coupe  la  surface  suivant  la  courbe  d'ombre  propre 

,r-t-32  =  0,  î/= -+- 64(2  —  48)  =  0, 

parabole  égale  à  la  méridienne,  mais  dont  le  sommet  a  la  cote  du  foyer  de  celte 
méridienne. 

Le  cylindre  circonscrit  à  Pi  le  long  de  celte   courbe  coupe   le   plan     :=  —  96 
suivant  la  courbe  (-),    y-  —  Oi(x  -i-  176)  =  0,    qui  est  aussi  une  parabole. 

Le  cylindre  qui  s'appuie  sur  la  courbe  d'intersection  de  (Pi)  et  (P;)  s'obtient  en 
exprimant  que  la  droite    Y  =  »/,     X  —  x  =■  7.  —  :     rencontre  la  courbe.  L'élimina- 
tion de  X,  y,  -  entre  les  quatre  équations  donne  l'équation  du  cylindre 

[(Z  —  X)(Y  —  3Z)  —  128(Y  -4-  64)]-  H-  4(Y  -h  (iiY-[T-  -+-  64(Z  —  .\)  —2.(142]  _  y_ 
11  passe  par  la  droite  double    X  =  Z,    Y  =  —  64,    dont  la  trace  sur  le  plan    Z  =  —  96    donne  un  point  double  de  la 
courbe  d'ombre  portée. 

Cette  courbe  a  pour  équation 

|(x  +  m}(y  —  32)  ^1- 128(2/  +  64);- -+-  4(î/  +  64)=[//=  —  64(x  +  96)  —  2.64'-]  ^  0. 
Elle  a  même  asymptote  que  la  cubique  étudiée  plus  haut  ;  on  peut  la  construire  en  discutant  l'équation  par  rapport  à 
X  qui  n'entre  qu'au  second  degré. 

lionne  solution  de  M.  A.  ItoussEAu,  école  supérieure  de  Fournes. 


^ 
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1951.  —  Projet  de  mesure  de  M>'3^  par  l<i  méthode  de  Gaussa  [' approximation  de 


lOUU 
Calculs  relatifs  aux  causes  d'erreur. 

[On  fera  usage  des  unités  G.  G.  S.  et  de  la  règle  à  calcul.) 

Accélération  de  la  pesanteur  ^Slcm.-sec. 

Champ  magnétique  :  inclinaison,  i  =  60°,  composante  horizontale  ^  =  0,19  gauss,  valeurs 
approximatives. 

L'aimant  aura  la  forme  d'un  cglindre  circulaire  AOB  ayant  pour  longueur  AB  =  6^^"^  et  pour 
rayon  r  ■=.  O^^^Jn.  //  sera  fait  d'un  acier  ayant  pour  densité  7,83  et  susceptible  de  recevoir  un  moment 
magnétique  de  420  unités  G.  G.  S.  par  cm-K 

Il  sera  suspendu  à  un  fil  de  torsion  négligeable,  au  moyen  d'une  monture  dont  le  poids  et  l'tnertif  seront 
négligés,  le  point  d'attache  G  étant  situé  dans  le  plan  de  symétrie  perpendiculaire  au  milieu  0  de  l'axe  du 
cylindre  aimanté,  à  une  distance  de  cet  axe  ayant  pour  valeur     OC  =  1^'". 

1°  Calculer  le  volume  u,  la  masse  m,  le  poids  p,  le  moment  magnétique  .llb  de  l'aimant. 

I  r-           /2  \ 
2°  Calculer  le  moment  d'inertie     I  =  ml 1 —  i,     le  couple  directeur      G  =  JbJt)     et  la  période 

d'oscillation  T  de  l'équipage,  en  négligeant  l'inclinaison  (/ue  donne  à  l'aimant    AS    /'/  composante  verticale 
du  champ  magnétique. 

3°  Calculer  cette  inclinaison  e  et  en  préciser  le  sens,  en  désignant  par  A  l'extrémité  australe  de  l'ai- 
mant  AB. 

4"  Calculer  l'écart  relatif entre  la  composante  ^-y'    du  champ  magnétique  dans  la  direction 

M) 

inclinée  de  l'aimant,  et  sa  composante  horizontale  ^. 

5°   De  quelle  longueur    r,    faudra-t-il  fairr  glisser  Vaimant  dans  sa  monture,  et  dans  ijuel  sens,  pour 

j   j 

rétablir  l'horizontalité  de  l'aimant?  Quel  changement  relatifs  — ^-; ,  ce  déplacement  apportera-t-il  à   la 

valeur  de  la  période  T  ? 

(Ecole  Polytechnique,  concours  de  191  /.) 

1°  Le  volume  a  pour  valenr 

V  =  Tzrn  =  TT  XÔTÎS^xb  =  0,424  cm\ 
la  masse 

m  =  vx  7,85  =  0,424  x  7,85  =  3,33  grammes, 
le  poids 

;;  =  mg  =  3,33  X  981  =  32f)()  dynes, 
le  momeut  magnétique 

M  =  420  Xt'  =  420x0,424  ^  I7S  G  (i.S. 
2"  I.e  moment  d'inertie  a  pour  valeur 

li(;  l)arr('iui  iHanl  supposé  maintenu  horizontal  et  susceplihlc.  par  suile.  »i«'  tourner  autour  dun 
axe  vertical,  le  couple  directeur  a  pour  valeur 

G  =  M;^  =  178  x0,<9  =  34  G  (1  S. 

La  période  des  oscillations  dans  ces  mêmes  conditions  sera 


=  lO.O  G.  (J.  S. 


^ = '  V^ = -"V^  ^  ■'■■'  ^'■'■""''"- 
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Ces  deux  dernières  grandeurs  dépendant  du  champ  magnétique   J^,  les  valeurs  trouvées  pour  C  et 

{ 

T  sont  des  valeurs  approxiniativcs.  3^  est  donné  dans  l'énoncé  avec  une  approximation  d'environ  • 

iO  ■ 
les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  pour  G  et  T  comportent  donc  des  approximations  qui  ont  respec- 

1  1 

tivement  pour  ordres  de  grandeur— —  et  ——.C'est  pour  cette  raison  que  la  précision  des  calculs  imnié- 

!2U         40 

riques  n'a  pas  besoin  d'être  poussée  plus  loin. 
3°  Le  barreau  aimanté  est  soumis  à  l'action  : 

a)  Du  couple  directeur  dfi  à  la  composante  horizontale  3^  du  champ  terrestre  ; 
h)  Du  couple  directeur  dû  à  la  composante  verticale  'v'  du  champ  terrestre  : 

c)  De  son  poids  p  appliqué  au  centre  de  gravité  0    du  barreau  ; 

d)  De  la  tension  /  du  fil  appliquée  au  point  d'attache  C. 

Le  système  étant  en  équilibre,  ces  deux  forces  (//'  et  (/)  constituent  un  couple  :  t  doit  donc  être 

parallèle  à  p.  On  voit  ainsi  que  l'inclinaison  du  barreau  ne  trouble  pas  la  verticalité  du  fil  de  suspension. 

Dans  sa  position  d'équilibre,  le  barreau  estévidemment  contenu  dans  le  plan  du  méridien  magnétique. 

La  composante  horizontale  }C>  tend  à  le  placer  horizotitalement.  son  pôle  austral  dirigé  vers  le  nord  ;  la 

composante  verticale  V  tend  à  le  placer  verticalement,  le  pôle  austral  dirigé  vers 

le  sol  dans  l'hémisphère  nord.  Le  barreau  inclinera  donc  son  pôle  austral  vers  le  sol. 

L'angle  t  que  fait  la  direction  OC  avec  la  verticale  du    lieu  est  déterminée  par 

réquation  ries  moments  des  couples  : 

"î.'/  -OCsin  £  -+-  .Ihfij  sin  z  —  A\<-V  cos  £  =  0, 
d'où,  en  tenant  compte  de  ce  que     V  =  Jij  ig  i, 

•H'K.  tg«  Six  1,73 


t"-  £    


=  0,0178. 


'!^Ji^  -+-  mg .  OC  3't  -+-  326t) 

Cet  angle  étant  petit,  l'arc  peut  être  confondu  avec  sa  tangente,  de  sorte  que 
£  =  0,0178  radian  =  \\ 
4"  La  composante  du  champ  dans  la  direction  inclim'e  du  barreau  est  la  projection  snr  cette  direction 
inclinée  du  champ  total   'P,  donc 

J^'  ==  X5  cos  (i  —  £)  =  r  cos  [i  —  e) 


cos  J 


et 


<Ho 


..           ,          -U7  \       *                COS(;   -   £)  — COSl 
cos  (l  —=-)  —  K^\   —7    =   : 

COS  I  '    c\i  cos  I 


Comme  i  est  petit,  le  numérateur  peut  être  considère  comme  la  variation  très  petite  de  cos  /    lors- 
que i  varie  de    (— £),   donc,  d'une  façon  approchée, 
(Hj  —  M         £  sin  i 


=  £  tkM 


0,0178x1,73  =  0,0308. 


dii>  cos  t 

Cette  composante  ^'  est  celle  qui  interviendrait  dans  l'expression  de  la  période  si  le  barreau 
oscillait  autour  de  CD.  Sans  entrer  dans  les  détails  d'une  analyse  complète,  on  conçoit  que  le  barreau 
puisse  s'approcher  plus  ou  moins  de  cette  condition,  il  importe  donc  de  maintenir  une  horizontalité 
aussi  parfaite  que  possible. 

.5"  i'our  rétablir  l'horizontalité  de  l'aimant,  il  suffit  de  le  faire  glisser  de  manière  à  rapprocher  son 
pôle  austral  A  do  la  monture  ;  la  grandeur  f,  du  glissement  est  donnée  par  l'équa- 
tion des  moments  ingr,  —  ^^V  —  0, 
_    A\)M>  tg  i    _    34X1,73 


d'où 


=  0,018  cm. 


^ 


Par  suite  de  ce  déplacement,  le  moment  d'inertie  du  barreau  prend  une  valeur 
il,  différente  de  celle  qui  a  été  calculée  au  n"  :2.  La  période  réelle  T,  que  l'on 
observera  aura  pour  valeur 
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T,  =  2: 

tandis  (ju'elle  aurait  été     T  =  -t:  i  /  -  si    l'on    n'avait  pas   élé    obligé    do  déplacer    le  barreau 

dans  sa  monture  pour  le  maintenir  horizontal.  L'écart  relatif  entre  ces  deux  périodes  a  donc  pour  valeur 


or     I,  =  I  +  j/tr,'-',     donc 

11  — I 

donc 


T,  -  ' 

r       i_i,-i 

'ï 

-  -z  -      1    ' 

nir^'- 

3,33X0,018' 

I 

10 

T. 

-  T 

_  n  (\(\n(\K 

0,0OUl, 


Cette  erreur  doit  être  négligée,  étant  donné  le  but  poursuivi. 

JACQUES  CARVALLO,  agrégé  des  sciences  physiques. 


CONCOURS  DE    IDI 


F.(:OLI«   PULYTECHNIOUK 


Algèbre  et  Trigonométrie. 
1947.  —  On  doime  l'équation  différentielle 

ax-  dx 

où  a  et  ^  désignent  deux  constantes  réelles. 

I.  Trouver  nne  série  entière  À,, +  Àia;+ X^a;- +. . .,  qui  vérifie  l'équation  l)  et  s  assurer  qu'elle  est  ron- 
vergente. 

II.  Conslaler  : 

1°  Que  les  coeflicients  Ào  et  Xi  demeurent  arbitraires; 

2°  Que  la  série  peut  s'écrire  Ào9(a;,  a,  b)-\-\ih{x,  a,  b);  a  et  i  désignant  deux  séries  entières  en  .r  linnl 
les  coeflicients  sont  des  fonctions  de  a  et  6  ; 

3"  Que  les  fonctions  satisfont  à  l'équation  (1)  ; 

4°  Que  leurs  dérivées  o,  et  <V.c  satisfont  chaeune  à  une  équation  de  même  forme. 

III.  exprimer  »'(j;,  a,  b)  et  'Y{x,  a,  b)  en  fonetion  de     o(x.  a,b  —  1)     et     -^(x,  a,h  —  1). 

IV.  Quand  b  est  un  entier  positif,  suivant   (pi'il  est  pair  ou  impair,  la  série  o  ou  '^  devient  un  polynôme. 
\'.  Discuter,  d'après  le  signe  di'  a.   la  n-alilé  des  raeinesiie  ces  f)()lynomes  ,;  ou   l    suivant  la    parité  de    b. 

[30  m>ii.  ilf  7  h.  Il  1 1  h.) 

Géométrie  analytique  et  }[èrani(iiie. 

1948.        On  donne  trois  axes  de  (coordonnées  rerlan^ulaires  Or.  Oy,  (»;. 

1  '  Ironver  les  équations  de  la  parabole  (P)  tpii  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

Son  foyer  a  pour  (-oordomiées  x=  I,  i/  =  0,  a  =  U  ;  son  axe  est  parallèle  à  Oy  ;  elle  passe  par  (»  ; 
enfin  elle  tourne  sa  concavité  vers  les  //  positifs. 

i^' Montrer  qu'à  chaque  point  M  de  l'espace  correspond,  en  gênerai,  un  point  1»  île  l'axe  O:  ol  un  <(rul, 
autic  ipie  O.  t»d  (pie  la  droite  MU  rencontre  (P). 

(".altuder  OU  en  ronclidu  des  cordonnt'es  de   M. 

:<"  Parmi  les  droites  MU  ainsi  delinie^,  on  eonsidère  celles  qui  ^onl  parallèles  au  plan  i  —  U.  Trouver 
et  étudier  leur  lieu  gr'omè(ri(pie. 

4"  On  inuifîine  que  M  soit  la  pn^ilidii  d  un  |>oiiil  inat.i  lel  lilii(>  de  ina>.se  e^ale  à  l'uniie  et  tjuo  le  vecteur 
MU  re[)résenle  la  foice  unique  ipn  ai,'il  ^ur  lui. 
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Que  peut-on  dire  du  mouvement  projeté  sur  le  plan  xOy  ? 

Que  peut-on  dire  du  mouvement  lui-même  quand  la  vitesse  initiale  de  M  est  dans  le  plan  MOj  ? 

5*^  Faire  l'étude  complète  du  mouvement  avec  les  conditions  initiales  suivantes  : 

Coordonnées  du  point  M  :     .'n  =z    -  2,      !/o  =  0,     c-u  =  0  ; 
Projectionsde  sa  vitesse     :    .r,',  =z  0,  y,',  =  0,     .-0  =  3. 

(.?i  mai,  de  7  h.  <)  11  h.) 

Epure  de  géométrie  descriptive. 

1949-  --  Vn  cube  a  une  face  de  front  et  une  face  horizontale.  Un  hyperboloïde  de  révolution   a  pour  axe 
l'axe  vertical  du  cube,  et  pour  l'ime  de  ses  génératrices  la  droite  {ab,  a'b'),  dia- 
\y       r  gonale  de  la  face  antérieure. 

On  considère    le  solide    S  limite    par    cet  hyperboloïde    et    par  les  plans 
^   ^  t''  des  deux  faces  horizontales  du  cube. 

On  représentera  ce  qui  reste  du  solide  S,  quand  on  supprime  la  partie 
contenue  à  l'intérieur  d'une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  (a,  a')  et  passant 
par  le  point  (c,  c'),  centre  de  la  face  antérieure  du  cube 

()\\  supposera  que  le  solide  ainsi  obtenu  est  éclairé  f»ar  des  rayons  hori- 
zontaux (R,  R')  dirigés  conforménnent  aux  indications  du  croquis. 

Légende  :  (/x,  bord  inférieur  de  la  feuille  ;  d\i,  grand  axe  de  la  feuille  ; 
de  —  .^'■'"  ;     cd  =  2r)>^'™  ;     ca  =  7''"'. 

(i»'"  ]u\n,  lin  7  /».  Il  1 1  /».) 


ô'^ 


<c 


Calcul. 
1950.  —  Application  de  la  règle  à  calcul  à  la  loncLioii     //  = 


oii  X  représente  le  liipport  de  l'arc 


sin  X 
au  rayon. 

1"  Dresser   une  table  de  la  (onction  en   faisant  croître  x  de  0  à  100  grades  par  échelons  de  10  grades. 
2"  P^ournir  un  moyen  d'étendre  l'usage  de  la  table  en  dehors  de  ses  limitas  et   calculer  la  table  auxiliaire 
nécessaire  a  cet  elfet. 

3"  Application  :  Calculci-  //  pour  un  arc  de  542  grades,  au  moyen  des  deux  tables  construites. 

(i""  juin,  lie  .'>  h.  à  0  h.) 

Physique. 
\.  —  !,e  microscope. 
II.   -  1951  ('). 

Chimie. 

I.  —  Le  fluor;  préparation,  propriétés. 

II.  —  1952.  Etant  donné  un  échantillon  de  triclilorure  de  phosphore  impur  et  sachant  que  cet  état  est 
dû  à  la  |)résence,  dans  l'échantillon,  de  tO  pour  100  d'unesulistance  étrangère  unique,  constituée  par  un  composé 
binaire  chloré,  on  demande  de  déterminer  la  nature  de  celle  impureté  d'après  les  consid<M-ations  suivantes  : 

a)  Une  certaine  quantité  de  l'échantillon,  mise  en  contact  avec  une  proportion  d'eau  sufiisante,  s'y  dissout 
totalement  et  la  solution  pi'écipite  en  ja.nie  quand  on  la  traite  par  l'hydrogène  sulfure. 

b)  Le  liquide  provenant  de  la  réaction  de  l'eau  est  cliautl'ê  à  l'ébullition  avec  de  l'acide  azoticjue  et  neu- 
tralisé ensuite  au  moyen  du  carbonate  de  sodium  ;  lévaporation  à  sec  fournit  un  résidu  blanc.  Quand  on 
mélange  ce  résidu  avec  du  charbon  et  ((u'on  chauffe  le  tout  dans  un  tube  à  essais,  à  une  température  voisine 
du  rouge,  on  observe  qu'il  se  sublime,  sur  les  parois  du  tube,  un  corps  gris  à  éclat  métallique.  Ce  corps  gris 
possède  la  propriété  de  se  dissoudre  dans  les  hypochlorites  alcalins. 

Après  avoir  déduit  de  ces  observations  la  nature  de  l'impureté,  on  en  indiquera  la  formule  et  calculera  son 
poids  moléculaire,  en  tenant  compte  de  ce  fait  que  la  densité  de  vapeur  du  produit  impur,  indépendante  de  la 
température,  est  égale  à  4,88.  On  déduira  ensuite  de  ce  poids  moléculaire  le  poids  atomique  de  l'élément 
combiné  au  chlore  dans  l'impureté.  Connaissant  ces  résultats,  on  procédera  alors,  avec  le  mélange,  aux  deux 
opérations  suivantes  : 

A)  On  prend  10«  du  chlorure  impur  et  on  les  met  en  présence  de  chlore  gazeux  parfaitement  sec,  de  façon 
à  en  réaliser  la  saturation  complète. 


0)  Voir  l'énoncé  et  la  solution  de  cette  question,  p.  249  du  pn^sent  numéro. 
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H)  On  prend  ;i  nouveau  une  certaine  iiuantilô  de  chlorure  impur  que  l'on  traite  par  de  leau  ;  pui>,  à  la 
solution  ainsi  obtenue  on  ajoute  du  chlorate  de  potassium  en  quantité  suffisante  pour  produire  une  réaction 
complète. 

Indiquer  : 

1"  Le  poids  du  produit  résultant  de  l'action  du  chlore,  sans  tenir  compte  du  ga/.  qui  pourrait  être  retenu 
autrement  qu'à  l'état  de  cofnbinaisori  (opcraiion  A)  ; 

2"  \ji  nature,  des  substances  en  solution  a  [très  l'ac'tion  du  chlorate  de  potassium  (opération  H). 

Poids  atomiques  :     Cl  =  35,î)  ;     P  =  31. 

N.-H.  —  Il  ne  sera  pas  tenu  compte  du  résultat  relatif  à  la  détermination  du  poids  moléculaire  de  l'im- 
pureté pour  les  candidats  qui  ne  donneraient  pas,  sur  leurs  copies,  la  suite  des  calculs  qui  y  conduisent  (^). 

(31  mai,  de  2  h.  a  4  h.) 


DEUXIÈME    PARTIE 


GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


1915.  —  i.'nvel()/pe  des  paraboles  de  directrice  fixe  dont  le  foyer  décrit  une  droite  ou  uu  cercle. 

1°  Cas  d'viie  droite.  —  Soient  x  =  0  l'équalion  de  la  droite  que  décrit  le  loyer,  et 
xcos  0  +  j/ sin  0  =  0  l'équation  de  la  directrice  fixe.  L'équation  de  toute  parabole  satisfaisant  aux 
conditions  do  renoncé  est  (x — '^f-^{y  —  ^f  =  (a;  ces  0  h- y  sin  0)^,  où  a,  ^  sont  les  coordonnées 
du  foyer,  et,  comme     a  =  0,     on  peut  écrire 

(l)  x'^-h  {y  —  ji)'-^  =  (a;cosO  +  y  sin  0)% 

P  est  l'arbitraire.  Dérivant  par  rapport  à  ^,  on  a 

m  2(.V  -  P)  =  0. 

Eliminant  '^  entre  (1)  et  (2),  on  a  l'équation  de  l'enveloppe  chercbée  : 

X-  =  {x  cos  'J  -h  ?/  sin  0)=* 
ou  (x'^  —  j/^)  sin'''  6  —  2a:t/  sin  0  cos  fi  =  0, 

(x^  —  y-)  sin  0  —  'ixy  cos  0=0. 
L'enveloppe  se  compose  de  deux  droites  rectangulaires  passant  par  l'origine. 

Solution  gkométrique.  —  Toutes  ces  paraboles  sont  semblables  et  ont  méu)0  direrliou  d"a\es,  donc  elles 
sont  homothétiques,  et  elles  sont  homotbétiques  par  rapport  à  un  point  de  la  ligne  des 
foyers.  Elles  le  sont  aussi  par  rapi>orl  à  un  point  de  la  ligne  des  sonunets.  «>r  il  est 
évident  que  ce  lieu  des  sommets,  qui  est  le  lion  des  milieux  de  droites  telles  que  KM. 
passe  par  l'origine.  Donc  l'origine  est  le  centre  d'homothetie  et  les  deux  tangentes 
commîmes  à  toutes  les  paraboles  passent  par  (>.  Donc  l'enveloppo  est  bien  formée  de 
■j)\  deux  droites  et  ces  droites  sont  rectaugulaiic>«,  carie  point  <>  <^st  sur  la  directrice 
commune  à  toutes  les  paraboles. 

2°  Cas  d'un  cercle.  —  Nous  prenons  l'origine  au  ctMitie  cl  l'axe   Oi/  parallèle 
à  la  direcirico.  L'écjuation  des  paraboles  est  alors  de  la  forme 
[X  —  r  cos  o)'-  -\-  (y  —  r  sin  i)"  =  {x  —  pf, 
x-  -f- 1/'  -h  r-  —  2r(x  cos  o  -+-  y  sin  o)  =  (j*  —  p)*. 
Kn  dérivant  par  rapport  ;i  y.   <>u  a 

2r(  —  .r  sin  o  4-  y  cos  9)  -^  0. 
En  isolant  dans  la  proniiere  équation  l(>s  termes  eu  y,  élevant  au  cirr.'  le>  il.'ux  équations  el  ajou- 
tant, on  a  4r-(x»  -+-  ;/••)  =  (|/»  -H  r"  -i-  "ipx  —  py. 


(')  Voir,  p.  23i>  de  ce  nuiui-io,  une  reuiarque  sui  ( elle  (|Ui'slioii. 
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C'est  l'équation  de  l'enveloppe. 

Cette  courbe  semble  être  une  quarlique  ayant  ses  directions  asymptoliques  parallèles  à  Ox.  Mais 
il  est  facile  de  voir  qu'elle  se  décompose  en  deux  paraboles.  En  etfet  revenons  aux  équations 

2r(a;  cos  ç -\-  ij  sin  o )  =  x'^  -\-  y^  -+-  r^  —  {x  —  py,  2r(—  .t  sin  'f  -h  iy  cos  -^)  =  0, 

et  ajoutons-les  après  les  avoir  élevées  au  carré  ;  nous  aurons 

4r^{x^  H-  î/2)  =  [x'^  -hy^  -\-  r^  — (x  —  P)^y, 
équation  qui  peut  s'écrire 

(.x^  -+-  j/2  —  r2)2  —  2{x  —  pf{x^  +  y'  +  r^)  -h  (x  —  p)'  =  0, 
puis  {x-  4-  y2  _  r'^yi  _  2(.r  —  py[x^  -h  y-  —  r^)  +  (.r  —  pf  ~  4r2(ar  —  pf  =0. 

On  a  alors  une  différence  de  deux  carrés  qui  se  décompose  immédiatement  en  un  produit  de  deux 
lacteurs. 

.1.  ()TTE^HK1MER  et  P.  CIIANGEY. 

Solution  géométrique.  —  Proposon.s-nous  dcî  cliercluT  le  point  caractéristique  d'une  parabole  ayant  une 
directrice  fixe  (D)  et  dont  le  foyer  V  décrit  une  courbe  (C).  Soit  F'  une  position  du  foyer  voisine  de  F,  .M  un 
point  commun  aux  paraboles  de  foyers    F    et    F',  Ion  a 

(1)  MP  =  MF  =  MF'. 

donc  le  point  M  est  sur  la  perpendiculaire  au  milieu  de  FF'.  Le  point  caractcrisliiiue  d'une  parabole  se  trouve 
donc  sur  la  normale  au  lieu  (C   au  foyer  correspondant. 


Supposons  que  (C)  soit  une  droite.  — Des  égalités  ())  on  conclut  que  l'onvoloppe  cliorchéesccoiupose  des 

bissectrices  de  l'angle  des  droites  (C)  et  D. 

Supposons  que  (C)  soit  un  cercle. — Soit  0  le  centre  :  à  uii  point  F  con-espondent  deux  points  M.  M'  départ 

et  d'autre  de  F,  dont  l'un  M  est  à  l'extérieur  du  cercle.  Ucmarqiioiis  qiip,  d'après  (1),  on  a 

OM  =  ()F  4-  MP, 

OM'  =  I  MT'  —  OF  I 

(OM'  =  iM'P'  —  OF     si  le  cercle  ne  coupe  pas  la  directrice  ;     OM'  =  OF  —  M  P      s'il  la  coupe;. 

Traçons  deux  droites  Di,  D2  à  !a  distance  OF  de  la  directrice  donnée  :  l'enveloppe  se  compose  des  paraboles 

de  foyer  0  et  de  directrices  Di.  D^. 

\\.  |)ONTOT,  élève  de  lécole  .Normale  supérieure. 

Bonnes  solutions  analytiques   de  MM.  .1.    Soi  dajgné  :  A   Courtois;    L.   Naucelle  :  Jamuebt:    K.-N.    FiABisiEN  :    G.   Lacii  : 
L.  Prhuin  ;  Guili.ermk  ;  L.  Simon,  a  Fourmies  ;  J.  Giii.i-ai'me  ;  M.  Nicolas;  A.  Nécrb. 
lionnes  solutions  grom(''triques  de  MM.  Markscalchi  ;  \.    Rousskao. 


CONCUL  HS  DE  lUI 


ECOLE  CENTRALE 


Mathématiques . 
I.  —  1953.  Poulie  fixe  avec  frottement. 

On  néglige  les  poids  et  les  épaisseurs  de  la  poulie  et  de   la  corde    et  on  admet  que  la  corde  ne  peut  pas 
glisser  sur  la  poulie.  La  puissance  P  et  la  résistance  U  s'exercent  suivant  la  corde  tatugentielleuient  à  la  poulie 
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et  sont  supposées  verticales.  Soit  R  le  rayon  de  la  poulie  circulaire,  R'  le  rayon  de  l'ouverture  centrale  circu- 
laire ou  œil  de  la  poulie,  a  l'angle  de  frottement  de  la  poulie  sur  l'axe  fixe  qui  est  un  cylindre  de  révolution 
horizontal  de  rayon  moindre  que  celui  de  lOt'il. 

l'our  ime  même  valeur  de  Q,  on  demande  de  donner,  sans  démonstration  : 

1»  Iv'expression  de  la  valeur  P'  de  P  qui  correspond  à  létat  d'équilibre-limite  oii  la  poulie  est  sur  le  point 
de  tourner  dans  le  sens  de  P  ; 

2°  L'expression  de  la  valeur  P"  de  P  qui  correspond  k  l'état  d'équilibre-limite  oii  la  poulie  est  sur  le  point 
de  tourner  dans  le  sens  de  Q. 

Application  numérique.  —  On  donne     R  =  22,5,       R'  =  4,5     en  centimètres, 

P'  =  2,057,     P"  =  1,377     en  kilogrammes. 

Calculer  la  résistance  Q  et  l'angle  a  de  frottement. 

II.  —  1954.  On  considère  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox  et  0?/,  un  point  P  mobile  sur  Oj- 
d'abscisse  a  et  un  point  Q  mobile  sur  Oy  d'ordonnée  [i  et  tels  que  :  a  +  â  =  2a,  «  étant  une  longueur 
positive  donnée. 

|o  Sur  PQ  comme  diagonale  on  construit  le  carré  PRQS,  monder  que  l'un  des  sommets  R  reste  Hxe  et 
trouver  le  lieu  du  (luatrième  sommet  S. 

2»  Par  le  point  S  on  mène  la  parallèle  à  la  droite  dont  l'éciuation  est  t/  —  .'■  =  0,  elle  rencontre  la  droite 
PQ  en  un  point  M. 

Trouver,  reconnaître  et  construire  le  lieu  (G)  de  M  et  démontrer  qu'il  est  tangent  à  la  droite  PQ  au  point  .^j. 

Z<^  Sachant  que  le  vecteur-vitesse  de  M  sur  (G)  est  la  projection  orthogonale  du  vecteur  MR  sur  la  droite 
PQ,  trouver  l'équation  du  mouvement  de  chacun  des  points  P  et  Q  et  discuter  le  mouvement  de  M  sur  (G).  On 
supposera  iiu'k  l'origine  du  temps,  le  point  Q  est  à  l'origine  0  des  coordonnées. 

4"  Par  l'origine  0  des  coordonnées  on  mène  le  vecteur  OM'  équipollent  au  vecteur-vitesse  de  M.  Trouver. 

reconnaître  et  construire  le  lieu  du  point  M'.  Trouver  le  lieu  de  V,  extrémité  du  vecteur-vitesse  -M'Y  de  M'  et 

en  déduire  une  construction  géométrique  du  vecteur-accélération  de  M. 

\14  juin,  de  7  II.  a  1 1  h.) 

Trigonomctrie. 

1955.  —  On  considère  un  trapèze  ABCD  rectangle  en  A  et  en  D  ;  soit  E  le  point  de  rencontre  des  côtés 
AD  et  B('.  On  désigne  par  x  l'angle  CED,  par  a  la  longueur  BC  et  par  d  la  lon- 
gueur DE. 

1»  Evaluer  la  longueur  de  la  diagonale  AC  en  fonction  de  a,  d,  x  et  étudier  la 
variation  de  cette  longueur  AC  quand  a-  varie,  les  longueurs  a  et  d  restant 
constantes. 

2o  Déterminer  l'angle  x,  connaissant  les  trois  longueurs 
BC  =  a,  DE  =  <l,  AC  =  b. 

Discuter,  indi(|uer  dans  quels  cas  ce  problème  est  possible  et  combien  il  a  do  s((luliuns. 

Calcul. 

1956.  —  Cah^uler,  soit  en  grndes.  soit  en  degrés,  l'angle  ./•,  l'angle  i/  et  l'angle  :,  compris  tous  les  trois 
entre  zéro  et  deux  angles  droits  qui  vérifient  les  étiuations  : 

v/3 


3  /   3162r)  ,„  2  + v/3 


sin  2x 


1957. 


tv^ 

à'       K' 

c 

/i.rjcm 

b'       II' 

a'  «m: 

>J' 

a 

b 

c 

d 

[1.5  juin,  tlf  ?  h.  /    'J  II  r>  h.   //?.) 
Epure. 

Pas  de  titre  extérieur.  Titre  intérieur:  Ombres. 

Cadre  27'"i  sur  4:.^iii.  i,a  ligne  de  terre  jri/  (en  noir)  est  à  H'"'  au-dessnus  du  petit  axe 
du  f^adre. 
xuj=toy,         (oa' =  4c'",5,         a'a=IOc'i>,         a'6' =  6i'"',         aV  =  12''".         d'-/'  =  1S'"'",S. 

l'n  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  dont  l'axe  est  vertical  a  pour  oenlro  le 
point  r.  c'  ;  le  rayon  du  cercle  de  gorge  a  lcni,s  et  les  génératrices  reolilignes  font  avec 
le  i)lan  horizontal  un  angle  de  t>fl». 

Il  est  limité  ;iu\  tieux  plans  liori/.ontaiix  k    et   II. 

On  déterminera  la  sphère  inscrite  dans  l'hyperboloide  lo  long  tlu  parallèle  silue 
dans    le   phiu   horizontal    K'.    On    ne    considérera   que    l.i    partie  de    cetio    sphère  siliie»» 


an-dessiis  du   |)l.in    l\'. 
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Le  plan  H'  coupe  l'hyperboloïde  suivant  un  cercle  par  lequel  passe  un  paraboloïde  de  révolution,  dont  le 
somnnetest  a,  a'.  On  considère  seulement  la  portion  située  au-dessous  du  plan  H'. 

Les  trois  corps  précédents  forment  un  solide  dont  on  demande  les  projections  ;  on  trouvera  ensuite  les 
ombres  propres  et  portées  sur  les  deux  plans  de  projection, les  rayons  lumineux  étant  parallèlesk  la  droite  L,L'. 

Les  contours  d'ombres  ([ui  existent  vus  et  cachés  seront  tracés  à  l'encre  noire  ou  à  l'encre  bleue;  on  mettra 
des  hachures  sur  les  surfaces  vues  qui  sont  dans  l'ombre  ;  la  distance  de  deux  hachures  consécutives  ne  sera 
pas  la  même  dans  l'ombre  propre  et  dans  l'ombre  portée. 

Nota.  —  Les  constructions  seront  faites  à  l'encre  rouge,  traits  pleins  plutôt  fins.  On  déterminera  les  points 
et  les  tangentes  remarquables.  Les  tangentes  seront  dessinées  en  traits  rouges  un  peu  plus  accentués  aux  envi- 
rons des  points  de  contact  (flèches  inutiles). 

{15  juin,  de  7  h.  a  11  h.) 

Physique. 

1.  —  Détermination  d  une  densité  de  vapeur  par  la  méthode  de  Dumas. 

H.  —  1958.  JJans  une  première  approximation  on   a  calculé  la  densité  dune   vapeur  sans  tenir  compte 

d'une  bulle  d'air  observée  lors  du  jaugeage  du  ballon  etlon  a  trouvé  le  nombre.  ...  d'  =  8,730. 

Calculer  la  densité  exacte  connaissant,  le  volume  Vo  à  zéro  du  ballon V,,  =  324'■"^ 

Son  coefficient  de  dilatation /;  =  0,000029, 

La  température  T  et  la  pression  H  sous  lesquelles  il  a  été  fermé T  =  300°,    H  =  753, 

Le  coeflicient  de  dilatation  des  fjaz a  =  0,00367, 

Le  volume     u  =  2"=™^     de  la  bulle  dair  mesuré  à  la  température l\  =.  16°, 

sous  la  pression Hi  =  752. 

Etablir  la  formul(>  algébrique  avant  tout  calcul. 

Chimie. 
I.  —  L'acide  cyanhydrique. 

IL  —  1959.  A.  Quatre  opérations  distinctes  sont  laites  avec  le  chlorure  d'ammouiiim  pur  et  sec  {.sel  ammo- 
niac, chlorhydrate  d'ammoniaque)  en  vue  de  préparer  1  litre  de  chacun  de.s  gaz  suivants  : 

1"  L'an)moniac  ; 

2o  L'acide  chlorhydriciuc  ; 

3»  Le  chlore  ; 

4»  L'hydrogène. 

On  demande  d'indiquer  les  réactions,  de  les  fornniicr  et  de  calculer  le  poids  de  sel  ammoniac  employé 
pour  chacune  des  préparations. 

H.  —  Dire  comment  on  pourrait,  dans  une  opération  unique,  mettre  simultanément  en  liberté  le  chlore 
et  l'azote  contenus  dans  le  chlorure  d'ammonium.  Formuler  la  réaction  proposée  et  calculer  le  volume  de 
chacun  des  deux  gaz  obtenus  en  décomposant  i  gramme  de  sel. 

C.  —  Indiquer  quelles  expériences  il  faudrait  faire  pour  reconstituer  le  sel  ammoniac  en  parlant  successi- 
vement de  chacun  des  quatre  gaz  préparés  en  A. 

Ecrire  seulement  les  réactions  proposées  sans  fane  de  ealculs. 

On  supposera  que  les  réactions  sont  complètes  et  qu'il  n'y  a  pas  de  pertes. 

On  ne  fera  pas  les  corrections  de  température  et  de  pression. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiciues. 

(l-I  juiit,  de  2  h.  1/2  à  5  h.  1/2.) 


B*R-LE-DCC.    —   IMP.    COMTK-JACOUBT. 


J.e  Hédacieur-ijerant  :  H.  VUIBERT. 
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SUR  LES  COURBES  TRIANGULAIRES  {Fin). 

par  M.  G.  Valiron,  professeur  au  lycée  de  Besançon. 


Cubiques  à  point  double  et  leurs  polaires  réciproques.  —  Les  cubiques  à  [.oint  dou- 
ble ont  une  équation  de  la  forme 

JL  JL  -L 

(aP)'  -t-(6Q)  '  H-(cR)  '  =  0, 

P  =  0,     Q  =  0,     R  =  0     étant  les  équations  des  côtés  du  triang:le  formé  par  les  tangentes  d'indexion. 
On  voit  qu'elles  peuvent  être  considérées  comme  les  polaires  (trilinéaires)  de  la  conique 

{a?y  -h(6Q)"^  -H(cR)~=  0 

inscrite  dans  le  triangle  formé  par  les  tangentes  d'inflexion,  le  point  de  Brianchon  du  triangle  étant  le 
point  double  de  la  cubique. 

On  pourra  des  propriétés  simples  d'une  cubique  à  point  double  déduire  des  propriétés  des  coniques 
du  réseau  taugentiel 

ah  c  , 

Le  théorème  général  sur  la  courbure  donne  ici  le  théorème  suivant  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  cubique  à  pouil  double  est  égal  et  de  sens  contraire  au  triple 
du  rayon  de  courbure  de  la  conique  circonscrite  au  triangle  formé  par  les  tangentes  d'inflexion  et  qui  est 
tangente  à  la  cubique  en  ce  point. 

On  pourra  également  considérer  les  coniques  conjuguées  à  ce  triangle. 

En  particulier,  l'on  aura  la  construction  du  centre  de  courbure  en  un  point  de  Vantipodaire  d'une 
parabole  par  rapport  au  foyer.  I^es  courbes  de  troisième  classe  à  tangente  double  donneront  lieu  à  des 
propositions  analogues.  Ces  courbes  pourront  être  considérées  comme  la  polaire  (rilinéaire  négative 
d'une  conique  passant  par  les  trois  points  de  rebroussement  et  dont  la  droite  di'  Pascal  du  triangle  fornii^ 
par  ces  trois  points  est  la  tangente  double. 

L'équation  de  ces  courbes  de  troisième  classe  par  rapport  au  tnanule  lorm»'  par  les  points  de 
rebroussement  est  de  la  forme 


(Tf-(^v^(iV=o. 


\jV  tlii'orènie  sur  la  courbure  est  douf  le  suivant  : 

Le  rai/on  de  roiir/nirr  ru  im  poitii  d'mie  inurhi-  de  troisième  classe  à  tangente  double  est  les    ■— -    de 

relui  de  la  i-onii/iii'  rirronscrilc  an  Iriani/lr  di's  pmnls  de  rehroussrvient  qui  Itti  est  tangente  en  ce  point, 
V.n  parti'iiliiM-  i>ii  retrouvera  la  lonstruction  du  centu'  d-' (Murbure  de  la  rnrdioide. 
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Courbes  triangulaires  de  deuxième  espèce.  —Considérons  les  courbes (')  doot  l'équa- 
tion est  de  la  forme  aP^^Q'-h  |2iR''^+''  =  0, 
P  =  0,     Q=0,     R  =  0     étant  les  côtés  du  triangle  de  référence.  Par  un  point   il  passe  une  seule 

de  ces  courbes  tangente  à  une  droite  donnée,  car    —    et    ^     sont  alors  déterminés. 

-j  a 

Ces  courbes  ont  une  définition  géométrique  simple  : 

Le  rapport  anharinonique  de  la  tangente  en  un  point  noec  les  droites  joignant  ce  point  aux  sommets  du 
triangle  de  référence  est  cmstnnt. 

En  effet,  au  point  Po,  Qo,  Ro  la  tangente  a  pour  équation 

comme  on  le  voit  en  se  servant  de  la  relation     al'i^O,', -t- SRjf ^'  =  0  ;     les  coefficients  de      — ,   ?  

"  "  \\      Q„       Ro 

ne  dépendant  que  de  \x  et  v,  la  propriété  est  étal)lie. 

Inversement,  l'équation  générale  des  courbes  jouissant  de  celte  propriété  est  bien  l'équation  précé- 
dente, comme  on  le  constate  facilement.  Ceci  posé,  je  démontre  la  proposition  suivante  : 

G  étant  une  courbe  triangulaire  de  deuxième  e^^pèce,  le  rayon  de  courbure  en  l'un  de  ses  points  est  égal 
à  p^(l  —  (j.),  P|j,  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  de  première  espèce  de  degré  \l  qui  lui  est  tan- 
gente en  ce  point. 

En  effet  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

jjtlog  P-t-  V  log  Q  —  (,a  -+-  •')  log  R  =  K. 
Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  au  point  considéré,  et  pour  axe  des  g  la  norraaip,  et  soit 

P  =  ax  -^-  by -\-  c,  . . . 

ax  -f-  hy  (ax  H-  by)* 


On  aura 


log  P  =  logc-h 


le   développement  étant  valable  dans  le  voisinage  de     x  =  0,     y  =  0.     Pour  logQ  et  log  R,  on  a  des 
expressions  analogues.  On  a  alors  les  deux  relations 

.u  log  C  -h  V  log  c'  —  (|Ji  -t-  v)  log  C"  =  K, 


(i) 


a  a'  ^  a 

jjL ^  V  _  (^u  -h  V       -^    =    0, 

c  C  C 


(jui  expriment  le  contact  en  0  à  Oc.  Quant  au  rayon  de  courbure  il  est  égal  à — i     A-  désignant  le 


coefficient  de  y  dans  l'équation  de  la  courbe,  li  celui  de    —  •     On  a  ici 

(2) 


k  —  (X  -4- V  —  _(fx-i-v)-— , 


a-  a-  X    ^ 

k 
On  peut  éliminer  [j.  et  v  entre  les  équations  (1)  et  (2),  ce  qui  donnera  la  valeur  de    —  ;    on  a  ainsi 


a 

a 

a          a 

0 

c 

~v 

c'         c" 

h 

1/ 

/y      b" 

k 

c 

c" 

c'        c" 

a2 

a"-' 

a"        a"2 

—  h 

c- 

C"2 

c''^         c"' 

=  0. 


(*)  Ces  courbes  et  la  relation  de  courbure  établie  plus  loin  sont  citées  par  M    Jamel. 
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il  est  loisible  d'écrire  ce  déterminant  sous  les  formes  suivantes: 


1 

a" 

b" 


0 


a" 

El 

c" 


a 

? 

n"2 


"2 


0,       puis 


1 

a" 

7 


^    -    -    k 


a"- 
7^ 


71-  -^ 


=  0      et 


c  t'  c"  0 

a  a'  a"  0 

fj  h'  h'  k 

c  c  c' 


=  0. 


En  comparant  ce  déterminant  au  déterminant  (6j  trouvé  dans  l'étude  des  courbes  de  première 
espèce,  on  voit  que  l'on  aura 


/c 


i^), 


J^^   p^,  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  de  première  espèce  de  degré  .u  tan- 
gente à  l'origine.  Le  théorème  est  donc  établi. 
Cas  pakticllieks.  —  Prenons  les  cubiques 

aP2Q  _  R:i  =  Q. 

Elles  admettent  pourpoint  de  rebroussement  le  sommet  B  opposé  k  n  =  u, 
la  tangente  étant  P  =  0,  et  le  sommet  A  opposé  à  P  =  0  pour  point 
d'inflexion,  la  tangente  étant  (J  =  0;  on  sait  qu'une  telle  cubique  est  une 
cissoïde  de  conique,  la  droite  étant  tangente  k  la  conique.  Si  l'on  déûnit  ainsi 
la  courbe  on  sait  construire  le  triangle  ABC,  et  l'on  voit  que  : 

Le  raijon  de  courbure  en  un  point  sera  le  double  de  celui  de  lu  conique  circon- 
scrite au  triangle  ABC  et  tangente  à  la  courbe  en  ce  point. 

Si  l'un  des  côtés  est  à  l'infini,  on  pourra  prendre  une  conitjue  conjuguée. 
Nous  aurons  alors     p  =  —  p2  : 

Le  centre  de  courbure  sera  symétrique  de  celui  de  la  conique  conjuguée  par  rapport  au  pied  de  la 

normale. 

On   construira  ainsi  immédiatement  le  centre  de  courbure  en   un  point  des  couibes      py-  =  x' 

(parabole semi-cubique, développée  de  parabole  j/'  =  ipx): 
p'^y  =  x^     (parabole  cubi(|ue)  ;     jj/*  =  p^     [qui  se  déduit 

de  la  parabole     .v  =  y/'i/j     par  la  liansfoiination     i/,  =  — 

étudiée  par  M.  Valensi  (Keviie  de  Spéciales)]. 

pour  la  cissoïde  de  Dioclès,  le  triangle  est  formé  par 
Ox,  Oy  et  l'asymptote.  Les  conicjues  conjuguées  ont  l'un 
de  leurs  axes  suivant  O.r,  celle  (jui  est  tangente  à  MT  en   M 

a  donc  [uvjr  conlri'  le  point   ('   de  O.r  tel  que 

(3t  .  cF=  cô.  cÂ", 

point  (|ue  l'on  sait  construire,  le  centre  de  courbure  do 
celte  conique  est  alors  le  point  y.  «'elui  de  la  cissoïde  e.«il  lo 
syinélii(|ue  (!•'  y  par  rapport  i\    .\L 

l'.nlin     on     voit    qm*     l'on     a    une     consiruclion     du 
ra\on     de     courlum'      à     toutes     les     courbes       y  =  Aj* 
(pit'l  (jne  soit  a   ^en  C(u)rdonnees  icclangulaire-^). 
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Généralisation.  — Soient     Ui  =  0,     Uj  =  0,     U3  =  0     les  équations  de  trois  courbes   que  je 
supposerai  telles  que  les  trois  formes  polaires 

V20  =  ^u;^„  -^  yU^yo  -+-  2U'2=«. 

sont  en  général  distinctes  (ce  qui  revient  à  supposer  le  déterminant  fonctionnel  de  U1U2U3  non  identi- 
quement nul,  c'est-à-dire  que  l'on  n'a  pas  de  relation  telle  que  aU,  ■+-  ^Uj-t-yUj  ^  0).  Ceci  revient 
à  dire  que  les  trois  courbes  délinissent  un  réseau.  Considérons  alors  les  courbes    G^    dont  l'équation  est 

aU^  -h  ^U^-  -h  yUI  =  0, 
a,  ^,  Y  étant  des  constantes.  On  verra  immédiatement  que  par  un  point    A    il  passe  une  seule  courbe   Cj^ 
tangente  à  une  droite  D  en  ce  point.  Cherchons  les  relations  entre  les  courbures  des  dilTérentes  courbes 
C^.  tangentes  en  A  à  la  droite  D.  En  prenant  AD  pour  Ox  et  la  perpendiculaire  pour    Oi/,  on  sait  que  le 

A-                                                                                             X» 
rayon  de  courbure  sera  le  quotient  —  du  coefficient  /.■  de  y,  par  le  coefficient  h  de —     dans  le 

développement  en  série  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  dans  le  voisinage  de       x  =  0. 

Soit 

U|  ^  a  -I-  a'x  -h  a"y  -+-  a"'x^  -h    •  -, 

U2  ^  ûi  H-  a\x  -t-  a',']y  -1-  a'"x-  -I-  ■  •  , 

U3  ^  02  -+-  o'iX  -~  't".,y  -H  rt'2'x*  -h  •  •  • . 

Les  trois  nombres     a,   a,,   ^/,     ne  sont  pas  tous  nuls  si  le  point    A    n'est  pas  commun   aux    trois 

courbes.  Exprimons  la  condition  de  contact  ;  on  a 

aa^  -I-  ^af  4-  Y  a'^  =  0, 

et  de  plus 


2/1  =  tira(a'^-'a"'-4--i: 
En  éliminant  a,  p,  /,  l'on  a 
a' 
an' 


I 


a^fl\ 


a, a 


i"i 


ai 


—  1 


n'i-     n^a. 


t^-l     ., 


0 

n 

k 
\^ 

2h 


a,- 


=  0. 


D'où 


i-  =  A=.V^B, 


A  et  B  étant  indépendants  de  jjl.   Par  conséquent  : 

Si  ion  considère  trois  courbes  C,  .  Cpi^    Cj^^    tangentes  en  un  point  A,   tes  rayons  de  courbure  en  ce  point 
vérifient  la  relation 

^  .,  1 


ou 


t^.T  ?S  V-\ 


\h  —  l-i? 


=  0. 
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On  verra  par  des  calculs  analogues  que  les  courbes  Co  dont  l'équalion  est 

U^UjU^-^  =  k 
et  qui  sont  telles  qu'une  seule  est  tangente  à  une  droite  D  en  un  point  donné,  doivent  être  considérées 
comme  correspondant  à     jjl  =  0. 

En  particulier  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  C^^^  est  conjugué  harmonique  du  point  d'incidence 
par  rapport  aux  centres  de  courbure  des  courbes  C^  _,^  C^  ^,  qui  lui  sont  tangentes. 

Applications.  —  I.  Prenons  U,  =  x-  -^-y-.  Us  =  x,  U3  =  ?/.  On  aura  pour  C,  les  cercles  pas- 
sant par  l'origine,  pour  C_,  les  strophoïdes  tangentes   aux  axes  à  l'origine.  Si  l'on  considère  alors  les 

lemniscales     {x^-\-  y'^f  =  Ixy     (dont  le  rayon  de  courbure  est  en  un  point  les  Ç-  de  celui  du  cercle  C, 

o 
qui  lui  est  tangent  en  ce  point) on  aura  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  lemniscale,  la  strophoide  qui  wlinet   même  point  double  et  mêmes   lançienles  en  ce 

point  et  qui  lui  est  tangente  en  un  point    M  a  pour  rayon  de  courbure  en  ce  point    M    les   —  de  celui  de  lu 

8 
lem.niscate . 

On  aura  de  môme  une  relation  entre  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  rosace  à  quatre  branches 
{x^-h  y^y  =  kx^y^    et  ceux  de  la  strophoide  C„,  et  du  cercle  C,  qui  lui  sont  tangents  en  ce  point. 

11.  — Considérons  les  courbes  C^  dont  l'équation  bipolaire  est  pi^ -h /lo''^  =  k\  les  courbes  C,  sont 
des  ovales  de  Descartes,  les  courbes  Co  des  cercles  dont  le  centre  est  sur  Ox.  Si  o,,  ost  le  rayon  de  cour- 
bure d'une  courbe  C,;,  en  un  point,  p,  celui  do  l'ovale  de  Descartes  qui  lui  est  tangente  en  ce  point,  d 
la  portion  de  normale  comprise  entre  le  point  d'incidence  et  l'axe,  on  a  la  relation 

P;j.  ?1  d- 

Remarque.  —  Lorsqu'on  suppose  que     Ui  =  0,     U2  =  0,     U3  =  0     sont  des  droites,  on  a     p,  =  x 
et  la  relation  générale  devient,  en  prenant     ijlj  =  1, 

IJlo    \  1    jJl, 


0., 


=  0, 


rH-2 

c'est-à-dire  Pj,(l  —  ^)  =  C" 


SLK  LES  SUHFACKS  OlI  ONT  IN  A.\i:    lEIlNAlUI-: 
par  M.  Ch.  Bioche. 


I  On  (lit  (|u'uno  figure  admet  pour  axe  ternaire  uiw  droite  .A  lorsiiu'une  rnlatiun  de  ——  autour  île 

A  amène  la  ligure  à  coïncider  avec  elle-même. 

II  est  facile  de  voir  (|ue  les  points,  dont  les  coordonnées  sont 

(«,  ^  y).  (ï,  ^,  W.  (?.  ï,  ^), 

(c'est-à-dire  s'obtiennent  en  permutant  circulairement  »in  système  de  trois  noniluo    se   in'rmut<nt    les 

-~ 
uns  dans  les  autres  i)ar  une  rotation  de  — —  autour  delà  droite     x  =  t/  :=  2,     car  cette  rotation  n'\i«Mit 

à  une  permutation  des  axes  de  coordonnées.  Il  résulte  inunédiatemenl  de  là  que  lu  condition  necesâaire 
et  sullisante  pour  (ju'une  surface  admette  comme  axe  tcrnain»  la  droite  x  =  y  =  z  est  (\\w  l'équation 
de  cette  surface  ne  change  pas  lorsqu'on  y  permute  circulairement  j-,   7   et  :. 

En  particulier  cela  a  lien  lorscpie  re(|iiation  l'st  synoti  i(|Ui'  par  i:ipporl  à  .r.  i/   et  ;,  c'esl-a-dire  si 
la  surface  admet  pour  plans  de  symétrie  les  plans 

j/  =  ;,  z  =  X,  j-  =  y. 
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2.  Pour  étudier  une  surface  ayant  comme  axe  ternaire  la  droite 

X  =  Il  =  z, 

il  est  commode  de  faire  un  changement  de  coordonnées  de  façon  que  l'axe  ternaire  soit  un  axe  de 
coordonnées,  l'axe  des  Z  [)ar  exemple,  et  si  on  prend  des  coordonnées  semi-polaires  »■,  6,  Z  on  aura 
en  évidence  les  équations  des  sections  par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  et  celles  des  sections  pas- 
sant par  l'axe. 

On  peut  obtenir  facilement  les  lornmles  de  transformation  au  moyen  de  quelques  remarques 
simples.  De  plus  le  calcul  qui  conduit  à  l'équation  transformée  se  fait  sans  difficultés  si  on  remarque 
que  tout  polynôme  F(x,  y,  z)  se  conservant  par  une  permutation  circulaire  de  x,  y,  z  est  une  fonction 
des  expressions 

x^- ?/  +  :;,  x-'-hy^  +  z\  xtjz,  (y —  z){z— x){x —y). 

3.  Formules  de  iransformahon  de  coordonnées.  —  Soit  M  un  point  ayant  pour  coordonnées  {x,  y,  z) 

dans  le  système  primitif  et  (X,  Y,  Z)  dans  le  système  où  OZ  serait  l'axe 
ternaire;  le  plan  mené  par  M  perpendiculairement  à  l'axe  ternaire  coupe  les 
axes  du  système  primitif  en  A,  B,  C.  Soient  P,  Q.  Il  les  projections  de  M 
sur  les  côtés  du  triangle  ARC  et  S  sa  projection  sur  xOy.  On  a 

:  =  MRsinMRS=  MU\/y- 

On  aurait  de  môme 


A  ^ 


=  MQ\/|- 


.,  =  MP\/-, 

Or,  d;ms  le  plan  ARC,  les  équations  des  côtés  du  triangle    ABC  peuvent 
s'écriie,  en  désignant  par  a  l'angle  du  nouveau  plan  des  YZ  avec  le  plan     7  =  z, 

\  cos  a  -h  Y  sin  a  —  >,  =  0, 

X  cos  (  a  -•-  —   1  -+-  ^   sin  (  a  -H  —  I  —  A  =  0, 

A- 


Xcos  (  a  +  — ^  j  -(-  Vsin  (a-h-;^  )  —  ).  =  0, 


À  étant  le  rayon  du  ceicle  inscrit  dans  le  triangle  ABC.  Le  plan  de  ce  triangle  étant  aune  distance  Z  de 
l'origine,  on  trouve  facilement  que  les  c«)tés  du  triangle  ont  pour  longueur  Zy/r.  et  on  en  iléduit 


On  a  alors 


»  =  /# 


MP  =  ±     Xcosa-+- Ysi 


„,-zf] 


Pour  (|ue  iMP,  et   [)ar  suite  .r,  soit  du  signe  de  Z  lorsque     X  =  V  =  0,     il  faut  prendri'  le  signe      — 
devant  la  parenthèse  ;  on  a  donc 


-v/e- 


cos  et  —  Y  sin  a 


Or  si  un  prend  les  coordonnées  r,  0,  Z  en  posant 

\  =  r  cos  0,  Y 


rsin 


on  a 


/ 


^r  z 


r  cos  ('1  — 
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de  même 


=  \/|[7i-'™'("-"-x)]- 


4.  Expression  de  F(x,  y,  z),  lorsque  F  est  un  polynôme  se  conservant  par  permulation  circulaire  de 
.X-,  y,  z.  —  F(.r,  ?/,  z)  est,  une  somme  de  termes  de  la  forme  Ax^'y^z''  ;  cherchons  quels  termes  on 
obtient  par  permulation  circulaire. 

1"  Si     a  =  ^  =  Y     on  n'a  qu'un  terme  h{xijz)''. 

2°  Si     P  =  ■'(    on  a  des  termes  dont  la  somme  peut  s'écrire 

Axhfz^{x''-^  H-  y'-^  H-  z'"-^)  ou  Aa:-=',iy^z^(a;^-='  -h  y»-»  -h  z°-') 

suivant  l'ordre  de   a  et  de   p.   Dans  les  deux  cas  on  a  une  fonction  symétrique,  donc  exprimable  en 

fonction  entière  de 

.r  H-  y  -h  3,  yz  -h-zx  -+■  xy,  xyz, 

ou,  comme 

(x  -\-  y  -\-  zY  —  (x^  -h  v^  -+-  2^) 
yz-i-zx-^  xy  =  ^ ^ '—^ -, 

en  fonction  entière  de 

a-'H-j/H-z,  x^-hy^-\-z^,  xyz. 

3°  Si  a,  jî,  Y  sont  différents,  supposons  pour  fixer  les  idées    a  <^  ^  <  y    et  posons 

P  =  a  H-  p,  Y  =  *  +  9- 

Les  termes  déduits  par  permutation  circulaire  de  Ax'^y^^z'^  donneront  la  somme 

kx''y^z^{yH'i  H-  z^x'i  H-  x^'y''). 
La  parenthèse  n'est  plus  une  fonction  symétrique,  mais 

{tjPz'l  -\-  ZPXI  -h  .XPZ«)  H-  (t/«Z''  H-  Z«X''  H-  XH^') 

est  une  fonction  symétrique  et 

(yPz*  +z^'x'i  H-  a:''z9)  —  {xjHi'  -f-  z^x^  H-  x'zp) 
est  divisible  par     (j/  —  z)(z  —  x){x  —  y),     le  quotient  étant  une  fonction  symétrique  entière. 

Donc  chacune  des  parenthèses  s'exprime  en  fonction  entière  des  expressions  élémentaires  qu.'  j'ai 
énumérées,  et  on  peut  écrire 

F(x,y,  z)  =  f\x-hy-h  z,     x^-hy^-hz\     xyz,     {y  —  z){z  —  x){x  —  y)]. 

5.  On  obtient  facilement 

x-hy-hz  =  Zv/S,  x»  -h  1/'  +  -'  =  ^'  +  Y«  -h  Z». 

Ces  résultats  sont  d'ailleurs  évidents,  si  on  remarque  qu  il  sullit  d'égaler  les  expressions  des  dis- 
tances de  M  à  l'origine  ou  au  plan  mené  par  ce  point  perpendiculairement  à  l'axe  ternaire  pour  les 
obtenir  immédiatement. 

Si  on  remarque  que      cos  (0  —  a),      cos(0  — a—  ^j,     cos(o  — a —  )       sont  les  racines   de 

l'équation  (|ui  donne   cos  o  (piand     cos  3o  =  cos  ;i(0  —  a),     on  oblitMit  facilement 

"•'^^  =  373 1 V  - -r  ='- -  T  ^^^ '^^^  -  ^  T 

Kn  rcmarcpjant  lie  mciiie  ((lie  les  expressions  de  ,'/  —  :,  '  —  ■''■,  ^  —  ?/  conliemuMil  -in  ^6  -a), 
sm  (0  —  a —  1,     sin  (  0  -  a ;—  1     dont  le  produit  est 

[y-  :)(:_x)(x-./)  =  -+- ^r' sin  3^0  -  a). 


on  a 
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6.  Surfaces  du  troisième  ordre  à  axe  ternaire.  —  Comme  application  je  considérerai  l'équation  géné- 
rale des  surfaces  du  troisième  ordre  à  axe  ternaire,  ce  qui  va  nae  conduire  à  un  résultat  intéressant. 
L'équation  générale  de  ces  surfaces,  lorsque     x  =  rj  =  z     est  l'axe  ternaire,  est 

k{.T-Jry  -hzY-hB{x-hy  -^z){x^-^y^-+-z^)-hCxyz-+-  D{y  —  z)(z  -  x  )(x  —y) 

-^E(x-^y-\-z?^  H(x-^^i/î+z2^^K(j;_^y^;)  ^  0, 

si  on  prend  l'origine  sur  la  surface;  l'équation  transformée  en  /•,  0  et  Z  est,  si  on  fait     a  =  0^ 

3Av/3Z^  +  Bs/3Z(Z^  +  r2)+|^c[-^Z^--^Zr^-^cos30J^D^r3sin36 

4-  3EZ2  4-  H(Z'  -h  r')  +  Ky/SZ  =  0 . 

Le  coefficient  de  /•^  seul  terme  dans  lequel  ligure  6,  est  de  la  forme 

Mcos36  +  Nsin30. 
N 
Si  on  pose     Ig  =•  —  -rr  '     ^^  coefficient  s  écrit 
M 

M 

cos(3e  -  o), 


COSç> 

desorleqiie  sion  |)Osait     0  =  i» -\- ^      l'équation  ne  contiendrait  to  (jue  par    cos3w.    Elle  ne  changerait 

o 
donc  pas  si  on  changeait   w    en      —  «o  ;      autrement  dit  le  plan  correspondant  à      0  =  -+-^       est  un 

plan  de  symétrie.    11  en  est  de  même  de  ceux  qui  correspondent  à     ^*  =  :r  -*- -:t-        ^^     ^>  =  'T~^~^' 

Donc  si  une  surface  du  (roisième  ordre  admet  un  are  ternaire  elle  admet  trois  plans  de  symétrie. 

Pour  uno  surl'iice  du  (luatrième  ordre  on  obtit^ndrait  des  termes  en  r'Z  et  en  r'  ayant  des  coelfi- 
cienls  de  la  forme  M  cos  30 -+-  Nsin30. 

On  ne  pouirait  pas  en  général  ramener  ces  coefficients  à  la  forme  monôme.  De  sorte  que  la  surface 
n'a  pas  en  général  de  plans  de  symétrie  ;  il  est  facile  de  voir  que  chaque  section  par  un  plan  perpendi- 
culaiie  à  l'axe  ternaire  a  trois  axes  de  symétrie,  mais  ces  axes  tournent  lors(^ue  le  plan  se  déplace. 

7.  Courbes  gauches  à  axe  ternaire.  —  Il  est. facile  d'obtenir  des  courbes  gauches  admettant  pour  axe 
ternaire  la  droite     x  =  y  =  z  ;     il  suffit  de  prendre  les  équations 

x  =  E[tgej,  ?/  =  f|  tg(^0+l)j,  :  =K[^tg(^0+  ^)J. 

En  particulier  on  peut  obtenir  des  cubiques  gauches,  par  exemple  la  cubique 

x  =  tgO,  ,y  =  tg(^o-+--iy  :  =  tg(e4--Ç.y 

Les  expressions  de  x,  y,  z  étant  les  racines  de  l'équation  (jui  fournit  tg  0  quand  on  connaît  lg30, 
on  en  conclut  facilement  que  ces  coordonnées  vérifi»M»t  les  équations 

3xyz  -h  [X  -h  y  -h  :)  =  0,  yz  -^-  zx  -i-  jry  -i-  3  =  0. 

L'intersection  des  deux  surfaces  représentées  parées  dernières  équations  se  compose  de  la  cubique 
précédemment  indiquée,  et  de  la  cubi(iue 

X=tgO,  y  =  tg(0^^^,  ;  =  tg(^0-4-y 

symétrique  de  la  première  par  rapport  ;\  chacun  des  plans 

xj  —  z,  z  =  X,  x  =  y. 
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1910.  —  Calculer  avec  G  décimales  exactes  la  racine  réelle  de  l'équation     2x-'  -r- lOx  —  1=0. 

iNous  nous  rendons  compte  à  l'aide  du  théorème  de  Descartes  que  l'équation  donnée  n'admet  qu'une 
racine  réelle  et  que  cette  racine  est  positive. 

D'autre  part,  cette  racine  est  comprise  entre  0  et  1,  car  nous  avons     f'O)  =  —  l-<0     et     f\)—i\. 

Nous  avons  aussi  /"(O,!)  =  0,00002  >  0, 

ce  qui  nous  montre  que  la  racine  est  comprise  entre  0  et  0.1. 

Appliquons  la  méthode  de  Newton.  Nous  avons 

f'{x)  =  lOx^  +  10  et  f\v)  =  !kQx\ 

La  dérivée  seconde  étant  positive  dans  tout  l'intervalle  considéré,  la  méthode  s'applique  avec  cer- 
titude au  nombre  0,1,  car  nous  avons    /'(0,1)  >  0. 

Nous  i)ouvons  écrire 

d'où  o^l-M^lll  =  0,1-0,0000019  =  0,0999981     à    -i-  par  excès. 

/  (.0,1)  10^ 

Nous  obtenons  ainsi  une  valeur  approchée  par  excès  de  la  racine  cherchée. 

Cherchons  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise.  Le  maximum  de  la  dérivée  seconde  dans 

l'intervalle  considéré  est  obtenu  pour    x  =  0,1     et  a  pour  valeur  0,0i. 

Nous  obtenons  donc  comme  limite  supérieure 

0,1  était  donc  une  valeur  de  x  approchée  par  excès  à  moins  de 

0,0000020   I   0,00002  <  0,00003 
et,  en  remplaçant  dans  l'inégalité  précédente  0,1  par  0,00003,  nous  obtenons  une  nouvelle  limite  supé- 
rieure de  l'erreur  commise  en  adoptant  pour  x  la  valeur      0,1  —      '      • 

no  A) 

2x10,001  ^  10"  ^  10' 
La  valeur  trouvée  0,099998  est  donc  approchée  à  moins  de 

En  poussant  plus  loin  la  division  donnant    -^77^    nous  trouverions  pour  .r  la  valeur  0,0;M»998002, 
qui  serait  approchée  à  moins  de  .   par  excès. 

1'.  ^AI.LKUO.^,  a  AIL.i. 

Bonnes  solulions  :  MM.  \.  Rousseau,  à  l-'ournes-ea-WeppKS  ;  L.  Simon,  à  Foiirmies:  E.  Cloi'ki.  il  Klins-les  Morragnt' ;  U. 
l'KoiiKKT,  ,1  Viiliy  ;  Tli.  GiHACLT,  il  l'oiticrs ;  L.  Sa.nto.ni.  à  Cliirlres  ;  Jacoubt,  ii  Crciioble;  G.  Lach,  à  Ueiiaiii  :  J.  Soohai..:^*. 
il  Monl-iie-Marsan. 


1911.  —  /:i(nit  donnée  une  fonction  V[x)  représentée  par  une  sénr.      1-\.m  = ; 1 — ; r* 

former  la  série  qui  représente  F'(.r\  la  sommer  et  m  déduire  la  f)>i,-tinn  V(x). 

L'n  tirer  un  déccloppeincnl  du  nombre   —  • 

'Il 


26G  KCULIi   PvATlONALE  SL  PRfilKL'FiE  DES  MINES 

La  série  qui  représente  F'(x)  s'écrit  immédiatement 

F'( J-)  =1  —  x'^  +  X*  —  x^'  ^  x^ 

C'est  une  progression  géométrique  dont  la  raison  e>t     —  x'\     Elle  est  convergente  pour  les  valeurs 
de  X  plus  petites  en  valeur  absolue  que  1. 

1 

Nous  avons  alors  i''(jc)  =  -, -r- 

1  -t-  x- 

Si  nous  intégrons  les  deux  membres  de  l'égalité,  nous  obtenons 

F(j")  =  arclg.r, 

la  constante  d'intégration  étant  nulle,  puisque,  pour     ./•  =  0,     nous  avons     F{x)  =  0     et     arc  tg  x  =  0. 
Nous  avons  donc  ainsi 

X         x^        -r^        x' 
arctg.  =  ---  +  -^--    ••    . 

pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre     — 1     et  1. 

Pour     .1-  =  I,     la  série  devient         1 f -..- 

3         5         7 

Nous  savons  cpie  cette  série  alternée,  dont  les  ternies  vont  en  diminuant  en  valeur   absolue,  le  n° 

terme  ayant  pour  limite  0,  est  convergente.  Sa  valeur  est,  d'après  le  tliéorome  d'Abel,  égale  à  la  limite 

vers  laquelle  tend  la  somme  de  la  sérii^  précédente  quand  x  tend  vers  i. 

Nous  avons  donc,  en  remarquant  que     arc  tu  I  =  -  » 

I         i 


1  =  '-:, 


V.  SAI.EERON,  a  Albi. 


Bonnes  solutions  :  MM.  J.  SoiinMGNK;  Th.  Oirmjlt,  à  Poitiiirs  :  E.  Clouez  ;  H.  KhoiiK'it,  à  Vicliy  ;  J.  Oftenheimbr,  à  Nancy  ; 
("i.  Lacii  ;  Jacouet.  à  Grenoble;  Giiii.i.k.hme  ;  A.  Coumois,  Seilan  ;  L.  Santo.m,  à  Chartres  ;  Amblard,  à  Knines;  G.  Goillaume  ; 
L.  Simon,  à  Kouniiies  :  A.   Rousskau. 


1912.  —  h'nveloppc  cl  trajectoires   orthof/0)iil''s  tics  ])nrahn[es  qui  nnt  mnne  axe  et   rvrinc  dircclrirc. 

L'équation  d'une  parabobi  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet  est     »/^  =  ipr,     p  pou- 
vant être  positif  ou  négalil",  suivant  que  la  parabole  est  située  du  ci')lé  des    x  positifs  ou  négatifs. 
I  p  I    est  le  paramètre  de  la  courbe. 

Dans  les  deux  cas  la  directrice  a  pour  équation     r  =  —   —  •      ()n  en  déduit  aisément  l'éfiualion  de 

la  parabole  par  rapport  à  sun  axe  et  i\  sa  directrice  : 

(1)  rf  =  tp(^r  -  ï^)   =  ^.px-p\ 

Enveloppe  des  paraht)ies.  —  Si  nous  dérivons  les  deux  membres  [)ar  rapport  à  p  nous  obtenons 

^2x — 'Ip  =  0,  d'où  p  z=  X, 

cl,  en  portant  celte  valeur  dans  l'équation  (1), 

y-  =  -^i'  — j-2  =  x', 
équation  qui  représente  les  deux  bissectrices  des  axes  de  coordonnées. 
C'est  l'enveloppe  demandée. 

Trajectoires  orthogonales  des  paraboles.  —  L'équation  diiïérentielle  des  paraboles  considérées  s'oblient 
en  éliminant  p  entre  (1)  et  l'équation  obtenue  en  différenliant  les  deux  membres  de  (l),  soit 

2ydy  =  Ipdx,  d'où  p  =  yy' . 
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L'équation  différentielle  est  par  suite 

y'-  =2xyy'  —  i/y'-. 

Nous  obtenons  l'équalion  dinérenlielle  des  trajectoires  orthogonales  en  substituant  dans  cette  der- 
nière équation     j     iï  ?y'.    Nous  obtenons  alors 

y-ij'-  -h  'ixyy'  W--  j/-  =  0,  ou  y(yy'- -^'ixy'  -\-y)  =  D. 

Ea  droite     y  =  0,     soit  OX,  est  une  trajectoire  orthogonale  évidente  des  paraboles  considérées.  Il 

reste  à  intégrer  l'équation  diflerentielle 

yy'^-h'ixy'  +  y  =  U, 

Nous  en  tirons 

—  x  ~t—  Jx^ V*  

y'  =  ^—  ou  yy'  -^-  x  ±  \U^  —  y-  =  0. 

C'est  une  équation  homogène  en  x  et  7. 

r.  V  j  j  j  '^V  du 

Posons      -^  =  71     ou     y  =  ux,     du  =  udx  ^xau,      —--  =  u  -hx-r—- 
X  dx  dx 

L'équation  précédente  devient 

du  — I  rh  Ji  —  n^  dx  — udu 

u  -\-  X  -  —  =  ou 


dx  n  X  i  -H  M-  rt  sj\  —  u- 

Posons  v/l  —  M-  =  u     ou     I  — u-  =  y^     et     — ^udu  =  'ivdo. 

Nous  avons  aussi  1  -f-  «^  =  2  —  v-. 

L'équation  différentielle  devient  alors 

dx  vdv 

X 

qui  se  décompose  en  ces  deux  équations 

/    dx 

X 

dx 


2- 

—  U2± 

—  vdo 

V 

«2 

+  u  - 
—  vdo 

2 

X  î'    —  V  —  z 

1°  Résolvons  d'abord  la  première.  Nous  avon=  : 

1)2  _^  V  _  2  =  (y  _  l)(y  +  2)  et  ~  '^ 


d'où 


y2-^-y_2  3(u-l)        3(y-^2) 

dx  I         dv  2     rf" 

.;•     ~    :J   *   1  —  u         3    r  +-  J. 


X  1 

ef,  en  intégraii',     L  — -  = t-L(1  — i;)(y  1-2)-,      C    étant   une  constante   arbitraire  positive  si   .r   est 

positif  et  négative  si    .r    es^l  m'-galif  ;  d'où     xy{l  —  «)(u-f-2)^  =  C     et     .r'(I  —  vVv-^i)^  =  C. 

2"  La  deuxième  équation  différentielle  nous  donne,  après  intégration,  en  opérant  d'un-  manière 
identique,  .rV(i;  -t-  1X2  — v)*'  =  C  ou  j^'^-^  *)(-  -  ^0'  =  f"''- 

Nous  devons  remarquer  que  dans  l'éléxaliou  au  cube  nou'?  n'introduirons  aucune  autre  branche 
réelle  de  couibe. 

/  '/■■ 

Si  nous  roinplarons  /'  par     \'l  —  u-      ou     V/  I ^-      nous  obtenons 

ou  encore,  après  réduction  des  ternies  sfmblabh's. 

v/i»    -If  (.r-  —  (/«)  =  xf.r'  +-  3»/")  —  C  '  .'t  v'x*  -y*(.T*  —  y»)  =  C»  —  .r(T*  -f  3y»^, 
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équations  qui  se  Irouvent  réunies  dans  l'équation  unique 

(.x2  _  ,y2)3  =  r.rf.r-  4-  3y^)  —  C']K, 
qui  s'écrit  encore 

(I)  if'  -h  (Sxhj'  -+-  y'^{9x'  —  GC'x)  —  2Clr^  -+-  C^  =  0. 

Cette  équation  représente  les  trajectoires  orthogonales  dans  la  région  des  r  positifs,  si  C  est  positif 
et  dans  la  région  des  r  négatifs  si  C  est  négatif.  Cela  provient  de  l'intégration  précédente  et  se  trouvera 
d'ailleurs  vérifié  dans  la  discussion  qui  suit. 

Les  courbes  représentées  par  cette  équation  sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  Ox  et  do  plus 
admettent  cet  axe  comme  asymptote.  C'est  d'ailleurs  la  seule.  La  courbe  rencontre  l'axe  Or  à  distance 

Q 

finie  au  point  d'abscisse  déterminée  par  l'équation     2C'x^  =  C^     c'est-à-dire     r  =  — ^. 

Posons     7/2=:;:     l'équation  précédente  devient 

(II)  :r  +  Gxh'-  +  z{9x''  —  fiC^r)  -  2G"a  '  -f-  C«  =  0 . 

Pour  étudier  les  racines  réelles  de  l'équation  en  y  (I;,  il  nous  suffira  d'étudier  les  racines  positives 
de  l'équation  en  :;  (II). 

Nous  supposerons  pendant  la  discussion  L^-0.  On  pourrait  même  faire  C—  1.  puisque  tou- 
tes les  courbes  sont  homothétiques  par  rapport  au  point  0.  Le  coefficient  du  terme  du  premier  degré  en 

'^  /"2  C 

z  s'annule  pour     x  =  \/  —  C     el  le  terme  indépendant  pour     .r  =  y—  • 

Nous  voyons  ([ue  pour  x  ■  \_  0  le  nombre  des  variations  des  termes  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (11)  est  nulle,  ce  qui  nous  montre  que  l'équation  (1)  n'admet  pas  de  racines  réelles  pour  x  <  U 
(avec     C>  0),     résultat  que  nous  avions  indiqué  précédemment. 

Pour  X  compris  entre  0  et  -j-^^  le  premier  membre  présente  deux  variations  ce  qui  indique  0  ou 
2  racines  positives. 

C  '  l'i 

Pour  X  compris  entre    j—  et   \/— C,    le  premier  membre  présente  une  variation,  ce  qui   indique 
V  2  '     .) 

une  racine  positive. 


Ilenest  demêmepour  x  supérieure   y  -ô-f"'- 


Reprenons  la  discussion  pour  le  cas  où  x  est  compris  entre    0  el     — ^  •     A  cet  effet  prenons  l'équa- 


\  - 


tion  dérivée  de  (II)  ;-  +  kx-z  4-  3r'  —  2C='j-  =  0. 


Ses  racines  sont    ;  =  —  S.r^  it  v/ij*  —  3ar*  -h  2C'j.-  =:  — 2x'-  i  /r*  -h  aCx  ;    l'une  est  toujours  néga- 


tive,  l'autre  est  positive  si     2^^^  <<  v.r*  -h  2C^x     ou     x  <  y  -- 

Dans  l'intervalle  considéré  nous  avons  donc  toujours  une  racine  positive,  :■,. 

Remarquons  que  pour     ;  =  0     [x   étant  compris  dans  l'intervalle  considéré),   le  premier  membre 
est  positif  ;  il  en  est  de  même  pour     :  =  oc  . 

Pour  distinguer  les  valeurs  de  x   qui  donnent  j)our  :  deux  valeurs  positives  de  celles  qui  n'en  don 
nent  aucune,  il  nous  suffira  d'étudier  le  signe  que  prend  le  premier  membre  de  (II)  pour     ;  =  :,. 

Nous  obtenons,  après  simpliticalions, 

—  six'  -f-  2C^'a;(2G^J.-'*  -+-  \ÇJ•x^  —  2.r«  -h  lOC^^'  +  C''. 

3         '  T  ^        /    i 

quantité  qui   s'annule   poui'      x  =  v/~r^'       '^"'  ^'^^  positive  pour       ^  ^-  \     T^'      et  négative  pour 

X>\JU. 
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Nous  en  déduisons  que,  pour  .ï  variant  de  0  à   \  /  —  G,     l'équation  (II)  n'a  aucune  racine  positive 

\     A 

7T  '■  /T 

et  que,  pour  .r  compris  entre  %  /  —G     et   *  /   -G,    elle  en  possède  deux.  De  plus  nous  voyons  que  la 
valeur   \/ —  C    pour  x  donne  pour  z  une  racine  double  égale  à      ("JTT  )    •    La  valeur  correspondante 

3      /  — 

de  y  est  \/  T^' 

Nous  pouvons  résumer  la  discussion  de  l'équation  (II  j  dans  le  tableau  suivant  : 

0        </^^-     \/h 


Valeurs  de  .t     —  x 
Nombre   de   racines    positives 
pour  : 


raciiii'  (iouhlo 

Nous  pouvons  maintenant  tracer  les  courbes  représentatives  de  l'équation  (I)  c'est-à-dire  les  tra- 
jectoires orthogonales  demandées. 

Les  deux  courbes  sont  symétriques 
par  rapport  à  Oj/,  celle  de  droite  (C  >  0) 
correspond  à  p>  0  daris  l'équation  des 
paraboles,  celle  de  gauche  (C  <  0)  à 
p<0 

Les  points  H  et  G  sont  des  points  île 
rebroussement  de  première  espèce,  dont 
la  tangente  est  perpendiculaire  aux  bis- 
sectrices des  angles  des  axes  de  coordon- 
nées. On  pourrait  le  montrer  par  le  calcul.  Nous  avons  déjà  vu  que  ce  sont  des  points  do  rebrousse- 
ment. De  plus  la  parabole  passant  par  le  point  B  est  tangente  en  B  à  son  enveloppe,  qui  se  compose 
de  la  droite  OB  et  de  la  droite  OG*,  bissectrices  des  axes  de  coordonnées.  Les  trajectoires  devant  èlre 
normales  à  la  parabole  ont  pour  tangentes  aux  points  de  rebroussement  des  perpendiculaires  aux  mêmes 
bissectrices.  V.  SALLKRON,  à  Albi. 

Bonnes  .solutions  :  MM.  .1.  SounAir.NK  ;  G.   Lach.  î\  Rodez  ;  L.  Santonm  ;  Glili.xumk  ;  !..  Simon.  ;\  Konrniies  :  J.  OTTEMiEimn; 
A.  INégrk;  A.IUmjsska»),  à  Fourncs-en-\Voppe  ;  (î.  Foucrv,  à  Reims. 
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Les  dr 


(l'inltTseclion    des   a 


oites  {ab,a'h')  et  (cd,  c'd')  sont  1rs  nxes  de  deux  cylindres  de  n^volution  .\  et  B  ayant  resfxc- 
tivement  pour  diamètres  '.H)  mètres  et  SO  mètres .  La  droite  {ef,  e'f)  est  t'axe  d'u»  càm  dr 
révolution  dont  le  sommet  est  silur  sur  la  surface  du  cylindre  \\  (d  i/aitche  de  cd,  c'<f).  t> 
cône  est  en  outre  bilanyent  au  cylindre  A. 

1»  Représenter  la  portion  du  ci'me  comprise  entre  les  deux  cylindres  supposés  enlevés. 

2"  Construire  le  drr^.loppement  dr  la  surface  lati'rale  de  cette  portion  du  cône. 

Le  cylindre  U  a  pour  contour  apparent  vertical  sa  section  droite  dont  le  contre  est  r' et 

pour  contour  apparent  horizontal  les  deux  genoralrices  du  plan  diamétral  horir.ontal.  Le 

cvliiuire  A  a  pour  contour  apparent  hori/oiilal  Icsdoux  génératrices  du  plandiamolral  liori- 

/.oiilal  et  pour  contour  apparent  vertical  les  deux  génératrices  du  plan  uicridien  de  fronl. 

l'our  obtenir  le  cAne  de  révolution  dont  nous  connaissons  l'axe  et  le  sonmiot,  il  suftit 

d'inscrire  tlans  le  cylindre  A  auipiel  il  est  bitangent  la  sphère  qui  a  pour  contre  lo  point 

\t>s   des   deux  surfaces,   soit  -j'.   Le  C(^ne  sera  circonscrit  à  colle  sphère,  ol  par  suilo  nous 
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aurons  ses  contours  apparents  en  menant  par  s  et  par  s'  les  tangentes  aux  contours  apparents  de  même  nom  d( 
cette  sphère. 

Le  cône  coupe  le  cylindre  A  auquel  il  est  bitangent  suivant  deux  courbes,  planes,  et  comme  les  deux  sur- 


:  f-: 


'    fe-'-'- -?>..;   ^       ' 


1    //     /     w    \ 


:i —     ■     -  -  -  -  A    I,    /  ;■  I       \^t>'i-^  -^-I  \  ii'i  I    'iv 


Échelle  :  — 


faces  ont  pour  plan  de  symétrie  commun  le  plan  de  front  qui  contient  leurs  axes,  les  plans  de  section  sont  de 
front  et  la  projection  verticale  de  l'intersection  se  compose  des  deux  droites  g'h'  et  l'k'.  On  voit  immédiate- 
ment queles  courbes  sont  deux  ellipses  dont  l'un  des  axes,  égal  au  rayon  du  cylindre,  se  projette  horizontalement 
en  vraie  grandeur  sur  une  droite  de  bout  ;  l'autre,  dilTérent  dans  les  deux  ellipses,  a  pour  projection  horizontale 
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gh  pour  l'une  et  kl  pour  l'autre.  On  peut  donc  construire  chaque  ellipse.  On  obtient  sur  chacune  d'elles  les 
points  où  elle  touche  le  contour  apparent  horizontal  du  cône  en  prenant  la  projection  verticale  n'  du  point  où 
la  génératrice  de  contour  ajtparent  horizontal  traverse  l'équateur  de  la  sphère  inscrite,  ce  qui  donne  s'n',  et 
par  suite  les  points  v',  et  v.^  qui  se  projettent  en  vi  et  vo.  Les  deux  ellipses  se  coupent  aux  points  u  où  s'arrête 
la  portion  qui  limite  la  surface  demandée  dans  l'énoncé. 

Le  cône  coupe  le  cylindre  B  suivant  une  courbe  qui  se  projette  verticalement  suivant  l'arc  de  circonférence 
p'q.  On  en  déduit  la  projection  horizontale  par  points.  A  cet  effet  nous  pouvons  donner  au  cône  une  base  plane 
se  projetant  horizontalement  suivant  la  circonférence  ab,  c'est  l'une  des  courbes  communes  au  cône  et  au 
cylindre  vertical  cirrouscrit  k  la  même  sphère.  On  peut  alors  aisément  déterminer  la  projection  horizontale 
d'une  génératrice  quelcontiue  s\i,  s'\>.'  par  exemple,  et  rappeler  sur  cotte  génératrice  le  point  d'intersection  m, 
m'  dont  on  a  la  projection  verticale. 

On  a  ainsi  par  points  toute  la  projection  horizontale  de  rinterseclion. 

Développement  de  la  surface  latérale  du  cône.  — Nous  donnerons  pour  base  au  cône  la  section  droite  suivant 
laquelle  il  se  raccorde  avec  la  sphère  aa'.  Rabattons  cette  section  sur  le  plan  de  front  de  son  centre  r'  suivant 
a'v'ii'  et  inscrivons  dans  la  circonférence  un  polygone  régulier  quelconque.  Nous  avons  pris  ici  un  octogone 
dont  il  sulTit  de  prendre  la  moitié,  soit  S-'o'  son  côté.  En  prenant  le  milieu  de  chacun  des  arcs  tels  que  S'o'  on 
a  des  cordes  suffisamment  petites  pour  que  leur  longueur  donne  sensiblement  la  longueur  de  l'arc  sous-tendu. 
Si  maintenant  nous  décrivons  l'arc  de  circonférence  décentre  s  et  de  rayon  s'%'  et  que  nous  prenions  k  partir 
de  a'  huit  arcs  consécutifs  ayant  la  longueur  ainsi  obtenue,  nous  arrivons  en  3,'  et  l'arc  a'â',  donne  la  moitié  du 
développement  de  la  base  du  cône  sur  le  plan  tangent  le  long  de  si'.  Le  plan  de  front  de  l'axe  du  cône  étant 
un  plan  de  symétrie  pour  ce  cône  et  pour  les  deux  cylindre?,  les  courbes  de  section  sont  eiles-mêmes  symé- 
triques par  i-apport  à  ce  plan,  et  leurs  développements  adincltront  s'i',  pour  axe  de  symétrie. 

Nous  développerons  d'abord  les  deux  sections  planes.  Le  point  X',  Àô  de  la  base  du  cône  par  exemple  donnera 
sur  le  développement  la  génératrice  s')\  sur  laquelle  nous  porterons  la  vraie  grandeur  de  la  distance  s'k'  obtenue 
en  amenant  la  génératrice  à  être  de  front.  La  tangente  en  V[  s'obtiendra  en  cherchant  le  point  où  la  tangente  à 
la  courbe  de  l'espace  coupe  la  trace  du  plan  tangent  en  ce  point  sur  le  plan  de  base  du  cône.  A  cet  elVet  prenons 
la  trace  u',  u\  du  plan  sécant  sui-  le  plan  de  base  du  cône  choisi  comme  plan  horizontal  auxiliaire  de  projection, 
et  menons  la  tangente  à  la  base  du  cône  au  pied  Àô  de  la  génératrice  du  point  considéré  ;  elle  coupe  la  trace  du 
plan  sécant  au  point  u\,  qui  est  précisément  la  trace  de  la  tangente  en  X"  sur  le  plan  de  base  du  cône.  La  lon- 
gueur à^mJ,  qui  est  dans  le  plan  tangent  au  cône,  reste  invariable  dans  le  développement,  en  sorte  qu'il  suffit  de 
la  porter  en  k\u'[  sur  la  tangente  au  développement  de  la  base,  et  dans  la  direction  qui  s'éloigne  du  point  a', 
pour  obtenir  le  point  cherché  u'[  et  en  déduire  la  tangente  u"^'[  à  la  développée  au  point  X^. 

La  développée  présente  un  point  d'inflexion,  car  si  on  mène  par  le  sommet  du  cône  la  perpendiculaire  au 
plan  sécant  cette  perpendiculaire  est  extérieure  au  cône;  on  peut  donc  mener  à  la  surface  deux  plans  tangents 
perpendiculaires  au  plan  sécant,  et  obtenir  sur  les  génératrices  de  contact  deux  points  d'inllexion,  symétriques 
d'ailleurs  par  rapporta  s'^p\.  La  construction  de  ces  points  dont  les  génératrices  sont  déterminées  en  menant  par 
0,  0'  les  tangentes  à  la  section  plane  se  fait  comme  celle  d'un  point  ordinaire,  ainsi  que  celle  de  la  tangente 
correspondante.  Nous  avons  donné  sur  l'épure  la  construction  du  point  d'inflexion  situé  sur  la  seconde  "section 
plane  en  prenant  la  trace  de  la  perpendiculaire  au  plan  sécant  siw  le  plan  de  base  du  cône,  soit  -'.  et  en  menant 
la  tangente  zv'.,  à  la  base,  ce  (iiiinous  a  donné  la  génératrice  s'o'  et  par  suite  le  point  d'inllexion  r'  (|ui  se  trouve 
en  v'i  sur  la  développée.  On  obtient  d'ailleurs  la  génératrice  s'v\  qui  y  passe  en  prenant  ladislanee  du  point  r^  au 
sommet  le  plus  voisin  du  polygone  qui  a  servi  à  tromcr  le  développement  et  en  reportant  cette  distance  sur  l'arc 
a'[i',  à  partir  du  point  (jui  correspond  à  ce  sonunel. 

Le  développement  de  la  courbe  d'intcrseclion  du  cône  par  le  cylindre  H  se  fait  exactement  de  la  rot^ino 
manière;  on  porte  à  partir  du  sommet  s'  sur  chaque  génératrice  du  développement  la  vraie  grandeur  delà 
dislance  de  ce  sommet  aux  diUérents  points  de  la  courbe,  et  pour  cela  on  ramène  chai|ue  génératrice  à  élre  de 
front.  On  a  ainsi  obtenu  les  points  o,',  r,','  et  T,'. 

[Bonne  épure  de  M.  ItoiisscAU,  à  Fourucs.] 
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Groupe  I. 

Matliéiititiques. 

1960.  —  On  considère  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  et  la  surface  de  révolution,  appelée  tore,  dont 
l'équation  est  (ï-  +  2/"  +  ^'  +i'  cos'^  0;^  =  U\x'--\-!r-. 

l  étant  un  nombre  positif  et  0  un  angle  aigu. 

1»  On  coupe  le  tore  par  le  plan  z  =  x  tgO.  Former  l'equalion  de  la  section  dans  son  plan  et  veritier  que 
cette  section  se  compose  de  deux  circonférences  c  et  -;,  ayant  leurs  centres  sur  Oy.  Les  projections  de  ces  cir- 
conférences sur  le  plan  xOy  admettent  le  point  O  pour  foyer. 

On  déduit  facilement  de  là  qu'il  existe  sur  le  tore,  à  part  les  parallèles  et  les  méridiens,  deux  systèmes  de 
circonférences  :  les  circonférences  C  et  les  circonférences  p-  Montrer  que  deux  circonférences  d'un  même  sys- 
tème (C  ou  r)  ne  se  coupent  jamais,  que  deux  circonférences  de  systèmes  ditferents  (C  et  F)  ont  toujours 
deux  points  communs. 

2«  Trouver  les  courbes  K  qui  coupent  tous  les  parallèles  du  tore  sous  un  angle  donne  N.  Construire  la  pro- 
jection de  ces  courbes  sur  le  plan  j-Oy,  d'abord  pour  V  =  0,  puis  pour  tgV  =  2  Ig  0.  Comment  peut-on 
déduire  la  seconde  courbe  de  la  première  et,  d'une  manière  plus  générale,  comment  peut-on  construire  point 
par  point  les  courbes  K? 

'.\°  Former  l'é(}ualion  générale  des  sphères  s  passant  par  l'une  des  circonférences  C,  trouver  le  lieu  des 
centres  de  ces  s[)hères  et  montrer  que  chacune  d'elles  contient  aussi  une  circonférence  r. 

Montrer  que  toutes  les  sphères  s  passant  par  un  point  n  passent  aussi  par  un  point  associé  a' . 

4»  On  donne  deux  points  n  et  b  non  situes  sur  le  tore  ;  b  est  différent  de  a  et  de  son  associé  a' .  Soit  C» 
l'une  des  circonférences  C.  Par  C„  et  a  passe  une  sphère  Ao  qui  coupe  le  tore  suivant  une  autre  circonférence 
l'u.  Par  To  et  b  passe  une  sphère  Ho  qui  coupe  le  tore  suivant  une  circonférence  C|.  Par  Ci  et  a  passe  une 
sphère  Ai  qui  coupe  le  tore  suivant  une  circonférence  [i.  Par  Fi  et  b  passe  une  sphère  15,  qui  coupe  le  tore 
suivant  une  circonférence  C>,  et  ainsi  de  suite. 

On  étudiera  dans  deux  cas  particuliers  a  quelle  ct)iMlilion  la  suite  des  circonférences  C„,  Ci,  Co.  .  est  pério- 
dique. 

Supposant  d'abord  a  cl  b  sur  Oz,  on  montrera  que  les  centres  des  splières  A,  et  H,  sont  alors  dans  deux 
plans  dont  on  se  donnera  les  équalicuis  sous  la  forme 

j  =  /  cos  0  tg  a,  c  —  /  cos  0  Ig  i. 

Ouellc  relation  doit-il  y  avoir  entre  a  et  ?  pour  qu-'  C,;,  Ci,  ...,  C„-i  étant  diirérentes,  C„  soit  identique  à 

ts;  a 
C()->  _  Calculer  algébriquement  le  rapport    u  =  — -;-      dans  le  cas  ou    n  =  \0. 

t©  r' 

En  second  lieu,  on  prendra  les  valeurs  suivantes  pour  les  coordonnées  de  a  et  de  ^  : 
«(.<•  =  Z  cos  0  cos  A,     y  =  /  cos  0  sin  A,     :  =  0)  ; 
b  {.r  =  ^cos  0  cos  B,     .'/  =  /  cos  0  sin  15,     ^  =  0). 
Montrer  que  si  Co  est  identique  à    C„    pour  un  choix  particulier  de  Co,   il  en  est  de  même  quelle  que  soit 
Co,  et  trouver  la  relation  de  position  entre  a  et  ^^  pour  laquelle  cette  circonstance  se  produit. 

{Dwée  .  6  heures.) 

Physique. 

1.  —  1961.  10  L'n  système  optique  est  formé  de  deux  lentilles  simples  infiniment  minces,  centrées  sur  le 
même  axe,  séparées  par  la  distance  D  et  ayant  pour  distances  locales  f  et  f.  Calculer  la  distance  focale  du 
système  et  la  position  de  ses  foyers  et  de  ses  plans  principaux. 

Application:     D  =  4  centimètres,    /"=  5  centimètres,    /'  =  3  centimètres. 

Dessiner  la  position  des  éléments  du  système. 

2»  Calculer  la  distance  D  en  fonction  de  /  et  de  /"'  pour  que  la  distance  focale  du  système  demeure  indé- 
pendante de  l'indice  au  voisinage  immédiat  d'une  certaine  couleur,  les  deux  lentilles  étant  faites  avec  le  même 
verre.  Calculer  et  placer  les  éléments  du  système  constitué  par  deu.x  lentilles  identiques,  de  5  centimètres  de 
distance  focale  pour  la  couleur  considérée. 
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3°  Les  lentilles  précédentes  étant  disposées  de  façon  à  remplir  la  condition  demandée,  trouver  la  position 
des  foyers  et  des  plans  principaux  du  système  pour  deux  couleurs  situées  de  part  et  d'autre  de  celle  pour 
laquelle  la  condition  est  réalisée.  Faire  le  calcul  pour  les  couleurs  ayant  pour  indices  1,5124  et  1,5294  ;  l'indice 
1,j200  est  celui  pour  lequel  la  distance  focale  de  chaque  lentille  est  5  centimètres. 

4"  Montrer  que  le  système  ainsi  constitué  ne  donne  pas  d'images  achromatiques.  Calculer  l'écartdes  images. 
correspondant  aux  deux  couleurs  extrêmes  précédentes,  d'un  point  situé  sur  l'axe,  à  2  centimètres  en  avantde 
l'une  des  lentilles. 

50  Indiquer  dans  quelles  conditions  le  système  précédent  peut  être  employé  et  quels  avantages  il  présente 
sur  une  lentille  simple  de  même  puissance  ;  montrer  que  son  défaut  d'achromatisme  n'a  pas  d'importance  sen- 
sible. 

II.  —  Balance.  Mesure  de  la  masse  d'un  corps.  Corrections  à  apporter  ;i  la  mesure  brute  pour  obtenir  une 
valeur  exacte. 

Avec  quelle  précision  faut-il  counaître  les  quantités  qui  interviennent  dansées  corrections  pour  avoir  avec 
certitude  le  chiffre  des  dixièmes  de  milligramme  sur  une  masse  voisine  de  500  grammes,  de  densité  2,50,  les 
poids  de  la  boîte  de  poids  ayant  une  densité  de  21, 45. 

On  n'insistera  pas  sur  la  description  de  la  balance. 

Épure. 

1962.  —  Un  cube  abcda.'^'f'j  a  pour  diagonales  les  droites  aa,  b'i,  cy,  do.  La  diagonale  ai  est  verticale  ;  sa 
longueur  vaut  12  cm.  Sur  l'épure,  elle  se  projette  suivant  le  grand  axe  de  la  feuille  ;  son  extrémité  inférieure 
(a,  a')  est  placée  de  manière  que  aa'  =z  12  cm  et  que  le  point  a  soit  à  12  cm  du  bord  inférieur  du  cadre.  La 
diagonale  ôi  est  de  front,  le  point  b  à  gauche  du  point  ji  et  plus  haut  que  lui.  L'arête  cd  est  en  avant  du 
plan  de  front  aaiji,  le  point  c  à  gauche  du  point  d. 

Cela  posé,  on  considère  : 

1°  Vhyperboloïde  qui  a  pour  directrices  les  trois  droites  bc,  d^,  yo  ; 

2°  Lq paraboloide  qui  a  pour  plan  directeur  le  plan  abcd  et  pour  diroctrices  les  droites  bù  et  '-i. 

On  demande  : 

1°  De  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces  ; 

2"  De  représenter  le  solide  limité  d'une  part  à  ces  deux  surfaces,  d'autre  part  aux  plans  horizontaux  menés 
par  les  extrémités  de  la  diagonale  verticale  du  cube.  L'arête  a^  fait  partie  de  ce  solide  ; 

3"  De  déterminer  les  ombres  produites  sur  la  surface  de  ce  solide  par  des  rayons  lumineux  parallèles  à  la 
droite  ba.  ; 

4°  de  calcul(;r,  à  1™"^  près,  l'aire  do  la  section  faite  dans  ce  solide  par  le  ftlan  hori/onlal  mené  par  le 
point  p. 

Expliquer  succinctement  l'épure. 

Cadre  28x44 cm. 

(21  juillet  191 1.  de  S  h.  à  midi.) 

Groupe  II. 

Phi/sique. 

l.  —  1963.  1"  In  cadre  rectangulaire,  analogue  à  celui  d'un  galvanomètre  h  cadre  mobile,  est  forme  de 
500  tours  de  fil  de  cuivre  d'un  dixième  de  millimelre  de  diamètre.  Il  a  4  centimètres  sur  (1  centimètres.  Il  est 
placé  dans  un  champ  magnétique  uniforme,  de  500  gauss,  dont  la  direction  est  parallèle  à  l'un  dos  rôties.  «",a!cu- 
1er  l'action  à  laquelle  ce  cadre  est  soumis,  quand  on  le  ferme  sur  une  pile  de  résistance  négligeable,  dont  la 
force  élcctro  nioti'ice  est  de  2  volts. 

On  rappelle  (ju'un  fil  de  enivre  de  1  millimètre  (lt>  diamètre  a  uiu'  résistance  de  20  ohms  par  kilumètre. 

2»  Ce  cadre,  place  horizontalement,  est  rendu  solidaire  du  llèau  d'une  balance  dtuit  l«'s  bras  do  levier  onl 
10  centimètres.  Le  champ  magnèti(iue  précédent  est  aussi  horizontal  et  est  perpendiculaire  ;i  l'arèto  du  couteau 
de  la  balance.  L'équilibre  étant  obtenu,  en  l'absence  du  courant,  par  des  poids  places  dans  l'un  des  plateaux, 
de  combien  faut-il  modifier  ces  poids  [)our  maintenir  l'équilibre  quand  on  établit  la  connexion  ontro  le  cadre 
et  la  pile  ? 

Inten.sile  de  la  pesanteur:  '•SO. 

IL  -  Dissolution  des  solides  Indiquer  les  variations  de  propriétés  et  les  propriolés  nouvelle*  que  pre.senle 
la  dissolution  par  rapport  au  dissolvant  pur. 

Comment  ces  variations  et  ces  |M-opriéles  nouvelles  dépendent  elles  de  la  quantité  de  solide  di.ssoule? 
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Chimie. 
Magnésium.  —  Sulfates  doubles  de  la  série  magnésienne.  —  Isomorphisme.  —  Principales  réartions  où  il 
est  fait  usage  du  magnésium  en  chimie  minérale  et  en  chimie  organique. 

[Durée  :  4  heures.) 

Sciences  Xnturelles. 

Les  Diastases.  Leur  rôle  et  leur  importance.  Donner  des  exemples  précis  choisis  aussi  bien  chez  les  Végé- 
taux que  chez  les  Animaux. 

[Durée:  i  heures.) 

Groupes  I  et  II. 

yiulhérnaliques. 
1964.— On  considère  un  pointmatériel  M,  déniasse  m.   sur  lequelun  centre  Hxe  S  exerce  une  attraction  F 
inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance    r  —  SM    (F  = —y 

i°  Indiquer  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  la  vitesse  initiale  pour  que  la  trajectoire  de  M  soit  une  cir- 
conférence C;  on  calculera  la  durée  T  d'une  révolution  complète  on  fonction  de  la  constante  h  et  du  rayon  R 
de  la  circonférence  C. 

20    Ln    autre    point     matériel    .M',    de    masse    m',   décrit    sous   l'action    du    même    centre    de    forces    S 

Maforceétant    F'  =  —  — —  avec  r'  =  SM' j     une  parabole  P  de  paramètre  p.  Calculer  le  temps  employé  par 

M'  pour  décrire  un  arc  AU  de  la  parabole  ;  on   se  donnera  les  angles  a  et  S  de  S.A  et  SH  avec  l'axe  Sj;  de  la 
parabole. 

3o  La  parabole  P  et  la  circonférence  C  étant  supposées  dans  im  mrme  plan,  à  quelle  condition  se  coupent- 
elles  en  deux  points  A  et  H?  Celte  condition  étant  remplie,  calculer  le  temps  T'  pendant  lequel   le  point  M' 

T 

reste  àrinlérieurde  C,  et  étudier  la  variation  du  rapport  —~  quand  le  paramètre  p  varie. 

4°  L'orbite  de  la  terre  étant  supposée  circulaire,  calculer  le  nombre  maximum  de  jours  durant  lesquels  une 
comète,  décrivant  une  orbite  parabolique  dans  le  plan  do  l'orbite  terrestre,  peut  restera  l'intiTieur  de  l'orbite 
terrestre. 

{Durée  :  -i  heures.) 

♦ 

DEUXIÈME    PARTIE 
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1909.  —  {"  Construire  la  courbe  (C)  {axes  rectangulaires) 

{x-  -+-  t/2)-  —  (Jy{x-  —  y'^)  =  0, 
en  déterminer  les  tangentes  doubles  et  l'aire  limitée  par  chacune  de  ses  boucles. 

2°  Un  cercle  passant  par  ()  rencontre  (G)  en  trois  points  à  distance  finie,  autres  que  0  ;  déterminer 
les  régions  du  plan  où  doivent  se  trouver  les  centres  de  ces  cercles,  pour  que  les  trois  points  d'intersection 
soient  réels. 

3"  Lieu  du  milieu  des  cordes  P(J  de  (G)  vues  df  l'origine  sous  un  angle  droit  et  enveloppe  de  ces 
cordes. 

't"  S'iient  OPQR,  un  quadrilatère  dont  les  droil-^s  rectangulaires  OP,  OQ  sont  deux  côtés  consécutifs  : 
en  supposant  que  P  et  Q  décrivent  (C)  et  que  le  quadrilatère  OPQll  reste  semblable  à  lui-même,  on  de- 
mande l'enveloppe  des  côtés  PR,  QR. 

1.  Pour  construire  la  courbe  donnée, il  est  commode  de  prendre  son  équation  en  coordonnées  polai- 
res. On  trouve,  en  posant     X  =  p  cos  tu,     t/  =  psin(o,     l'équation 

p  =^  a  siii  10  cos  2io. 
p  est  une  fonction  continue  de  a.  et  l'on  a 

— p-  =  rt(cos  I.)  cos  2<o  —  2  sinio  sin  2aj)  =  0. 
du) 


géomèïrip:  analytique 


275 


VI 


1 

Cette  dérivée  s'annule  quand     tgw  tg2'o  =  — .. 

Résolvant  cette  équation  en  tgoi,  on  trouve     tgw  = 

Si  l'on  suppose  a>0  on  peut  construire  alors  le  tableau  suivant  où  oj^  représente  la  valeur  de 
o)  correspondant  à  tg  a>  =\  /  —  •  La  symétrie  évidente  de  la  courbe  par  rapport  à  Oj/  nous  dispense 
de  mettre  dans  notre  tableau  des  valeurs  de  w  extérieures  à  l'intervalle   (  0,  -^]  : 


10 

0 

"^0 

T 

2 

p' 

a 

-1- 

0 

— 

0 

p 

0 

/ 

max. 

\ 

0 

\ 

—  a 

On  en  déduit  immédiatement  la  construction  de  la  courbe. 

La  figure  et  l'équation  primitive  montrent  que  cette  courbe  est  unioursale  ; 
elle  est  du  quatrième  ordre  et  possède  un  point  triple  à  l'origine.  Les  tangentes 
—     en  ce  point  sont  Ox  et  les  bissectrices  des  axe.«.  De  plus  la  courbe  est  circulaire 
et  se  compose  dans  sa  partie  réelle  de  trois  boucles. 

Pour  construire  la  courbe  d'une  façon  un  peu  plus  précise,  déterminons-en 
les  tangentes  doubles.  Soient  ux-\-vy-\-a  =  0 

de  telles  droites.  Si  nous  remarquons  qu'on  peut  écrire  les  coordonnées  de  tout 
point  de  la  courbe  : 


at{l  — /») 


y  = 


al%l  -  t^) 


comme  on  le  voit  de  suite  en  posant     y  =  tx,     on  déterminera   u  et  v  en  écrivant  que  léquation  du 

quatrième  degré  en  t,  ux--\-vy  -4-  a  =  0, 

a  deux  racines  doubles,  c'est-à-dire  que  le  polynôme  suivant  en  l,  obtenu  par  la  réduction  liu  [uiMui.  1 

membre,  t'^{l  —  v)  —  uP -\- t%v  +  ±)  1   »/ h-  I , 

est  un  carré  parfait. 

Kn  l'identifiant  avec  une  expression  de  la  forme     (Xr-  -^  (ji/  -f- 1)*     on  obtient  le  système  d'équations 


■^[0.    =     », 


'^X  -+- 1^"'^  =  —  u  -h  2, 


iXix  =  —  », 


X»  =  I  —  y. 


V  =0. 


On  déduit  par  un  calcul  facile  les  quatre  solutions  suivantes  en  u  et  i'  : 
u  =0,  V  =  0  ;  u  =  0.  V  =  —8;  u  =  4,  y  =  0  ;  u  =  —  'i. 

Nous  avons  ainsi  (juatre  tangent<>s  doubles  (jui  sont  : 
1"  La  droite  de  l'infini  (la  courbe  osl  tangeule  à  la  (Iroilc  de  1  iiiliiii  ;ui\  di-ux  points  cycliques^  ;  i" 

la  droite     —  Hy -\- a  =  0     ou     y  = — •     <iui  est  parallèle  à  O»  :   :{     l-'-^  dioiles     -4-  ij- 4- m  =  0.     (|iii 

sont  parallèles  à  Oj/. 

Pour  avoir  les  aires  des  trois  boucles  de  la  courbe,  il  nous  sutlll  de  lu-eudre  dans  di's  limites  conve- 
nables des  iulrgialcs  de  la  forme  :  _ 

I  =  —  I  p'rfm  =  —  i  sin^  01  cos^i«)(/ti). 

Or  on  houvi>  pour  cette  intégral(>  indéfinie  après  rédiirlioii  en  inlé;;rali>s  de  fonctions  cirrulairo^  de 


iiiulliples  de 
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Pour  les  boucles  situées  au-dessus  de  Or,  il  nous  faut  calculer  I  J,  et  Ion  a  pour  aire  de  chacune 


s  =^(3.-8). 


de  ces  boucles  : 

Pour  l'autre  boucle,  nous  avons  la  moitié  de  son  aire  en  calculant  I  _  ;  nous  avons  ainsi 


S'  = 


.>S  =  ^(3.+  8] 


2.  Considérons  le  cercle  pas^sant  par  l'origine 

x'^-\-ij'^  —  ~iiix  —  'Iny  =  0. 
Les  valeurs  de  t  correspondant  à  l'intersection  de  ce  cercle  avec  la  courbe  sont  données  par  l'équa- 


tion en  /, 


a-'i!2(1   —  ^2)2  ^,2/'.^l_^2-^2 


(lt\\     —  t-) 


=  0, 


//l//' 


(1-^  l'-Y  (1^  f')'  (1  -^t^f  {i-h  t-] 

on,    en    éliminant  les  solutions  imaginaires  de   t  qui  correspondent  aux   points  cycliques  (qui  sont 
évidemment  de  l'intersection),  on  a  l'équation  du  troisième  degré 

(n  4-  a)P  -I-  ml-  h-  (rî  —  a)l  -\-  m  =  0. 
Pour  que  cette  équation  ait  ses  trois  racines  réelles  (qtii  correspondent  à  des  points  réels),  il  faut  et 
suflil  que  l'on  ait  l'inégalité  connue 

[(a  -+-  n)m  —  rn(n  —  a)]^  -i-  4r(a  -i-  »)(^  —  ")  "+"  "'^]['«"^  —  ("  —  o)^]  <^  0 
ou  (1)  a27n2-|- [(a  H- n)(a  —  n)  H- ?ft'2'[m' —  (»  —  a)2]  <0. 

Comme  m^n  sont  les  coordonnées  du  centre,  la  courbe  séparatrice  aura  pour  équation  par  rapport 
au  système  d'axes  primitif 

a^x^  -h  [(y  -f-  a){y  —  a)  -+-  .r%t-  —  (y  —  a)- ,  =  0. 
Or  si  nous  transportons  les  axesparallèlement  à  eux-mêmes  au  point     x  =  0,     y  =  n,     l'équation 
devient  a^x-  -+-[(?/ -i-  2o)i/  ■+-  .c^]{j-  —  ?/-)  =  o, 

a-x-  -+-  (x^  -+-  y-  -h  'iay)(x^  —  î/2)  =  0 . 
Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  courbe  représentée  par  cette  équation 
est  une  quartique  circulaire  ayant  à  l'origine   un  point  de   rebroussement 
dont  la  tangente  est   Oy.  Il  y  a  deux  asymptotes  réelles,  les  bissectrices  des 
axes.  On  la  construit  aisément  en  se  servant  du   principe  connu  dit  des  ré- 
gions, et  on  trouve  la  forme  de  courbe  ci-conlre,  symétrique  par  rapport  à  Oy. 
Pour  savoir  (jucUe  est  la  région  du  plan  qui  correspond  à  trois  points 
réels,  substituons  par  exemple  l'origine  primitive  dans  l'inégalité  (1),  où  m,  n 
sont  remplacés  par  x,  y;  nous  trouvons  pour    x  =  0,     y  =  0,     le  signe  — ; 
donc  la  partie  hachurée  est  la  partie  qui  ne  contient  aucun  centre  de  cercle 
satisfaisant  aux  conditions  demandées. 

3.  (Considérons  les  deux  droites  issues  de  l'origine  et  rectangulaires, 

1 

y  ^  tx; 


(/  = X 


elles  coupent  la  courbe  aux  deux  points 


et 


a  ,  1  \ 


al  a 


1+^ 

t- 


[i-^i^y 


y  = 


y  = 


at'(\  —l') 


(l  -+-  f'Y 

■) 

(-^y 

a(I  -<2) 

TTTTt 


Les  valeurs  de  x  sont  les  mêmes  pour  ces  deux  points,  ce  qui  nous  montre  que  les  cordes  vues  du 
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centre  sous  un  angle  droit  sont  parallèles  à  Oy.  Les  coordonnées  du  milieu  de  ces  cordes  P(J  sont  ainsi 

_   at{i—t')  _   —a{i—lY- 

Pour  éliminer  t,  posons     t  =  [g  o  ;     on  a 

atgc^(l-tg»cp)         a                                               —  a(l  — tg*?)2              n 
X  =  — -^-^ „     „       =  —  sm  2o  cos  2o,  y  =  — — ^  f    '    •  = cos-  ^■^. 

En  tirant  de  là  sin^  âç  et  ajoutant  à  cos^  2o,  il  vient  l'équation 

2x» -+- 2y* -I- av  =  0. 

a 
Le  lieu  cherché  est  un  cercle  avant  son  centre  sur  Oy  au  point  d'ordonnée     — -• 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ceci  que  la  courbe  diamétrale  de  la  courbe  donnée  relative  à  la  direction 
Oî/  se  décompose  en  un  cercle  et  une  quartique. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  l'enveloppe  des  cordes  FQ,  puisque  celles-ci  sont  parallèles.  L'en- 
veloppe se  réduit  au  point  à  l'infini  dans  la  direction  Oy. 

4.  Il  est  impossible  que   le  quadrilatère  UPRQ  puisse   rester  semblable  à  lui-même,  le  rapport 

OP 

-— -    étant  essentiellement  variable. 

P.  CHANGEY,  à  Dijon. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lach,  h  Rodez  :  Guillkrme  ;  A.  Rousseao  ;  NYEUAAno,  lycée    Louis-le-Graiiil  ;  L.    .lAMBtiin  ;    M. 
Stévenot  ;  A.  Courtois, 
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1919.  —  On  considère  Irois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  ox,  oij  et  oz,  et  sur  oz  «h  vecteur 
égala     -+-  j .     Soit   MV  le  moment  linéaire  de  ce  vecteur  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  l'espace,  .M. 

1°  On  prend  le  symétrique  MF  du  vecteur  MV  par  rapport  à  un  plan  parallèle  au  plan  des  j/;  et 
mené  par  le  point  M.  Ce  vecteur  MF  représente  l'intensité  d'un  champ  de  forces  au  point  M.  Trouver  les 
surfaces  de  niveau,  les  lignes  de  force  du  champ  et  le  potentiel  d'un  point  de  masse  1,  qui  serait  éyal  à  iOO 
sur  oz. 

'2°  On  suppose  que  le  point  M  décrive  un  cercle  de  rayon  1  qui  a  so»  centre  sur  ox  et  qui  est  situé  dans 
le  plan  a.-  =  i .  Trouver  le  lieu  du  point  V  et  la  surface  engendrée  par  la  droite  MV.  Comlruire  la 
trace  de  cette  surface  sur  le  plan  des  yz. 

3°  Trouver  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  de  la  génératrice  variahle  M  V,  te  plan  asymptote  et 
le  plan  central.  Donner  l'équation  tangentielle  de  la  surface  et  les  équations  de  lu  lignr  de  striction. 

1"  Le  vecteur  porté  par  oc  a  pour  origine  le  point  (0,  0,  0),  et,  pour  extrémité,  le  point  (0.  0,  1). 
Les  composantes  du  moment  linéaire  MV  par  rapport  à  un  point  quelconque  (x,  y,  :)  de  l'espace  sont 
donc  :  (0  —  y)7.  -  (0  —  z)V  =  -  y. 

(0  _  :)  X  _  (0  —  x)  Z  =  X. 
(0_x)Y-(0-y)X  =0. 
Le  vt'clcur  Ml',  symétrique  de  M\'  [lar  rapport  au  |)lan  parallèle  au  plan  di'>^  yz   nu'né  par  li>  point 
M,  a  donc  pour  composantes  ?y,  ,r,  0.  elle  liavail  eliMuenlaire  est 

dîj  =  ydx  -+-  xdy . 
Il  y  a  une  fonction  de  foret'      \',  —  xy  -+-  /.-,     le  étant  une  ci-itaiiie  constante.  Le  potentiel  est     —  U, 
et,  comim»  il  doiltMic  égala  100  siii-  o:.  on  a     — k  —  iOO,     /c  =        lOd.     La  l"onrli(in  de  force  véritable, 
correspondant  à  l'énoncé  de  la  question,  est  donc     U  =  xt/  —  100. 
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Les  surfaces  de  niveau  sont  U  =  Oe  ou  xy  =  C;  ce  sont  des  cylindres  parallèles  à  o:  et  ayant 
pour  bases  des  hyperboles  équilatères  asymptotes  aux  axes. 

Les  équations  différentielles  des  lignes  de   force  sont 

xdx  -  ydy  =  0,  rf:  =  0  ; 

leurs  équations  finies  sont  x'^  —  y^  =  C,  z  =  G. 

Ce  sont  des  hyperboles  équilatères  situées  dans  des  plans  parallèles  au  plan  des  .ry  et  ayant  pour 
asymptotes  les  bissectrices  des  parallèles  aux  axes  ox  et  oy,  menées  par  les  divers  points  de  rencontre 
avec  oz. 

2'3  Le  cercle  de  rayon  1  ayant  son  centre  sur  ox  et  situé  dans  le  plan     or  =  1     a  pour  équation, 

X    =    1  ,  y2  ^_  2Î    =    1    ; 

ses  équations  paramétriques  sontdonc 

X  =  \,     y  =  cos  l.     z  =  sin  f, 
et  le  vecteur  MV  correspondant  à  l'un  de  ces  points  a  pour  composantes     —  cos<,     1,  0:     les  coor- 
données du  point  V  sont  donc     x=i—cost,     y  =  i-+-cost,     z  =  sin  t. 

Le  lieu  du  point  V  est  une  courbe  plane  située  dans  le  plan  x -^  y  =  "1  et  sur  le  cylindre 
(x—  ly-hz^  =  1.  C'est  une  ellipse,  tangente  au  plan  des  yz  en  un  point  de  oy  ;  l'un  des  axes  de 
cette  ellipse  est  parallèle  à  oz,  et  l'autre  est  dans  le  plan  des  xy. 

X  —  i  y  —  cos  t   _   z  —  sin  / 


Les  équations  de  MV  sont 


0 


sin  /. 


—  cost  1 

ou  a:  -f-  ?/  cos  l  —  i  —  cos'^  t  =  0, 

Le  lieu  de  cette  droite  s'obtient  de  suite  et  est 

V^d  _  -i)  ^  ii-  z'  -  x)\ 
C'est  une  surface  réglée  du  quatrième  degré  ;  sa  trace  sur  le  plan     x  =  0     est  la  quarlique 


r 


1  — 


Cette  courbe  est  tout  entière  comprise   enlro  les  droites     :  =  —  1     et     :  =  -h  1.     .pii  sont  deux 

asymptotes  ;  elle  est  symétrique  par  rapport  aux  doux  axes  et 
passe  au  point  c  =  0,  y  =  2.  Elle  a  évidemment  la  forme  ci- 
contre. 

3"  Les  équations  paramétriques  de  la  surface  sont 
1  /  X  =  l  —  l  cos  /,  y  =  cos  /  H-  >,  :  =  sin  /  ; 

y    elles  s'obtiennenten  égalant  à  À  les  rapports  qui  donnent  les  équa- 
tions de  la  droite. 

Le  plan   tangent  en  un  point  À  de  cette  droite  est  un  plan 
qui  passe  par  la  génératrice  ;  il  a  donc  pour  équation 
X  H-  y  cos  t  —  I  —  cos-  /  -t-  [jl(;  —  sin  t)  =  0, 
IJ.  étant  déterminé  par  la  condition  que  ce  plan  contieime  une  tangente  à  Tune  des  courbes  de  la  sur- 
face ;  cette  courbe  sera,  par  exemple,  la  courbe  coordonnée    À  =  C'e  : 

X  =  i  —  l  cos  t,  y  =  cos  <  -h  ^,  z  =  sin  t  ; 

les  paramètres  de  sa  tangente  sont  donc     a;'  =  X  sin  /,     y'  =  —  sin  t,     z'  =  cos  t. 

En  écrivant  que  cette  direction  est  dans  le  plan     x  -{-y  cos  t  -\-  iiz  =  0,     nous  avons 

l  sin  t  —  sin  <  cos  t  -+-  fjicos  t  =  0,  d'où  [x  =  sin  /  —  }.  tg  t. 

Le  plan  tangent  est  donc  finalement 

X  -\-y  cos  t  —  1  —  cos2 1  -+-  (sin  /  —  X  tg  /)(z  —  sin  t)  =  0. 
Le  plan  asymptote  correspond  à     >  =   oo  ;     il  a  pour  équation     z  =  sin  /. 

Le  plan  central    lui  est  perpendiculaire;   il  a   pour   équation      x-+-i/cosl  —  1  —  cos- /  =  0,      et 
correspond  à     À  =  cos  t. 
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Les  équations  de  la  ligne  de  striction  sont  donc 

X  =  sin'^  t,  ?/  =  2  cos  l,  z  =  sin  t  ; 

c'est  une  biquadratique,  intersection  de  deux  cylindres 

4 
Pour  avoir  l'équation  tangentielle  de  la  surface,  il  sudit  de  reprendre  l'équation  d'un  plan   tangent 
quelconque 

X  -h  y  cos  t  —  1  —  cos''  l  -h  n{z  —  sin  t)  =  0, 
et  de  l'identifier  au  plan  courant  de  l'espace 

MX  -t-  yy  -t-  u;3  H-  r  =  0  ; 
ceci  donne 

1         cos  t         |JL   _  1  -H  cos^  i  H-  [Ji  sin  < 
u  V  w  —  r 

par  conséquent    cos  <  =  — »     |jl  =  —,     et,  en  égalant  les  rapports  extrêmes, 

u  u 


?•  -H  u  H h  iv\/  1 r  =0. 

u  ^  u^ 

Finalement,  cette  équation  s'écrit 

(u^ -h  U"  H- M?-)-  =  ?r'-[u'^  — u*). 

La  surface  est  donc  une  surface  de  quatrième  classe,  dont  une  infinité  de  plans  tangents  doubles  sont 

en  évidence  ;  ce  sont  ceux  qui  satisfont  aux  deux  équations     w  =  0     et     u'^  -\-v*  -+-  ur  =  U,     c  est-à-dire 

les  plans  tangents  menés  à  la  conique     u^  -\- v'^  -i- ur  =  0    par  l'origine. 

Bonnes  solutions:   MM.  Paul  Villain  ;  A.   Hoosskau,  à  Fournes-en-Weppes  ;  J.  Ottenheiiikh,  lycée  de  Nancy;  Jambkkt,  à 
Saint-Etienne  ;  L.  Peruin,  à  Trévoux  ;  J.  Sodbaigné;  G.  Lach,  à  Hodez. 

Remarques  géométriques.  — i'uisquele  vecteur  fixe  porté  par  oz  est  égal  à    -i-  1.     le  vecteur  .MV  est 

horizontal,  perpendiculaire  à  oM  (en  projection  sur  le  plan  de  »i/)  et  égal 
à  oM.  Le  vecteur  MF  est  symétrique  par  rapport  à  la  parallèle  à  07  menée 
par  le  point  M,  MA. 

Le  triangle  MoF  est  isocèle  et  les  deux  angles  0  et  F   sont  égaux  ;  ils 


sont  égaux  chacun  k      —  — 


MoF  est  égal  à      -^  — ^  + 


qMF 
2 

fmV 


Or    oMF  =  ^ — FMV;     doui  l'angle 


=  —  4-  .VMV  ;     d'autre  part,  l'aut^'le  .Mox 


est  égal  k  ÀmV;   donc    MoK  =  -^-i-Mo..-;     l'angle  xoV  est  donc  eonslanl 
et  égal  il  -^  •    Le  lieu  du  point  F  est  le  plan  liisseeleur  du  dièdre  roy. 

k 

Alors,  quand  lepoint  M  se  meut  dans  le  plan  de  trace  MA.  parallèle  au 
plan  des  yz,  le  point  V  se  meut  dans  un  plan  parallèle  à  oz  dont  la  traoo  AV 
est  symétrique  de  o\  par  rapport  à  MA. 
Si  le  point  M  décrit  le  cercle  uidiqué,  le  lieu  du  point  V  est  donc  une  courbe  plane.  Los  doux  triangles 
rectangles  MoC  et  MBV  sont  égaux,  oC  =  MB  ;  Mil  est  donc  constant  et  parallèle  à  <>;/.  Le  lieu  du  point  W 
est  le  cercle  donné  au(iuel  on  fait  subir  une  translation  parallèle  à  01/  et  d'amplitude  oC  =  J;  le  liou  du 
point  V  est  sur  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  base  ce  cercle  et  parallèle  k  o.r.  Ce  liou  est  donc  une  ollip.so. 
La  surface  engeiidrce  par  la  droite  MV  contient  le  cercle  donne  et  deux  droites  parallèles  à  01/  qui  corros- 
pondenl  aux  deux  points  du  cercle  qui  se  projettent  en  C.  La  section  par  le  plan  du  cercle  est  du  qualnoiue 
ordre;  donc  la  surface  est  du  quatrième  ordre.  C'est  une  surface  rcjîloe  k  génératrices  borizouUilo^.  qui  admet 
la  droite  à  l'inlini  du  plan  des  xif  comme  ligne  double.  Ceci  découle  de  ce  que  par  chaque  point  do  cette  droilr 
il  passe  deux  droites  de  la  surface. 

Considérons   maintenant   une  force  du  champ,  MF,  et  proluiii;eons-la  ju.-.quau  point  do  rencontre  F   a>ec 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


la  deuxième  bissectrice.  Comme  MF  =  Mo,  le  point  M  est  le  milieu  de  l'hypoténuse  FF',  et  la  droite  MF  est 
lan^^enle  en  M  à  une  hyperbole  équilatère  qui  admet  pour  asymptotes  les  deux  bissectrices  de  l'angle  des  axes. 
Les  lignes  de  force  sont  donc  des  hyperboles  équilatères  horizontales  ayant  pour  asymptotes  des  parallèles  aux 
bissectrices  de  l'angle  des  axes  qui  se  croisent  sur  oz. 

Les  surfacesde  niveau  sontalorsdescylindreshyperboliqiieséqnilalères  ayantpour  plans  asymptotes  le  plan 
des  zy  et  le  plan  des  zx. 

P.   VILLAIN. 


CONCOURS  DE    1!J1J 


ÉCOLE   SUPÉRIEURE   D'AÉRONAUTIQUE  ET  DE  CONSTRUCTRiN  MÉCANIQUE 


t'''   Session 
Mathématiques. 

I.  —  Séries.  Caractères  principaux  de  convergence  et  de  divergence. 

II,   Une  équation    x^  —  ±px^  ^  qx  —  r  =  0     a  pour  racines  les   longueurs  a,  b,  c  des  trois  côtés  d'un 

triangle  ABC.  Former  l'équation  qui  a  pour  racines  sin  A,  sin  B,  sin  ('.. 

IIL  —  1965.  Intégrer  l'équation  difFérentielle 

Construire  la  courbe  intégrale  qui  passe  par  l'origine  et  qui  en  ce  point  est  tangente  à  Oc. 

Exprimer  l'aire  de  cette  courbe  comprise  entre  un  arc  M>li.  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées   MP,  M,P,. 

Exprimer  la  longueur  de  l'arc  MMi. 

^frcaniquc. 
]    _  Forces  centrales.  Mouvements  des  planètes. 

11.  —  Un  point  pesant  est  attiré  par  un  point  fixe  0  proportionnellement  à  la  distance. 
Etudier   le  mouvement  de   ce  point  M    abandonné    à   lui-m^me  sans   vitesse   initiale    dans  une   position 

initiale  M,,. 

On  examinera  spécialement  le  cas  où  .Mo  est  situe  sur  la  verticale  de  0,  et   ou  par  conséquent  le  mouve- 
ment est  rectiligne. 
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Trouver  le  (luotient  des  déterminants 


1 

\ 

a" 

b^ 

a» 

b» 

c» 


1  1         1 

a  b  c   ,  («>^)- 

«2  b-  C- 

>'.  AiiRAMEScL-,  professeur  au  Lycée  de  Galatz  (Roumanie). 


1967.  —  Soient  P,  U,  H  les  pieds  des  trois  normales  à  l'ellipse  abaissées  d'un  point  M  variable  de  l'ellipse. 
Les  perpendiculaires  élevées  en  M  à  MP,  MQ,  MR  rencontrent  QR,  RP,  PQ  en  trois  points  en  ligne  droite. 
Enveloppe  de  celte  droite  quand  M  se  déplace  sur  l'ellipse. 

Dr.    W  K.R.NEH-(i.\EDKCRE. 
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REVUE    DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR  LES  NORMALES  A  LA  PARABOLE 

Par  M.  Chantrelle,  élèvedeMatliématiquesspécialesau  lycée  de  Dijon. 


Je  me  propose  de  développer  ici  quelques  propriétés  des  normales  à  la  parabole  qui  interviennent 
dans  un  grand  nombre  de  problèmes.  Toutes  les  questions  de  ce  genre  se  simpliCent  notablement  pour 
cette  conique  particulière,  mais  par  le  fait  même  qu'elles  ne  donnent  pas  lieu  à  de  grandes  dillicullés 
de  calcul,  il  est  naturel  d'essayer  d'en  présenter  autant  que  possible  les  résultats  par  la  voie  géométrique. 

Les  questions  que  je  vais  traiter  ont  été  proposées  sous  diverses  formes,  plus  ou  moins  modiliées 
ou  développées,  aux  examens  oraux  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Si  d'un  point  fixe  P  on  mène  une  sécante  variable  PAB  à  une  parabole  et  les  normales  en  \  et  B  (jui 
se  coupent  en  M,  le  calcul  montre  que  le  lieu  de  M  est  une  parabole,  qui  se  confond  avec  la  parabole  donnée 
si  le  point  P  est  le  symétrique  du  sommet  S  par  rapport  à  la  directrice.  liéciproquement.  si  d'un  point  .M 
de  la  parabole  on  mène  les  normales  MA,   MB,  la  corde  AB  ])asse  par  le  point  fixe  P. 

En  effet,  le  cercle  de  Joacliimstlial  MAB  relatif  aux  normales  issues  de  M  passe  par  le  point  de 
rencontre  C  des  tangentes  en  A  et  B,  et  son  centre  0  est  le  milieu  de  MC.  Les  cordes  SM  et  .\B  sont 

symétriquement   inclinées   sur  l'axe,  donc  l'ordonnée  de    M 

étant  ?/,  celle  de  C  est ^      et  celle  de  0,   — ■     Le  cercU> 

z  i 

considéré  passe  donc  par  le  point  de  renconUt'  1  do  la  tan- 
gente au  sommet  et  de  la  tangente  en  i>L  l'angle  MT(.  osldroil 
et  T(]  passe  par  le  foyer  F.  Los  droites  MS  et  .\H.  polaires 
par  rapport  à  la  parabole  des  points  T  et  C,  concourent  sur 
la  directrice,  et  par  suite  AH  passe  par  le  symétriquo  1*  du 
somniol  S  par  rapport  à  la  diroctrice. 


L'ordonnée  de    (ï    étant     —  3- 


el   colle  (le 


T     -^, 


l-'T  =  FC  ;     donc  lo  lieu  du  \n)\i\[   C,   i\u\  m'i'>1  autre  (|ue   la 
polaire  de    P,    est   la  droite    symétrique   de    la   tangente    au 
sommet  par  rapport  au  foyer. 

Kniin,  d'après  le  théorème  de  Poncelel,  les  triangles  AFL.  CIB  sont  semblables,  et     Fi'.    =  FA.FB. 

De  même     FT*  =  FSxFM,     donc     FAFB--FS.FM. 

Nous  généraliserons  plus  loin  celte  propriété, 

La  propriété  du  cercle  de  Joacbimslhal  MAB  de  passer  par  lo  point  S  pt  ni,  gr;\co  .1  la  propriété 
précédente,  s'énoncer  ainsi  : 

Si  du  si/métriquc  V  du  somvn'l  par  rapport  <t  In  directrirr  un  vii'nr  une  Si'cantr  varuii>  c  l'Ali  - ,'  les 
noitHales  en  A   el   B  qui  se  caupent  en  M,    le  cercle  AMB  jmssr  par  un  point  fixe. 
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Cette  propriété  est  encore  vraie  si  le  poiat  P  est  le  symétrique  d'un  point  quelconque  Q  de  la 
parabole  par  rapport  à  la  directrice. 

Soit   D   le  point  où  la  sécante  PAB  rencontre  la  directrice,  la  droite  DO   coupe  la  parabole  en  un 

second  point  Q',  et  les  quatre  points  A,  B,  Q,  Q'  sont 
sur  un  môme  cercle.  Menons  les  tangentes  en  A  et  B 
qui  se  coupent  en  C,  en  Q  et  Q'  qui  se  coupent  en 
C.  La  droite  CC  étant  la  polaire  de  D  par  rapport 
au  cercle  ABQQ'  comme  par  rapport  à  la  parabole,  la 
droite  FD  est  un  diamètre  de  ce  cercle  ;  d'autre  part 
AB  et  QQ'  formant  un  faisceau  harmonique  avec  la 
directrice  et  la  parallèle  à  Taxe  passant  par  D,  les 
points  C,  C  et  F  sont  en  ligne  droite  et  FC  =  FC. 
Or  la  droite  AiBj  joignant  les  milieux  de  CA  et  CB 
est  tangente  à  la  parabole,  donc  le  cercle  CA,Bi  passe 
par  F  et  le  cercle  CAB  passe  par  G'  et  admet  aussi 
pour  diamètre  AB.  Ce  cercle  coïncide  donc  avec  le 
cercle  ABQQ';  il  passe  donc  parle  pointfixe  Q  quand 
la  sécante  PAB  varie. 

On  peut  remarquer  que  l'égalité     FC  =  FC    entraîne      FAxFB  =  FQxFQ'. 

C'est  la  généralisation  que  nous  avons  annoncée  ;  elle  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  deux  cordes  d'une  parabole  symétriquement  inclinées  sur  l'axe  se  coupent  sur  la  directrice,  ou 
inversement. 

Enfin,  si  d'un  point  P  de  la  directrice,  on  mène  une  sécante  variable  PAB  et  les  normales  en  A  et  H 

qui  se  coupent  en  M,   le  cercle  AMB  engendre  un  faisceau  dont  P  et  F 
sont  les  points  de  Poncelft. 

Le  cercle  A.MB  est  aussi  le  cercle  ACB,  C  étant  toujours  le 
point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  B. 

Les  symétriques   A'   et   B'    de    F  par  rapport  à  CA  et  CB  sont 

sur  la  directrice  et  le  cercle  de  centre  G,  passant  par  F,    qui  est 

tangent  en  ce  point  à  PP.   Donc     PF    =PA'xPB'. 

Nous  avons  déjà  démontré  d'autre  part  (jue 

FC'  =  FA  X  FB  =  AA'x  BB'. 

Or  si  on  remplace  dans  la  relation  PA'  =  PA'"-f- AA'  l'un  des 
facteurs  de  chaque  carré  par  les  quantités  proportionnelles  PB,  PB', 
BB',  on  a  la  relation 

PA'  X  PB'  -+-  A  A'  X  BB'  =  PF  V  FC'  =  VC\ 


PAxPB 

Le  cercle  ABC  est  donc  tangent  à  PC  en  G,  son  centre  étant  sur  PF  ;  la  polaire  de  P  par  rapport 
à  ce  cercle  est  la  droite  fixe  CC,  et  il  engendre  bi^n  un  faisceau  dont  P  et  F  sont  les  points  de  Ponce- 
let.  Au  lieu  du  pointfixe  de  la  (lueslion  précédente  nous  en  avons  deux,  intersections  des  droites  iso- 
tropes des  points  P  et  F. 
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SL'K  (  NK  PnOPRIETE  DES  LIGNES  DE  COUKBLllE 

par  M.  E.  Traynard,  Maître  de  conférences  ;i  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille. 


La  Revue  a  publié  dernièrement  (Décembre  1909)  un  article  où  se  trouve  en  particulier  démontré 
ce  théorème  fort  important  : 

La  propriété  d'une  ligne  d'être  ligne  de  courbure  d'une  surface  se  conserve  par  inversion. 
La  démonstration  est  faite  d'après  la  méthode  classique  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Dupin. 
M.  Demartres  emploie  dans  le  cours  de  Géométrie  supérieure  de  la  Faculté  des  sciences  de  Lille  une 
méthode  toute  différente  et  il  a  bien  voulu  me  permettre  de  la  présenter  aux  lecteurs  de  la  Revue.  Bien 
que  celte  question  soit,  à  mon  avis,  en  dehors  du  programme  de  l'Ecole  Polytechnique,  elle  peut  former 
la  matière  d'un  exercice  intéressant. 

Soit  la  surface  z  =  f(x,  y)  tangente  au  point  0  au  plan  xOy,  les  axes  Ox,  Oj/  étant  ceux  de 
l'indicatrice.  Je  trace  sur  la  surface  une  courbe  (G),  passant  en  0,  tan- 
gente à  la  droite  OA  qui  fait  l'angle  s  avec  Ox.  J'appellerai  7  son  arc. 
Soient  C„  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  AOz,  R„  son  rayon 
de  courbure,  G',  et  IV„  les  éléments  analogues  relatifs  au  point  M  de  la 
courbe  (C)  infiniment  voisin  de  0. 

La  démonstration  repose  sur  la  formule  classique 
1     _   cos'  o         sin-  z> 

Rn  Ri  R2 

Je  vais  d'abord  établir  la  propriété  suivante  : 
Les  deux  sphères  de  centres  C„  et  C'„  et  de  rayons  R„  et  Rj,  (')  font  un  angle  infiniment  petit  z  donné 
par  la  formule 


do 


=  cos  o  sm 


1 

17 


D'après  une  formule  élémentaire, 

ôic;'  =  R,;  -+-  R;f  —  2R„r;.  cos  t  =  (a„  —  r  j^  ^  ^r^^^,,  sm^  ^ 

et,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur, 

....  ,    c;;g;;'-(r,. -r;,)^     c;;c;.'-(/Rr. 

(o)  z'^  =  ^ 

ll,R„  R,^ 

Soient  en  général  r/,  h,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  a  la  surface  : 


(^*) 


y/i  -\-p^"-\-q' 


C   = 


v/1 


v/1  -hp^  +  q^ 

Les  coordonnées  de  C„  sont  en  général 

X  -h  aWn,  1/  -+-  ^R,M  2  -+-  clin, 

et  C„C;,    n'est  autre  (|iie  la  somme  des  carrés  des  dill'érentielles  de  ces  coordonnées. 

(5)  Û^,'  =  (dx  -h  ad[{„  -h  \\,Ma)-  -h  {dg  -h  ôrfR,.  -I-  R„rf4)'  -h  (dz  ■+-  n/R„  -+-  R„</ 

=  dx-  -h  dg'  -I-  dz^  -+-  \\;,{da-  -h  db^  -h  rfc«)  -h  il\„{dxdn 
En  dérivant  (4),  on  obtient 


da 

17 


pq 


dq 
'da 


''-'•'^ 


'/') 


dp  .  „    dq 


(i-+-^»-f-</^ 


dgdi>-hdzdc)-i-dH:, 

dp  dq 


dc_ 

d9 


-^n,- 


(l-hf)>-+-V')* 


C)  On  peut  dire  aussi  ;  les  spliLMus  avant  n<ur  grands  cficles  l»'>  irrcles  osculateurs  aux  sections  normale»  («ngi'nle»  .i 
(C)  en  0  et  en  M. 
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J'applique  ces  résultais  au  point  0. 


X  =  y  =^ 


U. 


dx 


=  COS  o. 


dy 
17 


sin  '^, 


dn 


p  =  q  =  0. 
La  formule  (5)  devient  alors 

2  / 

C„C;,    =d^'--hRf,do^'(-  ^^ 
En  portant  dans  (3j,  j'obtiens 


r  r=  -— ,  .s-  =  0, 


COS'' 


«2,-. 


R| 


2[Ud^' 


cos^ 


H. 


1 


sin'  o 
R, 


rfRr,. 


1 


COS'^  o 


sin- 


dc- 


Rl 

COS-  o 


Rf 

sin-  cp 


R^ 


R,. 


=   COS' 


COS^  Cl 


R. 


Ro 


o  sin-  G     — — 
'  \Ri 


Rf  R5  Rj^ 

Par  conséquent,  en  choisissant  convenablement  les  signes,  la  formule  (i)  est  établie. 

Il  en  résulte  que,  pour  un  point  qui  n'est  pas  un  ombilic,  l'angle  e  est  en  général  du  même  ordre 
infinitésimal  que  l'arc  OM  ;  il  est  d'ordre  supérieur  si  la  courbe  (G)  est  une  ligne  de  courbure  ;  par 
conséquent  : 

Une  ligne  de  courbure  est  telle  que  les  sphères  ayant  pour  grands  cercles  les  cercles  osculateurs  aux  sec- 
tiens  normales  tangentes  à  la  ligne  en  deux  points  infiniment  voisins  sont  tangentes  entre  elles. 

Gette  définition  se  transformant  en  elle-même  par  inversion,  le  théorème  proposé  est  établi. 


NOTI":  SUR  Li:S  IMAC.fNAIRES  I.T  SOLI'TION   DU  r»HOHl,l>MI<  X-  192.'^ 

par  M.  E.  Keraval. 


.le  me  propose  d'énoncer  et  de  démontrer  un  certain  nombre  de  propositions  concernant  les 
imaginaires.  Ce  sont  des  propositions  à  peu  prés  évidentes  mais  qui  n'ont  pas  encore  (Hé  doimées  dans 
les  ouvrages  classiques  de  géométrie  analytique.  PoiirlanI  leur  connaissance  me  semble  indispensable, 
en  particulier  pour  la  solution  du  problème  que  j'ai  proposé  ici  même  il  y  a  fiuelques  mois  sous  le 
n"  11^23. 

Théorème  I.  —  Si  une  droite  coupe  une  droite  isotrope  à  angle  droit  elle  forme  avec  elle  un  plan 
tangent  au  cercle  imaginaire  de  l'infini. 

Soient  à.  A'  les  deux  droites  dont  les  équations  sont 

■^-  —  '^0     _     ?/  —  î/o     _     =  -    =0 


(A) 


(A') 


?/  -  ?/o 


P'  y' 

A  est  isotrope  :  a^  h-  p  -1-  Y^  =  0  ; 

A,  A'  sont  rectangulaires,  donc  aa'-f-  fiji'  -t-  fy'  =  0. 

Nous  supposons  que  A,  A'  ne  soient  pas  parallèles;  elles  déterminent  un  plan  qui  a  pour   équation 

X  -  j?o  Y  —  lu  Z  —  :; 


0. 
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Ce  plan  sera  tangent  au  cercle  de  l'infini  si  l'expression 

H   =  (Sy  _  Y^'j2  -H  (ya'  —  OiYf  +  (oLp'  -  ^a')2 

est  nulle.  Or  H  =  (a^  +  ^'^^f)(^^'^  +  P  +  ï'^)  —  (^^'  ^  ??'  -+-  tt')- 

est  nulle  en  vertu  des  hypothèses  faites. 

Réciproque.  —  Elle  résulte  des  calculs  précédents,  on  peut  l'énoncer  ainsi  : 

Toutes  les  droites  d'un  plan  tangent  au  cercle  imariinaire  de  l'infini  sont  perpendiculaires  à  la  direction 
des  droites  isotropes  de  ce  plan. 

Théorème  II.  —   /Jeux  directions  isotropes  distinctes  ne  sont  jamais  rectangulaires. 

C'est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  1.  S'il  existait  deux  droites  isotropes  distinctes  pas- 
sant par  un  point  A  et  rectangulaires,  elles  formeraient  un  plan  tangent  au  cercle  imaginaire  de  l'inlini, 
or  dans  un  tel  plan  il  n'y  a  qu'une  direction  de  droites  isotropes. 

Théorème  III.  —  Etant  données  deux  droites  isotropes  A,  A',  si  l'on  cherche  leur  perpendicw 
taire   commune,    celte    droite  est  parfaitement  déterminée  si  A,  A'  ne  sont  pas  dans   un   même    plan. 

Elle  est  l'intersection  des  deux  plans  tangents  au  cercle  de  l'infini  qui  passent  l'un  par  A,  l'autre 
par  A'. 

Le  calcul  montre  que  la  perpendiculaire  commune  est  bien  déterminée;  le  reste  résulte  du 
théorème  I. 

Génératrices  isotropes  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  11.  —  II  coupe  en  quatre  points 
le  cercle  imaginaire  de  l'infini  ;  par  chacun  d'eux  il  passe  une  génératrice  de  chaque  système.  Donc 
(juatre  génératrices  isotropes  dans  chaque  système,  elles  se  coupent  en  seize  points  :  les  douze  ombilics 
plus  les  quatre  points  du  cercle  de  l'infini.  Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  génératrices  isotropes  de  l'un 
des  systèmes.  En  les  combinant  deux  à  deux  on  a  six  couples  de  droites,  auquel  il  correspond  une  per- 
pendiculaire commune,  donc  six  droites  dont  deux  seulement  sont  réelles,  celles  qui  corre-^pondent  aux 
couples  de  droites  conjuguées.  Je  dis  que  ces  six  droites  forment  les  six  arêtes  d'un  télraèdie  T.  Ceci 
résulte  du  théorème  III,  les  faces  de  T  sont  les  plans  tangents  au  cercle  de  l'infini  qui  passent  respec- 
tivement par  A,  B,  G,  D.  On  a  ainsi  deux  tétraèdres  T.  T',  qui  correspondent  aux  deux  systèmes  de 
génératrices  ;  ils  sont  évidemment  sym(''lri(|ues  par  rapport  au  centre  de  la  quadri(pie. 

Apphcation  à  la  résolution  du  problème  n  1923.  —  Htant  donnés  un  hgperboloide  à 
une  nappe  W  et  les  génératrices  G  d'un  même  système  de  H  ;  d'un  point  M  de  l'espace  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  les  droites  G.  Trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les  pieds  des  perpendiculaires  sont 
dans  un  même  plan.  Montrer  f/ue  le  plan  est  toujours  un  plan  cijclique  et  que  le  lieu  se  compose  de  six 
droites  qu'on  demande  de  définir  géométriquement,  voir  combien  d'entre  elles  sont  réelles.  Examiner  le  cas 
du  paraholdide  hyperbolique  ;  examiner  aussi  le  ras  des  hyperboloides  engendrés  par  l' intersection  de 
deux  plans   rertangulaires   tournant   rharun   autour   d'une   droite  fixe. 

l"  SOLUTION'.  —  Si  de  IM  on  abaisse  des  p('r[)en(li(ulaires  sur  les  gtMicialnces  du  système  S,  les 
pieds  forment  une  couilx;  gauche  •;  du  (luatrièmc  degré,  manifestement  unicursale,  (|ui  c«»U}»e  le  plan 
de  l'inlini  en  (piatri!  points,  (|ui  sont  ceux  où  les  (jualre  génei  al  i  ices  isotropes  .\.  1».  C.  D  du  système  S 
coupent  le  njèmtî  |)lan.  11  s'agit  donc  de  trouver  les  cas  dt?  ilécomposition  de  la  courbe  ■;.  ()rsi  je  prends 
M  sur  la  perpendiculaire  connnune  \  k  A  et  R  par  exemple,  les  deux  plans  M,.\  et  M.B  étant  tan- 
gents au  cercle  de  l'inlini,  tout  |)oiril  de  .\  ou  de  li  fera  p;ulie  di'  la  courbe  •;•  Si  on  elin»ine  ces  deux 
droites  il  restera  une  courbe  du  second  degré,  dont  les  directions  asymploliques  {\,  D  seront  isotropes. 
Si  cette  courbe  est  plane  ce  sera  un  cercle  ;  si  elle  est  forn>ee  ile  deux  droites,  ce  seront  deux  gi^néra- 
trices  isotropes  de  la  surface  parallèles  à  C.  \\  et  comme  ce  n'est  ni  C  ni  D.  ce  seront  C.  D'  génera- 
tric(>s  de  l'autre  système. 
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Je  dis  que  c'est  la  première  hypothèse  qui  est  la  bonne,  et  que  le  lieu  est  un  cercle.  C'est  absolu- 
ment évident  s'il  s'agit  d'une  des  deux  droites  À  qui  sont  réelles,  car  il  faut  bien  qu'une  partie  de  la 
courbe  y  soit  réelle.  Mais  on  peut  le  voir  autrement,  et  ceci  s'applique  à  toutes  les  droites  X.  En  effet, 
les  plans  perpendiculaires  en  tous  les  points  de  D'  par  exemple  aux  génératrices  du  sj^stéme  S  qui 
passent  par  ces  points  iraient  passer  par  M,  or  nous  verrons  qu'ils  passent  par  un  sommet  de  T;  ils 
passeraient  tous  par  la  droite  ),  qui  serait  orthogonale  à  toutes  les  génératrices  du  sj-stème  S.  Ces 
dernièrps  seraient  parallèles  à  un  même  plan,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi  y  so  décompose  bien  en  deux 
droites  et  un  cercle,  et  ceci  montre,  ainsi  que  me  la  lait  remarquer  M.  K.  liiunhert,  que  ■;  n'est  pas  dans 
le  cas  général  une  biquadratique,  sans  quoi  l'inlorsection  des  deux  quadriques  aurait  donné  quatre 
droites. 

Nous  avons  supposé  que  M  n'était  pas  en  un  sommet  de  T  ;  dans  le  cas  contraire  il  se  produit  une 
nouvelle  décomposition.  En  effet,  par  ce  point  passe  un  troisième  plan  tangent  au  cercle  de  l'infini,  et 
dans  ce  plan  se  trouve  une  troisième  génératrice  isotrope  C  (jui  répond  à  la  question.  La  courbe  y  se 
compose  alors  de  A,  B,  C  et  de  la  génératrice  isotrope  1)',  parallèle  à  D,  mais  de  système  différent. 

Il  y  a  un  autre  cas  de  décomposition,  c'est  celui  où  M  est  pris  en  un  point  (juelconque  de  A,  H,  C 
ou  D,  on  a  alors  une  droite  et  une  cubique. 

Vérification  par  le  calcul.  —  Par  un  choix  d'axes   facile  à  apercevoir  on  peut  prendre  H  sous  la 

forme 

(c2  —  «2,-2  _  <.2cd>jz  -+-  d\x^  -^yi  —  a'-)  =  0. 

Pour  :  =  C"  on  a  toujours  un  cercle,  dont  l'enveloppe  en  projection  horizontale  (sur  rOj/) 
est 

"H-     ^■'      ,  -  1  =0; 
a^         a^  —  c^ 

c'est  le  contour  apparent  elliptique  ou  hyperbolique.  Les  équations  d'une  génératrice  (1  peuvent  alors 

s'écrire 

_   'lalz  4-  ad[[  —  f^)  _   [{c  +  a)l'^  -h (c  —  a)Jz H- "Jadt 

^^^  '^  "  d{i  +  i')         '  ■'  ~  dïTTF') 

Avec  ces  équations  on  a  facilement  la  courbe  •(.  .le  préfère  indiquer  une  aulre  méthode.  Si  on 
laisse  :  fixe,  lo  plan  P  perpendiculaire  à  (G)  au  point  correspondant  doit  passer  par  un  point  fixe 
lorsque  /  varie. 

Si  l'on  écrit  l'équation  de  ce  plan,  après  avoir  di\  isé  {lar     1  -+-  t-,     on  trouve 

2c                  .,         I  .        c'  —  a-'\ 
ce  qui  donne  pour  le  point  lixe  :     \  =  c,  \  =  —  z,  /  =  :    1 — —  I  • 

Y  2c(f 


tK\ 


Si  z  varie,  ce  point  décrit  la  droite      \  =  c,  — - 


Z         a-  -\-  d-  —  c- 

C'est  l'une  des  six  droites  :  elle  passe  par  le  foyer  du  contour  apparent,  c'était  bien  évident  a  priori. 
.le  laisse  de  côté  le  cas   du  paraboloïde   hyperbolique   qui  est  trop   facile  ;   je  vais  indiquer   une 
seconde  solution  du  problème  dans  le  cas  général. 

Skcondk  solution.  —  Soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  six  coordonnées  d'une  droite,  je  pose  pour 
abréger     p  =  NY  —  MZ,     o'  =  LZ  —  NX,     ?"  =  MX—  LY. 

Donnons-nous  un  point  A(a,  p,  y)  et  un  plan  P.^  :  Ax -+-  H//  -h  C: -h  D  =  0.  Les  droites  A  telles 
que  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  A  soit  dans  P^  forment  un  complexe  APa  facile  à 
étudier  géométriquement  et  représenté  par  l'équation 

D(X2  +  \'  +  Z^  -h  (aX  -h  pY  4-  yZ)(AX  -t-  BY  -h  GZ)  -t-  As  -+-  Bp'  -f-  C?   ==  0. 
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Il  s'afîit  donc  de  trouver  les  complexes  AP^  auxquels  appartiennent  un  système  de  génératrices 
de  M  : 

(H)  ^+It--. i=0.  a^h. 

a-  0-         c- 

Or,  pour  un  des  systèmes  de  génératrices,  on  trouve  facilement 

OC  '  CCI  •  ab 

Si  je  remplace  p,  p',  0"  par  leurs  valeurs  dans  l'équation  du  complexe,  j'obtiens  une  relation  tiomo- 
gène  et  du  second  degré  en  X,  Y,  Z,  que  je  dois  identifier  avec  l'équation  du  cône  asymptote,  ce  qui  me 
donne  les  relations  suivantes  où  j'ai  remplacé  a,  ,3,  y  par  a-,  ?y,  z  qui  sont  les  inconnues,  ainsi  que  A,B,C,D: 


bc 

=  0, 

C.-HA.      B^'t'-^^'"'' 
ac 

■  =  o, 

\y-\-Bx-\-  C-  — ^ — 

ab 

-  =  o. 

\) -h  Ax         D-t-By 

D  +  a- 

1         ~           1 

1 

1           a2                     //^ 

c- 

=  A. 


Or  il  est  évident  que  l'une  des  quantités  A,  13,  C  doitètre  nulle,  car  le  plan  Aor-f- By-i-C: -f- D  =  0 
doit  êtie  cyclique,  étant  données  les  directions  asymptotiques  de  la  quartique  considérée  plus  liant,  .le 
prends  A  =  0  et,  laissant  de  côté  le  cas  particulier  D  =  0  qui  sera  contenu  comme  cas  limite,  je 
peux  supposer     D  =  1,     alors    X  =  a-, 

t>    =     TU '  Li    =    

bh/  c^z 

Les  trois  autres  équations  deviennent 

acxz  -+-  h{a'  -+-  c')y  =  0,  abxy  h-  {a^  —  b')cz  =  0,  c-{a-  —  b-)z^  -  /^-(n* -h  c^)y-  =  0, 

qui  donnent  deux  des  six  droites,  savoir  : 


-^  = —  J(a^  —  b-Mà"  -h  C-). 


Ces  deux  droites  sont  réelles  puis(|uc  j'ai  supposé     a  >>  b.     On  a  les  ((uatre  autres  droites  on  sup- 
posant    B  =  0     ou     C  =  0. 

Uomies  soliilioiis  (ttf  iMM.  Vkyhinks,  lycée  Louis-le-dniinl  :  Tabknnk,  lycée  de  Versailles. 


GKOMinKii-; 


\Q2,Q.—  Onduniw  h.  cercle.  C  dr  rcutn'  ()  et  de  nui, m  K  ,  I  son  dinmètre  fixe  \\.  M  elanl  un  point 
variable  de  ce  cercle  et  II  sa  projection  orthoijonale  sur  \  V .  sur  la  tangente  en  M  on  prend  les  points  P 
et  1"  tels  que     Ml'  =  MV  =:  Mil. 

Le  point  M  parcourant  le  cercle  : 

1'  Les  points   I'  et   V  dëcriveul  deux  cardioides. 
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2°  Les  tangentes  en  P  et  V  à  ces  cardioïdes  sont  rectangulaires,  elles  se  coupent  en  T,  les  normales 
aux  mêmes  points  se  coupent  en  N.  Le  point  T  décrit  une  épicycloide  à  deux  rebroussements. 

Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  PF. 

Enveloppe  de  TN  (épicycloide  à  deux  rebroussements). 

3"  Enveloppes  de  PH  et  P'H  {hypocgcloïdes  à  trois  rebroussements). 

4"  Enveloppe  de  QQ',  Q  et  Q'  étant  les  points  de  contact  de  PH  et  PH'  avec  leurs  enveloppes  {hypocy- 
cloïde  à  quatre  rebroussements). 

4.  La  droite  MA  étant  bissectrice  de  l'angle  HMP,  les  triangles  HMA  et  AMP  sont  égaux,  puis- 
qu'ils ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux.  On  en  conclut 
que  le  point  P  est  la  projection  du  point  A  sur  la  tangente  au  point  M  ; 
par  suite,  le  lieu  du  point  P  est  lapodaire  du  point  A  par  rapport  au  cercle 
donné  (C).  C'est  donc  une  cardioïde  (y)  ayant  son  rebrousseraent  en  A 
et  son  sommet  en  A'. 

On  verrait  de  même  que  le  lieu  de  P'  est  une  cardioïde  (y')  qui  a  son 
rebroussement  en  A'  et  son  sommet  en  A. 

2.  La  normale  à  '■;',  au  point  P  passe  par  le  milieu  1  de  AM  et  aussi 
par  la  projection  B  du  point  A  sur  le  rayon  OM;  de  même  la  normale  à 
(y')  au  point  P'  passe  par  les  points  analogues  I'  et  B'.  Il  est  aisé  de  voir 
que  ces  deux  normales  sont  rectangulaires.  En  effet,  les  figures  APMB,  A'P'MB'  étant  des  rectangles,  on  a 

aTpB  =  PMA  et  mFb'  =  P'MV. 

(^omme  les  angles  PiMA  et  PMA'  sont  complémonlaires,  les  angles  MPB  et  MP'B'  le  sont  aussi,  et 
par  suite  l'angle  PNP'  est  droit. 

Le  point  T,  intersection  des  tangentes  en  P  et  P'  aux  courbes  (y)  et  (y),  est  alors  le  quatrième 
sommet  du  rectangle  construit  sur  NP  et  NP'  ;  et  les  diagonales  de  ce  rectangle  sont  PP'  et  NT:  elles 
se  coupent  en   i\l,   milieu  de  PP'. 


Posons 


HMA  =  AMP  =  a. 


MPT  =  - 


Nous  avons  alors  TMP  =  2a  =  HMP;  par  suite,  le  point  T  est  le 
symétrique  du  point   II  par  rapport  à  MP. 

Si  nous  prolongeons    OM    d'une  longueur  MD  égale  à  OM,  les  deux 
"I"     triangles  OHM  et  DMT  sont  égaux. 

Construisons  iiiaiiilenant  le  cercle  (oi)  décrit  sur  .VII)  commediamètre; 
on  voit  irumédialemont  que  l'angle  M'oT  vaut  (bux  fois  l'angle  AOM  ; 
donc     arc  .MT  =  arcAM. 

On  en  conclut  que  le  point  ï  décrit  une  épicycloide  (E)  à  deux  re- 
broussements A  et  A'. 

Le  cercle  de  diamètre  PP'  a  pour  centre  le  point  M  et  passe  par  le 
point  T;  il  est  donc  tîmgent  en  ce  point  k  la  droite  TD,  qui  est  précisément  la  tangente  k  l'épicycloïde 
(E).  Il  en  résulte  que  l'enveloppe  du  cercle  de  diamètie  PP'  se  compose  de  cette  épicycloide  et  de  la 
droite  AA'. 

On  peut  encore  le  voir  autrement.  Le  cercle  de  diamètre  PP'  et  le  cercle  infiniment  voisin  se  cou- 
pent d'abord  au  point  II.  puis  au  symétrique  de  ce  point  par  rapport  à  la  ligne  des  centres  ;  or  cette 
ligne  est  la  tangente  MP.  Donc,  le  second  point  de  rencontre  des  deux  cercles  est  le  point  T,  symétri- 
que de  H  par  rapport  à  MP.  On  on  conclut  que  l'enveloppe  du  cercle  de  diamètre  PP'  se  compose  des 
lieux  des  points  H  et  T. 

Soit  T'  le  point  diamétralement  opposé  à  T  dans  le  cercle  (lo)  ;  ce  point  T'  décrit  aussi  une  épicy- 
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cloïde  (E')  à  deux  rebroussements   F  et  F';  etjla  droite    \)T'   est   tangente  a  cette  courbe  au  point    1  . 
Or  la  droite  TN  est  homolhétique  de  DT',  le  centre  d'homothétie  étant  le   point  0,  et  le  rapport  d'ho- 

1 

mothétie  étant  éeal  à  — -• 

^  2 

On  en  conclut  que  l'enveloppe  de  TN  est  répicycloïde  homothétique  de  (E)  dans  les  conditions 
sus-indiquées.  Cette  courbe  a  pour  rebroussements  les  milieux  de  OF  et  de  OF'. 

Remarquons  d'ailleurs  que  TN  est  la  normale  à  (E)  au  point  T  ;  par  suite,  l'enveloppe  de  TN  est 
la  développée  de  (E).  On  sait  que  c'est  une  épicycloïde  semblable. 

3.  Soit  M'  le  symétrique  de  M  parrapportà  AA' ;  les  droites  HP  et  A'M'  quifontavec  AA'  le  même 
angle  a  en  sens  contraires  se  coupent  en  un  point  G  qui  est  le  milieu  de  A'M'.  Donc  OG  est  perpen- 
diculaire à  A'M'.  Soit  oj,  le  milieu  de  OA'  ;  ce  point  est  le  centre 

du  cercle  qui  a  pour  diamètre  OA' ;  donc  o^iG  = Dési- 
gnons par  K  le  point  de  rencontre  de  oj,G  et  de  AM  ;  les  deux 
triangles  GOA'  et  GM'K  sont  égaux;  on  a     GK  =  OA'  =  K.     el 


wiK  = 


3R 


Le  lieu  du  point  K  est  un  cercle  (wt)  de  rayon 


3K 


D'autre  part,  le  cercle  décrit  sur  GK  comme  diamètre  passe 
par  le  point  M'  et   rencontre  HP  en  un  point  Q.  On  voit  aisé- 
ment que  l'angle  QGK  est  égal  à  3a,  et  on  en  conclut  que  l'arc 
QK  du  cercle  (GK)  est  égala  l'arc  AK  du  cercle  ('•>.  . 
Par  suite,  le  lieu  du  point  Q  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements,    et  la   tangente  en  ce 
point  est  précisément  la  droite  HP. 

On  en  conclut  que  la  droite  HP  enveloppe  cette  hypocycloïde. 

H   est  aisé   de   voir  que  le  point    Q    est  symétrique  de   P  par   rapport   au    point    H.    I]n   ofTiM 

QWG  =  ^-3<x,     i\WX'  =  ^—ol;     donc     HM^  ==  hK'— Q^TG  =  iia  =  TlMP. 

On  verrait  de  même  que  l'enveloppe  de  HP'  est  une  hypocycloïde  à  Irois  rebroussements,  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  au  diamètre  perpendiculaire  à  AA',  et  que  le  point  Q  où  cette  droite 
touche  son  enveloppe  est  symétrique  de  P'  par  rapporta  H. 

4.  Cherchons  maintenant  l'enveloppe  de  la  droite  QQ'. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  cette  droite  est  la  symétrique  de  la  tangente  PMI*    |);ir  rapport  au 

point  H  ;   c'est  donc  la  parallèle  à  cette  tangente,  menée   par  le  point  M'. 

Prenons  sur  celte  droite  la  longueur     ML  =M  I.  =  OM'.     L'angN»  OM'L 

est  égal  à 4a,     et  comme  le  triangle    OM  1.    est   isocèle,  on   voit 

aisément  (\uc\  chacun  des  angles  à  la  base  vaut     iï  -h  —  ■ 

Donc  la  droite  OL  fait  l'angle -^  avec  OA.  donc  eette  droite  est  li\e, 

4 

et  il  en  est  do  même  de  la  droite  OL'  (jui  lui  est  perpendiculaire. 

Comme     LL'  =  iOM'  =  2\\,     l'envelopiiptlt^  I.I.  est  une  liypocyoloult> 

k  quatre  rebroussements. 

MAm-.SCAlCIll 


Bonnes  solutions  par  MM.  R.  noMot,  ;\  Arras  ;  Charles   C.iii  i.krjik  ;  (î.  L\cn,  h    llottei  ;  J.  OrrKSHiinK».  I *.'«''«  <•«  Ninct  : 
Louis  PiRHiN,  à  Trévoux  ;  A.  Hoosskao,  à  Foiimes-en-Weppis  .  !..  Smo>,  à  Fourniit's  ;  Houiitr. 
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1912.  —  Enveloppe  et  trajectoires  orthogonales  des  paraboles  qui  ont  même  axe  et  même  directrice  (^). 

Autre  solution  de  la  seconde  partie.  ~  Sur  la  parabole 

(1)  y'  =  2px-p\ 

prenons  un  point  M  quelconque.  Un  déplacement  infinitésimal   (or,  oj/)  etTecfué.  à  partir  de  ce  point, 
sur  la  parabole  satisfait  à  l'équation 

rjoy  z=  pox . 

Un  déplacement  {dx,  dij)  efrectué  sur  la  trajectoire  orthogonale  vérifie  donc  la  suivante  : 

(-)  ydx  =  —  pdy. 

Les  équations  (1)  et  {"i)  renferment  trois  variables  j/,  x,  p.  En  éliminant  l'une  d'elles,  on  aura  une 
équation  différentielle  entre  les  deux  autres.  Quelle  que  soit  la  façon  de  procéder,  on  arrive  à  une  équa- 
tion homogène,  donc  intégrable  par  quadratures.  Il  semble  qu'on  obtienne  les  calculs  les  plus  sinaples 
et  les  plus  élégants  en  éliminant  y.  Pour  cela,  il  faut,  au  préalable,  dilTérenlier  (1),  ce  qui  donne 

(3)  ydy  =  pdx  -^  [x  —  p)dp. 
Eliminant  dy  entre  (2)  et  (3),  on  a 

dx 

(4)  y^ h  pdx  -h  {x  —  p)dp  =  0. 

Eliminant  y-  entre  (l)et(4),  il  vient 

(5)  'ixdx  -H  (.r  —  p)dp  =  0. 
Posons    p  —  Ix,     l'équation  s'écrit 

dx  (t—\)dl  t—  i 


x  -l-hl  —  t-         (!+/)( 

D'où,  en  appelant  (]  une  constante  arbitraire, 

(7)  x=  C(/  +  l)  "■'•"(/  -2)~  ' 
D'autre  part,  l'équation  (I)  donne 

(8)  y'  =  .r^/(2  -  /), 


2  —  /)  3  1  /  ^  1        /  —  :i  J 


ou 


(9)  î/  =  W^(2— /)  •■= -c/ -  c  +  l)    M2  — 0'- 

Il  ne  serait  pas  difficile  d'éliminer  t  entre  (8)  et  (7),  ce  (jui  donnerait  l'équation  de  la  courbe.  Mais, 

dx      dy      dy 

c'est  inutile  pour  la  construction,  car  on  a  x  et  i/  en  fonction  de  t.  En  outre,  les  dérivées   —7—,  —^,  —r- 

^  dt       dt      dx 

sont  toutes  calculées,  en  vertu  des  équations  (6)  et  (2)  ;  on  a 

dx  t 1  -  A  _  jL 


(11)        ^  =  -^^  =  -\/^^  =  ah-m  +  ir^i^-n 


dy 
HT  p 


dy  y  .  /^  — < 

<'^)  rfi  =  -7  =  -V-T- 

Remarquons  enfin  que,  d'après  (8),  t  doit  rester  entre  0  et  2. 

De  là,  on  déduit  immédiatement  le  tableau  suivant,  où  l'on  suppose    C  =  1 


(1)  Cette  question  a  été^  résolue  dans  le  n"  précédent,  p    266. 
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D'où  la  courbe  ci-contre, 
.'y 


,'y=-c 


II  siiHit  de  compléter  par  symé- 
tries pour  avoir  toute  la  courbe  algé- 
brique. 


/ 

0 

1 

2 

./• 

1 

n 

/ 

1 

V4 

— 

--  X 

?/ 

0 

\ 

X 

/ 

0 

dx 
dt 

X 

4- 

0 

— 

—  VD 

dy 

dl 

—  oc 

— 

0 

- 

X 

dy 
dx 

—  X 

— 

—  1 

— 

0 

.1.   HAA(.. 


Remarque.  —  Voici  encore  une  solution  fort  simple,  indiquée  dans  le  tome  I  des  Edercices  d'nlgébip,  d'anah^sr  et  de 
Irufonomélric  de  MM.  Aobert  et  Papemer. 

Toutes  les  paraboles  considérées  sont  tangentes  au\    bissectrices  des  angles  formés  par  Taxe  et   la  directrice  ;  si  l'on 

_{_  \_ 

prend  ces  tangentes  comme  axes  de  coordonnées,  l'équation  générale  des  paraboles  est    a;  ■^  ±  y  -    =  C,    et  on  en  déduit 

_3_  _3^ 

aisément  que  l'équation  générale   des  trajectoires   orthogonales  est    x  2  dry  2^0.    La  construction  de  ces  courbes  ne 
présente  alors  aucune  difficulté. 


1917.  —  1"  /{tant  donnée  une  parabole  (P)  tangente  aux  axes  de  coordonnées  Ox  et  O7,  supposés 
rectangulaires,  en  A  et  H,  on  considère  un  point  p  quelconque  de  O.r  et  la  tangente  issue  dp  p  à  la  para- 
bole autre  que  Oj,',  pT,  On  désigne  par  t  la  projection  de  T  sur  Ox  ;  montrer  quà  un  point  p  cm'respnnd  en 
général  un  point  t  et  un  seul,  et  que  à  un  point  t  correspondent  deux  points  p,  p  et  //.  Le  point  p  étant 
donné,  construire  p'.  p  et  p'  décrivent  une  involution. 

2°  On  prend  un  point  M  du  plan,  projeté  sur  les  axes  en  p  et  q.  On  mène  de  p  el  q  deu.i  tangentes  à 
la  parabole  (P)  qui  se  coupent  en  N.  Montrer  qu'à  un  point  M  correspond  en  général  un  point  N  et  qu'à 
un  point  N  correspondent  deux  points  iM.  M  el  M'.  M  étant  donné,  construire  M'.  Cas  oii  M,  M  sont  con- 
fondus. Cas  où  M  et  N  sont  confondus. 

3°  Lieu  de  N  si  M  décrit  AB  ou  une  parallèle  à  AB.  Lieu  de  M  si  N  décrit  (P).  /'rouver  des  para- 
boles déduites  de  (P)  par  translation  et  telles  que  le  lieu  de  M  soit  simple  si  N  décrit  l'une  d'rllrs. 

4°  On  prend  une  hyperbole  èquilatère  (H  d'asymptotes  parallèles  à  Ox  et  Oi/,  coupant  1rs  axes  en 
deux  points  situés  sur  une  même  parallèle  à  AB  et  telle  de  plus  qu'elle  contienne  les  deux  points  M  "t  M  . 
Quelles  sont  les  positions  successives  des  hyperboles  (H)  quand  N  décrit  AB  ou  une  parallèle  à  AB  ."* 

5°  On  projette  un  point  M  sur  les  axes  en  p  et  q  et  l'on  considère  la  parabole   (Pm)    tangente  aux 
axes  de  coordonnées  en  p  et  q.   Elle  admet  avec  {y)  une  tangente  commune  AM  différente  de   Ox  ou  Oy. 
Lieu  des  points  M  donnant  une  m'^me  droite   As,.    Peut-on  trouver  sur  ce  lieu  deux  points  S\ 
et   iVr    associés  île  la  firon  indiquer  nu  /)"  tJ  ?   Oiir  drrirnl  alors  Ir  point    .N  '.* 


Si  a,  0  et  0,  b  sont  les  coordoiuu't's  do  .\   l't  U,  on  s;iil  i|in'  riMjuation  do  ^P    "'>l 

^  (7-7;r-^(T-")-'="- 

T 


l'osuiis  |M»ur  siinplilitM'  les  caliMiis     r  =  a\.     y  =  f>^  ;     ro  qui    n*- 
vienl  il  «'llecliier  une    traiisfonualioii    li«Mnographi(]Uiv   l.<'   point   ;» 
■•"^pris  sur    O;    aura    iino   abscisse  p,  et  Ton  pont    poser  égalenienl 
/)  —  aV.     La  polaire  de  ce  point  a  pour  «Mjualion 

IV  \  _  ^    _p_  ,\  ->    Y^    .    1  =  0. 
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Si  l'on  en  déduit  Y,   pour  avoir  l'équation  aux  X  des  points  de  rencontre  de  cette  polaire  avec  la 

v.  1  .  V         (P-1)(X  — I) 

parabole,  on  trouve  \  = -, 

P-h  1 

et  par  suite,  pour  cette  équation  aux  X, 

[X(P  -^  1)  -  (P  —  1)(X  -  1)>  —  2(P  H-  1)[X(P H-  1)4-  (P  -  1)(X  -  i)]  -+-  (P  +  1)»  =  0 

ou,  en  ordonnant,      X^  —  X(P2  +  1)  h- P^  =  0. 

Une  racine  est    X  =  1     comme  on  devait  s'y  attendre  ;  elle  redonne  le  point  A  ;  l'autre,  qui  est  l'ab- 

pZ 
scissede  /,  est     X  =  P-,     d'où     x  =  ^^-—• 

a 

»2 
A  une  valeur  de  p  correspond  une  seule  abscisse  pour  /  ;  à  une  abscisse    ^—  correspondent  deux 

a 
valeurs  de  p  égales  et  de  signes  contraires  p  et    p'  =  —  p.     Le  point  p'  se  déduit  donc  du  point  p  par 

une  symétrie  par  rapport  à  0.  Ces  deux  points  décrivent  une  involution  qui  est  ici  une  symétrie. 

2°  Soient  p,  g  les  coordonnées  de  M  ;  posons  comme  ci-dessus    p  =  aP,     7  =.  6Q.     La  tangente 

issue  de  p  passe  par  un  point  de  la  parabole  d'abscisse     X  =  P',     d'ordonnée 

Y  =  : J- ii   =  (P—  1)V 

P  -^  1 

X  —  V               V 
Cette  droite,  dont  on  connaît  deux  points,  a  par  suite  pour  équation       — —  =  — ,     ou, 

en  simplifiant,     X(P  —  1)  — YP  —  P(P— 1)  =  0. 

De  même,  pour  la  tangente  issue  de  q  on  trouve,     Y(Q  —  1)  —  XQ  —  Q(0  —  1)  =  0. 

Le  point  N  de  rencontre  de  ces  deux  droites  a  pour  coordonnées  R  =  P(l  —  Q),  S  =  Q(!  —  P), 
R  et  S  étant  liés  à  l'abscisse  et  à  l'ordonnée  r  et  s  de  N   par  les  relations     r  =  aR,     s  =  AS. 

A  une  position  de  M  correspond  une  seule  position  de  N  ;  inversement,  supposons  que  l'on  se 
donne  N,  c'est-à-dire  R  et  S,  et  cherchons  P  et  0.    Les  équations  ci-dessus  donnent 

P-R  =  0-S  =  PO  z=  a, 
en  désignant  par  a  cette  valeur  commune  ;   on  tire    P  =  R-i-a;     0  =  S  +  a    avec 

a  =  PQ  =  (R  +  a()(S -+- a),  OU  a»  ^  a(R  -+-  S  —  1) -+- RS  =  0. 

C'est  une  équation  du  second  degré  admettant  deux  racines  a  et  a'.  Il  y  a  donc  deux  points  M  et 
M'  ;  ayant  a  et  a'  on  en  déduit  P,  Q  et  P',  0'.  Cherchons  comment  on  peut  en  déduire  M'  de  M. 
La  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  en  direction 

X  Y  X  Y 

ou 


p_p'  Q_Q'  (R  +  a)_(R-f-a')  (S -H  a)  -  (S -h  a') 

Les  dénominateurs  sont  les  mêmes,  donc  cette  droite  est    X  =  Y,     ou,  en  revenant  aux  notations 

.     .  .  X  y 

primitives,     —  =  ^  .      On  peut  donc  construire  aisément  cette  direction  de  droite. 
a         b 

En  menant  par  M  la  parallèle  à  la  médiane  du  triangle  OAB,  on  a  un  premier  lieu  de  M  . 

Cherchons  maintenant  les  coordonnées  du  milieu  de  MM';  on  trouve 

P  -4-  P'    _    R  —  s  H-  1  Q-+-Q'    _    S-R-+-1 

2       ~~  2  '  2       ~~  2 

En  ajoutant  membre  à  membre,  on  en  déduit  que  ce  point  est  sur  la  droite  X  -h  Y  =  1,  qui  n'est 
autre  que  AB.  Donc  un  second  lieu  de  M'  est  la  droite  homothétique  de  AB  par  rapport  à  M  dans  le 
rapport  2.  Le  point  M'  se  construit  par  l'intersection  de  deux  droites. 

On  peut  remarquer  en  outre  que  M,  M',  N  sont  trois  points  en  ligne  droite.  La  construction  de  N 
résulte  immédiatement  de  la  figure. 

Si  M  et  M'  sont  confondus,  l'équation  en  a  a  une  racine  double,  ce  qui  donne 

(R_S)2  — 2(R-hS)-4-l  =  0, 
c'est  la  parabole  (P;  qui  est  alors  le  lieu  de  N. 
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Si  M  et  N  sont  confondus,  on  a     R  =  P,      S  =  Q     et  par  suite     P  =  P—  PQ,      d'où     PQ  =  0 

» 

ce  qui  donne  soit     P  =  0,     soit    Q  =  0  ;     on  trouve  ainsi  les  deux  axes  de  coordonnées. 

3°  Si  M  décrit  une  parallèle  à  AB,  on  a     P-hQ  =  /;.     L'élimination  de  P  et  Q  entre  cette  relation 
et  R  =  P(i— Q),  s  =  Qfl  — P) 

donne  le  lieu  de  N,  de  coordonnées  R,  S.  On  a  P  —  Q  =  R  —  S,  et  2Pn  =  R -+-S  —  (^^P-hQ) 
=  R  -h  S  —  k.  En  élevant  la  première  équation  au  carré  et  ajoutant  deux  fois  la  seconde,  on  trouve  le 
lieu     (R  —  S)*  —  2(R  +  S)-H  2A-  —  k"^  =  0    ou,  avec  les  notations  primitives, 


a--:-y-K7-i)--— =«• 


parabole  déduite  de  (P)  par  translation  et  qui  est  identique  à  (P)  pour    k=  i,    c'est-à-dire  si  M  décrit  AB. 

Inversement,  supposons  que  N  décrive  (P)  ou  plus  généralement  une  parabole  déduite  de  P)  par 
une  translation  parallèle  à  son  axe,  parabole  que  l'on  peut  définir,  comme  on  le  verra  facilement,  en 
remplaçant  dans  (P),  X  et  Y  par    X  h- a     et    Y  +  a: 

fX— Y)*  — 2(X-hY)  — 4a-Hi  =  0. 

Le  lieu  du  point  M  s'obtient  en  remplaçant  X  par    P(i  — Q)     et  Y  par    0(1  — P\     ce  qui  donne 
(P  — Q)'-2(P  +  Q)-4-4P0-+-l  =  4a,  ou  (P-+-0  — 1)»  =  'ta. 

On  a  deux  droites  parallèles  à  AB  et  réelles  ou  imaginaires  suivant  le  signe  de  i.  Ce  résultat  est  la 
réciproque  de  celui  qui  a  été  établi  dans  le  cas  où  M  décrit  une  parallèle  à  AB. 

4»  Avecles  coordonnées  X  et  Y  déjà  définies,  l'équation  des  hyperboles  (H)  est  XY'  — m\  —  »Y  •  />  =0. 
Fn  écrivant  que  les  points  où  elles  coupent  les  axes  sont  sur  une  parallèle  à  AB,  on  trouve  aisément 
m  =  n.  De  plus,  devant  passer  par  les  points  M  et  M',  elle  doit  passer  par  tous  les  points  rommuns 
aux  deux  hyperboles  équilatères  R  =  X(i  -  Y)  =  X  -  XY,  S  =  Y(l  —  X'i  =  Y  —  XY,  lieux  de  P, 
0  déjà  donnés.  On  en  déduit  que  l'hyperbole  (H)  est    2XY  —  (X  -t-  Y)  4-  R  -<-  S  =  0. 

Si  N  décrit  une  parallèle  à  AB,  l'on  a  R-|-S  =  /,-,  et  par  suite,  pour  (FH,  2XY  —  (X  H- Y) -t- ^- =  0  : 
toutes  ces  hyperboles  ont  donc  mêmes  asymptotes  et  sont  homoihétiques  par  rapport  à  leur  centre  com- 
mun quand  R  et  S  varient  de  façon  quelconque  ;  mais  si  N  décrit  une  parallèle  à  AB,  l'hyperbole    H) 

ne  change  pas.  Elle  est  d'ailleurs  réduite  à'deux  droites  pour     ^'  =  -^'     ce  qui  correspond  à  la  droite 

1 

homothétique  de  AB  par  rapport  à  0  dans  le  rapport   -   • 

5»  La  tangente  à  la  parabole  (P)  issue  d'un  point  d'abscisse  a  de  Or  a  pour  équation   Voir  2'^ 

a\  a  '        ha         n  ^  a  ' 

Si  l'on  cherche  le  point  d'ordonnée  '^  où  elle  coupe  Oi/.  on  trouve  la  relation     ~  ~^~Ç  ~~  ^  ^ 

On  retrouve  une  propriété  connue  :  si  l'on  projette  un  point  do  la  corde  des  contacts  AH,  sur  OV 
et  OB,  la  droite  joignant  les  deux  projections  est  ime  lauirente  a  In  parabole,  et  ivoiproquonienl  toute 
lanj^ente  à  (P)  peut  être  ainsi  définie. 

Ici,  en  désignant  par  /),  7  les  coordonnées  do  (M),  quantités  qui  jouent  pour  (Pv.)  le  morne  nMe  que 
fl.   h  pour  (P).  on  voit  que  la  droite  -A^,  doit  couper  les  axes  en  des  points  dabscisso    et  d'ordonnée 

«,  P,  tels  que  _  +  -Ç.  —  1  =  0  et  r i  =  0. 

'  ah  PI 

Ces  deux  équations  définissent  comme  on  le  sait  un  sysf.nio  uniquo  do  v.ilour>  pour  1  et  ;î.  5i  U 
droite  Am  est  fixe,  ^  et  |i  le  sont,  ol  ;>,  </  décrit  la  courbe 

h-— 1  =0, 

•^      y 

ou     .il/  —ai/  —  [i./-  =  0,     hyperbole  équilalèro   passant  \  Toritiino. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


El)  revenant  aux  coordonnées  X,  Y,  {x  =  a\,     ij  =  b\),      cette  équation  devient 

ahW  —  y.h\  —  paX  =  0. 
Posons,  pour  la  symétrie  des  notations,     a  =  «A,     3  =  h^,     en  remarquant  que,  par  suite,  on  a  la 
condition     A -t- B  =  1  ;     Iliyperbole  lieu  de  M  devient 

XY  — AX  -BV  =  0. 
Pour  qu'on  puisse  trouver  sur  ce  lieu  deux  points  M  et  M',   il  faut  rjue  celte  hyperbole  puisse  appar- 
tenir au  faisceau  des  deux  hyperboles 

XY-X4-H  =  0,  XY  — Y-hS  =  0. 

En  multipliant  la  première  équation  par  S  et  en  relranchant  la  seconde  multipliée  par  R,  on  en 


S 


R 


déduit  i»ai'  identification  :  A  =   — ^^^ — ,  H  = 

S  -  R  R-S 

qui  vérifie  bien  A-i-  B  =  \. 

A  et  B  étant     connus,    on  voit  que    R  et  S   sont  soumis  à  une  seule  condition;  on  peut  lamettre 

sous  la  forme  symétrique  AR  -h  BS  =  U, 

a  y         2.Î 
ou,  avec  les  anciennes  notations,      — - -i- -i_  =  o,     ce  qui   exprime   que  le  lieu  de  N   est  le  diamètre 

a^        h- 

conjugué  par  rapport  à  l'ellipse  décentre  0,  de  sommets  A  et  B,  de    la  droite  joignant  l'origine  au 

point  de  AB  cjui  a  pour  coordonnées  a.  p. 

Remarques  géométriques.  —  I"  Il  est  bien  évident,  d'après  la  figure  même,  qu'a  un  point  p  ne  corres- 
pond qu'un  point  t\  mais  qu'à  un  point  t  correspondent  deux 
points  T  et  T',  et  par  suite  deux  points  ;),  //,  qui  forment  une 
involution.  Considérons  les  quatre  tangentes  fixes  à  (P)  :  Tp,  T'p', 
Oy  et  la  droite  de  l'infini.  Le  rapport  nnharmoni(iue  qu'elles  inter- 
ceptent sur  une  tangente  quelconque  est  constant.  En  prenant  la 
tangente  infiniment  voisine  de  Oy  et  remarquant  que  TT'  est  paral- 
lèle à  0//,  on  en  déduit  que  ce  rapport  est  —  1.  Donc  si  nous 
coupons  par  Ox  tangente  à  (?)  on  voit  que  0  est  le  milieu  de 
pp\  ce  qui  montre  que  l'involution  de  ces  deux  points  est  une 
symétrie. 

2o  La  figure  montre  immédiatement  qu  à  un  point  M  corres- 
pond un  seul  point  N  et  à  un  point  .\  deu>  points  M.   Si  l'on  remarque  que  toute 

tangente  à  P,  pq',  est  telle  que  p  et  q' 

soient  les  projections  sur  les  axes  d'un 

point  C  de   AB,  on  voit  que  MCM'D   est 

un  rectangle  dont  AB  est  une  diagonale  ; 

on  en  déduit  immédiatement  la  construc- 
tion de  M'  connaissant  M,  telle  qu'elle  a 

été  donnée  ci-dessus.  On  sait  de  plus  que, 

dans   un  rectangle  tel    que    MCM'D,   les 

trois  diagonales  de  MCM'D,  pC^'O  et  çOp'D  sont  concourantes;  donc 

N  est  sur  MM'. 

Si  M  et  M'  sontconfondus,  ils  sont  sur  AB,  etp,;>'  sont  confondus 

ainsi  que  q,  q' .   Les  deux  tangentes  pq',  p'q   étant  confondues,  leur 

point  de  rencontre  est  leur  point  de  contact  ;  donc  N  décrit  (P). 

Si  M  et  N  sont  confondus,  pM  et  pN  étant  confondus,  /)>'  est 
une  tangente  verticale  a  (P).  On  trouverait  de  mémo  la  tangente  horizontale  à  (P),  résultats  déjà  obtenus  par 
le  calcul. 

30  On  sait  que  si  l'on  projette  un  point  quelconque  L  de  AB  sur  les  axes  en  a  et  i^,  la  droite  «3  est  tangente 
à  la  parabole  bitangente  aux  axes  en  A  et  B.  De  même  pour  tout  point  de  la  droite  pq.  Si  donc  on  veut  une 
langenle  commune  autre  que  les  axes,  ou  la  droite  de  l'infini,  aux  deux  paraboles  de  l'énoncé,  il  suffira  de 
prendre  le  point  de  rencontre  de  AB  ei  pq,  T,  et  de  le  projeter  sur  les  axes,  en  CH.  CH  est  Am. 
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f  ~ 

Si  cette  droite  est  fixe,  T  Test  aussi,  et  par  suite  pq  passe  pur  un  point  tixe  T.  On  eu  déduit  qu'il  y  a  corres- 
pondance homograpiiique  entre  p  et  q,  et  que  par  suite  .M  décrit  une  hyperbole  équilatère  de  directions 
asvmptotiques  Ox,  ()y. 

A.  S.  L. 


Bonaes  solutions:  MM.  J.   Ottenheimer,  lycée  de  Nancy;   G.    Foucry,  à  Reims;  C    Villals  ;  Doligez  :  Ch.  (! 
Do.NTOT,  élève  df  l'Ecole  normale  supérieure;  G.  Lach  à  Rodez;  A.  Courtois  :  Jambeht  :   J.  Soubaig.né. 


riLLERME  ;   R. 


MÉCANIQUE 


1918.  —  1*^  On  considère  un  point  M  mobile  dont  la  trajectoire  est  la  cubique  gauche  r,  x  =  at, 
y  =  bt-,  z  —  ct'\  a,  6,  c  étant  les  coordonnées  d'un  point  P  fixe  et  t  désignant  le  temps.  On  suppose 
a,  b,  c  positifs  et  non  nuls.  On  suppose  dans  la  suite  que  le  point  P  reste  sur  une  surface  (S)  telle  que 
pour  les  valeurs  ainsi  définies  de  a,  6,  c,  le  vecteur-vitesse  en  chaque  point  de  V  fasse  un  angle  constant, 
que  l'on  calculera,  avec  une  droite  A  convenablement  choisie. 

p.  étant  fixe ^  étudier  en  chaque  point  de  V  la  vitesse.  Hodographe.  {On  déterminera  en  vraie  grandeur 
les  éléments  de  l' hodographe.) 

20  Calculer  en  chaque  point  de  V  l'accélération  totale  et  l'accélération  tangenlielledu  mobile.  /Jéduire  de 
leur  comparaison  le  rayon  de  courbure  de  V.    Variations  de  ce  rayon  de  courbure. 

'i°A  chaque  point  P  de  S  correspond  un  certain  mouvement.  P  étatit  supposé  arbitraire  sur  S,  y  a-t-il 
un  nombre  fini  ou  infini  de  mouvements  faisant  passer  le  point  M  par  un  point  (J  donné  de  l'espace  [^deux 
mouvements  distincts  pouvant  d'ailleurs  correspondre  à  une  même  trajectoire).  Discuter  suivant  la  posi- 
tion de  Q. 

4"  Etant  donné  un  point  Q  on  considère  le  mouvement  qui  fait  passer  M  en  (J  au  temps  t'.  le  temps 
0  correspondant  au  passage  du  mobile  à  l'origine.  On  suppose  que  ce  mobile  quitte  sa  trajectoire  en  Q  sui- 
vant la  tangente  avec  une  vitesse  uniforme  égale  précisément  à  sa  vitesse  au  passage  par  Q.  Lieu  des  points 
O'  oc<:upés  dans  cette  hypothèse  par  le  mobile  au  temps  t'  -\-  1  quand  O  occupe  toutes  les  positions  pos- 
sibles {On  suppose  que  t'  aune  valeur  fixe  donnée). 

ï"  Soient  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  cliercliée  ;  l'angle  V  de  la  tangente  a  r  avec 

cette  direction  est  donné  par 

(aa  -h  ib^t  -h  3c/-y)- 

cos   V  =   - . 

a-  -h  'tb'^t-  -h  i«''*<* 

Ce  rapport  doit  «Urc  indépendant  de  t  :  en  particulier  les  termes  en  /  et  t^  doivent  disparaître  au 
numérateur,  ce  qui  donne,  a,  b,  r  nr  pouvant  pas  être  nuls,  x  =  y  =  0,  ou  i  =  0.  La  première 
hypothèse  ne  convient  pas.  La  seconde  donne,  en  écrivant  (|ue  les  divers  coefficients  sont  proportion- 
nels au  numérateur  clan  dénominateur, 


.i  — 


(îaca.y 


W 
On  a      a  =  Y,      ou      a  =  — y-      '^'''•''  "•  /^  <^  devant  <Ur»'  positifs,  ou  en  di-ilnil      »  =  y,      ce  qui 
llxe  la  direction  denuindée  et  l'angle  V  (4.'»°);  on  trouve  en  outre  la  cotulilitm 

:\ac  =  26-. 

écjuation  d'un  cruie  (pii  est  le  lieu  clierclié  do  P.  i'  l'IaMl  sur  ce  cùne  (S),   toute  la  cubique  i"  y  esl  «égale- 
ment, conmie  on  le  vérifie  aiseinenl. 

La  vitesse  en  un  point  d(^  r  (>sl  donnée  par      \  -     /.       ^        2/>/,      Z  =  .'If/*.      L'hodo^Maphe  e«l  la 

parabole  du  plan      \  =  a,     d  e(|uali(>n       \''  , —  '/.     ou      ^     —  "itt/.. 

3i' 
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Le  paramètre  est  a. 

La  grandeur  de  ce  vecteur  vitesse  est  donnée  par 

y2  =  a2  H-  UH-  -h  9c^/*  =  (rt  -h3ct-f 

ou,  en  valeur  absolue,     v  =  a  +  'dct-  ;     on  étudierait  sans  peine  les  variations  de  la  vitesse. 

2"  L'accélération  totale  est  donnée  par    A*  =  4/*- -f- 36c^f^.     L'accélération  tangentielle  est  6c/,  et 

y* 
par  suite  l'accélération  normale  est  2/>.  Comme  elle  est  égale  d'autre  part  à   — ->    on  en  déduit 

K 

On  en  déduit  immédiatement  les  variations  de  ce  rayon  de  courbure. 

3°  Cherchons  si  le  point  Q  (a,  ^,  yj  de  l'espace  peut  être  atteint  par  un  des  mouvements  considérés  au 
bout  d'un  certain  temps  0,  l'origine  du  mouvement  étant  un  point  P(a,  6,  c)  à  déterminer.  On  doit 
avoir     a  =  aH,     ^  =  ô6*,     y  =  cO^,     d'où  l'on  tire 

Si  l'on  exprime  que  P  doit  être  sur  (S)  on  en  déduit  2i*  =  Say,  qui  exprime  que  (J  doit  être 
aussi  sur  (S),  ce  qui  est  évident  si  l'on  remarque  que  toutes  les  cubiques  sont  sur  (S).  Si  ceci  a  lieu, 
on  voit  iju'il  y  a  une  infinité  de  valeurs  de  ti,  b,  c  répondant  à  la  question  :  il  suffit  de  donner  à  ^  une 

valeur  arbitraire.   Mais  toutes  ces  trajectoires  sont  les  mêmes,  car,  en  posant     1  =  — ,     on  voit  que  F 

est  sur  la  cubique  gauche      x  =  it,     y  =  fi/'-,     z  =  -;/%     trajectoire  commune  à  tons  les  mouvements, 
qui  ne  diffèrent  donc  que  par  la  loi  suivant  laquelle  elle  est  parcourue . 

4°  Il  suffit  de  prendre  dans  le  calcul  ci-dessus  0  =  i'  pour  avoir  les  valeurs  de  n,  U,  c  cherchées  ; 
la  loi  du  mouvement  est  alors,  en  tenant  compte  de  ces  valeurs  de  a,  b,  c, 

x=.fl/=:a|,  y  =  bl^=^~.  :^C/^  =  Y-i-. 

a  t^l'  '4  3y/'*  3y  ,  ,        . 

Au  temps    /'.    le   vecteur  vitesse   est       —,         —7-  =  — p;      — — -  =  -— •        Au  temps     /-+-!, 

les  coordonnées  du    point  seront       .*;  =  a  4-  —,      ij  =  2 -h  ?-  ,         :  =  --+-7-^-'        ^®     '^      forme 

Aa,B^,  Ct. 

L'élimination  de  a,  j3,  y  entre  ces  relations  et    2p  =  Hay     donne  le  lieu 

2ACy»  =  3B'a-2, 
équation  d'un  cône  analogue  au  premier,  ou,  en  développant, 

2(/'  -H  l)(/'  -t-  3)1/'  =  3(/'  4-  tfxz, 
(|ue  l'on  peut  écrire 

<'i(2y2  _3x:)  +  4/'(2(/*  -  3x:)  -1-  6(v*  —  2xz)  =  0. 
L'enveloppe  est,  pour  ce  cône, 

4(2i/'^  -  Xczy  -  (>(2</^  -  3:i-z,i(y-'  -  2x:)  =  U, 
qui  se  décompose  en  deux  : 

2i/"^  =  Wxz  et  y'^  =  0. 

On  trouve  un  plan  tangent  fixe  (ce  que  l'on  peut  vérifier  immédiatement)  et  la  surface  (S)  à  laquell» 
ce  cône  est  tangent.  Il  y  a  d'ailleurs  deux  génératrices  de  contact  fixes,  qui  sont  les  axes  Ox  et  Oz. 

A.  S.  L. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Rousseau,   à  Fournes-en-VVeppes  :  G.  L^ch,  à  Rodez  ;  L.  Pekris,  à  TréToux  ;  Ch.  Gullterme  :  J. 
SouBAiGvé,  à  Mont-de-Marsan  ;  A.  Courtois  ;  Jamusht.  à  Saint-Etienne  ;  P.  Villain  ;  J.  Ottenheimbr. 
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CONCOURS  DE  19M  (Suite.) 


AfJRÉGATION  DI'S  SCIENCES  MATHÉMATIQIT.S 


Mathématiques  élémentaires  ('). 

l»Si  l'on  mené  à  une  ellipse.  (C)  de   centre  C    deux  cercles  bitangents,  Tun  (A)  ayant  son  centre  A  sur 

l'axe  focal,  l'autre  (B)  ayant  son  centre  B  sur  Taxe  non  focal,  le  point  dinter- 
section  I  des  cordes  de  contact  MM'  et  ISN'  est  un  point  limite  pour  le  système 
des  deux  cercles.  (On  demande  aux  candidats  une  démonstration  indépendante 
de  la  théorie  des  pôles  et  polaires  dans  les  coniques  ;  s'ils  emploient  l'équation 
de  la  droite  AB,  rapportée  aux  axes  de  l'ellipse,  pour  montrer  d'abord  que  le 
point  I  est  sur  cette  droite,  ils  établiront  géométriquement  les  formules  qui 
expriment  CA  et  CB  au  moyen  des  coordonnées  tP  et  CQ  du  point  I.  Ils 
pourront  donner  subsidiairement  une  démonstration  fondée  sur  la  théorie  de> 
"^P  pôles  et  polaires  dans  les  coniques). 

2"  On  donne  deux  cercles  (A)  et  (B).  de  centres  A  et  B,  dont  l'un  (A)  est  intérieur  à  laiitro  ;  soit  I  lelui 
des  deux  points  limites  du  faisceau  (A,  B)  qui  est  intérieur  aux  deux  cercles.  (Ce  choix  du  point  I  a  ptmr  but 
d'écarter  une  discussion  que  les  candidats  n'auraient  pas  le  temps  de  faire  convenablement). 

Si  l'on  mène  par  I  deux  cordes  rectangulaires  MM'  et  NN'  appartenant  respectivement  aux  deux  cercles,  il 
existe  une  ellipse  (G)  doublement  tangente  aux  deux  cercles,  les  cordes  de  contact  étant  .MM'  et  .\.\"  ;  le 
démontrer.  Les  cordes  variant,  les  pôles  H  et  S  de  ces  cordes  sont  sur  une  droite  fixe  A  perpendiculaire  à  la 
droite  AB  en  un  point  J  ;  les  circonférences  qui  ont  pour  diamètres  les  segments  RS  sont  ortho^'onales  à  la 
circonférence  de  diamètre  AB  qui  est  le  lieu  des  centres  des  ellipses  (C)  ;  les  carrés  a-  et  b-  des  demi-axes  de.< 
ellipses  (C)  sont,  les  uns  et  les  autres,  proportionnels  aux  distances  CD  des  centres  C  à  la  droite  A:  les 
ellipses  (C)  sont,  par  suite,  semblables  entre  elles. 

3*  Les  données  restant  les  mômes,  les  tangentes  en  M  et  M'  sont  rencontrées  par  les  tangentes  en  .N  l't  N' 
aux  points  E,  V,  (1.  H.  Désignant  par  X  l'angle  que  fait   IM  avec  le   prolongement  de    BA,   on  établira  les  5i> 

relations  qui  déterminent  en  fonction  des  constantes  de  la  figure  (  r,  B,  ^—  =  A.  -rj-  =  B  |  et  du  para- 
mètre X  les  éléments  essentiels  du  quadrilatère  IME.N,  k  savoir  les  angles  IME  =  a,  I.NE  =  i.  les  oôlés 
IM  et  IN,  les  côtés  E.M  et  EN;  les  deux  dernières  de  ces  relations  sont 

L-M    ■  u'v        u        Bsin('^-X) 

EM  sm  a  +  EN  cos  'p  =  ^^-r; -, 

"^  cos  A 

EM  cos  a  +  EN  sin  S  =    -rco.(l^.) 

sin  h 

Vérifier  au  moyen  de  ces  relations  l'égalité     -^^  ==  —  ,    et  en  déduire  que  le  (luadrilalère  EF<;H  reste 

inscrit  à  un  cercle  fixe  (0)  du  faisceau  (A,  B)  lors(iue  les  cordes  MM'  et  NN'  varient.  On  tk-tormiiit  ra   la  posi- 

OA 
tion  du   centre   0   de  ce  cercle  en  fonction  des  longueurs  lA.  IB.  .lA,  Jl>.  Il,  en  calculant  siiccossiveinenl     — . 

0A,()B;  on  calculera  aussi  la  (iislaiicc  JO,  on    iiilcriirclera   gcoinetriiineincnt    la    lormulc   iihliMiin-.  et  rt)n  i-n 

déduira  une  conséquence  pour  les  circonférences  décrites  sur  les  segments  BS  comme  diamètres. 

.ME 
Comparant  deux    expressions    diirérentes  do    la    valeur  du    rapport-^--  en  fonction  desquanlitos  IK,  III. 

MIE  =  Yi     Mlll  =  5.     on  obtiendra     •(  =  o,     et  on  interprétera  ce  résuilal  en  .•oiiNitieraiil  les  diairoiiales  Eu 
et  Fil.  De  quelle  nature  est  la  correspondance  entre  les  droites  Ed  et  Kl!  .' 

Matfiéniatt(/u(S  sprcitili  s . 

1968.  —    On   considère  dans  un  jilan    la  parabole  [V)  et  la   droite    l>)  dont  les  équations   sont,   en   coor- 
données rectangulaires, 

(/-'  —  2f>x  —  0,  1/  —  rt  =  0. 

(1)  Des  solutions  étudiées  de  la  niiesluMi  de  in.itli.  in.ili.iue-  .■léiiiiMil.mes  sont  |nil.lir.s  .iaiis  lo  Journal  de  MathémuUquty 
élémentaires^. 
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1.  Une  droite  variable  (a),  issue  de  l'origine  0,  rencontre  (P^  en  un  point  A  et  (D)  en  un  point  B  ;  trouver 
le  lieu  (G)  des  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  à  l'origine  et  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A 
et  B,  M  étant  supposé  constamment  entre  A  et  B. 

Les  tangentes  en  M  et  M'  à  (G)  rencontrent  respectivement  en  I  et  I'  la  tangente  en  A  à  (P)  ;  construire 
lelieu  (r)  des  points  I  et  I'  etdistinguersurce  lieu  lesarcs  qui  correspondentà  I  des  arcs  qui  correspondent  à  !'■ 
Construire  les  tangentes  en  M  à  (G)  et  en  I  à  (F;. 

2.  D'un  point  I  de  (F)  on  peut  mener  à  (G)  trois  tangentes,  chacune  d'elles  rencontrant  (G)  en  un  point 
autre  que  le  point  de  contact  ;  montrer  que  les  tangentes  à  ((;)  aux  trois  points  ainsi  détinis  concourent  en  un 
point  .1  dont  on  exprimera  les  coordonnées  en  fonctions  de  celles  de  I  ;  reconnaître  si  les  tangentes  menées 
de  I  ou  de  J  à  (G)  sont  réelles. 

Du  point  1  on  mène  à  (P)  une  tangente  autre  que  lA  ;  soit  T  son  point  de  contact;  du  point  I  on  mène 
à  (G)  deux  tangentes  autres  que  IM  ;  soient  Ti  et  T2  les  points,  autres  que  les  points  de  contact,  où  elles  ren- 
contrent (G)  ;  trouver  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  TT1T2. 

3.  Par  l'origine,  on  mène  deux  droites  également  inclinées  sur  les  axes  et  rencontrant  une  tangente  en  un 
point  M  de  (G)  en  des  points  Q  et  Q';  l'axe  OY  rencontre  cette  même  tangente  en  R;  trouver  le  lieu  des  points 
Q  et  Q'  tels  que  la  somme  des  inverses  des  longueurs  OQ,  OQ'  soit  égale  à  l'inverse  de  la  longueur  OR. 

Ce  lieu  comprend  une  partie  d'une  branche  d'une  courbe  algébrique  ;  trouver  l'aire  comprise  entre  cette 
branche  et  son  asymptote. 

Calcul  diffrrentiel  et  intégral . 

\.  Soit  A  une  droite  donnée,  0  un  point  tixe  sur  cette  droite. 

Déterminer  les  surfaces  S  telles  que  la  trace  du  plan  tangent  en  un  point  quelconque  M,  sur  le  plan  aOM. 
coupe  le  rayon  vecteur  O.M  sous  un  angle  donné  a. 

La  recherche  des  surfaces  S  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  E  ; 
indiquer  comment  on  peut  engendrer  les  surfaces  S  à  l'aide  d'une  caractéristique  choisie  de  cette  équation. 

2.  Les  surfaces  X  qui  coupent  les  rayons  vecteurs  issus  d'un  point  donné  0  sous  un  angle  donné  a  sont 
les  intégiales  d'une  é(|uation  F  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

1°  L'équation  F  admet-elle  des  surfaces  S  comme  solutions  particulières? 

2''  Déterminer  les  surfaces  2. 

Comment  une  surface  S  peut-elle  être  engendrée  à  l'aide  d'une  caractéristique  choisie,  par  seul  déplacement 
du  plan  de  celte  courbe?  Quelles  sont  ses  lignes  de  courbure? 

W"  Une  surface  S  déterminée  peut  être  engendrée  d'une  infinité  de  façons  comme  enveloppe  de  surfaces  S 
ou  S  particulières. 

On  peut  toujours  choisir  la  famille  d'enveloppées  de  telle  sorte  qu'en  tout  point  de  contact  l'enveloppe  et 
l'enveloppée  aient  mêmes  centres  de  courbure  principaux. 

4°  Toute  surface  ï  peut  être  obtenue  comme  intégrale  commune  à  re(iualion  F  et  ii  une  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dont  l'origine  est  analogue  à  celle  de  léqualion  K. 

Mécanique. 

Une  boule  pesante  rencontre  le  sol  supposé  horizontal .  On  deniande  d'étudier  son  mouvement  ultérieur  à  partir 
du  moment  on  la  boule  touche  le  sol. 

i.  On  supposera  la  boule  sphérique  et  homogène.  On  négligera  la  résistance  de  l'air  et  les  frottements  de 
roulement  et  de  pivotement.  On  admettra  l'hypothèse  de  Newton  d'après  laquelle  la  composante  verticale  de  la 
vitesse  du  point  M  de  la  boule  (lui  vient  en  contact  avec  le  sol  se  trouve  multipliée  immédiatement  après  la 
rencontre  avec  le  sol  par  un  facteur  négatif  (— «),  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  des  surfaces  en  contact, 
avec    0  <  e<^  1. 

2.  La  discussion  devra  mettre  surtout  en  évidence  s'il  y  a  glissement  ou  non  glissement  dans  les  contacts. 
Elle  montrera  que  la  forme  de  la  trajectoire  du  centre  r  de  la  boule  dépend  essentiellement  (pour  des  sub- 
stances données)  de  l'angle  aigu  Oi  de  la  verticale  descendante  avec  la  vitesse  initiale  du  point  M  fixe  sur  la 
boule,  qui  vient  en  contact  avec  le  sol. 

3,  On  appellera  m  la  masse  de  la  boule,  p  son  rayon,  f  le  coefficient  de  frottement  de  glissement  de  la 
boule  contre  le  sol.  On  prendra  comme  origine  des  axes  fixes  la  position  initiale  0  du  centre  c  de  la  boule 
quand  elle  arrive  au  sol  et  comme  axe  oz  une  verticale  ascendante.  On  appellera  ai,  S,,  vi,  Pi,  Qu  'i  les  pro- 
jections de  la  vitesse  de  c  et  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  instantanée  de  la  boule  au  moment  où  elle  touche 
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le  sol  ;    a,,  |b;,  y'„  Pu  q'u  *"i    les  valeurs  do  ces  projections  après  la  rencontre;  »,  et  v\  les  valeurs  initiale  et 
finale,    au   moment  de  la  rencontre   avec  le  sol.  de   la  composante  horizontale  de  la  vitesse  du  point  M, 

1  ^ 

Comme  ap[)licalion  de  la  discussion,  on  pourra  indiquer,  en  supposant  e  =  — ,  f  =  4-,  les  formes 
de  la  trajectoire  de  c  pour  Ig  0,  =  i,  tg  0,  =  ^  ou  tg  Oi  =  i.  On  pourra  aussi  examiner  le  cas  où 
[ï,  =  pi  =  0,     tgOi  <  —     et     Ivi 5-  ai)     nul  ou  très  petit. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1969.  —  Démontrer  que  le  déterminant 

0  (a  —  S)* 

_      (a  —  ^f  0 

(a -y)'-  C^-y)^ 

(a  -  5)1  (p  _  S)* 

est  divisible  par  le  carré  du  déterminant  de  Vandermonde 

1  a  ( 


V  = 


(a-Y)^ 

(a-o)^ 

(?-Y)* 

(a-o)^ 

0 

(ï-o)^ 

(y -S)* 

0 

i'-             a^ 

J2                  ^3 

r-      t' 

52      ^.1 

Trouver  le  ([uolienl. 

Démontrer  que  ce  quotient  a  un  signe  constant  et  qu'il  ne  s'annule  que  lorsque  trois  des  quatre  quanlilés 
a,  ^,  Y'  ^  sont  égales.  Ch.  Bimche. 

1970.  —  On  considère  la  surface 

(S)  c2i2  =  (a-!  _  a^){y^  -  6^). 

I"  (»n  demande  de  déterminer  ses  lignes  asymptotiques  et  de  faire  voir  qu'on  peut  exprimer  x*,  y-,  z*  en 
fonctions  rationnelles  de  paramètres  a,  ^  tels  que  a  reste  constant  sur  chaque  ligne  asymptotiiiue  de  la  pre- 
mière famille  et  p  sur  chaque  ligne  de  la  seconde  famille. 

2°  Quand  un  point  M  décrit  une  ligne  asymptotiquc  de  (S),  le  plan  langent  en  .M  est  également  langent  au 
cône  de  sommet  M  d'un  complexe  tétraédral.  Ce  complexe  varie  quand  on  change  de  ligne  asymplolitiue,  mais 
le  tétraèdre  du  complexe  ne  varie  pas:  il  est  forme  des  trois  plans  de  coordonm-es  supposes  rectangulaires  et 
du  plan  (le  l'inlini.  K.  Kehax  m.. 


DEUXIÈME    PARTIE 
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1924.  —    1»  Intégvi'r  rct/uation  dl//fri'ntifllr 

?/"'(l  -+■  .r}{  t    »  ±1-)  -1-  i.rj/"  —  2.v'  -+-2=0 
jiiir  les  si'ries  ri  (rourrr  nitixi  loutt's  les  fomiioiis   1/  tjnisnlisfonl  à  rette  i^guntion  et  soni  nuUt's  pour     x  =  0. 
12"  Di'lennini'v  celle  de  ces  fonctions    1/    <iin  est  minimum  pour     x  =  0     rt  maximum  pour     x  =  \. 
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Etudier  les  varialiorn  de  cette  fonction.    Calculer  l'ordonnée  du  maximum  et  la  racine  positive  de  cette 
fonction  avec  l'approximation  que  comportent  les  tables  de  logarithmes. 

Posons  »/'  = 


a,x-h  n-^:i- 


«nX" 


nous  aurons 


y    =  0,  -H  ta^x  -+- 


y"'{2x^ 


3x 


ij'"  =  "la^  -h  3 .  2a^x  -t-  • 
l)^^2xy"  —  <iy'-^2  =  G, 


n{n  —  l)a„x'»~^  + 


603 


fia.. 


«2    =    Oo    —    1, 

—  2a,  =  0, 


En  écrivant  l'identité 
nous  aurons  d'abord 
d'où 
puis 
et,  d'une  façon  générale, 

2n(n  —  1  )fl„  -+-  3{n  -+-  i  )na„_^,  -1-  (n  -+-  2)(n  -+-  l)a„^o  -+-  2«a„  —  2rt„  =  0. 
Ornousavons     «3  =  —  r/2;     si  nousadmettons  quede  même     a*  =  — «s,     ...  etc.,     a„_^,  = 
cette  égalité  deviendra 

;Jn(n  H-  'l)a„^,  —  'in(n  —  i)a„_^,  —  -Ina,,  „,  -h  ^a„_,_i  H-  (»  -h  2)(n  -+-  l)a„^.,  =  0, 
ou  (n2+3n-t-2)a„^i  -^(n  -h  2)(n-Hl)a„^2  =  0. 

Nous  avons  donc  aussi     a„_^2  =  — «n-(-n    f^t  cette  relation  est  générale  à  partir  de  a^.  Le  dévelop 
pement  de  y'  est  donc 

y'  =  «0  H-  CliX  -h  («0  —  \  )(x^  —  x^  -+-  x''  —  X-''  H ),  ?y'  =   1  -I-  Xx  -+-8(1  —  X  -h  x^  —  x^  -t-  •••). 

Les  fonctions  y'  sont  donc  y'  j=  |  +  Ax 


fl», 


Ax- 


1  H-x 


+  HLU-^x). 


et  les  fonctions  y  demandées,  y  =  ; 

l'our  (jne  i/  soit  mitiinmni  pour     x  =  G     et  maximum  pour     x  =  1.      il  faut  que  la  dérivée  soit 


nulle  poui'  G   et   1,  ce  (jui  donne       B  =  — 1 


et 


B 

I  +  A  H 


0. 


1 


La  fonction   y 


demandée  est  donc     y  =  x ; L(l-t-x),     et  sa  dérivée  est      »/' =  1 ,     nulle  pour 

'i  ^  1  H-  X 

X  =  0     et  pour     x  =  i. 

Ue       —1      à    0  cette   fonction   décroît   depuis       -h»       jusqu'à    0;  ensuite   elle   croit  jusqu'à 

3 

— L2^      valeur  qu'elle  atteint  pour     x  =  1  ;      puis  elle  décroit  constamment,  quand    x    varie    de 

là     -1-30.      l'our     X  =  -1- 00  ,     7  prend  ime  forme  indéterminée. 

Mais  cette  indétermination  est  facile  à  lever,  car  on  sait  (|ue  le  logarithme  croit  intinim''nt  moins 

X" 

vite  que  le  nombre  ;  donc  y  devient  inlini  comme  le  terme ;—  ■    Par  conséquent  y  devient  égal  à 

—  ce      et  la  courbe  a  une  brandie  paraboliqu»;  dans  la  direction  négative  de  mj. 

Il  est  dès  lors  aisé  de  figurer  cette  fonction  et  de  construire  la  courbe  représentative.  On  remarquera 

que  l'ordonnée  est   petite  au  point  maximum   et  pour  tous  les  points 
compris  entre  G  et  1. 

La    lacine  est   comprise   entre    1    et  2  ;  car  pour     x  =  2,     on   a 
y  =  i  —  L3     et  L3  est  plus  grand  que  1. 

Pour  faire  les  calculs  numériques,  on  remarquera  que 

loux 


1/ 


B 


logx  =  Lx  .  loge, 

On  trouve  ainsi 
G,301U3 


L2  = 


=  0,69315 


G,43'i^i9 
c'est  l'ordonnée  du  maximum. 


donc 


et 


Lx  = 


loge 


LU  =  G,G5685  ; 
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En  appliquant  trois  fois  la  métbode  de  Newton  aux  nombres  2,  1,704  et  l,ô29,  on  arrive  finalement 
à  1,623  pour  valeur  approchée  de  la  racine. 

Honnes  solutions  :  MM.  A.  Courtois,  147''  d'intanterie  à  Sedan  ;  15.  Théry,  lycée  de  Nantes  ;  M.  Nicolas,  a  Lille  ;  J.  Otte:*- 
iiEiMKH,  lycée  de  Nancy  ;  VVi.adimir  Stortz,  à  .Nice  ;  G.  Lach,  à  Denain  ;  \.  Rousseau,  à  Fournes-en-NVeppes. 
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1908-  —  Soient  M  un  point  quelconque  d'une  ellipse  de  centre  0,  A  la  perpendiculaire  élevée  en 
M  à  OM,  P  et  Q  les  points  où  les  parallèles  menées  par  0  à  la  tangente  et  à  la  normale  en  .\1  rencon- 
trent A. 

Construire  les  courbes  lieux  de  P  et  de  Q.  L'aire  de  la  courbe  Q  est  la  somme  des  aires  de  iellipse 
donnée  et  de  sa  développée. 

1,  Considérons  l'ellipse  de  centre  0  rapportée  à  ses  axes.  Tout  point  M  de  celte  ellipse  a  pour 
coordonnées 

X  =  a  cos  (p,  y  =  ^  sin  o, 

a  el  b  étant  les  lon^^ueurs  des  demi-axes  et  tp  l'anomalie  du  point.  La  perpendiculaire  Jk  au  rayon  O.M 
a  pour  équation 

,  a  cos  Ci    , 

V  —  0  siu  'v  =z ; —  (x  —  a  cos  '^) 

b  sin  9 

ou         (1)  bij  sin  cp  -f-  ax  cos  o  —  a"^  cos-  -y  —  b^  sin-  .;  =  0 . 

D'ailleurs  la  parallèle  menée  par  0  à  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  a  pour  équation 

xcos  Ci         7  sin  '^ 
a  b 

On  aura  l'équation  du  lieu  de  leur  intersection  en  éliminant  ç  enlre  (1)  et  (i).  En  tirant  de  ces 
équations  sin  cp  et  cos  -p  et  ajoutant  la  somme  des  carrés,  on  trouve,  après  transformations, 

(a2  —  b''yxhf\a''if  -^  b-x^)  —  {a^y^  -h  b'x^)-  =  0. 

Le  lieu  cherché  est  ainsi  une  courbe  du  sixième  ordre  ayant  pour  directions  asyinpii»liques  dou- 
bles les  axes  et  pour  asymptotes  imaginaires  celles  de  l'ellipse.  D'autre  part  le  lieu  comporte  à  rorij.'ine 
un  point  quadruple  isolé  à  tangentes  imaginaires  et  confondues  deux  à  deux. 

Pour  construire  ce  lieu,  nous  nous  servirons  des  valeurs  de  x  et  de  y,  en  foiu'lion  du  paramètre 
variable  i.  On  trouve,  après  diverses  transformations, 

ab-  arb 

X  =  a  cos  ?  -I-  — : : 1  v  =  b  sui  'f 


{a-  —  b'-)  cos  o  '         («■•'  —  />*)  sin  - 

Sur  les  équations  de  la  courbe,  nous  reconnaissons    inimédialeinent  dos  syniétrit's  par  rapport  au\ 
axes.  11  noussuffiradoncdeconstruirelespointsde  la  courbe  <[uisout  dans  un  des  (|ua(lrants.  On  fera,  par 

exemple,  varier   c^  de  0  à  — 

Dérivons  ,r  et  »/  par  rapport  à  cp  pour  avoir  le  sons  de  la  variation  : 

dx                                      (ib^  sin  „                          /        .                    ^'  \ 

——  =  —  a  sin  oH TT — '—, —  =  "  '^">  V    —  »  -1-  t^ m ;~    ' 

rfçp  '  (r/- —  6-)COS-  Y  \  («*  —  6*)C08*Ç/ 

du  ,  a^b  cos  a  ,  I   .  a'  \ 

rfç  '         (a*  — />^)sm^<p  \  (rt»  — /»»)8in*v    ' 

Il  est  visible  sur  cos  équations  (juo    »/'    ne  poul  pas  s  inimloi    ^aiif  pour     <?  =  —   •      0"anl  .»  .r'  il 
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<1,     OU     h'^<ia^  —  b'\     ou        bs/^<,a. 


s'annule  pour     o  =  0     el  pour  une  autre  valeur  si    -^r^^i 

On  a  donc  les  tableaux  suivants  où  ^o  désigne  la  valeur  de  -^  qui  annule  x'  : 


? 

x' 

y' 

X 

0 

0 

-f-  ^ 

a'' 

a^  -  6- 

— 

décr. 

?<> 

0 

+ 

ab 
c 

-f- 

cr. 

+  00 

0 

+  3C 

bs/^< 

<  a. 

cr. 


-6^ 


a'^  —  h' 


o 

x' 

0 

0 

- 

T 

H-  oc 

y' 

0 

0.- 

a' 

a^  -  b' 
cr. 

cr. 


—  b^ 


b^Jt^a. 


On  en  déduit  les  deux  formes  correspondantes  de  courbes  figurées  ci-dessous. 

I  .'/ 

// 


2.  Cherchons  maintenant  le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  droite  A  d'équation 
ax  eos  cp  H-  bij  sin  o  —  a'  cos^  9—  b-  sin'^  ?  =  0 
avec  la  parallèle  menée  par  0  à  la  normale  en  M,  soit  la  droite 

x  sin  o        ]j  cos  ?  _  ^. 
b  ~a        ~ 

En  éliminant  «  par  un  procédé  analogue  à  celui  employé  dans  la  première  partie  de  la  question,  on 

trouve  l'équation 

(«2.7-2  -4-  b'^yy  -  {a''.r'  +  b'y-)*  =  0 . 

La  courbe  Q  est  encore  une  courbe  du  sixième  ordre  à  directions  asymptotiques  imaginaires  tri- 
ples, à  point  quadruple  isolé  à  rorigine,  et  symélri(iue  par  rapport  aux  deux  axes . 

Pour  la  construire  d'une  manière  précise,  tirons  x  et  j/  en  fonction  de  l'angle  variable  <?.  Nous 
trouvons,  après  calculs, 


x  = 


(a^  cos^  cp  +  ^2  sin-  o)  cos  q 


y 


{a^  cos-  ®  -¥-  b-  sin^  ?)  sin  s 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


•.m 


Nous  ferons  varier  o  comme  précédemment,  de  0  à  —  •    Nous  aurons 

dx         1 

-—  =  —(—  3a-  cos^  o  sin  o  —  h'  sin^  -^  -f-  26^  sin  z  cos-  'i), 
d'^         a  '         '  '  ' 

-y^  =  —  (3^^^  sin^  o  cos  9  -h  a""  cos^  v  —  2a^  sin*  9  cos  -9), 


ou 


rf,r         1 

-—  =  -  sin  ci(262  —  3a2  cos^  o  —  36^  sin-  o), 
dt^         a         ' 


ou  enfin 


— j—  = sin  G[3(a'-  —  b^-)  cos*  cp  4-  h^], 


-^  =  —  cos  ■zÇib-  sin-  ^i  -h  3a^  cos-  ^s  —  2a-), 
d-j         0  '  ' 


-^  =  +  r  cos  o'—  'i'n^  —  A')  sin-  9  -h  a^j. 

Ct'j;  h 


Il  est  visible  sur  ces  équations  que  x'  ne  peut  s'annuler  que  pour    ç  =  0.     Quant  à  y'  il   ne   peut 
s'annuler  que  si     cos  f  =  0     ou  pour  une  valeur  intermédiaire  entre  0  et   —,   si 

a}  <  3(a2  —  b-i),  ou  2a-  >  U^,  ou  enfin  aV2  >  6v/:î. 

On  a  selon  ces  deux  cas  les  tableaux  suivants  : 


x' 

?/' 

X 

y 

0 

a- 

T 

a 

0 

-^ 

cr. 

— 

0 

décr. 

Max. 

— 

décr. 

//•' 

0 

0 

ù 

a 

x' 

y' 

X 

0 

a2 
T 

a 

— 

H- 

décr. 

b' 

0 

0 

a 

ay2</V3. 


av/2>V3. 
On  en  déduit  les  deux  formes  correspondantes  de  courbes  suivantes 


cr. 


3.  Démontrons  que  l'aire  de  cette  dernière  courbe  osl  la  somme  de  l'aire  do  l'ellip<e  donnée  et  de  5* 

développée.  Nous  évahuM'^ns  les  aires  d;ms  h'  premier  (juiidraul  . 

L'aire    de    la  courbe   prceédeuto  esl  (li'li'iiniuée  [)ar     ^  ~   IT  i       '""^^  ~~  ^^^'^' 
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Or,  après  des  calculs  faciles,  on  trouve     xdy  —  ydx  =  — —  (a^  cos^  9  -1-  b^  sin-  9)2. 

I/intégration  se  fait  sans  difficulté  en  la  ramonant  au  calcul  de  l'intégration  des  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  9;  on  trouve 

S  = 


.rA(a*-^èi)  +  a26M 


lHab 

D'ailleurs  les  équations  paramétriques  de  la  développée  de  l'ellipse  sont 

a^—b'        ,  a'-  —  b''    .   , 

X  =  cos'  c,  V  =  1 sm'  9. 

a  '  '  o 

On  en  déduit  l'aire  du  quart  de  cette  courbe  par  une  intégrale  facile  à  calculer,  et  on  trouve 

è'  =  J^{a''—b^)K 
32o6  ^  ^ 

D'autre  part,  l'aire  du  quart  de  l'ellipse  est     S"  =  -^  ab. 

On  constate  alors  que  S  =  S  H- S".  C.  Q.  F.  D. 

P.  CHANT.EY,  k  Dijon. 

Bonnes  solutions:  MM.  A.  Cocriois.  à  Sedan  ;  G.  Ollikk  ;  A.  Mabescai.ciii  ;  I*.  Villain:  I).  Clémest  ;  L.  Naucki.le  ;  ("■.  Lach: 
A.  Rousseau  ;  Jambert  ;  L.  I'ebiiin  ;  R.  Théhy,  à  Nantes  ;  M.  Nicolas;  i.  Otiknhkimeh  ;  Jan  i>e  Pkibax  ;  L.  Simon  ;  J.  Socbaigné  ; 
J.  Dk8.sirieb. 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


1971.  _  Démontrer  que  les  cercles  conjugués  aux  (iiiatre  triangles  formés  parles  côtés  d'un  quadrilatère 
complet  font  partie  d'un  faisceau  de  cercles  conjugué  du  faisceau  déterminé  par  les  cercles  décrits  sur  les  trois 
diagonales  comme  diamètres,  et  que  les  points  communs  à  ces  quatre  cercles  sont  les  centres  des  deux  hyper- 
boles équilatères  inscrites  dans  le  quadrilatère  considéré. 

.1.   G.  NiCOLESCO. 

1972.  —  On  considère  le  cercle  C  tangent  en  un  point  M  d'une  ellipse  et  qui  passe  par  le  centre  0  de 
cette  ellipse.  Trouver  les  lieux  suivants  avec  leurs  aires  : 

1»  I-ieu  du  centre  G  de  ce  cercle  ; 

2°  Lieu  du  point  de  rencontre  F  de  MC  avec  le  cercle  C.  ; 
3»  Enveloppe  de  la  corde  d'intersection  QS  du  cercle  ('  et  de  l'ellipse  ; 
4»  Lieu  du  milieu  de  OS  ; 
5»  Lieu  de  la  projection  de  0  sur  QS  ; 
6»  Lieu  du  pôle  de  QS  par  rapport  à  l'ellipse  ; 
7"  Lieu  du  point  de  rencontre  de  QS  avec  OM  ; 

8°  Du  point  C  on  abaisse  les  trois  autres  normales  k  l'ellipse  dont  les  pieds  forment  un  triangle  A.  Lieux 
du  centre  de  gravité,  du  centre  du  cercle  circonscrit,  de  l'orthocentre  et  du  centre  du  cercle  des  neuf  points 

de  A; 

9»  De  1*  on  abaisse  les  trois  autres  normales  à  l'ollipse  dont  les  pieds  forment  le  triangle  A'.  Trouver  les 

mêmes  lieux  que  ceux  du  triangle  a. 

D'.  Werner  Gaedecke. 

1973.  —  Deux  barreaux  aimantés  Bi  et  B»,  fixés  parallèlement  et  suspendus  horizontalement  à  un  fil 
sans  torsion,  oscillent  sous  l'action  de  la  terre  avec  une  durée  d'oscillation  de  3  secondes.  On  retourne  l'un 
d'eux  bout  pour  bout;  la  durée  d'une  petite  oscillation  devient  5  secondes.  Enfin  on  les  croise  k  angle  droit; 
quelle  est  la  nouvelle  durée  d'oscillation  du  système? 


BAR-LK-DQC.    —  IMP.    COMTK-JACQUUT. 
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Srii  L'IUI'ATITI'     fu-h<jo  =  1 
l>i\r  M.  G.  Fontené. 


Théorème  de  Bezout.  —  Si  dfux  polynômes   f\x)  et  g{x)    sont  premiers  entre  euxy  il  exisle  un 

polynôme  u  de  deyré  inféritur  à  celui  de  (j  cl  vn  polynôme  v  de  deyré  inférieur  à  celui  de  f  tels  que  l'on 
ait  ridenlilé  f'n  -\-  rjo  ^  I . 

Soil  par  exemple       /'  =;  Oo-^"*  -H  «i^'  -+-  o^x  -h  u.,,  y  =  ^^x-  -t-  ^,x-  h-  b.,. 

Le  résiiltc'iiiL   l{,  piis  ï^ous  la  f<jrmo  cionnée  par  la  inélhode  de  S^lvesler,  est 


|{  = 


(7„ 

«A 

0.y 

<';t 

U 

0 

flii 

(1, 

"j 

flj 

/>o 

b. 

0, 

U 

0 

U 

/>o 

Ih 

l>, 

0 

0 

U 

/'„ 

^ 

K 

=  0, 


l'ordie  du  déteriniiiuiil  clanl  \\ -\-"i.  Si  l'on  r(nn[)hice  clia  |uo  élémeiil  île  la  deruièie  colonne  j)ar  l.i 
somme  des  produils  oblonii.s  ou  laullipliant  h's  éléinenls  curros[)oiHlaiits  des  colonnes  successives  par 
a,*,  x\  X-,  X,   1,  on  a 


0 

"2 

11 
Il  , 

/ 

- 

l>„ 

^ 

/'. 

0 

'  '.7 

(1 

/'« 

/', 

l>x 

av7 

0 

0 

/', 

/', 

:/ 

/l 

J-h 

yv 

^_  u, 

/■ 

U 

-•f- 

=2 

1. 

r  cl  V  élanl  des  degrés  1  et  2, 

D'une  manière  générale,  si  les  polynon)es  /"  el  y  sonl  dt»s  degrés  m  cl  n,  lordro  du  (Jélcnuinanl 
(v-l  m  \  n,  el  les  mulliplicalcnrs  sont  j"""  ',  ...  ;  le  polynôme  U  «lui  mnlliplie  /*  est  duuc  «lu 
degré     n  —  1,     le  polynôme  V  (pii  mnlliplie  y  est  du  degn»     m  —  \. 

Les  polynômes  (|ni  ligtironl  dans  la  dernière  colonne  du  delerminant  sont  les  polynoiucs  do 
Syl  veste  r. 
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SUR  L'INïÉGRALt:      / , — ~ -^rfx 

par  M.  G.  Fontené. 


Si  Ton  pose  X  =  ax^  -+-  bx  -^  c,  A  =  Aac  —  h- 


X-^  uX" 


A        ,  2rt.r  -h  h  i.n  —  1  /"    i      , 

dx  = 1 2«    j   — r—  dx, 

u  I      X" 


dx  = -t -'"  I  -- —  dx. 


r    A"       .  A"-'i-2fl.r-f-/>)         i)(—  I 

On  déduit  do  lu 


r  A"- 1 


r    A"  l'A"-'  -2)1-   1  A"--  rln  — ])(:)}       3)  A"-3 

i2/i—  lj(2»  —  3)  ...  I    ,^  ,     /"  (/.i 


n{n  —  Win  —  t]  .  .  .  l 
Pour     ?ï  ^  i,     le  dernier  terme  dans  le  cruchet  est 


(2a)"  I  -^ 


_(2»-l)(^»-3K_^^  ,J_ 

n' n  —  \\n  —  1*)  ...  1  X 

Pour     n  =  \,     ii  n'y  a  qu'un  terme  dans  le  crochet. 

On  établit  ordinaiiemont  la  formule  (Ij  pour  la  foime  canonique     .\  =  x-  -\-k\     le  calcul  précédent 
me  semble  préférable. 


SUR    CERTAIM'S    FAMILI.I'.S    Dl-    CollUMlS    IM.AM-S 

par   M      J.  Haag,  chargé   de   cours   ;i   la   Faciillé  des   sciences   de   Clermuiit-Ferraiiil. 


Dans  le  n"  de  juin  dernier,  .M.  Janiet  se  po.-^e  une  (pieslion  qui  est  visiblement  un  cas  particulier  de 
la  suivante  : 

Soioil  une  courbe  (G),  M  un  joinl  de  celle  rourhi',  .N  Ir  cenln;  de  courbure  currespondnul,  V  el  V  deux 
poinis  divisant  le  segment  MX  dans  des  rapports  donnes,  (I')  le  code  de  diamètre  PP'.  Déterminer  (G) 
pourvue   (!')    reste  orthogonal  à  un  cercle  fixe  (()),   quand  M   décrit  celte  courbe. 

ivip 

Si  l'on  suppose  P'  en  M  et     =  -  1,     on   retrouve    l'énoncé   de   M.    Jamet.   Si    l'on  suppose 

1  MX 

MV 
P' en  X  el     — ^rr  =—  I,     on  retombe  sur  la  (lueslion    I7'i0,   lu-uposée  par  1  auteur  de  celte   note,  et 
MX  '  .111 

résolue  dans  le  n"  d'octobre   lOJJ.  La  méthode  employée  pour  la  solution  de  celte  dernière  s'étend  très 
aisément  au  problème  général  énoncé  ci-dessus. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  de  M,   a  l'angle  polaire  de  la  demi-langenle  positive  en    M  à  i^C),  il  la 

ine.-ure  algébrique  de  (MN)  sur  la  dcmi-droilc  d'angle  polaire     a-r--^-      L'équation  du  cercle  (r)  est 

do  la  forme 

(X  ~x  -t-  m\\  sin  î')^  -+-  (  V  —  (/  —  nt\\.  cos  a)^  —  n^[\}  —  0, 

VI  el  n  désignant  dou.x  constantes  données,  telles  que  l'on  ait 

(l)  MP  =  R(în4-n,  ÂTP'  =  R  ju  —  »). 

Si  l'on  appelle  a  le  rarré  du  rayon  du  cen-l"    0),  on  a  la  condition 

Ç-l)  x^  4-  !/-  -+-  {m-  —  ?!^)R-  4-  2?nR( —  x  sin  a  n-  t/  cos  ot)  =  a. 


SUK  ClilUALMiS  FAMILLKS  DE  CULUBHS  PLANIÎS  .-{07 


La  parGnthèse      (— .r  sin  /  +  »/ cos  a)      suggère   lidéo  de   chercher   la  cuurhe  par  ses  l;mi:.-iji,,.s 
(Cf.  hi  .solution  (le  la  questio.i  I740j.   Soit 

(3)  a.cos  çp-^  )/ sin -f  =  p 

l'équation  d'une  telle  tangente,   /;  étant  une  fonclion  inconnue  de  -:..  Si  l'on  prend     0  =  1-^-—,      on  a 

CO  ï[=-ip +  ,>')., 

—  X  sin  'X  -hy  cos  a  =  /;, 

3j'--hlf  =.■  /r-:-p'\__      

M  P    AI  H' 
L  équation  (2)  devient  alois,  en  posant     vi-  —  )/-  =  /.•  =   * 


K- 

(5)  p^  -+-  p'-  -i-  /vil-  -h  ^i/i\\p  =  a. 

Si  l'on  remarque  que  la  dérivée  de  (p^-\-p''^)  est  — '■2//'U,  on  est  conduit  à  dillerenlier  celle 
équation  par  rapport  à  7.;  il  vient  ainsi 

—  p'ii  -+-  Idlli'  ^  »,{i{jj'    r-  11»  =  0, 
ou 

(6)  {m  —  l)Rdp  -i-  (/.Il  H-  mp]dli  =  0. 

Celte  équation  s'infègie  par  quadratures,  soit  en  remarquant  (|u'elle  (sl  humogène  en  II  el  ;;,  soil 

en   observant  qu'elle  est  linéaire  par  rapport  à  /?  et    — — •    Ayant  li  on  fonction  de  p,  l'éfiualion  {%) 

donnera  ;/  en  fonclion  de  p,  d'où  p'^,  [rav  une  quadratuie,  et  cnlin  a  par  une  nouvelle  quadrature. 
Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  développer  les  calculs,  qui  semblent  n'olTrir  aucune  didicultè 
particulière,  et  d'étudier  les  dilTérenles  espèces  de  courbes  qui  en  résultent.  Nous  nous  bornerons  ici  à 
faire  (|iielfiues  remarques  qui  nous  semblent  intéressantes. 

Ouels  que  soient  les  nombres  m  el  k,  l'équation  (Oi  admet  toujours  une  solution  de  la  forme 
Il  =  Ip^     À  i  tant  utie  constante  déterminée  par  l'équation  du  premier  degré 

(7)  (^m—  l)-h/.7.  =  0. 

Les  courbes  (Cq)  correspondantes  sont  caractérisées   par  le  fait  que  leur  raijon  de  courbure  est 

proportionnel  à    la  dislance   d:  leur   langenle  à  un  poinl  fixe  ().    l^îur  détermination  se    ramène    à 

l'intégralion  de  l'équation  classi(iue 

;/4-(l  -+-/)/ï  =  0. 

L'équation  (7)  montre  qu'à  une  valeur  donnée  de  X  correspondent  une  infinité  de  nombres  m  el  k 
el,  par  suite,  une  infinité  de  manières  de  choisii'  les  points  I*  et  1*'.  Ceci  s'e.\pli(]ue  aiséinenl  par  le  fail 
([u'à  clnKiue  courbe  (C'o)  coriesj)on(l  un  cercle,  de  cenUr  (t,  qui  di'coupe  sur  les  normales  des  cordes 
égales  à     2v^l  -i-  /.  p. 

/as  courbes  parallèles  à  tine  tourbe  [C)  soûl  drs  coui  bi  s  (C)  d<uis  b:  seul  cas  oit  m  —  0,  c"osl-à-diro 
où  le  cercle  (!')  a  son  centre  en  M.  L'inlégrale  générale  île  [{j)  esl  alors 

Il  =  -L  -}-  C\ 

On  a  donc  aiïairc  aux  courbes  parallèles  aux  courbes  (Ci,V  Si.  en  outre.  .  I.  un  ni  m  1.1 
([ueslion  1740. 

Comme  autres  valcui  s  r(Miiar(pial)li's  de  m  cl  /.•,  cilons    »/»  =  !;    le  cercle  (1")  dcital 
Irii/iie    au    cercle    de    courbure;     les    conrbi's   corresjiondaiitos   sont    les   cercles   du    plan,    'juire    li> 
cnurbes  (C,,). 

Pour      /:  =  0,       le  cercle    (!')  doit   être   tinnienl   en    M   à    (C).    L'équalion   (^\)   adnul  pout 
générale 


(S)  U    =    /K  ^A=.C-,        ;.    .       --1). 
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Ensuite,  ;jt  c-îL  donne  par 
d'où 

d"uù 


/?c 


;j-  —  'ihnp 


[)(ins  b;  cas  examiné  par  .17.  JarmU,   ou  a     î/t  =   — —  -      La  quadi'alure  précédente  s'ellectue  alors 

pans  diflicullé  et  donne      p  =  V    y  ~^ ''^  008-20,     en  posant      A  =  y  >>H — ;-     cl  en    négligeant  une 
lotation  autour  de  0.   La  courbe  (C)  est  alors  une  conique  qui  a  pour  équation  tangentielle 


c  c 

Les  carrés  de  ses  demi-axes  sont  donc      k   -  —     et    —  —  A  ;      son   cercle  orthoptique  a  pour 

rayon  v^^  et  coïncide  bien  avec  le  cercle  (Oj,  coai  ne  on  le  voit  en  comparant  les    formules  (5)  et  (9), 
(jui  donnent     a  =  C. 

♦ 

ALOI-HKK 

1922.  —  On  consi'ière  la  funcliun 

y  =  a.z^Lx  —  .»', 
dans  laquclk  a  dési'jne  un  nombre  pusUif  donin'. 

1°  Montrer  que  celle  fonction  satisfait  à  la  rrlalion 

Xif  —  a'/  —  ï./;^  -!-(='  —  1  )J-'- 

/f»  d'-Juire  une  relation  mire  _»/  "^  et  ij^"  '  .  Calculer  les  premiers  termes  du  d'-r-loppement  rn  série  de 
1 1  fonction  y,  au  voisimiye  de  j  =  1,  par  rapport  a  la  variable  x—  I  =  x .  En  déduire  la  forme  de 
la  courue  représeutalioe  au  coisinaye  du  point  correspondant. 

ti"  l'Uudier  les  oarialioas  de  celle  fonction,  d  iis  les  divers  cas  fournis  par  les  diverses  valeurs  positives 
de  a.    ('as  paiticaliers.  cas  yénéi'aax. 

La  fonction  '/  =     -'M  .i"    -  x, 

divisée  par  .r',  ilonne  naissance  à  la  rclalion 


,'/•'■ 


ïLr-  .r' 


celle-:!,  dérivée  par  rapport  à  x,  conduit  à  la  nouvelle  équation 

a 

y'x   ' — ^i/'^'^    '  — ^~l^ —  ')'~^> 

qu'il  suflit  de  multiplier  par  .f^*~'  pour  obtenir  l'équation  diiïerenlielle  annoncée  : 

xy' —  ai/  =  ax^  "!~  (^  —  ')<J^- 
l'n  dérivant  cette  équation  une  fois,  deu.v  fois,  etc.,  on  obtient  successivement 

X(/"-h(l  —  a)(/'  =  a.xt^-'  4-  a—  I, 
xy'"  4-  ('2  -  7.)y"  =  a.  a(a  —  \)x^-\ 

xy(">  -1-  (;,  —  1  _aj(/'-''  =  a.a(a  —  1).  .  .(a—  ?i  -+- 2)x='-""*- 
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'l'ello  est  la  relation  qui  donne  ?/'"'  en  fonction  do  ?/""'>  ;  elle  a  lieu  ponr  toutes  les  valeurs  de  n 
supérieures  à  2.  L'équation  diiïérentielle  établie  au  début  donne  y'  en  fonclion  Hc  »/,  et  la  première  d<- 
relies  que  nous  en  avons  déduites  donne  y"  en  fonclion  do  y'. 

l'uur  X  —  I,  nous  avons  y  =  -  1,  ?/'  =  '  —  l  '.  pui<,  »/"  =  a-  —  a  —  I  —  -/.  —  1")-.  c'est- 
à-dire     y"  =  2a^  —  a  ;     ensuite 

,y"'  =  a2(,  _  I  )  ^H  (a  —  i)(-2x-2  —  a)  =  3-/''  -  Cyi'  -^  2a,  etc. 

Les  premiers  ternies  du  dévoluppornent  (le  »/  en  séi ie,  à  partir  de  la  valeur  l,soiildonc 

7/  =  -  1  +  'a  -  I  )(.r  —  1  )  H j {X  -  1  j2  H '^-  (.T  —  1  ,^  +  ■  ■  • 

2  0 

Uicn  n'est  plus  simple  dès  lors  que  d'étudier  la  courbe  au  voisinage  du  point  ./■  =  J .  7  —  —  I  : 
il  suflit  de  comparer  l'f/  de  la  courbe  à  celui  de  la  tangente,  qui  est 

Y  =  —  I  +fa-  l)(.r_  I). 


La  diiïé'ence  entre  les  deux  est 

?/  -  V   = 


1)^ 


:w  —  ih-  -^ '1^ 


[x-\f-^---; 


{ 


pour  les  valeurs  positives  de  a  autres  que  —  >    il  suffit  de  garder  le  premier  terme  et  de  prendre 

y-   V  = (.r-  IV; 

pour     'J-  —  — 1     nous  prendrons  le  teiine  suivant,  et  nous  poserons  simplement 


Supposons  d'abord  «  compris  entre  0  et  —  ^    le  coefficient  angulaire  delà  tangente  sera   compris 

entre     —  t      et .     (>t  la  différence    »/ —  V    sera 

négative  })our  les  petit(^s  valeurs  de  x  —  \  :  nous 
aurons  donc  la  ligure  I.  (jui  donne  en  mi^me  temps  la 
position  delà  couibe  p;ir  rapp(»rl  à  la  droite  t/ —  —  x 
et  à    la  droite     ;/  —  —  I. 

Supposons  maintenant  2  compris  entre  —  et  I. 

le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  sera  compris 

entre ri   0,    el   la   dilfèrence      »/  —  Y     sera 


// 

0 

i 

N 

\ 

■r 

A 

-1 

\ 

KiK.  1 


l'in   -2 


positive  pour  les  petites  valeur. >  de     .;  —  1  .     nous  aurons  la  liguie  1',  qui  donne  en  même  lemp'?  ans^^i 
la  position  de  la  courbe  par  rajjport  aux  droites     7  =  —  r     et     »/  =  —  I. 

Si  nous  supposons  enfin     »>  I,     le  coeflieient   angulaire  de  la  tangente  sera  positif,  la  dilTj'MMire 

1/ —  ^,    positive  aussi,  et  n«)usaurons  la  figure ;L 
Il  ne  reste  plu>^  t\n'\  «'tudior  les  cas  particu- 
liers o\\     a  =r —     et     ï  —  I. 
<■* 

\\)\\v     3  —  — -,     le  eoefficionl  nnsulniro  Ho 
1 


.'/ 

0 

1 

\ 

,^' 

-1 

^ 

\ 

u 
\ 

\ 

0 

1 

\ 

A 

-1 

h: 

la  tangente  esl      — 
a  pour  partie  prineijial*» 


la  dilTiTen. 


iS 


^ 


l'iK   :i 


KiL'     * 


e;-!  positive  à  gaucho  et  nogaliveà  droiie  :  il  y  a  un 
point  dinlloxion  au  point  A.  el  Ton  a  la  (Iguro  V. 


:no 
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Pour  a  =  I,  on  aune  disposition  analogue  à  celles  des  figures  2  el  3,  seulement  la  tangente  est 
hori/oufale. 

'1°  Les  remarque^  que  nous  venons  de  faire  contribuent  évidemrneiit  à  l'étude  de  la  fonction. 
Nous  allons  en  njouter  d'autres  avant  de  prendre  la  dérivée  et  d'étudier  ainsi  vraiment  l'allure  de  la 
fonction  dans  les  divers  intervalles  où  elle  est  définie. 

Il  importe  d'abord  d'observer  que  la  fonction  n'est  définie  que  pour  les  valeurs  positives  de  x,  et, 
pour  ./■  infiniment  petit,  qu'elle  est  elle-  nème  infiniment  petite  dans  tous  les  cas,  puisque  a  est  positif 
et  qu'ainsi  le  produit  .7'L.r  tend  toujours  vers  0  (piand   r  tend  vers  0. 

l'our  X  infini,  nous  é.-rirons  ainsi  la  fonction  : 

y  —  x{xx^-'\jX  —  1), 
et  nous  voyon>  que  la  parentli(''se  lend  vers     —1     quand  a  est  plus  petit  que  1,  et  grandit  indéfiniment 
(juand  a  ost  supérieur  0(1  égal  à  i.  La  fonction  di!\ient  donc  égale  à    — x     comme  la  fonction     y  =  — x. 
quand  a  est  plus  petit  que  1,  et  égale  à     -i-x      fpiand    *    est  supérieur  ou  égal  à    1.   Dans  ce  dernier 

cas.  le  rapport  ^-  devient  infini  aussi,  et  la  courbe  admet  une  branche  parabolique  dans  la  direction  Oj/  ; 

taudis  que  dans  le  premier  ca?,  il  y  a  une  branche  parabolique  dans  la  direction     ?/  =  — x,     entre  cette 
droite  ol  l'axe  des  .r.  Ce  dernier  [toint  résulte  de  l'égalité 

y  -f  .!■  =  2./'L.r, 
qui  nous  montre  que    ?/ -f- r    est  négatif  à  gauche  de    ./•  =  I.    positif  ii  droite  et  infiniment  grand  avec  ./• 
l'i'enons  m  lintenant  les  deux  premières  déiivép--.  Nous  avons 

X'/'  =  ■ytij  -r  '■'■  I ^    —  (a  —  I  :./■, 
puis  ?/'  =  a^./'    'Lr -t- a/^-'    -1. 

ensuite  xj"  =  (a  —  1  ('7'+  I  ,  -f-  a-.r*"', 

ij"  =  zr'-'j"a(a —  l;L.r-f-2i — r. 
Le  signe  de  >/"  est  In's   facile  à  étudier  et  nous  conduira  à  l'élude  des  signes  de  »/'. 

!'■'"  rfrs  :     ot  >  1 .     Alors  le  facteur 

r.  =  7  a—  I  >L.(  -!--2:<  —  1. 

le  seul  (|iii  ne  soit  pas  nécessairement  positif,  part  de     — x  ,     <  roit.  s'aimule  pour 

.r  =  r  3  ï-  I)  . 
puis  devient  positif  cl   croit  indéfiniment. 

La  dérivée  première  est  donc  d'abnid  diM  roissante,  passe  par  nn  minimum,  puis  croit  indéti- 
nimcnt.  Klle  part  de  —I,  atteint  un  minimum  négatif  et  croit  ensuite  jusqu'à  H-»;  elle  s'annule 
donc  une  seule  fois  pour  nn  nombre  visiblement  com|)ris  entre  0  et  i .  I-Ji  joign.inl  à  ceci  toutes  les 
rcmartiues  antérieures,  il  est  facile  de  tracer  la  courbe  repiéseniative  de  la  fonction  {^g.  a). 

Cotte  ligure  nous  montre  encore 
que  la  fonction  s'annule  pour  une 
valeur  de  x  plus  grande  fine  1  ; 
cette  valeur  est  comprise  entre  I 
et  e. 

5'"  Cfia  :     a<;  1.      Alors  :  part 
de     -f- X  ,     s'annule  pour 

rf.   —   f,a[l—i) 

•'■   —    ■  ? 

el  décroit  continuellement  depuis 
4- X  jusqu'à  —X.  La  fonction 
7' part  de  — x.  augmentejusqu'à 
un  certain  maximum,  et  décroît 
Fig.  a  tip.  h  jusqu'à     —  1.     Le  signe  du  ma.\i- 


.'/ 

0 

i                  / 

\ 

-1 

^ 

h. 
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miim  nous  intéresse  donc  cssentiellemonl  :  il  est  fourni  par 

1  —a     '-^ 

IX  =  \ —  e  ^  . 

a' 
1 
Quand   a  est  égal  à  — >     ;a  =  —  1  ;     quand  a  est  très  voi«in   do  1,    a  est  voisin  do  I,  et  enfin, 

quand   a  est   inliniment  petit,  a  est  encore  voisin  de  1. 

Eludions  d'abord  le  cas  où  a  =  — -•  Alors  »/  resie  toujours  négatif;  la  fonction  décroit  tou- 
jours. La  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  y  positifs  h  gauche  de  x  =  1.  et,  vers  les  y  négatifs 
ci,  droile.  Elle  est  représentée  dans  la  (igurc  {h);  elle  présente  un  point  d'inflexion  au  point  A(l.     — 1). 

Pour  achever  l'étude  do  la  fonction,  il  est  nécessaire  d'étudier  les  variations  de  [j-,  quand  a  varie 
de  0  à  1.  La  dnrivée  de  ,a  c>t 

2^:11    a-  -  lia  -h  I 


elle  s'aniuile  pour 


3  -  ,5 


et 


3  -}-  /5 


In  premier  nombre  est  sonsiblemont  égil  à  0,3S  ;  le  second  est  plus  grard  que  1.  La  fonction  u'  est  donc 

positive  de  —  à   1,  (t  la  fonction  ix  croît,  dans  cel  intervalle,  do     —  I     à     -•-  !  ;     elle  s'annule  donc 

I 
pour  un  nombre  a,  compris  entre  —  et  i. 

Supposons  d'abord    a   compris  ontio  —  cl    '-<|.   Alors  la  fonction    ;a   est  négative,  la  dérivée   »/'  de  »/ 

reste  toujours  négative  et  la  fonction    y    est  décroissante.  La  courbe    y    tourne  sa  concavité  vers  les    y 

positifs,  tant  que  x  est  plus  |)elil  (pie  e^^'"""',  nombre  plus  grand  (pio  1  ;  ensuite,  elle  tourne  sa  con- 
cavité vers  les  y  négatifs,  et  les  renseignenionls  que  nous  avons  accumulés  antérieurement  nous  per- 
mettent de  tracer  la  courbe  représentative  sans  difficulté.  Elle  est  tracée  dans  la  ligure  [c). 


Tip.  .• 


Fiiî.  ./ 


Si  a  est  égal  à  a,,  on  a  le  même  aspect  gcncial;  seulement  la  tangente  d'inlloxion  est  Imii/onlalc. 

Si  a  c-t  compris  cntrt>  =(,  et  I,  u  est  |)o-;itif  ;  la  fonction  »/'  est  d'abord  négative,  croit,  s'annule, 
passe  p;ir  un  maximum  positif,  (L'croil,  s'annult»  encore  cl  rcdi-v  i(>iit  ni'galive.  Les  valeurs  ilc  x  pour 
lesquelles  y'  s'aimuh^  sont  toutes  deux  plus  grandes  (|ue  I,  et,  dans  celle  région,  la  fonction  prêsenle  un 
minimum  et  un  maximum  ;  l(>  point  d'intlexion  est  r ouipris  entre  les  deux  \/i";/.  <i\ 


N'oyons  ctilin  c(M|iii  .irrivîMpiand   t  e«t  compri*:  ontrt>  t^  et    —  •    Alors  ;i',  d'abord  négatif,  s'annule 
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3 ./5 

pour     a  = —      et  re^te  ensuite  positif;   a  pnit  de   1   cl  décroît  jusqu'à  un  crtiin  mininnnm,  puis 

croît  depui-:  ce  minimum  jusqu'à     —  1.     Il  s"aanule  don:  une  fois,  po-ir  une  valeur  a,  comprise  entre 
0  et     ^tzfi. 

Lorsque  a  est  compris  entre  0  et  ^2,  y'  est  d'abord  négative,  croît,  s'annule,  passe  par  un  maxi- 
mimi  positif,  décroît,  s'annule  encore  et  redevient  né^rativc.  Les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  ?/'  s'an- 

nule  sont  de  part  et  d'autre  de      n    ^'-^   :     elles  sont  toutes  de'ix  plus  petites  que    1,   et,  dans  celte 


y 

0 

1 

\ 

.r 

A. 

-1 

\ 

\ 

0 

1 

V 

A 

-1 

X 

Fig.  e 


Fig.  f 


Fig.  Q 


région,   la  fonction  ?/  passe  par  un  minimum,  puis  par  un  maximum  ;  |p  point  d'inllexion  de  la  courbe 
représentative  est  compris  entre  les  deux  {/ig.   e). 

Si     a  =  3(2,     le  minimum  et  le  maximum  viennent  se  confondre  en  une  inflexion  à  tangente  hori- 
zontale. 

i 

Lorsque  a  est  compris  entre  ^t,  et   — ?    u  est  négatif,  ?/'  est  toujours  négative  et  ?/  toujours  décrois- 

santé  ;  l'inflexion  persiste  pour    une    valeur     r  =  e    ^ '^■'      dIus  petite  que   I,    et  l'on  a  la  figure  (/). 

Il  n'y  a  plus  qu'à  étudier  le  cas  de    a  =  1, 

Dans  ce   cas       y  =  .rL.r  —  .r,       y'  =  Lr  ;       la    fonction  décroît  à  gauche  de   1,  croit  a  droite,  et 
la  couihe    présente  la  forme  (7),  qui  découle  aussi   des   remarques  déjà  faites.  Elle  rencontre  O.r  au 

point     r  =  (?. 

Solutions    satisfaisantes:    MM.    J.  Soudaigné,  à   Mont-dp-Marsan  ;   T..  Lacm,  à  Rodez:     f.Ii.  (li  illermf  :     A.  Coirtois  ;    J. 
Ottrnukimkr,  lycée  de  Nancy  ;  A.  Rousseau. 
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4927.  —  On  considère  nn  cercle  F  dont  réqnnt'ion  dépend  d'un  seul  paramètre  :  il  existe  une  famill>'. 
de  courJies,  qui  ftont  les  trajectoires  orthogonales  de  ce  cercle  varia/de.  On  demande  : 

i°  Le  lieu  des  points  d'inflexion  de  ces  trajectoires  : 

'à"  Le  lieu  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  aux  points  où  elles  coupent  orthngonalement  le  cercle 
variable  dans  lune  de  ses  positions. 


1"  et  2°.  Soient  n,b  les  coordonnées  du  centre  0  du  cercle  mobile,  R  son  rayon  :  ces  trois  quantités 
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sont  fondions  d'un   même  paramètre.  On   peut  supposer  que  ce  paramètre  est  l'arc   s  de  la  courbe 

décrite  par  0. 

Soient  alors  M  un  [)oint  du  cercle  0,  '^  l'anj^'Ie  que  fait  le  rayon  OM 
avec  0.x',  parallèle  à  l'axe  des  x.  Les  coordonnées  de  M  sont 
■£  =  a  H-  Il  cos  'i,     y  =  0  -h  lisin  tp,     et  leurs  dérivées  par  rapport  à  s 


(1; 


dx  da 

—r-    =   -7 h  COS 

«.S  ds 


di\  .        d-, 

— Rsin  --;—-, 

ds  ds 


dij 

\    ds 


db  (/Il  rfo 

—, — h  sine— hRcos:i  —i- 

ds  '    ds  •    ds 


Pour  que  le  lieu  de  M  soit  une  Irajecloiie  orthogonale  du  cercle,  il  faut  et  il  suflil  que  -  soit  une 
fonction  do  5,  choisie  de  façon  que  ces  deux  dérivées  soient  proportionnelles  à  cos  '^  et  sin  ^  ;  la  tan- 
gente en   M  à  la  trajectoire  de  M  sera  alors  le  rayon  OM. 


L'équalion 
se  réduit  à 


dx 
sin  o  — — 
ds 


dii 

cos  o  -/-  =  0 

ds 


d'i  (II)  d-: 

Sin  9  — cos  Ci —T-  — ■  II— 7 

ds  ds  di 


Si  l'on  appelle  a  l'angle  que  la  tangente  en  0  à  la  Irajecloiic  de  0  fait  avec  l'axe  des  x,  elle  peut 

s'écrire 

d'^ 


i"^) 


sin  o  cos  a  —  cos  o  sin  -a  =  R 


siri(o  —  a)  =  R  — '- 


ds 


C'est  l'équation  qu'il  faudrait  intégrer  pour  déterminer  les  trajectoiies  orthogonales  :  j  et  R  y  repré- 
sentent des  fonctions  connues  de  s. 

Soient  alors  a  l'arc  de  la  Irajecloiro  que  décrit  M,  et  o  son  rayon  de  couibure  au  point  M. 
L'équation  (2)  peut  s'écrire 


dr. 

or     -;—  --  0,     donc 
do        ' 

{'à) 


SUl  (o  —  a)  =   R  -7-    — - 
ÛQ     ds 


p  sm(o  —  a)  =:  R 

ds 


db 


■  >'      .  .  1  j  1        -         .•  ,,.     ^^       ,      ^^'1  ''^  ds     .  du 

I)  autre  part,  remplaçons  dans  les  équations  (1)  — —  et    -,-   par  —7-    cos -^   cl    — sin  =,  el 

ds  ds  ds  '  ds  '     ds 


—    i)ar    cos  a  et  sin  3,  et  ajonicjiis  les  deux  éiiuations  membre  ii  membre  après  avoir  nuiRiplié   la 

première  par  lieos^,  la  seconde  par  11  sin  o;  nous  oblieudrous 

d\{         .    d- 


co 


Rcos(o—  ot)-i-  R  -    -    =  R-— 

)ls  '/v 


,h 


L'élimination  di;    Il  — —    entre  celle  éqnalKMi  et  rè(|ualu>n    iti  donne 

«.V 


1^) 


U  cos  (9  —  a)  —  p  sia  (v  —  a)  -    —  R 


ds 


Celle  é(|iialioii  résout  lu  ijnesliou  [io>ee  :  le  second  membre  est  une  fonclion  de  s  seul,  iiuli^pen- 
danlo  d(!  ^^  or  le  premier  membre  est  la  projeeiion  sur  (II'  du  contour  0.M««>,  M  élanl  le  poinl  de  la 
trajectoire,  «>  le  centre  de  courbure  en  ce  [)oint. 

L'équation  iji)  exprime  donc  ce  théorcnie  : 
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Les  centres  de  courbure  des  trajectoires  orlhogonoles  de  Ions  les  points  du  cd  de.  dans  une  de  ses 
positions,  sont  sur  une  droite  A  perpendiculaire  à  la  tangente  nu  lieu  du  centre  ;  ["abscisse  de  cette  perpen- 
diculaire par  rapport   au   centre,  mesurée  sur  la  tangente,  le  sens  positif  étant  celui  du  mouvement,  est 


l\ 


ds 


Le  lieu  des  centres  de  co;irbuce  est  donc  la  partie  de  celle  droite  extérieure  au  cercle. 

Les  points  du  cercle  qui  passent  par  des  points  d'iiillexio'.i  de  leurs  trajectoires  orthogonales  sont 
les  points  A  et  B  où  la  tangente  au  lieu  du  centre  coupe  le  cercle.  Leurs  lieux  sont  donnés  |>ar  les 
équations  paramétriques 

.£■  =  «-!-  R  co^  a,  g  =  /v  -H  l'i  sin  a,  pour  l'un, 

X  =  a  —  R  cos  ï,  g  =  b  —\i  sin  a,  pour  l'autre. 

a,  b,  R,  a  sont  dos  fonctions  connues  de  s. 

Si  la  droite  A  coupe  le  cercle  en  deux  points  I  cl  1',  c'est-à-dire  si 


R 


d\\ 

ds 


<U 


du 


<l. 


1   et  l'   sont  des  points  de  rebrousseinenl  sur  leurs  trajectoires  orthogonales  ;  ce  sont  donc  les  points  où 
le  cercle  mobile  louche  son  enveloppe. 

La  droite  A,  lieu  des  centres  de  courbure,  est  donc  l'axe  radical  du  cercle  0  cl   du  cercle   inlini- 
mcnl  voisin.  /j^     D  j 

Solutions  satisfaisantes  :  M.M.  I\.  Dontot;  P.  Villmn:  .1.   Desmrier. 


1930.  —  On  considère  la  congruence  de  droites 

y  =  Ix  ■-+-  [JL  —  /'-,  ;  =  ,uj-  -h  }  [j.  —  ) ', 

qui  dépendent  de  deux  paramètres  arbitraires. 

i"  Montrer  que  par  tout  point  de  l'espace  il  pn.ssr  unr  de  c-'s  droites  et  unr  .seule,  en  général.  Trouver 
le  lieu  des  points  par  lesquels  il  en  passe  plus  d'une. 

2"  Montrer  que  dans  tout  plan  de  l'espace  il  passe  troii  de  C''s  droites.  Trouoer  l'enveloppe  de  ceux  pour 
lesquels  deux  de  ces  droites  sont  confondues.  Trouver  l'enveloppe  des  plans  pour  Irsrfuets  les  trois  droites 
sont  confondues. 

3°  Déterminer  \i  en  fonction  d'.  À  de  façon  que  c>'tlc  droilr  engendre  une  d'-veloppahle  Montrer  que 
l'une  de  ces  surfaces  coïncide  avec  la  précédente. 

{"  Considérons  le  système  d'équations  on  X  et  a, 

(1  )  y  =  Ix  H-  [Ji  —  À-,  3  =  |Jix  -h  >.;ji  —  /^ 

Nous  en  déduisons  en  multipliant  la  première  par     (x  -\-  >.), 

(2)  g{x  -î-  l)  =  l{x'-  —  l^)  -h  ;x(.r  -f-  À),  z  =  a'x  -^  k)  —  ).^  ; 

en  remarquant  (jue  la  condition  pour  que    l  =  —  x     soit  solulion  du  système  (I)  et  du  système  (i)  est 
la  mémo,     z  =  x'\     on  pont  dire  qu'au  point  do  vue  dos  valeurs  de  À,  (:2    est  bien  équivalent  à  (I). 

Nous  allons  pouvoir  nous  servir  de  (2)  pour  déterminer  ces  valeurs. 

?/(À  H-  x'j  =   a(x  -H  À)  -t-  À(.i"-  —  );-),  :;  =  ii[x  -+-  ).)  —  À^ 

Retranchons  membre  à  membre  ;  il  vient     yÇ/^-j-x)  —  ;  =  àa-,     d'où,  en  supposant     x'-=£i/,     on 
— ^-      La  première  des  équations  du  systèoae  (1)  donne  alors  ^i  sans  ambiguïté,  ainsi 


déduit    X  = 


on  trouve 


l-i  = 


:(x3^s)-f-y(v2— 3Tr) 
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Donc  par  lous  les  points  non  si  lues  sur  le  cylindre  parabolique     y  =  x-,     il  y  a  une  droite  de  la 
congruence  et  une  seule  en  général. 

X  est  iiuicterminc  si  l'on  a  en  môme  temps 

(3)  :  =  x_v,  y  ^  x\ 

c'esl-à-dire  si  le  j)oint  est  situé  sur  la  cubique  gauche  ;  =  /  -,  y  =  x"^,  qui  e.sl  une  partie  de  l'inter- 
section (les  deux  quadriiiues  représentées  par  les  équations  (.'5),  l'autre  partie  se  composant  d'une  droite 
rejelée  à  l'infini  dans  le  plan     x  =  0. 

Cela  posé,    cherchons  la  condition  pour  que  la  droite     y  ^=ax-hp,     z  =  bx -\- (j      rencontre  la 
cubique  précédente.  Un  obtiendrait  l'équation  du  complexe  ain?i  formé  en  éliminant  Xo  entre  les  équations 

(i)  xl  =  aXo -+-/),  xl  =  bxo-\-q, 

ou  bien  entre  les  équations 

(5)  xl  =  ax^  -h  p  et  pr^  =  {h  —  «^  a-^  -(-  7  —  pa. 
La  deuxième  dos  équations  du  système  (o)  peut  s'écrire 

(6)  Xçs{p  —  h-+-a^)  =  fj  —  pa. 

On  pourra  supposer  paj' exemple   a,  b,  p,  7    fonction  de  trois  ({uanlités  a,  i,  y  considérées  comme 
paramètres.  L'élimination  de  x^,  dans  (o)  donne 

(7  —  apy  —  a(q  —  pa)(p  —  0 -{-  a^)  —  p{p  ~  0  ~\-  a-/  =  0, 
l'abscisse  a-g  correspondant  à  une  droite  ^0.  ro,  Yo  <Ju  complexe  est  donnée  par  l'équation  (6). 

Si  colle  droile  rencontre  la  cubique  en  un  autre  point  d'abscisse  j-,,  on  aura  encore 

(7)  •Ti(/J  —  0  4-  a')  =  q  —pa. 

(0)  et  (7)  montrent  que  pour  cela  il  faut     p  —  O-r-a-  =  0,      q  —  pa  =  0,     équations  qui  déter- 
minent une  congruence  de  droites. 

Posons     a  =  À,     b  =  a]     on  en  tire 

;j  =  [jL  —  À-,  q  =  ;jl) —  ).■'  ; 

la  congruence  de  droites  devient,  en  remplaçant  ;>  et  7  par  leurs  valeurs, 

y  -zz  Ix  -h  [J-  —  À-,  ;  =  ;i-i'  -h  ^;J-  —  ^-  '. 

C'est  la  congruence  donnée. 

La  congruence  donnée  est  donc  formée  par  l'ensemble  des  droites  rencunlrant  t  n  doux  points  la 
cubique  y  =  x-,  z  =  x'\ 

12°  Considérons  le  plan     ux  -+-  vy  -\-  z  -hr  —  0.     Pour  ijue  ce  plan  contienne  la  druite     y  =  nx  -i-p, 
z  =  bx-\-  7,     il  faut  et  il  su  (lit  que  u,  v,  r  vérilient  les  deux  é(|uation9 

u  -f-  va  -{-  b  =  0,  vp  4-  7  4-  T"  =  0, 

ou.  en  remplaçant  p,  a  ot  b,  q   par  leurs  valeurs  on  fonction  de  À  et  [x. 

a  ^  vl  -\-,x  =  0,  vil!  -  X2)  H-  l{a  —  À")  -h  ;•  =  0, 

ou,  en  éliminant  fi,  — [k-I   yX -1- X*][w -h  ).]-+-;•  =  0. 

Posons     V  -1-  X  =  —  /,     i[u  -\-  l{v  4-  /))  -i-  r  =  0     ou  bien 

(1)  P  -{-vl^-hut  4-  /•  -  0. 

D'aulro  [)arl  si  on  chei'clic  les  points  d'intei-scclion  du  plan     j<r  4-  vy  -1-  ;  4-  r  =  0     avec  la  courbe, 
on  aura,  pour  l'équation  aux  abscisses, 

(II)  a-^  4- ox- 4- l'x -h  r  =  0, 
équation  identique  à  (I). 

Pour  que  (II)  ait  une  racine  double,  o'osl-à-dire  pour  (pie  deux  ilos  trois  droites  soient  confondues, 
il  suflira  d'écrire  (juo 

(III)  .r'4-  o.r-  4  ux-\~r  =  0,  llr^    •    if.r    •    u  =  0 

ont  une  racine  conuuuiie  ;  le  plan  passe  par  la  langenle  ;i  la  cubique,  et  l'enveloppe  (lan<  ce  ca?  est  ta 
cubi(iuo  oll('-mi''nie.  On  auiail  alM-nienl  son  équation  taniienlielle  en  tMiminant  r  entre  les  deux  équa- 
tions (III). 
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F*our  (juc  les  Irois  droites  soient  confondaes,  c'esl-à-dire  pour  que  (II)  ait  une  raôiiie  triple,  il  sufiil 
d'écrire  que  x-'  -+-  vx-  -h  u  v^r  =  0,  o  r'  +  ^ox  +  u  =  U,  6x  +  ^2u  =  0 

ont  une  racine  commune,  le  plan  u,  w,  r  est  alors  osculateur  ;  les  équations  langontielles  de  l'enveloppe 
(qui  est  une  développablp)  seront 

^  +  M  =  0,  'iy'  —  l>uo  4-  27/-  =  0. 

On  sait  d'ailleurs  que  la  caractéristique  du  plan  osculatcur  est  la  tangente  à  la  courbe  et  que  son 
envelo[)pe  est  la  développable  formée  par  les  tangentes  à  la  courbe. 

'.i"  On  sait  que  la  condition  pour  que  la  droite  )/  =  ax  -h/>,  z  =  bx  +  q  engendre  une  surface 
développable  est  que  l'on  ait     dadq  -  dhdp  =  0. 

Appliquant  ceci  àla  droite     y  —  Ix -\-  [x  —'/-,     z  =  ;ji.r -f- Au  —À',     on  trouve  l'équation  dillérentielle 

/  d'J.    ,  ^  ,.    d'J.  .,,  , 

\  di  /  dt. 

(jui  donne  les  deux  solutions 

d  j.  3).         1    , il  i.  oÀ         1 ^ 

'id-j.  —  Md:>        ,,,.,,,.. 
On  peut  les  écrire,  en  abrégé,      —  -  =  ±.i/.     l'.lles  s  intègrent  aisément  et  donnent 

\  i;JL  —  3/.- 

(  I )  v/  W"^^}X^  =  ±  l  -f-  C , 

d'où     4|JL  —  3À-  =  (± )^ -f- C/     et     v^iu  —  3A-'zp  >.  =  C,     les  signes     -t-     et     —     se  correspondant. 

On  voit  donc  que  par  toute  droite  de  la  congruence  donnée  passent  deux  surfaces  développables  dont 
les  génératrices  font  purlie  de  la  congnioire,  la  constante  C  est  déterminée  par  les  valeurs  A^,  '^^  cor- 
respondant il  la  gr'n(''ralrice  donnée. 

Mais  on  peut  remarciuor  (jue  les  écjuations  (ai  admettent  la  solution  singulière  Aj.  =  Sa^,  que 
l'un  trouve  aisé.nent  en  clierchant  l'enveloppe  de  la  f.imille 

ia  — ;{\^  =  (l-^Cr, 
uii  C  est  un  paramètre  variable. 

Or  ré(inatioa  de  la  développable  correspondante  sera  obtenue  en  éliminant  X  entre 

À-  .  ,  >  '■ 

1  '  4 

Mais  ces  équations  si  on  y  pose  À  —  ix  sont  celles  de  la  tangente  à  la  cubique  trouvée  précédem- 
niont;  la  développable  sera  donc  formée  des  tangentes  à  cette  cubique,  c'est  la  surface  trouvée  dans  la 
deu.xième  partie. 

Géomélri(iueinent,  on  peut  remarquer  que  puisque  la  congruence  est  formée  par  les  droites  ayant 
deux  points  communs  avec  la  courbe  donnée  7  =  /-,  3  =  ,i\  on  aura  inunédiaternent  le  nombre 
de  droites  de  cette  congruence  passant  par  un  point  donné  A. 

lui  elFet,  projetons  la  cubique  sur  un  plan  (juclconque  en  prenant  A  comme  point  de  vue;  la  pro- 
jection sera  une  cuLdque  unicursale,  elle  aura  donc  un  point  double  ;  il  y  aura  donc  une  des  droites 
passant  par  .\  et  une  seule  qui  coupera  la  courbe  en  deux  points,  ces  deux  points  se  projetant  au  point 
double. 

Par  un  point  de  la  courbe,  il  en  passera  uiie  inliuité  ;  il  sullira  de  cboisir  arbitrairement  m  autre 
point  de  la  même  courbe. 

Si  on  considère  un  plan,  ce  plan  rencontrera  la  cubique  en  trois  points  A,,  A,,  Aj. 

i*our  qu'une  droite  située  dans  ce  plan  fasse  partie  delà  congruence,  il  faut  et  il  sutlit  qu'elle  passe 
par  deux  de  ces  trois  points.  On  aura  donc  trois  droites  en  tout. 

Pour  (jue  deux  des  droites  se  confondent,  deux  des  points  devront  se  contondre;  le  plan  sera  tangent 
à  la  courbe  :  l'enveloppe  sera  la  courbe  elle-même. 
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Si  les  trois  droites  se  confondent,  il  en  sera  de  même  des  trois  points,  le  plan  sora 
osculateur  à  la  courbe,  et  son  enveloppe  Fera  la  d'''veloppable  formée  par  les  tangentes 
à  la  cubique. 

[.es  tangentes  à  la  cubique  faisant  partie  de  la  congruence,  on  devra  trouver,  en 

cherchant  à  grouper  les  droites  de  la  congruence  de  façon  à  obtenir  des  développables, 

la  surface  précédente  enveloppe  des  plans  osculateurs. 

Dlil'i: HROIS,  k  Charire?. 

Donnes  solutions   :    MM.   Ch.   Glii.lfpmk;  G.  I-acii,  à    lîodez  ;   J.    Ottkmikhiku,   k   \;mf v  ;   J.    de  Peirax,  5  Mnrseille  :  \ 
HoussBAU,  à  Fouines  en-Weppe  ;  J.  Soubaigxé,  à  Mont-de-Marsan;  I*.  Viluain. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX   EXAMENS  (UiAUX 


Algèbre  et  Analyse. 


8112. 

8113. 
8114 
81ir> 
8110. 


-Calculer     y/20 -l- 14v/2 -^  ^y/20  -  1W2,      y/54 -^  30v^3  + y/ûi  -  30^3- 

—  Galculei'  la  somme  des  puissances  semblables  des  termes  d'une  progression  arithmétique 

—  Somme  des  quatrièmes  puissances  des  n  premiers  nombres 

—  Calculer     t. 2. 3 -f-2. 3. 4 -^3.4.. 'if-,..  -+-  1000.1001.1002. 

—  Caliiiier  les  déterminants 


X  a  b  X 

a  X  X  b 

h  X  X  (I 

X  b  il  X 


y: 

zx 

xy 

' 

.X'- 

-'" 

flo 

(h 

flj 

t'i 

—  1 

X 

II 

0 

0 

-  1 

.;■ 

0 

0 

0 

—  1 

X 

b    hC 

h 

c 

lin 
0 
0 

0 


C  -H  (l 
C 


8117 

donner  à  . 

8118 
811îr 

arctgl, 

•1 
e",      e-"  , 

8120. 

1 

n{n  4-  t)  ' 
8121. 

8122. 

général     r„ 

8  !•_>:{. 

8  I  2  '4 

1 
sm  .r  )        ^ 
3 


0        0         0      u      ...      —  I     J 
—  filant  lionnée  la  fonction     y  =  1  —  x-  +  x^ -i- x\     on  donne  à   ./•    la  valetii    ::0.  Quel  accroissemeiil   h   r,iu!-U 

1 


'   poiii-  que  rarcrois>ement  île  //  soit  plus  petit  qm 


lOUO 


—  La  lonition  logarithmi(|iie  est  continue. 

—  Ktudier  les  séries  (|ui  ont  pour  tei mes  généfaux  : 


I  1 

arc  sui  — •  arc  sin  — 

'(  /( 


1 

Vu 


!)■• 


x"e 


.-V" 


sm"  — > 


nii^   !  hn^  -♦•  en 


J--*-  In 


—  C.ali  nier  les  sommes  des  séries  ([ui  ont  pour  lermes  généraux  : 


n(H  —  \) 
["n'  ~  [H  *   li'J'" 


2ii  -i-  3 


ti  II    •    !)(M-f-2). 
sin  r 


«(«+!)(« +  2)  (H  —  l)H(»i -f  2)  II'.  («-f-l)l 

—  Ktuilier  la  série  formée  par  b's  onloiuu'es  ma\ima  et  miiiima  de  la  coiulie     »/ 

.r 

—  Ktant  donnée  la  série  à  lernu's  positifs      m,  i   m.,   t    . . .    »   h,  -)-  . . .,     on  considère  la  série  qui  .«  |>our  terme 

=  ^  •     et  on  demande  de  comparer  les  natures  de  ces  deux  séries. 

".. 

—  Comparer  les  deux  séries  qui  uni  pour  lermes  jténétauN  ik  et     I.l    ^  M.'. 

--  l'.Indifr  les  varialidii-  des  runctions  ; 

c  —  I  '1 

'I" ''J". •        x—  I.  cli.r,       cos  v'.r.       (I    i   .r)  /  i    ,    _  1   ,      j-' —  <'  '  '    . 
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8125.  —  Des  variations  de  la  fonction    x  —  loga^    reconnaître  si  un  nombre  peut  être  égal  à  son  logarithme. 
812G.  —  On  donne  un  cercle,  un  point  A  sur  ce  cercle,  et  un  point  0  sur  la  tangente  au  point  A.   Par  le  point  0  on 
mène  une  droite  variaLle  rencontrant  le  cercle  aux  points  P  et  Q.  Étudier  les  variations  de  AP'-i- AQ'- 

8127.  —  On  donne  un  cercle,  un  point  A  de  ce  cercle  et  une  droite  D  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  le  point 
A,  Par  ce  point  on  mène  une  sécanto  qui  rencontre  le  cercle  en  M  et  la  droite  D  en  N.  Étudier  les  variations  de  la  longueur  M.N. 

8128.  —  Calculer  la  différentielle  totale  de  la  fonction 

v'  -1-  ô-  —  .r*                     :-  -h  T-  —  tr  x-  4-  y-  —  z- 

arc  cos f-  arc  cos : '■ — +-  arc  cos 


■2iiz  izx  2x1/ 

les  arc  cosinus  étant  compris  entre  0  et  r. 

812î>.  —  Trouver  pour    x  =  0    les  limites  des  fonctions  ; 

jL 

(1-+-T)^  — I                             .     ,     -'-             /  f '■ -^  e-'- \  r 
x^Lx,  x"'lx,  ■ ,  (1 -I- .i  sm  4x)  "" '"  ,  I -1      , 

8130.  —  Trouver  pour  x  infini  les  limites  des  fonctions 

_  _j 

a;  cos  a;  —  e       "'"  '  1"        /     -^      \  '  1 

x^-i-  c  '        ^L  ~\¥TT/J' 

8181.  —  Limite  pour  m  infini  des  fonctions  : 


{(-^r-4  ['-(-^)r' 


X-  —  1 


\  ux^\)j  r 

'■M- 

i 

m 

30° 
m  sm  — 

Lw 

8132.  —  Limite  de   •  pour  m  infini.  Trouver  le  miuinuim  de  cette  fonction  quand  m  varie  par  v.ileiirs  entières. 

ni  I 

81.'î;J.  —  Soit    f(x)  =  \/x^ -hax^ -^- bx  +  c  ;  trouver  Im  limite  de    /(■'•-»-  [)  —  f{x)    quand  ./■  augmente  indéfiniment. 

8134.  —  Trouver  pour  .r  infini  la  limite  du  proluit    [l -i- x]e~'i  \  -h  —\e     '    ...|1-h  — Je"- 

8135.  —  Développer  en  série  les  fonctions 

/  V^  X  ^  —  ■'■  '"  -•-  -^  ^ 

LV/  .     arcsinx^  (arc  sin  j:)%  [L(l -4- x)/,  arcfg(l4-.ri,  arc  tg -; arc  Ig  ": — ; r*   sin^r,  cos'.r. 

Vl-t-j;  l  -h  X  1  —  IIIX         x-  —  iC  +■  i 

8130.  —  Développer  en  série  arc  cos  /.  Calculer  à    — —  près  la  valeur  du  développement  pour     /•  -=  -  • 
8137.  —  Etablir  la  formule 

•'■      r,       1       •'■■■'  ^-^    /     •'•'    \'       1 

arctg./-^  — i  H 4 f  )     -h...    • 

v/1 -+-■'-'  L  2.:i\-^.r-  2.4.0  lu-./-  y  J 

)       pour  m  infini,  lin  déduire  la  formule     r '  .  c  =  e^^'J 

m-y  /      "^ 

8131).  —  Dans  un    triangle  A15V1  on  donne      AB  =  )„.       Alla   =  y     et    B.M  =  p  :    on  suppose  que  ?  est  infiniment 
pelit,  et  on  demamle  de  développer  l'inverse  de  la  longueur  AM  suivant  b^s  puissances  de  ?. 

8140.  —  Onire    infinitésimal  de    (1  ~h  x)      —c. 

X  x 


8141.    —  Calculer  les  premiers  termes  du  développement  en  série  de  la  fonction 


1  —  e-  -  2 


8142.  —  Irouver  la  limite  de        ~ ! quand  h  et  k  tendent  vers  zéro. 

8143.  —  Dans  la  formule  des  accroissements  finis  et  dans  la  formule  de  Taylor  à  un  nombre  quelconque  de  termes, 
trouver  la  limite  de  0  quand  Ji  tenl  vers  zéro. 

814  4.  —  Etant  donnée  la  formule 

h-  k^ 

fia  +  /()  =  f(a)  -t   hl\a)  +-  -^/'VO  -+-  —  ['(n  4  0/.), 

développer  0  suivant  les  puissances  de  h. 

8145.  —  Ktant  donnée  la  formule  des  accroissements  finis 

/•(XH-  //)  =:  f{x)     hhfix  +    O/l). 

quelles  sont  les  fonctions  f[x)  pour  lesquelles  0  a  une  valeur  constante, 

8146.  —  Ordre  infinitésimal  de     /(a  -t~  h)  -h  f(<i  —  li)  -  2/(a). 

1 

8147.  —  Calculer  sin  1»  à    près. 

100U    ^ 

8148.  —  Combien  de  chiflYes  a  le  nombre    e'^  —  e-^  +  t-'^    pour    .r  rz  20. 

8149.  —  Calculer  arc  tli  —  • 
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"  o 

8150.  —  Etant  donne    tli  —  =  b,     ralctiler    sli  —  =x. 
■1  3 

£, .-.  r-.     1  j       /    ..  I     sin  ar  sin{.r -f- 2ft) 

8 loi.    —  Etant  donnée  1  expression    L   ^— -— —       qui  a  pour  limite  zéro  quand  h  tend  ver»  zéro,  on  de- 

5 1  n "  I  tZ*   ~\ —  iK  I 

mande  la  partie  principale  de  cet  infiniment  petit,  h  étant  l'infinimenl  petit  principal. 
8io2.  —  Calculer  sin  i,  cos  t. 
815:i.  —  ! louver  un  nombre  imaginaire  :  tel  que  l'on  ait    sin  z  =  a  ->t-  bi. 

I y 

8154.  —  On  pose    r  =  \/x'-  -+-  tj-,    0  =  arc  Ig  — •     et    z  =  r  --  a  cos  0.     Démontrer  que  l'on  a 

X 

0   d'z        ^         d^z  ,  d'z 

1- h  2.rv  : 1-  y-  -—-  =  0. 

tlx-  dxdy  dy- 

8155.  —  Etudier  les  équations 

./■^  —  3r-l- 1  =  0,  6r— 13c'-f-10r— t  =  0,  .r— 1  =  0,  ,r'' -  1  =  0, 

^x  -\-  a  ±  \'x~+  h  ±  ^x  -^  c  ±<Jx  -h  d  =  0,  X'"  —  x"—'  —  2j;  -+•  2  =  0, 

C,\  ax"  -'  -(-  C;2a-x"--  + h  C;[a"  =  0,  \/l-+-^x  —  \J\  — ■^x  =  i, 

ff  -(_  3x2  —  4j;  _  7  =  0,  ^x(a  —  «)  -4-  v'xlt  — x)  =  1 ,  x'  —  /.a.-  -+-  3  r=  0. 

815(>.  —  Calculer  les  racines  commensurables  des  équations 

X'  —  l Ox^  -+-  So.E-  —  5"x  +  G30  =  0,  Ci'  -h  1 3x=  4-  9x  -^  2  =  0. 

8157.  —  Etudier  les  é([uations 

X 

sin  .T =  0,  x\.x  =  a,  3  arc  tg  j;  —  r  =  fl,  x-Lx  =  3,  sin  3t  — 3sin  .r  =  ri, 

4 

sin  3.J?  —  i  sin' a;  =  0,  xLx  -hx-  —x  —1  =  0,  sin  2.c  -(-  a  sin  /•  —  1  =  0, 

1 

x= tgx,  cos'' .r -f  sin' j;  =  1. 

cos  X 

8158.  —  lîésoudre  les  systèmes 

\    '''x^-!!,T    '    10,  \    .'■^  =  7./' +  3//,  (    .r'-f-8//-2l  =  0,  l     r^  =  ar -^  b,,, 

I    -, ^  =  -tV  '  I    'f  =  ''.'/  +  •*'•;  '    .'/'  +  8''  -  2i  =  0 ;  /    //'  =  aij  h-  6.r; 

.T''  -f-  v  '  1 3 

r  cos  ?  -f-  ?/  sin  ç  =r  a  sin  2^,  l    ./•'  -i-  y'  —  .ï'y  —  .x//-  =  a{x^  —  //»),  j     //  -+-  ;/'  ~    ' 


1 

—  x- 

2// 

1 

—  .'/- 

•)- 

X-  -r  y"  =  o'  ;  f    .r'  -(-  v'  -(-  x'v  -+-  ,rv'  =  \r[x  +  v)  :  )     .'/  -+-  -*'' 

y/-  +  //;  -+■  z-  =  (i-,  (    X  -i-  !/  -h  z  =  a, 

z- +  zx -h  a- =  h- ,  }    x'' -h  !/- -h  z- =  b*, 

X*  -+■  xy  +  //'-  =  c'  ;  (    yz  -\-zx-¥  ./■//  —  c*  : 

,      1  -  c- 

8159.  —  Déterminer  a,  b,  c  de  façon  que  ces  nombres  soienl  les  racines  de  l'équation     i'  -h  ax-  +  bx  -^  c  ^-  0. 

8160.  —  Discriminant  d'une  équation  algébrique.  Application  à  l'équation  du  troisième  degré. 
81G1.  —  Discuter  la  réalité  des  racines  des  équations 

a;'  -+-  px  -4-  <jf  =  0,  .//'  -♦-  px^  -hq  =  0,  x'  4-  ;).r  4-7  =  0.  r^  h px  -1-  q  =  0. 

8l(î2.  —  Déterminer  a  de  façon  que  dans  ré(|uation  ./•'-)-  ix  -+-u  =  0  la  somme  de  deux  racines  soit  égale  k  deux 
fois  leur  jiroduit. 

8l(i:{.  —  Former  l'équation  (|Mi  admet  pour  racines  les  diverses  valeurs  de    y    -  l^  (  —  arc  te  a  ].     Troiirer  une  Inns- 

formati(m  bomograpliique  transformant  les  racines.  Montrer  (|u'il  u)  en  a  que  deux. 

8164.  —  Déterminer  x  de  façon  ([iie  ré(|ualion  3.i' —  20j' -t- IS  r- —  ISOr -}-  3  ^  0  ait  uiu'  r.u-inf  donhlo.  puis 
résoudre  l'équation. 

8165.  —  Soient  a,  b,  c  les  racines  de  l'équation  j'  4- /'.r  4- 7  ;  0.  Développer  par  rapport  au\  puisMinres  do  t  \.\ 
l'oiirliDn    t'"' -t- e''' 4- 6" ' .     ('as  où     p  =  0,     7  =  —  1. 

8166.  —  Etant  donné  le  polynôme  .r' -»-;(.*• -t- 7  qui  n'a  pas  de  racines  nuillipIcB  et  $a  déri\ée  Ir' -+- ;>.  nioniror 
(|u  il  i'\isl(î  un  polynôme  /i  du  premier  degré  et  un  polynôme  f.  du  second  Ici  «pii'  l'on  ait  (.r'  -*-  pr -*-  q\fi  4-  (îr*  ♦-  p\f,  .  1, 
et  Inmver  les  deux  poiynonK^s. 

81(57.  —  Démontrer  que  toute  transfornialinn  rationnelle  port  int  sur  1rs  rnrinos  d  une  é(|Uation  du  IroisK^me  degrré 
peut  se  ramener  h  une  liaiisformalioii  de  la  l'orme     y  =  as-  4  bx  »  c. 

8168.  —  Tout  polynôme  du  (luatrieme  dcirié  ;^  roefflcients  réels  peut  être  décomposé  en  un  produit  de  lieut  (rinomos 
du  ileuxième  degré  i\  coefllcients  réels.  Décom|i()ser  les  p<d> nomes    (j''4-X4-I)'   »   I,    U' 4  J  »  1|'*  jV 

•  ,  ar  -*-  k 

8I6Î).  —  Etant  donnée  ré(iiialion  du  troisième  degré    .r'  4-p.r4.  q  —  0,    et  lesdeux  transiormalion--      <> • 

:  =  Ax^  -h  Bx4-C,    déterminer  A,  H.  C.  de  façon  que  lesdeux  transformations  soient  Idwilque*. 
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8170.  —  Calculer  un  polynôme  du  quatrième  degré  fU)  prenant  les  mêmes  valeurs  que  sin  .r  pour  les  valeurs  de  x 
égales  à     0,    zb  ^  '    ±  ~.     Construire  les  courbes    //  =  sin  r    et    /y  =  f(x). 

8171.  —  Discuter  le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation 

.r'  -+-  2'(./-'  -*-  Ibr  -♦-  nh  =  0, 
suivant  la  position  du  point  [a,  h)  dans  le  plan 

8172.  —  Couilitions  pour  f(ue  iéin-atinn     ,r^ -i- /<,/■ -i- ^y  =  0     ait  d(Mj\  racines  dont  le  produit  (ou  la  somme)  soit  égal  à  1 . 
8173    —  Conditions  pour  que  les  r.u'uies  Je  i'équalM.i  c  jm[j|i'te  d.i  (iiiatrii-infi  degré  soient  en  progression  arithmétique. 
8 17 't.  —  Condition  pour  que  l'équation    .r'  J-  ax"^  -+-  hr  -h  c  =  0    ait  deux  racines  dont  le  produit  soit  égal  à  1. 
8175.  —  Trouver  un  polynôme  f{x)  du  troisième  desré  tel  que  l'on  ait 

A- 2)  =  5,  /-^-i)^-!,  /-(ii^-T,  A'2)  =  5. 

8170.  —  Eliminer  r  entre  les  équations    ax-  -hhx  -h  c  ^  0    et    j'^  —  l  =  O. 

8177.  —  Discuter  l'équation  ./" -i- 2./- —  1  =  0 .  Déterminer  a  pour  que  l'équation  .r -+- a./- —  1  =  0  ait  deux 
racines  dont  le  produit  soit  égal  à  1 . 

8178.  —  Déterminer  un  polynôme  du  troisième  degré  /'(.ri  tel  que  l'on  ait  f[a)  -h  fb)  -4-  /"'■)  =  0,  f'{a)  -h  f'{b)  -+-f'ic]  =  0. 
f''{a)  -h  f''\b)  +  /"(c)  =  0,    a,  h,  c  étant  les  racines  de  l'équation    .r^  -+-  px-  -i-  qx  -h  r  =  0. 

8170.  —  Condition  pour  que  dans  l'équation    ./•'  -+-  p.r  -^  q  ^  0    l'une  des  racines  soit  égale  au  carré  d'une  autre. 

8180.  —  Si  l'on  a    n  +  b -h  c  =  0,    on  a  aussi    lOia" -f- /r -+- c')  =  7(a=  H- //- -t- f-)(fl^ -l- 6' -i-c'). 

8181.  —  Eliminer  x  entre  les  équations    x^  +■  px  -t-  7  =  0,    ar-  ■+-  b.r -^  c  =  0. 

8182.  —  Quelles  relations  doit-il  exister  entre  les  coeftirients  d'une  équation  du  cinquième  degré  pour  qu'en  désignant 
par  «,  b,  c,  d,  e  les  cinq  racines,  a,  b,  c  soient  en  progression  arithmétique,  h,  c,  d  en  progression  géométrique  et  c,  d.  c 
en  progression  harmonique  .' 

8183  —  On  suppose  qu'une  racine  a  d'un  polynôme  /".ri  annule  f"(x)  et  n'annule  pas  /'(n.  Montrer  qu'il  existe  une 
relation  entre  a  et  les  autres  racines.   Cas  particulier  011  /  /)  est  du  trr>isième  degré. 

8184.  —  Discuter  la  réalité  des  racines  de  l'équation  ./-^  —  tj./  -(-9r  -*- n  -  0.  Résoudre  l'équation  trigonométrique- 
ment  au  moyen  des  deux  transformations    ./;  =  // H- 2,    .//       2z . 

8185.  —  Soient  a,  p,  y  les  racin(!S  de  l'équation  x^  -t-  /).r-  4-  qr  -t-  r  ^-  0,  former  l'équation  ([ui  a  pour  racines  a  —  z-, 
(I  —  |i-,    a  —  y%    a  étant  une  constante  donnée. 

8180.  —  Former  l'équation  aux  sommes  ou  aux  produits  des  racines  deux  à  deux  de  l'éciualion  du  (luatrième  degré. 

8187.  —  Soient  a,  ]3,  y,  ô  les  racines  de  l'équation  a..x^  ♦-  4ai.r^  +  Cu^r'  -4-  4fl,ir  -i-  a,  =  0  ;  sur  un  axe  orienté  0.r  on 
porte  des  points  A,  B,  C,  t)  tels  que  l'on  ait  OA  —  a,  Oli  -  ji,  UC  =  y,  01)  —  0.  Démontrer  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  ces  quatre  points  forment  une  division  harmonique  est 

a.j  "1  0'. 


8188.  —  f'alculer  les  intégrales  : 

r  ■  '      (ix 


—  0. 


lax  -H  u'x- 


r    ./■'/./  j  ■'    x"-dx 


vZ-n-- 


;'•+•'•-/<-• 


r dx r''       xdx  r     dx  r       d,-  r^  x^f+^dx 

J    x+  s!  X-  -  ax  +  a-'        J„     ^{.F—a)[b  -  x)  ^J    .,\/ 1  -^  ■'•'  J    .rv'' '   +-•'+■'•'  ^'„  y/  1  —  .r-  ' 

f^^  ,., .  /  ^  -4-.r  r  dx  r ,U 1"  2  dx  r  sin  xtl.r 

j_,         \   i -h  X    '    '         J    cos  l'.r -f  cos  x  '  J    cos  2.r  —  4  cos  j; -t- 5  '         J ^^     cos' ,r-t- sin' ./•  /     ces-  .r 


r  sin  .3.r  C 

J    ^i»'''   '''      J  ' 


cos  xdx 


sin  .f 
dx 


Ix  cos  X 


f'i  siir  ^d'Y  r  (tx  t^  sin^xdx 

jg     a- cos- ? -I- <>"  sin'- r         '    sina:  — sina  J      cos  .r 


dx 


4  cos  X 


sin^  ./■ 
-dx,        I  coi^  xdx 


I    cos*  X  sin-  ./■  I  r,         I 


cos'  xdx 
1  H-  sin-.r 


/l  -4-cos.T   ,^          /        ,     ,             /    "  '                dx 
dx,        I   ros^ra.r,         I       , 
1  +  tg  .r  J                        Jq       a- cos'-.r -h  o^sin*  j? 

p"      dx  r     dx  r       dx 

I         ch' a^-f-sh*  j:  '  /    ch  .r  —  ch  a  J    e' -h  e-' —2  cos  a. 


S 


fî^^dx,         f 
J    sin'  X  J 

rsin» 


dx 


tg"  xdx, 


cos  X  —  cos  a 


xdx  ; 


I  arc  sin  xdx,  j  x  sin  xdx, 


I       x-Lxdx,  j  x'{\.x]'idx,  I  arc  sin  y/l  —  a;-(/.r,  |   '- — 

/sin  ix  ■     ,  r,    f'  +  C'"'  -+-bx  -h  r. 

— : enix,         I  L dx, 

smx  J                    x                           J 


I  ,r*  arc  tg  xdx,  j  \Ja-  —  [e-^  —  )  fdx, 

L(l  —  2a  cos  X  +  7})dx. 


ÉCOI>E    POLYTECriMQUE  (CXAMENS   ORAUX)  3ei 


8189.  —  Etant  donnée  la  quantité    |    fi,x)dx,    calculer  la  dérivée  de  cette  expression  par  rapport  à  «  ou  à  r. 

8190.  —  Un  pose    .!/,  =  ~r  l      ^^^  ^^'^  —  xsin  9)^9,    et  on  demande   de   vérifier  l'égalité    itJ;.  =  -^  (J,..,  -:-J/i._,). 

8191.—  Calcui'îr  le  volume  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  d'un  ellipsoïde  quelconque,  d'une  calotte  sphérique,  dun  tore. 
8192.   —  Etant   donné    un    demi-cercle   de     diamètre    \\\,    on    divise    l'arc   aB   en   n    parties   égales   par   les  points 
M,,  Ma,  ...,  M„_,.   Calculer  la  limite  de  la  moyenne  arithmétique  des  quantités  A.M,  quand  n  augmente  indéfiniment. 

819:î.  —  .Même  question   en  supposant  que  les  projections  des  points  M,  sur   le  diamètre  AU   di?isent  ce  diamètre  en 

n  parties  égales. 

8194.  —  Résoudre  les  mêmes  problèmes  en  remplaçant  le  cercle  par  une  cycloïde. 

8195.  —  Calculer  le  moment  d'inertie  d'un  tore   par  rapport   à   son  axe,  d'un    tétraèdre   régulier  par  rapport  à  une 
hauteur,  d'un  ellipsoïde  quelconque  par  rapport  à  un  ave. 

819(î.  —  Intégrer  les  équations  dilTérentielles  : 


x{y^  -h  a.i:'-)  ——  -+-  by^  +■  cx^  =0,        y'  —  y  =  c'^,         xij'  —  y=  )/x-  -h  y',         [nt^  -^  (1  -+-  a-\if[dj:  =  [ay^  -^  (1  -h  «'tx^ji/y. 


i  —X-  dx  v^x(  1  —  J-)  ^y^  i  —  !/ 1 

diu  2qx 

y'  =  y  +  y^x,  -—  cos'-  x  =  3y-  —  Sy  —  2,  y'(i  -+- x°)  —  xy  = 


dx  ■         v'iH-x- 

8197.  —  Intégrer  l'équation     a'-l  — ^  1   -1-  2'-'^  — — h  a'?*  =  0,    et  construire  les  courbes  intégrales. 

\  r/0  /  '      (lO  ' 

8198.  —  Intégrer  les  équations  : 

y"  —  m y  =  0,  //'  —  y'  —  2//  =  0,  y"  —  3//'  -+-  2//  =  (xe-'  -+-  \)-,  y  —  y  =  ./'•'.  //"  —  //'  —  6.7  =  2e~'. 

3.'/"  +  4//'  =  cos  X  -4-  sin  x,  y"  +  9//  =  2  cos  3./-  +  5  sin  ."i.r,  //"  —  4//'  -(-  4//  =  3t-'  -+-  t ,  //"  -i-  ay'  -i-  6//  =  r-  -^  1 . 

.'/"  —  2/y'  -+-  y  —  x"'e'^,  y"  —  iy'  -t-  //  =  3  cos  x -\- x  —  3,  3/y  "  —  2//'  —  //  =  cos  ./•,  //'  -f-  4//  =  sin  ax. 

d-u              diJ                  ,                   d'x             dx 
91/  —  fiv'  -f-  //  =  0,  V   -•-  -'I  +  '/  =  8e^  -rr  —  2a  -7^  h-  a'-//  -  '/e"^  -—'  —  2a h  n'x  =  6  sin  t, 

dx-  dx  dl-  dl 

t 
y"  +  iy'  -+-  iy  =  e~-"^  sin  x,  y"  -^  y  ■=  x  sin  x  -f-  cos  x,  y"  +  a*//  =  .r  sin  nx,  iy'  +  4*/'  -t-  1  =  5f    • , 

y  y"  +  4.'/"  =  3//-,         //"  -I-  //  =  fg  ./•. 

8199.  —  Intégrer  le  système    —  =  y  -\-  z,    —  =  z -h  x,     — ^  =  ./•  -1-»/. 

dt  dt  dt 

d'-i/  dl) 

8200.  —  Intégrer  l'équation    x' — '-  +  ax —^ h  bif  =  0,    en  faisant  li>  changement  de  variables     r  =    ' 

dx-  dx 


II.   —  Trigonométrie. 

8201 .  —  Simplifier    2(sin'''  ./•  4-  cos'.r)  —  3(sin'  x  -4-  cos'  x). 

8202.  —  Calculer    sin  —    et     cos  —  • 

820;5.   —  Simplifier    2  arc  tg  -: arc  tg  — 


820'â.    -Simplifier     V  arc  tg 

'  ^         ^  a-  -t-  x{x  +  1 


(.f-f-l) 


r  r  X  T  1,1,  Il 

820r>    —Trouver   la  limite  pour    /•   infini   du   proluit    cos  _  cos  —  cos  —    -cos—-;     en  d.Muire  \.\  somme  «le  la 

2  4  o  L 

./' 

série     «„  =  L  cos 

2" 

820»).    -Calculer     sin  4  =  •''     connaissant    sin  k  —  /».     nisculer  al«ébri(|Ui'ment   réqualion  obteiiuo  en  appliquant 
fj 
le  lliéoii'ine  de  Holle. 

8207.  —  Si  l'on  a      </,  cos  a, -f- AjCos  ij -»-    • . -+- n,  cos  a,  =  0,      et     n,  sin  j,  »- «i  sin  «t-f- ...  ■♦•«•••In  a,  ss  0,     on  a 
aussi,  (|uel  que  soit  X.  a,  cos  (a,   t-  X)  +-  ri.,cos  (xi  f-  X)  h  ■■■  t-  a,  cos  (x,  -f-  X)  --  0.     InterpnHation  géoinoirlque. 

8208.  —  Construire  les  |ioinls  dont  les  coordonnées  vérifient  l'équation    arc  sin  x  ■■^-  nrcstn  y. 

8209.  -  Simplifier    4  arclg— -■ 

S2IO    —  Itésoudre  les  équations 

Ig  (,r  t  n)   f  tg  (.r  -  a)  -    tg  2j-.  sin  2.r  =  k  tg  .r.  sin'  .r  +  co>'  x  =  J . 


32-2 
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8211.  —  Résoudre  le  système    cos./-  -f-  cos  y  ~  a,    cos'./-  -!-  cos^  //  =  h.    Discuter. 

8212.  —  Calculer  algébriquement  et  trigonométriquement     \'i,     l'i-i-i,     v'i  H- iVâ,    V',     v'i-t-i- 
821.3.  —  nésoudre    .c'  -(-1=0,    .r''^  -i-  1  =  0. 

8214.  —  Résoudre  un   triangle  connaissant:  i°  les  trois  hauteurs;  2»  les  angles  et  le  produit   /j„')/,/ic  ;    3°   a,   /i„,   r  ; 
i"  a,  A,    h  ^  c. 

8215.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a.  h  et  sarliant  que     W  =  3.\. 

8216.  —  On  donne  un  triangle  isocèle  ABC,     AB  =  AC  :     nn   mène  la   médiane  B.M.  Connaissant  l'angle   ARM,   calculer 
l'angle  .MHC. 

*^217.  —  Dans  un  triangle  rectangle  on  A,  on  a    R  =  .-iC  ;    quelle  relation  existe-t-il  entre  n  >il  b"! 

8218.    —    Si    trois    nombres   positifs   a,  b,    c   et  trois  angles  compris   entre   0   et  -,   A.    B,   C,  vérifient  les  relations 

abc 

ces  ([nantîtes  sont  les  éléments  d  un  triangle. 


A  +  R  -.-  C  =  -, 


sin  \         sin  l!         sin  C 
8210.  —  Dans  tout  triangle  on  a 

.     A  l;  C  1 

sui  —  sin  —  sin  —  -,  —  ■ 
L'  2  1'  S 

8220.  —  Simplifier  les  expre«sions  suivantes,  fonctions  des  éléments  d'un  triangle  : 

A                   B           C                   b->-c 
(/;  —  «)  sm  r ^f  sin  — sin — .  i: cos  A. 


III.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 


oooi         j„     .     •      I      I  i  /  d" -*- II"  ,  /  ir -f- 0' 

8221.  —  Lonstnnre  les  longueurs    ./■=V/ .r  =  V/ 

8222.  -   Angle  de  deux  droites  imaginaires. 

822:î.  —  r.tant  données  deux  équations  du  deuxième  degré  ./•  -h  ;/./■  -^r/  =0.  .r'  -h p'.r  ->- if  =  0,  on  considère  les 
points  A,  R  et  A',  B'  de  l'axe  des  /•  qui  ont  pour  abscisses  les  racines  des  deux  équations.  Former 
l'éqnalion  du  deuxième  degré  qui  a  pour  racines  les  abscisses  des  points  (jui  divisent  liarmoni- 
(|uenient  les  segments  AR  et  A'R'. 

8224.  —  Ktant  donné  un  cercle  et  deux  diamètres  rectangulaires  0,;-,  0//,  placer  une  droite  AR 
de  façon  qu'elle  coupe  0//  en  son  milieu  .M  et  (lue     C.\  =:  CB. 

8225.  —  On  donne  deux  droites  Or,  Ov  et  deux  points  P  et  y.  Par  le  point  V  on  mène  une 
sécante  rencontrant  ()./■  en  A,,  0//  en  Bi  ;  nn  joint  l!,n  qui  rencontre  O.r  en  A;  ;  on  joint  A^P  (|ui 
rencontre  0//  en  B...  puis  R;Q  qui  rencontre  Or  en  .A.,  ...  etc.  La  longueur  delà  ligne  brisie 
AiR|Ail>2  .  ..  a-t-elle  une  limite.' 

822G.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations  suivantes  en  coonlonnées  rectilignes  : 

■t'  .    3/-r— -  .    •./- — r  ,-  2-h/r^' 


y  — 


Il  —  2  -h  \/ir  -h  ^f'i  -+-  2./-, 

i  -.1- 


Il  z=  ./-H-  y.r^-h  i, 


il  =  ■'•    •:  y»'  -  I  ' 

/    .1- 


Il  =  .i-[..r, 


II- 


i.l 


L 


1  -I-  .r 


1  -y-  ./■-       1   —  X 
I , 


//  =  L(l   L  .n  —  X. 


Il  —  X  —  V  •'■>  .'/ 

y  =  -±  v/l 
.'/  = •  .'/ 


1  ±:v.'i.'-  +  l). 

e'  —  e-" 


X  —  \  +  ae- 


//  =  sm     —  arc  sin  x 


Il  =  I'  -'Lx, 
sin  X 


\/x'-nr 


,  'o     v^a  +  bx 


il  = 


.'/  ==  e  '  - 


./•  =  be 
sin  X 


Il  =  e' -^' , 


il  = 


X  y/l  -+-  COS./- 

sin  //  —  sin  /■  =  o.            .i\..r  =  iil.ii  (points  d'iti(lexion),            I  ''!>.'/  =  'm            '"  — *"'  =  ('<  ch  .;•  —  cli  //  —  a  ; 

if.r  -i-  ,f  _  ,f  4-.  .,•  —  0,            .;//•-  =  «(./•  -4-  //),           .//  —  ./•'(,/  —  11=0,            J//'   -I-  X-  -  //-  =  (1,  4.f^  —  : //^  _  3j;  -^.  i  =  Q, 

(x-  —  a)--  4-  (II'  —  bf  —  h-,            x{x  -+-  ilr  +  3//(.c  -;-  //)  -+-  2.'-  =  0.            x'  4-  .'/*  —  "'■^il  =  0,  (.r  -  //)»(./•  -(-  //)  —  ax'  =  0; 


X  —  cos'^  t  ■+■  cos  /, 
V  =  sin'  t-i-  sin  <  : 


X  =  fl(/  — sin  t). 
Il  =  a  cos  t  ; 


1 


2  3 

!i  =  -r^ 


t  —  1 
1 


t        t  +  i        t  —  i 
8227.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations  suivantes  en  coordonnées  polaires 

1  (O  /  (Il  ' 


tg  ..J  -+  - 


tg 


p  =-  a  f 


(O  /eu 

g  —  (équation  recliligne)  ;  p  —  ai  /  tg  — - 


?  =  ffly/sin  2w, 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (EXAMENS  ORAUX)  ^23 


fg  w  COS   0) 

'  —  r  —  a  4-  6  sin  20, 


1  —  2  sin  (.)  2  COS  <<>  —  l  '        '         cos  'j>  -h  sin  Su  '  ' 

p-  COS  i>)  —  2p  sin  w  +  COS  lo  =  0,  c2(a2  _  p»j  gj^>  ^  _  f.^ 

822S.  —  Etudier  les  coniques  : 

5  

a;  =:  2//  —  3  f  ^  _      (sommets  et  foyers),  (3//  —  2.r)//  ^  ],  x  =  //  -i-  v^  —  .V  (foyer), 

X-  -  2.r//  H-  Sif  —  2.1;  —  2//  —  1  ^  0,  a^  -i-  4,r//  -t-  "//-  —  8j;  +  12y/  -M  ^  c  (axes),  x-  -+-  6x1/  4  if-  _  2j  -f-  1  =  0. 

8229.  —  Trouver  la  partie  principale  delà  distance  d'un  point  dune  courbe  n  la  tangente  au  point  infiniment  voisin. 
8230    —  Entre  deux  nombres  imaginaires  z  et  3'  on  établit  la  relation    :;  =  z'- .     On  suppose  que  le  point  :'  décrit  un 
cercle  tangent  à  l'origine  à  0//;  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  point  :  ? 

8231.  —  On  donne  une  courbe  plane  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  P  dnns  son  plan  ;  M  étant  un 
point  variable  sur  la  courbe,  déterminer  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  longueur  PM.  Distinguer  le  maximum  du 
minimum. 

8232.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  tangentes  à  une  parabole,  à  une  chaînette. 

8233.  —  Développante  de  la  chaînette. 

8234.  —  Enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  cercles  qui  passent  par  un  point  fixe  et  sont  tangents 
à  une  droite  fixe  (*). 

8235.  —  Enveloppe  des  droites 

(ax  +  hy)  ch  l  +  {a'x  +  b'y)  sh  t  =  \, 
où  t  désigne  un  paramètre  variable. 

823G    —  Lieu  du  symétrique  d  un  point  fixe  par  rapport  aux  tangentes  à  la  courbe    //-  -  .r". 

8'237.  —  On  donne  une  courbe  C,  et  par  un  point  M  de  celte  courbe  on  mène  une  droite  dont  la  direction  dépend 
de  la  position  du  point  M  sur  la  courbe.  Sur  cette  droite  on  prend  une  longueur  MP  égale  à  une  constante  /.  (*eut-on 
définir  la  loi  de  la  direction  de  MP  pour  que  la  tangente  en  P  au  lieu  de  ce  point  soit  toujours  la  droite  .MP  .'  Cas  parti- 
culier où  la  courbe  C  est  un  cercle. 

8238.  —  On  donne  dans  un  plan  un  point  A  et  une  droite  D,  et  on  considère  tous  les  cercles  qui  prissent  par  le  point  A 
et  qui  ont  leurs  centres  sur  la  droite  D.  Combien  passe-t-il  de  ces  cercles  par  un  point  M  Tu  plan?  Tangente  au  point  \\. 
Equation  différentielle  de  la  famille  de  cercles. 

8239.—  Construire  la  courbe  p-cos  w  —  2p  sin  w -i- cos  (o  =  0.  Calculer  l'aire  comprise  entre  celte  courbe  et  les 
rayons  vecteurs    (.)  =  —>    o)  =  a  (  —    <  a  <;  -^ 


8240.  —  Knveloppe  de  la  droite     Y  —  fix)  =  f'(x){X  —  x)    quand  x  varie. 

8241.  —  Etudier  la  courbe  r  ^  a\/sin20.  Est-elle  unicursale?  En  trouver  une  représentation  paramétrique.  Con- 
dition pour  que  quatre  points  dp  la  courbe  soient  sur  un  cercle.  Cercle  osculateur  en  un  point. 

8242.  —  On  donne  une  courbe  passant  par  l'origine  et  tangente  à  l'origine  à  Oj.  Développer  les  coordonnées  d'un 
point  M  de  cette  courbe,  voisin  de  l'origine,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  l'arc    O.M  =  ,s. 

X  u 

8243.  —  Knveloppe  de  la  droite \-   ^-  —  1  =  0    sachant  qu'on  a    n  —  b  =  k. 

a  h 

824  4.  —  Construire  l'une  des  courbes  intégrales  de  l'équation  différentielle    j/" -t- 9j/ =  2  cos  3j: -1- 5 sin  Zx. 

8245.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  de  rayon  constant  passant  par  un  point  ûie. 

824(î.  —  Développée  de  la  parabole.  Intersection  avec  la  courbe.  Aire  comprise  entre  la  parabole  et  sa  développée. 

8247.  —  Construire  la  courbe    .r'  +y''  — n'-xii  =  0.     Passer  aux  coonlonuéos  polaires.  Aire  comprise  entre  la  cuurlH>  it 

di'iix  layons  vecteurs. 

8248.  —  .^ur  la  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  v  =  (ir)  on  prend  un  point  fixe  A  ;  on  joint  le  point  .V  .^  un 
l)oint  N  variable  sur  la  courbe  et  on  étudie  les  variations  de  .\N'  —  //  Oiiaud  N  «st  en  M.  n  est  maximum  ou  mini- 
mum. Peut-on  distinguer  le  cas  qui  se  présente  .' 

d 

8249.  —  Enveloppe  de  la  droite     ii  =  wx -t- 

"  1  --  m- 

82Ô0.  —  On  considère  la  courbe  //  =  /(x)  et  deux  points  M  et  M  de  cette  courbe  ayant  pour  abscisses  a  et  fl  •  *. 
Soit  I  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  M  et  M'  ;  calculer  la  partie  principale  de  l'aire  du  triangle  TilM',  en  pren.nnl 
/(  comme  inliniment  petit  principal. 

8251.  Ou  donne  un  point  0,  un  cen  le  fixe  (C.)  et  on  considère  tous  les  cercles  liomolhéllques  de  (Cl  par  rnpporl  au 
point  0  :  on  leur  mène  des  tangentes  [iir  un  point  fixe,  l.ieii  des  points  do  contact. 

82Ô2  —  On  donne  un  cercle  de  diamètre  \\\  ;  M  étant  un  point  quelconque  du  cercle,  on  prend  sur  AB  un  point  N 
tel  (|ue    AN  =-  \\\.     Lieu  du  milieu  de  .MiN.  Construire  la  courbe.  Aire  de  la  buuclo. 

8253.   —   Asymptotes  de  la  courbe      .r|.r  —  »/ '   •   -' /  ■    i   Jhni  ■  .•/■   ■    '.''    •   :'- »   •  /'-—il        Condillon  pour  qn'ilb-  .ni 
deux  a>ymplotes parallèles  réelles. 
(,l  suir'f 

(*)  Voir  Joiiniitl  de  Malin  ninliiiiics  rlèmmttiircs,  n°  du  l  '   mais  l''ll.  p.  'M 
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CONCOURS  DE  1911  (Suite. 


ECOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 


(Cours  spéciaux  et  places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  conducteurs.) 

Algèbre  et    Analyse. 

I-  —  1974.  1"  Gomment  faut-il  choisir  les  nombres  réels  a  et  h  pour  que  l'équation 

(1)  x^—3ah:+b  =  0 

n'ait  qu'une  seule  racine  réelle  et  que  cette  racine  soit  comprise  entre  0  et  I  ? 

2"  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  a  et  6  pour  que  1  équation  (1)  ait  une  racine  double  d'une  autre'' 

3"  Cette  relation  rentre-t-elle  dans  les  conditions  obtenues  au  1"?  Pouvait-on  prévoir  qu'elle  v  rentrerait  ou 
qu'elle  n'y  rentrerait  pas  ? 

4»  Prenant     b  =  6,     résoudre    l'équatif.n  (i)  lors^iue  l'une  de  ses  racines  est  le  double  d'une  autre. 
II.  —  1°  Etudier  la  fonction 

y  =  /Cgx 
entre  0  et   —■ 

2"  Evaluer  avec  deux  décimales,  de  préférence  par  la  formule  de  Poncelet  qui  donne  une  limite  de  l'erreur 
commise,  l'intégrale  délinie 

«,  '  7n" 

puis,  avec  une  décimale,  la  valeur  moyenne  de  y/lg  .ï  dans  l'intervalle  considéré. 

Nota.  —  Pour  faire  ce  calcul,  on  se  servira  des  tables  indiquant  les  lignes  trigonouK^triques  naturelles  avec 
5  ou  6  décimales  et  des  tables  donnant  les  carrés  des  nombres  ;  on  partagera  l'inlervalle  de  78"  à  88»  en  iO 
parties  égales  ;  on  considérera  comme  exactes  les  valeurs  de  v^tg^  obtenues  avec  3  décimales  par  défaut  ou 
par  excès  au  moyen  des  tables  des  carrés  ;  enfin  on  prendra  0,01745  comme  rapport  de  la  longueur  de  l'arc  de  I"  à 
la  longueur  du  rayon. 

{Diiri'-c  :   /  heures.) 
Géométrie  et  Mécanique. 

Sur  un  plan  incliné  de  a  =  4.')<'  un  disque  pesant  glisse  à  plat  avec  une  vitesse  moyenne  initiale,  V  =  5"", 00 
par  seconde,  ascendante,  et  faisant  un  certain  angle  avec  l'horizontale  du  plan.  Halenli  par  le  frottement  f  =  0,10, 
ce  disque  s'arrête  en  revenant  à  son  niveau  de  départ.  Calculer  la  longueur  /  de  la  trajectoire  courbe  décrite 
par  son  centre  de  figure. 

Le  trapèze  isocèle  AA'BB'  à  bases  horizontales  i-eprésente  un   (il   sans  pesanteur   accroché  à   deux  points 
^  g  a'    ^'  ^    '"''''''  ^^  portant  en  1$,  B'  deux  poids  égaux  ;>,  //. 

V       Y^  7  Sachant  que      a  —  ,T™,      b  —  i"',     h  =  l™,      calculer   la  durée  d'une  petite  oscillation 

\ 1 /,      simple  du  système  dans  le  plan  A.A'. 

{Durée  :  4  heures.) 
Epure  (le  perspective. 

lue  coupole  supposée  creuse,  opaque  et  d'épaisseur  négligeable  est  constituée  par  un  cylindre  de  révolution 
à  axe  vertical  de  3™, 50  de  rayon  et  de  5™, 40  de  hauteur  reposant  sur  le  géométral  et 
surmonté  par  une  demi-sphère  de  même  rayon. 

On  pratique  dans  cette  coupole  des  ouvertures  en  la  coupant  par  quatre  plans  verti- 
caux dont  les  traces  horizontales  forment  un  carré  circonscrit  au  cercle  de  3"  de  rayon 
ayant  un  même  centre  X  (|ue  la  base  de  la  coupole.  Chacune  de  ces  ouvertures  est  pro- 
longée vers  l'extérieur  par  un  berceau  dont  elle  constitue  la  section  droite,  ces  berceaux 
^^/'  de  2™  de  long,  étant,  comme  la  coupole,  constitués  par  une  surface  opaque  et  d'épaisseur 

négligeable. 
/  Le  point  de    vue,  projeté  en    0    sur  la  droite  XA    à  une  distance     OX  =  15™     du 

^  centre,  se  trouve  à  2™, 30  au-dessus  du  géoraétral. 

On  demande  de  faire  la  perspective  de  l'ensemble  formé  par  la  coupole  et  les 
berceaux  prolongeant  ses  ouvertures,  de  telle  sorte  que  l'échelle  du  plan  de  front  du  point  A  soit  de  f"*  par 
mètre,  et  que  la  direction  OX  soit  perpendiculaire  au  tableau. 


ALGÈBRE  3;i5 

On  fera  coïncider  la  ligne  d'horizon  avec  le  grand  axe  de  la  feuille,  et  on  placera  le  point  de  fuite  principal 
à  10'='"  du  bord  gauche  de  la  feuille. 

La  perspective  sera  strictement  limitée  aux  parties  vues  dessinées  en  noir;  les  lignes  de  construction  seront 
(racées  en  rouge. 

{Durée  :  3  heures.) 
♦ 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


1975.  — On  considère  une  conique  T  tangente  aux  côtés  d'un  quadrilatère  et  uu  point  P. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniquesqui  passent  par  le  point  P.  par  deux  dessouimets  opposésdu  qua- 
drilatère et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  P  k  T,  lorsque  la  conique  T  varie. 

Bui-QUANG-.NG.\1. 

1976.  —  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Oxyz,  un  point  mobile  M  (x,  y,  z)  de  masse  1  est  sollicité 
par  un  point  A,  de  masse  1,  par  une  force  attractive  F  =  — u-xAM,  pendant  que  le  point  A  décrit  l'axe 
des  .'■  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  k;  au  temps  /  =  0,  le  point  A  est  en  0  et  le  point  M  part  du 
point  Mo(a;o,  i/n.  zo)  avec  une  vitesse  initiale  dont  les  composantes  sont  a,  b,  c.  i»  Trouver  les  expressions  de 
X,  y,  ::  en  fonction  du  temps  ;  2°  démontrer  que  l'hodographe  du  mouvement  est  une  courbe  plane,  et 
trouver  sur  quelle  ligne  doit  être  le  point  M,,  pour  que  cet  hodographe  soit  une  circonférence  ;  3»  trouver  la  con- 
dition que  doivent  remplir  les  conditions  initiales  pour  que  la  trajectoire  soit  une  courbe  plane  ;  dans  le  cas 
particulier  où  le  plan  de  cette  trajectoire  est  le  plan  des  xz,  et  oii  ou  a  en  outre  ;a  =  f,  k  =  a,  .c„  —  20, 
jo  =  a,     et    c  =  0,     construire  la  trajectoire. 

A.  M.  i>L  L. 
♦ 

DEUXIÈME    PARTIE 


ALGEBRE 


1914.   —  /y  II  prenant  x  cuinmii  in/iniment  pelil  principal,  dJti'iininer  la  uarlie  principale  des  infini- 
ment  pelils 

(>' -\-  1  X  ,  e'' -+- 4e  -  -t- 1  .c  .  c -+- 3e  ^  -h  :](.••'  -f- !  x 

"i  e''  —  l  b  e'  —  1  8  e'  —  i 

7e''-|    :}'2e    '     \- {"ie    '    -h '.\-ii'  '    t  ■  7  x 

iÏÏJ  '^   e--l  ■ 

(Les  coe/ficicnls  numériques  sonl  ceux  des  premières  formules  de  ijuadralure  de  Côtes.) 

La  fraction      — '■ — -      est  égale  à 
e  '  —  1 


.1-  X-  vC^  .1* 


Le  (lénoniinaleur  sora  donc  toujours  io,  iiuune,  ;i  un  fact-nir  niMUM-inuo  près.  Ka  doveloppaiil alors  le 
iminéralcur  en  série  et  réduisant  cliacpic  expression  au  lui"  nie  dénominateur,  on  aura  successivement  les 
diverses  parties  principales  ;  il  sulliia  de  [)rendre  à  clia(|ue  lois  le  quolienlides  ternies  do  plus  pelil  dogrè. 

On  trouve  ainsi  : 

x'  x'  %•'  x'' 

11'  iSSO  '  (5180  '  JÎKKi.'W.O  ' 

A.  0»l  KlUlbtil  A.  MÀjUL. 
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1925,  — Soient  Ali  un  diaiw'Are  fixe  d'un  cercle  0,  M  un  point  variable  sur  la  circonférence,  G  et 
C  deux  points  sur  AM,  tels  que     CM  =  G'M  =  k  : 

{°  Le  lieu  des  centres  de   similitude  du  cercle  ()  cl  du  ceicle  de  diamètre  AM  est  une  slrophoide  droite  ; 

2°  Le  lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  de  diamètre  AM  et  du  cercle  de  diamètre  BM  est  com- 
posé de  deux  courbes  du  troisième  degré.  Les  construire. 

3"  Le  lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  0  et  du  cercle  de  diamètre  MC  (ou  MG)  se  compose  de 
deujc  courbes  du  quatrième  degré.  Les  construire  et  calculer  leurs  aires. 

Sjient  G(a,  b)  el  C'("',  b')  les  centres  de  doux  cercle?^  r  et  /■'  leurs  rayons  ;  le  centre  d'homolhélie 
externe  S  de  ces  deux  cercles  est  situé  sur  la  droite  CC'  el  défini  par  l'éi^alilé       -^  =  -i 

se         '■ 

On  en  conclut  que  les  coordonnées  de  ce  point  sont 

/■  ?• 

_  '         _    f^'  — '■«  '  br  —  rb' 

r'  ;•' 

s,(;            )■ 
Pour  le  centre  d  homothétie  interne  S,,  on  a    ^ —  = i     et  les  coordonnées  de  ce  point  i^onl 

S.C' 

r  r    , 

a  -\ -a  b  -\ b 

,,,  >  •  '■  ar  -^  ru  r'  br'  ■¥  rb' 


1+-^  r+r  ^^r_ 

r  r' 

Nous  allons  utiliser  ces  fornaules  dans  les  trois  parties  de  la  question. 

1.  Nous  désignerons  par  R  le  rayon  du  cercle  t),  et  nous  prendrons  coninie  origine  le  |)oinl  A, 
comme    axe  des  x  le  diamètre  AB  et  comme  axe  des  g  la  tangente  au  point  A. 

Soit  o  l'angle  de  AM  avec  AB.  Le  rayon  du  cercle  de  diamètre  AM  est  K  cos  tf  ;  le  centre  u,  mi- 
lieu de  .\M,  a  pour  coordonnées  polaires  m  =  tp,  p  =  Rcoso  et  par  suite  pour  coordonnées  rectili- 
gues     R  cos- 9,  et  Rcos'fsino. 

Nous  aurons  donc  les  coordonnées  des  points  S  et  Si  en  appliquant  les  formules  précédentes,  el 
en  posant    a  =  R,     h  —  0,     r  =  R,     a'  =  R  cos'-  o,     //  =  R  cos  o  sin  '^,     r'  —  R  cos  c. 

On  trouve  pour  les  coordonnées  du  point  S 

ft\  i>  1.    sine  cos 'f 

(1)  a'  =  —  R  cos  ç;,  7  =  R 


1  —  cos 

sin  •:;  COS'J 


et  pour  celles  du  point  S,  ,/•  =  R  cos  o,  y  =  R 

1  -i-  COS  ç 

Celles-ci  se  déduisent  des  formules  (1)  en  changeant  o  en  - -f- 9.  Par  suile,  les  points  S  et  S, 
décrivent  la  même  courbe  algébrique,  dont  nous  aurons  réquation  en  éliminant  o  entre  les  équations 
(1).  Nous  en  tirons 

X  ^  ,        R^  sin2  o  cos^  o          ^ 'v  ~  ¥-  )  "P 

cos  o  = et  V    = 


R  (1  —  COSc;)-  f  X 


ou,  en  divisant  haut  et  bas  par     1 


R 

X 

"  r' 
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On  reconnail  l'éqnalioii  d'une  slrophoïde  droite  qui  a  pour  point  double  le  point  A  et  pour  sommet 
le  point  0. 

Li  solution  géonnôlrique  est  d'ailleurs  très  simple.  Il  suflit  de  remarquer  que  les  points   S   et  S, 

sont  les  points  de  rencontre  le  la  droite  00'   et  des  bissectrices  de 
l'angle  OAO'.  On  a  donc  CVÂsi  ="8^X0. 
D'autre  part 

l'S^  =  "OAS;  +  AW,  ÎAST  =  S^'  ^  (YXl: 

on  en  conclut  lAS,  —  IS,A  ;  par  suite  le  triangle  lASi  est  isocèle, 
on  a  I\  =  IS,,  et  on  verrait  de  m  mie  que  lA  =  IS.  Ce  qui  mon- 
tre que  les  points  S  et  S,  décrivent  une  stropboïde  droite. 

2.  Dans  celte  question,  il  sera  préférable  de  prendre  comme  axe 
des  X   le  diamètre  Ali  et  comme  axe  des  7  le  diamotre  perpendicu- 
laire. Le  point  M  sera  bien  défini  par  l'angle  cp  que  fait  le  rayon  OM  avec  Ox. 
Nous  aurons  alors,  pour  le  cercle  de  diamètre  HM, 


r  =  Il  sin  -^, 


a  =  l\  cos-  -^, 


et,  pour  le  cercle  de  diamètre  AM, 


r'  =  R  cos 


/'  =    -  U  sin-  — . 


fj  =  \\  cos  -^  sin  ^ 


//'  =U  cos  —  sin  —  • 
-1  -4 


Les  coordormées  du  point  S  sont  alors 


(2)      a-  = 


/  o  o 

U(  cos^  -ir  -+-  sin-*  — 

\  2  2 


cos-^—  sm  -■- 


!        v  =  Il  cjs  -V-  sm  — : 


Il    cos^  -^  —  sin*-!-- 
\  2  2 


cos  -^  -H  sin  — 


o 

i/i  =  R  cos-^  sin  — 


Si  dans  les   furnuiles  (2)  on  cbangc    o    en     Tt-+-9,     x  se  change  en  u',  et  »/  en     —  J/i  ;     i»»  «'" 

conclut  que  le  lieu  des  points  S  et  S,  se  compose  de  deux  courbes   symcHriquos  par  rapport  à  Ox,  ces 

couibos  ayant  pour  équations  parainétriques  les  é^uatiotis  (2j  et  (3). 

o  y 

Nous  allons  construire  la  courb'  dclinie  |)ar  les  équations  (2).  Nous  en  tirons     sin  -j-  Lti>  —  —  —, 

puis  successivemei 


,«1  -f-ico>'  ^siri*  -^ 


;nt  x-'/cos-^ — '^'"  "7  )    =  l^'f  cos'' — -H  sin^ -^  \ 

xH  cos^-^  -h  sin^  -^  -- 2  cos  4  sin  4      —  K'    c  ^s'^  +  si 
L         2  2  2         2j  L  ^ 

x-\  1  —  2  cos  -V  sin  -V  1  =  Il-I  (  cos-  -^  -+-  sin*  -^  )    —  ',\  siu^  ^  cos*  -^  |  sin-    .-  -h  cos'  -^  ) 
L  22J  L\'^  '^/  ^  2V^  -/ 

-1  isin'  -3- cos*  -^  1, 

a-   1  —  2  cos  -|-  sin  -^-     =:  IlM  1  —  3  sin'  -3-  cos-  —    :  i  sin'  \  co>   -     • 

0.0  >i 

l'^n  rcmiihicant   cos -V  sin -r    par   --•    nous  avons 
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-"-Tf)-n-¥ 


9,  3 


R^  1^ 

ou  .r2(R  —  2,7)  =  2//3  —  3R*/^  +  R% 

ou  2i/(j:-^  +  y2)  _  k(.z-2  -4-  3>/')  ^  R^  ^  0 . 

Le  lieu  se  compose  de  cette  cubique  et  de  ia  cubique  symétrique  par  rapport  à  Ox. 
La  construction  de  ces  courbes  ne  présente  aucune  difficulté. 

lui  résolvant  par  rapport  à  x-  on  a 
^  ^  ^   (2.v-4-RX?/-R)^  . 
R  -  2// 


II 


R 


j-   à  clKupie  valeur  de  y  comprise  entre et     h 

-j.  corresi)ondenl  deux  valeurs  réelles  de  .r    égales  et  de 

R  R 

signes  contraires,  et  quand  y  croît  de —    à    ■+"  ~S" 

la  valeur  positive  de  x  croit  de  0  à  -r  x  ,  en  passant 
par  la  valeur  R  poui'  y  —  0.  On  obtient  ainsi  la  biancliede  courbe  HBL,  et  sa  symétrique  H  AL'  par 
rapport  à  Oy. 

Le  lieu  cherché  se  compose  de  cette  cubique  et  de  la  cubique  symétrique  par  rapport  à  ()v. 

3.  Celte  troisième  partie  peut  se  résoudre  analytiquemimt  comme  les 
précédentes;  nous  nous  bornerons  à  donner  une  solution  géométrique. 

Soit  0'  le  milieu  de  CM,  et  S  et  S,  les  centres  d'homothétie  du 
cercle  0  et  du  cercle  de  diamètre  CM.   IS'ous  avons 

~  R     _   2R  ^         _    -'^  ^  2I{ 


SO   _  


et 


et  enliii 


SU  -t-  00' 
ÔS    _       2R 
ÔÔ' 


ÔÔ' 


k  —  2R 


2R  -  /•• 


Puisque  O'.M  est  constant  et   égal  à   — ^    le  point  0'  décrit  un    lima(;ou  de  Pascal;  par  suite,    le 

l)oinl  S  décrit  un  limaçon  liomothélique,  le  centre  d'iiomothétie  étant  le  point  0  et  le  rapport  d'iiomo- 

2R 
thétie  étant  écral  a 


2R  -  k 
De  même,  nous  avons 

S^Ô  R 


S,0' 


O'M 


2R 

T 


s.o 


2R 


S,0-+-00' 
ÔS,  2R 


S.O 
ÔÔ' 


211 


2R 


et  enfin  ^,,,       , 

00'        -'J^  +  /' 

ce  qui  montre  que  le  point  S,  décrit  l'homothétique  du  limaçon  lieu  de  0',  le  rapport  d'homothétie  étant 

2R 

cette  fois    7-  • 

2R  -h  A- 

Pour  le  cercle  de  diamètre  MC,  on  a  les  mêmes  lieu.x,  car  le  milieu  de  MC  décrit  le  même  limaçon 

que  le  point  0'. 

Le  calcul  des  aires  de  ces  limaçons  est  une  question  classique. 

R.  GUÉLER,  à  Dordives  (Loiret). 

Bonnes  solutions   par  MM.  André   Courtois  à  Sedan;   Doi.ir.Kz,  91<^  de  ligne;  L.  Gabeacu,  lycée  de  Bordeaux;  G.  Lacu,  à 
Bodez  ;  Mahb,-,calchi  ;  .lean  Ottenheimer,  lycée  de  Nancy  ;  A.  Housseal-,  à  Fournes-en-Weppes  ;  L.  Simo.n,  à  Fourmies;  J.  Soo- 

BAlGMi. 
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1928.  —  Par  un  point  P  du  plan  d'une  parabole,  on  peut  me-ier  quatre  corder  d'une  même  lonqueur 
donnée.  Le  lieu  des  pointi  P  tels  que  deuv  de  ces  cordes  soient  rectangulaires  est  unp  cthiqup  :  calculer 
l'aire  totale  comprise  entre  la  riihiqu"  et  son  asi/mptote. 

[>a  parabole  ayant   pour  équation     y^  —  ^2px  =  0,      si  Qil  est  une  des  cordes  passant  pir  P,   do 
longueur  /,  et  si  (a,  j3)  sont  les  coordonnées  de  P,  l'f'qu^lion  de  cette  corJc  est     7  —  3  =  m.r  -  n). 
On  en  déduit  l'équation  aux  ordonnées  j/i   et  1/2  de  n  et  \i, 

m\/  —  ^lp]i  H-  2/3fS  —  «17)  =  0, 

d  ou  (1)  y\  -t-  V-.  =  -^'  î/i'/'  —  —— -■ 

m  '  m 

OU     (2)  72    ^    [(?/!  -^  '/2)-  -  4.V,V2][,î/i  +  Vo)-  4-  4/3-^] 

't/3^ 

En   substituant  les  valeur-  (1)    dans  (2),  on  obtient     /"  =  -— ^ ^^ ^ •—  .    On   a 

m* 

donc   l'équation    du   quatrième  degré   en    m,  donmnt  les  coefficients  angulaires  des  quatre  cordes  de 

longueur  /  passant  par  P: 

i'i)  (8/n  —  /■-)?n^  —  S/^Sm'  -i-  \p(2x  -^p)m-  —  ^p'im  -+-  hp-  =  0. 

Il  faut  clnrcher  la  condition  pour  que  si  nu,  m.,.  )/?;,.  vu  sont  les  quatre  coefficients  annulaires, 
racines  de  (3),  l'on  ait 

(4)  m-im.^  =  —  I. 

Or,  soit  en  général  l'équation     Avv  -+-  Bw^  -t-  Cm'^  h-  D///  4-  E  =  0. 
On  a  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines 

(5)  .  (777,  -1--  ?7l2^  -4-  (77?;,  +  nii)  — -. 

A 

(0)  (7M|-+-?n2)l"l:|-f-»»4)  -4- WliWo     :     777.T77i—    —  » 

(7)  m\mi(m3  -f-  m,)  -f  77131774(771,  +  77Jo'I  =    -  — > 

"  *  ^  A 

R 

(8)  (w,r?i.)(7n3T7i4)  =  —• 

(8)  devient,  d'après  (4),  w,?».  = -^• 

(6)  et  (7)  deviennent  par  suite 

(î>)  (m,-ir  vuym.^-JrVh)=  j- -• 

(10)  A(TrJ,  -I-  777..)  -4-  K(W;,  -f  771;)   =    l>. 

(BE   f-AD)                                    li       I' 
("))  et  (10)  donnent        7/(1  -f-m.j  —  —  - — r; rr--  '"n  -+-»».  ~   ,, r- 

Ces  valeurs,  portées  dans  (!)),  donniMit  la  lolation 

(W)  (B   i-l))(BE-f- AI))-4-(E— A)-(A  -h  C -h- E)  =  0. 

Or,  ici,  dans  l'cMiuation  (.5), 

A=«;,a  — /-,  B=    -8/-^,  C  =4/)i25t-h/)\  l>        -8/»?,  K  =  4p«. 

En  poilatil  ces  valeurs  dans  (II),  on  obtient  pour  le  lieu  du  point  P.  lacubinue 
(1-2)  1  -IHpWiHpx  -h-  V  -  !•')  -(■  (8/7Ï  -  r--  \p^)\l{^in   »-  8/>*      '^'*  —  0 


(S.,a_/i  — 'n.î)       /       ,    |H/)a-t-8/»»  -  /^ 
Ecrivons-la  ainsi  3  =  — ^ — — 1  /  —  \~Z ! — r"ï IT    ' 
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ou 


'        V/2L  8;>        J\/ 


4;/^  —  /^ 


En  posant 
(13) 


Hp 


l'équalion  de  la  cubique  devient 


(14) 


a  = 


(^  —  y,) 


—\' 


u- 


"V- 


r- 

—  i;)2 

Hi> 

""■2- 

-  a 

l.a  courbe  a  pour  asymptote  la  droite  '>•  =  '-':,,  P')ur  sommet  le  point  (a  =  x,,  S  =  0),  et 
pour  point  doiilile  le  point  (a  =  a,,  ^  =  0).  Les  tangentes  en  ce  point  double  ont  pour  coefficients 
aniîulaires 


P 


v/|Hp^^/^     , 


An 


I. 


e(  soni  imaiiinair^s.  I.e  point  double  est  donc  isoli',  et  quelle  que   soit  la  valeur   de  /,  la   courbe  n'a 
(pi  une  branclio  réelle,  de   somnvt     (3  =  20.     3=0),      asymptote  à  la  droite     a  =  3,.     On  a  toujours 

I^'axe  des  7  rencontre  l;i  courbe  aux  points 


y.  =  0, 


.S;)^/î        V    /^_ 


VJ-' 


Ces  points  ne  seront  réels  ipie  s-i 


2;j^/9  >  /  >  -2/> 


'>■  >  —  't  ,  ... 

Aire   dn    hi   courbe.    —  Cberchons    l'aire  avec  l'équation   (14^    Posons       -^^ —  =  Ig- o,      d  ou 


a  =  ao  COS-  X.  +  a,)  SHr  V 


=  2(a.,  —  a>)  sm  tp  COS  o. 


el,  d'après  (14),  ?  -= 

Ln  dérivée  de  l'aire  est 
fil        ,     (/a 


',  —  2,  H-  (ï:,  —  X,)  sin-  ij 


sin  o 

COS  Ci 


Ihint  isole 


=  i.  --  =  -2  a,   -  7..)*in^'^   [ï,  —  a,  -h(ï3  —a,)  Sin»  o], 

c/U 


rf? 


î^a,  —  ■^:'\{i^i  —  2t,)  sin-  r  -f-  .'='.,  —  «-2)  sin*  o 


Or,  l'aire  totale  s'obtient  en  intégrant  de     9  =  0     à     r  =  -^     et  doublant 


Donc 


U  =  i(a,  -  or,)   (y..,  —  a,)  I    '  sin2  'ff/r  -^  f^:,  —  '0  I    '  sin'  'f^^?  l 

=    H^:=    -    ^2)j  (^'-^  -  a,^  -   +   (^::  "  'i'  7^   |' 


(15) 


-  3r 

-  ai^l h   f^::  —  '■>! 

'4  '10 

(J  =    "^''^'  ~  ''•-'   ,4  a.,  -  y,)+3{y,  —  a,']  =    "^''^'  ,     "'^   ('^2  -h  a"-':,  -  'i^i 
1-  I- 


/^                                                         (64;y-  ^-  /-) 
Mais,  d'après  (13),      a,  -  a,  =  ,  a,  -h  3^    —  4ai  =    -  — 

On  a  donc 
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(16)  U  =   "■■''"*"'  ^  '''  .  O 


Cas  parliculiers.  —  1"  Si     /  =  0,     on  a     V  =  0.     Le  lieu  osl  alors  le  point  de  renconlre  de  deux 
tangentes  rectangulaires,  c'est-à-dire  la  directrice     2a  -i_  y;  =  o,     car  (12)  s'écrit  alors 

f^ia  -h  p)[V^-  -+-  (2ï  —  p)']  =  0. 
C)'.'}-p- 


^^  Si     /  =  p,     on  a  U  = 


IU-24 


3"  Si     /  =  2;>,     l'axe  des  y  est  asymptote,  alors      y,  =:  p,     a^  =  —  —,    2=0. 


4"  Si     /  =  2/j/2,     lo  sommet  de  la  cubique  coïncide  avec  le   sommet  de  la  parabole  et   le  point   3 
avec  le  loyer  de  la  parabole  (^).  Dans  ce  cas, 

Ur.p-' 


U  = 


Iti 


llKMAnouK.  —  U  vient  tout  niiturellement   à    l'iilép,  après  ces  itilcressants  résultais,  de    chercher  la   ni'Miif 
question  pour  l'ellipse. 

I,e  lecteur  pourra  s'exercer  sur    celte  nouvelle  question.  VoiiM  los  résultats  qu'il  doit  trouver. 

l/ellipse  ayant  pour  ('M|natiou     b-x- -h  a-u-  —  a-b- =  0,      les  (|ualre  cordes  de   louicucur  /  qui   passent  par 
un  point  l»(a,  [i)  ont  leurs  coeiïicients  angulaires  racines  de  l'o(fualion  en  m 

!Hi^b'-{m'-  -I-  l)[(a2  —  a2)m2  +  2'wajî  +  {b^  —  'i'^)]  —  IHa'^ni^  4-  b^'  -  0. 

I,e  lieu  de  P  est,  en  posant      ,  „,     =  — -,      la  scxlifiue 

ka^b'-         k- 

[,=  _  J,  _  ,=  _  ^î!^]'[o(,>  +  ;.  -  ..  -  ».,  -  <±+^]  +  8,.?|,>  ^r--  a-  -  ,.•■  -  1^1^]  =  0. 

dont  le  terme  du  sixième  degré  est    Sfcx- +  P^)"*. 

C'est  donc  une  courbe  fermée  dont  il  serait  inlércssaul   do  calculer    l'airo.   Mais  co   calcul  .semble  devoir 
élre  ardu.  K.  N.  b.ViUSIEN. 

IJoniies  solutions  :  MM..lAMnKitT,  à  Sainl-ICfienrK!  ;    MAnKscAt.ciii  ;  L.  Simon,  à  l'ouniiics  ;  .lean   Sooo.\iG.\i:,  à   Mont-de->larfan  ; 
.1.  Dkssiiiikii. 

Assez  honncs  solutions  :  MM.  T..  GuÉir  ii,  à  Dordives  (Loiret);  G.  l.xr.ii,  ,^  Itodoz  :  .1.  Ottkmikimkr,  lycée  de  Nancy, 


1929.  —  Par  le  point  de  renconhc  0  de  l'axe  d  une  parahoh'  el  Je  su  dircrtrice,  o/j  mi'nr  um  joC'.ni/'* 
1/ ni  ci)ir})e  la  eourhe  en  deux  points  M  ''/  N.  On  Joint  ces  points  au  foi/er  F  par  ('•s  droites  FM.  F.N.  et  par 
iM  et  N  on  trace  des  parallèles  à  rare,  (jni  rruronti  eut  respectivement   F.N  en  M'  et  F.M  -"h    N  . 

1"  Démontrer  qve  le  trapèze  MM'iN.N'  est  inseriptilile  et  circonscriplili'e.  /jeux  d'^s  points  de  c>u 
cercle  inscrit  avec  les  côtés. 

1  I 

1"  La  diiïérence des  inrerscs  des  hases  du  trapèze  est  constiin'-  . 

3"  /.e  cercle  inscrit  an  tiapèze  est  (n-tho(jonal  à  um'  famille  de  cercles,  et  si  ina  luv  i  un  .r  ■>  ■  m-  v  ... 
il  fiimille,  l'axe  rndicul  de  ce  cercle  et  dn  cercle  inscrit  passe  par  un  p-nnt  fue. 

■\"  Knvelojipe  ilr  l'n.re  railicnl  du  rrrrir    insrril  et   tlit   cercle   de  rentre  \  et  de  rni/on   .M 
sominet  de  la  panthole  et   V   le  ci  ntrr  dn  cercle  inscrit  au  trapèze). 


Cl  /'o//((.s-  iliullcriini  iti'  la  cuhitiue.  —  In  r.ilrul  assez  Innp  m'a  fait  trotivor  los  points  d  innrxion  «ie  CcUe  ruhlquo.  Pour 

le  lecteur  qui  aura  la  curiosité  ilc  taire  celle  n'clicrclic,  en  voirl  les  cixndonmVs  : 

a 
_    1/1-4-  )8/P'-ri80/;'  (1R/>»  -*-  P)  ' 

«/Mlii/i'   t    /M  "  và(6W-*- 1'^ 

1')  Ce  cas  a  clé  traité  (lirc.lcun'nl  dans  Ih  Ikrut,  (pit-slion  Ili2",  p.  r.Ji  de  la  iMnniWe. 
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^'^  Les  tangentes  rt}   M   el  N  à  Tn  parabole  coupent  l'axe  aux  points  T  et  S.   Enveloppe  de  l'axe  radical 
du  cercle  de  diamètre  T5  et  du  cercle  inscrit  nu  trapèze. 

1°  Prenons  pour  axes  l'axe  de  la  parabole  et  la  perpendiculaire  à  l'axe  passant  par  le  foyer. 

L'équation  de  la  parabole  est 

(1)  y'--^.px  —  f-  =  0. 

Considérons  deux  droites  IWl  el   F.\  épalemenl  inclinées  sur  l'axe  el  prenons  Tangle     \FM  =  i     pour 
paramètre  variable. 

L'équation  de  FM  est 

(-)  ?/  =  -r  tg  ^• 

p  COS  a 
Des  éqnalions  (I)  el  (2),  on  lire  pour  coordonnées  de    M     x  =  —L ,     ,y  = 


1  —  cos  a       '  i  —  COS  y. 

L'équation  de  FN  est 
(3)  y  =.ï-tg'-  —  =')  =  -J-tga. 

p  cos  a  p  sin  ï 

De  (1)  et  (3)  on  tire  pour  coordonnées  de  ^,     x  = •     y  — 


I   -h  cos  -J-  '  1  -^  C"S 

L'équation  de  MN  est  donc 

»  cos  a 

.T j 

I   —  COS  a 


p  COS  *  /9  COS  a 


;>  sin  o( 

y 

1   —  COS  2 

p  sin  a 

;>  sin  a 

1  -J-  COS  ît  4  —  COS  2  1-1-  COS  a  1  —  COS  a 

On  en  tire     x  sin  '-^  -+-  p  sin  a  =  ?/. 

Celte  droite  passe  par  le  point  fixe  de  coordonnées  .7  =  0  et  x=—p.  Ce  point  n'est  antre  que 
le  point  0  d'intersection  de  l'axe  et  de  la  direclrico. 

Donc  si  l'on  mène  la  sécante  ONM,  les  droites  FM  et  FN  soni  également  inclinées  sur  l'axe  el  le 
trapèze  NIS'iMM'  est  isocèle  et  |iar  conséquent  inscriptible. 

L'ètpiation  de  la  tangente  en  M  à  la  parabole  est 

p  sin  a  di/  [  p  cos  ^ 

?/ 


\  —  cos  a  dx  \  1  —  cos  'J- 

Différentions  l'équation  delà  parabole.     27^/7  —  "ipdx  =  0.     d'où      ——  = Or  7  en  M  vaut 

dx  y 

îy  sin  y.  ,  du  I  —  cos  a  ,,  ,  •         ,     ,  ,      . 

•     (1  où      — ^  —  — -,     et  1  équation  de  la  tangente  devient- 

1. —  cos  7  dx  sin  a 

79  sin  a  I  — cos  a  ;  »  COS  o(      \ 

y =  (  X 1 . 

1  — COS  a  sin  a         \  1  —  COS  «    ' 

X  (\  —  COS  a)  /)  sin  2  p  COS '-<  p 


CO  V 


sin  ît  I  —  COS  1  sin  2 


p  ,  p 

Si  l'on  fait    .r  =  0,    on  a    y  =  — La  tangente  en  M  coupe  1  axe  des  v  au  point    ?/  =  — 

sin  a  '  ..         I  ./         ?,\ni 

De  même  la  tangente  en  N  a  pour  équation 

p  sin  a  1  -^  cos  a  r  p  cos  =«     T 

l-hcosx  sin  «      I.  l -h  cos  a  I 

On  en  tire 

.r  (I  -I-  cos  'J-)  p 

'    '  sin  ^  sin  5 

Si  dans  ('0  et  (5)  l'on  fait     .;  =  0,     on  a     ?/  =  -J^  ■     Donc  les  deux  tangentes  en  M  et  N  cou- 
'  ^  '  sin  a 

peut  l'axe  des  y  au  même  point.  Or  elles  sont  bissectrices  des  angles  du  trapèze.  Par  raison  de  symétrie 
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les  bissectrices  des  angles  N'  et  Al'  passent  au   méine  point  P,  et  ce  point  est  à  égale   distance  des 

quatre   côtés  du  trapèze.  Le  trapèze  est  donc  circonscriptible. 

I  I  I    •  .      .      *   i.r-        \  /    psin:i  usin  a    \ 

Le  rayun  du  cercle  inscrit  est     —  BC  =  — (  —^ '- )  =  n  col"  3 

^  ^\1  —  COSa  i-^COSa/  '  '^     ' 

Lieux  des  pDinls  de  conUict  du  cercle  inscrit  et  des  eûtes  du  trapèze.  —  Un  premier  lieu  est  l"axe  des 
y.  Pour  avoir  le  lieu  des  points  de  contact  du  cercle  inscrit  et  des  côtés  non  parallèloSs  il  suflil  d'écrire 
Téquation  de  la  perpendiculaire  PD  abaissée  de  P  sur  FM,  et,  par  l'intermédiaire  de  l'équation  (i)  de 
FM.  d'éliminer  7. 

L'équation  de  la  perpendiculaire  Pb  est 

X  cos  X  -t-  sin  a  (  )/ : 1=0  ou  X  cos  a  -h  »/  sin  7.  =  d 

\  sin  y.  /  j  i  ■ 

L'équation  (2)  de  FM  est     y  =  x  tg  y.. 

F^linunons  ar,  il  vient      sin  a  =       '  ' — -      et     cos  x  = 


X-  -H  y-  X-  -+■  y- 

D'oLi  l'on  tire     />-(a-- -h  y-)  =  {x-  -\-y-y^     ou     x^-{-y-  =  p'. 

Le  lieu  demandé  est  le  cercle  de  centre  F  et  de  rayon  p.  Par  raison  de  symétrie,  il  donne  le  lieu 
du  point  de  contact  de  FM'  et  du  cercle  P. 

Le  cercle     x^ -h  y-  —  p-     est  orthogonal  au  cercle  inscrit  P. 
En  eiïet  l'équation  du  cercle  inscrit  P  est 

X-  -h  (  V :- )'-  =  p-  COtg-  2 

\  sin  a/         '         ° 

Un  en  lire 

(6)  x'-hy'—  -^--^p'  =0. 

■^         sina       ' 

La  condition  d'orthogonalité  se  réduit  à    p^  —p-  =  0. 

2°  Les  coordonnées  des  points  M  et  N  donnent  immédiatement 

..,,,     2»  cos  a  2«  Cos  a 

MM'  =^  — ^ et     ^l^'  =   ' 


1  —  cos  a  I  -f-  COS  a 

1       1      I -f- COS  a     1  —  COSa      !fC0<a      1 


On  a  donc  _  _  _ 

NN         MM  iJ/j  COS  a  ~^pco6  y.  "Ipco^x         p 

On  pourrait  ieinar(|uor  aussi  que  le  produit  des  ordonnées  des  points  M  cl  N  est  coiislanl .    Fn  ellel, 

,    .  p  sin  a  p  sin  a  //-  sin-  2 

ce  pioduil  est  — ■ >, — ■ =  — =  p-, 

i  — Cos  a  1  -I- COS  a  1  — cos' a 

3"  Cercles  urlltuyonaiix  au  c»  rcle  iiiscrii  I'.    -  (îonsidérons  un  cercle  quelconque  : 

(x  —  my  +  (y  —  »j-  =  U-  ou  X-  -+-  y-  —  Unix  —'iiiy-^-  m-  -r  »«'  —  II*  =  0. 

L  é(|uation  du  cercle  inscrit  est     x-  -h  7- ^ h  p-  =  0- 

'  -^         sina       ' 

"inp 

La  condition  d  orlliogonalilé  est (ni'-\-ii-  —  11'^ -h;»'-)  =  0. 

sinï 

Celte  coiidilion  sera  indé()endante  de  a  si  l'on  fait  n  -^  l). 

Il  reste  alors     m- —  11-  +  //-  —  0     ou     II-  =  ?/i'--h//-. 

On  pourra  donc  prendre  m  quelconque,  et  tous  les  points  de  l'axe  des  x  puurronl  servir  île  cenlros 
à  des  cercles  orthogonaux  au  cercle  inscrit  P.  Ces  cercles  ilevront  avoir  pour  rayon  la  droite  «pii  join- 
dra le  centre  choisi  au  point  I  où  l'axe  des  y  coupe  la  parabole. 

L'iMluation  générale  de  ces  cercles  est 

(.r  —  //()'-  -\-  y-  =  m-  -+•  p^  ou  j'  -*-  j/*  —  2m.i  —  p-     -  0. 

Axe  radical.  —  Supposons  7/1  invariable  et  faisons  varier  a.  L'axe  radical  des  deux  cercles  cal 


sin  % 


I    p''  -^  i»  ou  im.r-4-/»*)yinï  =  py. 
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Celte  droite  passe  par  le  point  fixe     7  =  0     et     .r  =  — - — 

m 

Le  contre  du  cercle  et  le  point  fixe  sont  réciproques  ou  inverses.  Le  produit  de  leurs  distances  a 

l'oiigine  F  est  constant  :     —  viy<  -^  =  —  p- . 

)n 

4°  Le  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  AI',  A  étant  le  sommet  de  la  parabole  donnée,  est 

i^'-^—         -*-  y  =  —V-  -+-  -y-  ou  x'-i-y'-^  px :V-  =  0. 

\  2    /  SUl-  ai  J  l  ^jjj2  ^ 

L'é(]uation  (G)  du  cercle   inscrit,   combinée  avec  la  précédente,  donne  pour  axe   radical  des   deux 

1                  -P'J                      ;  P' 

cercles  — ^ h  p-t:  =  ;/  -\ :— ^ —  ou  x  sin^  x  -h  'lu  sin  7.  -  nt  1  -^  sin-  a). 

La  dérivée  par  rapporta  a  est 

:2x  sin  acos  a  M-27  cosa  =  :^^  sin  acos  2         ou         r  sin  v. -i- ?/  =  ;;  sin  a,  d'oi^i         sin  2  =  — - — . 

P  -  J- 

Eliminons  2:  x( — - — )    -4-^7. — - —  =«    1h ^ , 

^  p  —  j-  /  ■'     i>~x  I  iP  -.O-  J 

•ï-'.v'  -^  'ir'p  -  ■'■)  =  p[p-  H-  ^-  —  2/''i'  -+-  U')^  y-{p  —  -t-,  =  p'p  —  -i-r- 

La  solution     x  —  p     e>t  manifestement  à  rejeter,  et  il  reste 

1/-  -+-  px  —  p'^  =  U. 
C'est  une  parabole  ayant  son  sommet  on  U',  sunétriipie  de  U  p.-ir  rapport  à  1',  et  tournant  sa  conca- 

P 
vite  '  ors  la  région  n^'-gative  de  l'axe  des  x.   Son  paramètre  est  —  • 

Klle  passe  on   I  et  L,  car  pour     .r  —  0     on  a     »,  =  ztz  p. 

5"  L'équation  [ï)  de  la  tansente  en    M    donoe  pour  abscisse  de    T —      et  rcuiualion  ('.)) 

1  —  cos  2  ^   ' 

de  la  tangente  on   X  donne  pour  abscisse  de    S  : 

I  —  cos  2 

L'abscisse  du  milieu  de  TS  est     — ~( 1 ),     ou      — : — —• 

_    \  1  -—  ('(ts  '/         1  -t-  Cos  2  sin-  "X 

1  1  \  ^1)  ros  2 

La  valeur  absolue  du  segment  TS  est     pi )  =  -Ii ^ — ,     et  le  rayon  du 

\  I  —  cos  2         1  -+- cos  2    '  sin- a 

1  ,■  .  r..     ■  }>    ^-'^S     2 

cercle   de    diamètre     Ih    est 

sin-  a 

L'é(|uation  du  cercle  TS  est  donc 

p      \-        ,        p-  cos-  2  ,         ,         "ipx  p- 

---  ^    '  \r  =  ■^—. —  '         ou        X- -h ]f  +  —4 — 1--:^-:—  =  u. 


sin- 2  /         '  sm'a  ■  sm- 2        sin- a 

Ln  tenant  compte  de  ré(|uation  (B)  du  cercle  inscrit,  on  a  pour  axe  radical  des  deux  cercles 
'ipx  ■ip]i  p-  p^  cos-  2 


=  p-  — 


sin-  2         sm  2  sin-  2  sin-  2 

Un  en  tire  -^x4-%sin  2  +  ;' cos- a  =  0. 

La  dérivée  est      2?/ cos  2  —  2p  sin  a  cos  2  =  0      ou      v  =  P  sin  2     et     sin2  =  — • 

P 

Eliminons   «,     x^^' -h  ^^  4- ;?(  i  ~ -^  j  =  0,     ou     j/^ -^2/j.r -|-p-  =  0. 

C'est  une  parabole  symétrique  de  la  parabole  donnée  par  rapport  à  la  tangente  au  sommet. 

H     MANEN,  à  Albi. 

Honiies  solutions   de  HIM.  A.  CounTois;  Doi.igez,  91"^^  d'infaiiteiic  ;  G.  Ksièben  ;  Ch.  (kiLLEiniK  ;   .Iambert,  ;i  Saint-Etienne  ; 
J.  Onii.MiFiMEn,  lycée  de  Nancy  ;  H.  Hecoing  ;  A.  Uoueseau  ;  L.  Simon;  P.  VEnoNEs  ;  J.   Solbaigné. 
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ÉCOLE   DES   PONTS   ET   CllAL'SSÉES   {CoiOi;  pn-paraloin-s). 


Algèbre  et  Analyse. 
I.  — 1977.  Soit    y=^IT^x-. 
1"  Calculer  les  coefficients  numériques  du  développement  convergent  de  la  forme 

t/  =  X  +  an  -\ 1 ;,--!-■•■ 

X  X- 

qui  satisfait  à  cette  relation  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  grandes,  «u.  «i,  0-2.  •  .  étant  des  rooslantes; 
on  pourra  poser    x  =  —;     vérifier  la  convergence  di!  la  série  obtenue. 

2"  i*eul-on  ensuite   indiquer  une    valeur  positive  o-o  de  x,  aussi   petite   que  possible  et   telle  que,  lorsque 
^>^u,     on  ait,  il  0,01  près,  V  —  a;  =  «uH ^'' 

X 

3"  Trouver,  soit  en  s'aidant  du  développement  ci-dessus  de  y,  soit  autrement,  la  limite  de  l'expression 

(I  — cos=)2(?/ )   cos2(a  +  45">) 

z^isin  zy- 
lorsque  ^  tend  vers  0,  a  étant  un  nombre  donné,  positif  ou  négatif.  A  quelle  condition  doit  satisfaire  a  pour 
que  cette  limite  soit  finie  et  différente  de  zéro? 


H.  —  1978.  Calculer 


1 


arc  \.'<xdx. 


f- 


—  arc  Ig  xJx, 


Indiquer  plus  généralement  un  procédé  pour  intégrer 

f\x^-) 
1 
/(X-)  étant  un  polynôme  en  x-. 

Géométrie  analytique. 

^  1979.  —  1"  Tornier  en   coordonnées  rectangulaires  réquation   de  IVnveloppe  des 

cercles  passant  par  lorigine  et  iiilerce|)taiil  sur  la  droite  fixe    x  =  l    une  corde  de  lon- 
gueur constante  et  égale  à  21. 

■2°  Passer  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées   polaires  en  prenant  l'ori- 
gine pour  pôle  et  déduire  de  l'équation  en  cooi'données  polaires  une  définition  géométri- 
que très  simple  de  l'enveloppe. 
a-  3«  Indiquer  la  forme  de  renvelop|)o  et  en  déterminer  les  points  d'inflexion. 

Calcul    numérique. 

Calculer  aussi  (ixaclenicut  (lue  po^.sible,  à  l'aide  des  tables  à  cinq  dé.-imales,  les  valeurs  de  rexpre>>ion 

^1)  //  =  a-( si n  .'-■-}- 2  COS. r), 

pour    .'•  =  0,   10,  20,  30,  40  et  :iO  grades. 

Eu  déduire  approximativement  l'air-e  de  la  courbe  (I)  en  coordonnées  cartésiennes  pour  x  compris  entre  0 
et  50  grades. 

Mécanique. 

1.  —  Trouver  le  centre  de  gravité  du  segment  homogène  .V'S.V  limite  par  l'areeau  do  .«>inusuulc 

y  =  cos  .'•, 

dont  la  base  A'A  s'étend  de    x  =: '—    à     ./•  —  -|-  -^-  . 


II.  —  Etablir  les  expressions  de  raccèlération  cenlripèle  ol  do  la  force  cenlri- 

fiige  dans  le  mouvement  circulaire  d'un  point  u)alèricl. 


^1 


X  III     -  I  ne  roue  de   100  unlrisde  diamètre  et  du  poi«ls  (u(al   «lo  600  lunne.s 

<>  \         est  auimri«  iVwn  mouvement  uniforme  aulourdo  sou  axe  qui  enl  lioriionUict  lixo  . 

elle  csl  rcluT  a  cci  axe  par  120  rayons  formes  .bacun  d'un  crtbie  métallique  de  i'S  cenlnnèlros  carres  do  soclioii. 

I"  Quelle  doit  (Mre   la  durée  minimum  d'un   tour  de  celle  roue  pour  quo   la  Iracllon  <1ue  à  la  fort-c 

centrifuge  (lui  s'exerce  sur  cbaiiue  raymi  ne  dépasse  pas  1  kilogramme  pur  millimolro  carré  de  section  ? 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


2"  Supposant  que   la   roue   fasse   un    tour  on   un   quirt  d'heure,    quelle  est  alors   en    kilogrammes   par 
UjiHimèlre  carré  de  section  la  traction  àue  k  la  force  ((Mitrifugc  qui  s'exerce  sur  t-liaquc  rayon  ? 

iNoTA.  —  Pour  laize  ces  calculs  ((|ui  n'exigent  pas  l'emploi  de  tables)  on  prendra    g  =  9,81,    -  =  3,14    et  on  assimilera 
la  roue  à  un  système  de  120  points  matériels  indépendants,  du  poiJs  de  5  tonnes  chacun,  situés  aux  extrémités  des  120  câbles. 

^  Efjui'e  de  Cri',n,téirie  descrijitive. 

1980.  —  Par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oij  de  la  feuille  {Ox  étant  parallèle  au  petit 
bord),  on  donne  les  points  (a,  a),  {b,  b')  et  (s,  s']  définis  par  le  croquis  ci-contre 
(où   les  cotes  sont  données  en  cm). 

En  tournant  successivement  autour  de  la  vei'ticale  du  point  (a,  a')  et  de  la  droite 
(s  ',  s'a'),  la  droite  (sb,  s'b'}  engendre  un  hyperboloïde  et  un  cône  de  révolution. 

Un  demande  de  représenter  la  partie  restante  de  l'hyperboloide  entamé  par  le 
cône,  en  supposant  cet  hyperboloïde  limité  à  la  partie  comprise  entre  le  parallèle  du 
point  [s,  s')  et  le  parallèle  de  cote  t,7. 

On  tracera  en  noir  les  lignes  de  contour  du  solide  représenté,  colles  qui  sont 
cachées  étant  en  pointillé. 

Les  lignes  de  construction  seront  tracées  en  rouge,  et  la  partie  retranchée  du 
contour  apparent  de  la  portion  considérée  de  l'hyperboloide  on  bleu 


s' 


15,1 


S 


QUESTIONS    PKUPOSÉES 


1981.  —  Soient  S  et  S'  les  centres  de  simililndo  d'un  cercle  variable  r  avec  deux  cercles  C  et  C  qu'il 
con[)e  orlhogonalemont   Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  SS'  et  le  n)iliou  de  SS'. 

N.  AitRAMEscf,  professeur  au  lycée  de  Galatz. 

1982.  I)ins  une  dissolution  de  permanganate  de  potassiuui  on  l'ail  passer  du  îaz  sulturcjx  jusqu'à 
décoloration. 

La  liqueur,  exactement  neutralisée  par  la  potasse,  est  évaporée  à  siccilé. 

Le  rosidu  est  calciné  au  rouge  an  contact  d'un  excès  de  charbon. 

En  lavant  à  l'eau,  mais  à  l'abri  de  l'air,  le  produit  de  cette  calcinalion.  on  ohliont  une  dissolution  dans 
laquelle  on  fait  passer  du  gaz  sulfureux  \  refus. 

La  liciueur,  bouillie  quelques  instants  et  filtrée,  e>t  additionnée  d'iode  jus(in  à  persistance  de  ce  dernier  ;  il 
faut,  pour  cela,  en  verser  1143  milligrammes. 

On  fait  enfin  passer  dans  la  liqueur  un  courant  do  chioro  à  refus  et  on  élimine  l'excès  de  ce  gaz  par  une 
courte  ébuUition. 

Déterminer  :  1"  le  poids  initial  de  permanganate  employé  ;  -2"  le  innnbre  de  molécules  de  potasse  nécessaire 
pour  nenti'aliser  la  liqueur  linale.         0=16,        I  =  l-'T,         K  =  39.        Mn  =  55. 


EiiiiAiiM.  —  Question  1909,  p.  276.  —  Dans  la  seconde  partie  de  cette  question  on  demande  de  déterminer  les  régions 
du  plan  où  doivent  se  trouver  les  centres  des  cercles  qui  passent  par  le  point  triple  0  de  la  courbe  (C),  (i-  -h  j/-/-  =-  a\i\x'^  —  y^), 
et  qui  la  rencontrent  en  trois  autres  points  réels. 

On  voit  facilement,  en  suivant  la  méthode  employée  p.  2'i',.  ((ue  les  valeurs  de  t  qui  correspondent  à  l'intersection  de  la 
courbe  et  du  cercle    .r'-  -f  //-  —  iinx  —  iun  =  0    sont  racines  de  l'équation 

(2/)  -+■  a]P  -t-  -Iml-  -+-  (2)(  —  a;/  -h  2m  —  0, 

La  courbe  qui  limite  les  régions  à  déterminer  s'obtiendra  en  écrivant  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  l.  Cela 
revient  à  trouver  l'enveloppe  de  cette   droite,    m    et   n   étant  les  coordonnées  courantes.  Transportons   l'origine  au    point 

jft  =  0,    «  = '    nous  obtenons,  après  simplification,       x -t-  /*/  ■> =  0. 

2  '  t-  -(-  1 

En  identifiant  avec  l'équation     ux  +  vif  -i-  «'  =  0    et  éliminant  l,  on  obtient 

«•(?<*  -(-  r'-i  —  ar'  =  0, 
équation  langentieile  de  l'hypocycloide  à  trois  rebroussements. 

.Ajoutons  que  cette  courbe  a  un  rebroussement  à  la  nouvelle  origine  et  que  les  coordonnées  des  deux  autres  rebrousse- 

3«v/3  9a 

ments  sont    .t  =  -     >     y  :^ ■ —  ■ 

""      8  ''  8 

La  région  du  plan  intérieure  k  cette  hypocycloïde  est  la  région  cherchée. 

(îéométriquement,  on  peut  considérer  la  courbe  séparatrice  comme  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent  par  0  et 

touchent  la  courbe  (C)  ;   c'est  l'homothétique  relativement  à  0  et  dans  le  rapport    —  delà  podairc  négative  de  (C)  par  rap- 
port à  0.  L'n  raisonnement  simple  montre  que  c'est  une  hypocycloide  à  trois  rebroussements  dont  le  cercle  inscrit  passe  en  0. 


BAR-LE-DDC.   —  IMP.    COMTK-JACQUkiT. 


Le  Jiédac leur- Gérant  :  H.  VUlliLItT. 
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REVUE    DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR  LES  CENTI^KS  UK  COriiBlR]-:  Al  X  POINTS  DE  HEXCONTliE 
DE  DEUX  COiXIQUES  IKiMOEOCAEES 

par  M.  T.  GhoUet,  professeur  au  lycée  lloclie. 


1.  Considérons  le  faisceau  de  coniques  ayant  pour  foyers  les  points  F(c,  0),  F'(  —  c,  0).  Les 
axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires,  si  l'on  désigne  par  (2a,  2/»),  cia',  ib')  les  longueurs 
des  axes  de  l'ellipse  (K)  et  de  l'hyperbole  (H)  passant  par  un  point  }A{x,  ;/)  du  plan,  on  a 

(i)  ^  ^-t:; 1  =  U,  avec  ti- —  b-  =  c- ; 

a-         0^ 

(2)  4r  —  TT  —  •  =  ^'  avec  a'^-f-//^  =  c'. 
En  résolvant  les  équations  (1)  et  (2)  par  rapport  à  x-  et  y\  on  trouve 

(3)  x'  =  ---,  if 


C''  c- 

formules  bien  connues  donnant  les  coordonnées    des  points  du  plan  où  se  coupent  les  deux  coniques 
liouiofocales  (E)  et  (II). 

D'autre  part,  un  calcul  élémentaire,  que  l'on  trouve  dans  tous  les  cours  de  mathématiques  spécia- 
les, donne  pour  les  coordonnées  a,  ^  du  centre  de  courbure  <o  en  M  à  l'ellipse  (K)  : 

c'-x^  „         — c'v' 


(r  "^  b' 

et  pour  les  coordonnées  a',  ^'  du  centre  de  courbure  œ'  au  mémo  point  M  ii  l'hyperbole  (M   : 

(ibis)  -'  =  -7r'  'P'  =  —r7^- 

Des  relations  (i)  et  (4'''''),  on  tire  icnmédiatemenl 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  formules  (3), 

(6)  <xx'  =  x'^  et  lip'    -  j/% 

formules  parliculièrcment  élégantes  cl  simples,  ipii  in-rnielli'iil  de  passer  dos  cotudonnoes  de  l'un  des 
points  M  ou  lu'  il  celh^s  de  l'autre. 

l']n  icMuplaranl  alors   r-  et  y'^  l'ospeclivemenl  par  sa'  o(  pV  dans  les  formules  (i)elv-/,  ""  «^ 

«'-  //-  '  a"-         /»'* 

(les  nouvelles  relations  exprinuiil   t\\\o  les  points  t»  cl  «o'  sont  eonju^'uos  par  rapport  aux  deux 
eonicpies  (K)  et  (11). 

2.  Soient mainlenani  deux  |)aralioloshomoiocalcs  (V]  et  ,V )  av.iiil  p.uir  f..\,«ret  pour  axe  commun. 
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l'origine  des  coordonnées  F  el  l'axe  x'  ¥x.  Si  l'on  désigne  par  p  et  p'  les  paramèlres  des  deux  paraboles 
(P)  et  (?')  passant  par  un  point  M(.x,  y)  du  plan,  p  correspondant  à  la  parabole  P  dont  Taxe  est  la 
demi-droite  Fx,  on  a 

(7)  if  —  'ipx  —  /)2  ==  0.  y^  -+-  ^p'x  —  p"-  =  0, 

d'où  l'on  tire  aisément 

j/  —  p 

(8)  X  =  -^-y^'  y'  =  PP'. 

Les  coordonnées  (a,  P),   (a',  p')  des  centres  de  courbure    (•-»,  o/  en    M    aux  deux  paral)oles  P  et  P' 
sont  d'ailleurs 


(9) 


=  3.r  -1-2»,  p  =  ^  pour  m, 

p- 

=  3x — 2p',  P' = — ~  pour  (./. 


Ces  formule?,  combinées  avec  (8),  donnent 

(10)  x=  ^^^,  if=  r^'. 

La  seconde  de  ces  nouvelles  formules  est  identique  ii  la  seconde  des  formules (6)  relatives  aux  coni- 
ques à  centre  ;  la  première  seule  est  différente. 

En  remplaçant  dans  les  relations  (7)  x  et  y  par  les  expressions  (10),  on  a 

p'^'-p(x^^/)-p-^  =  0, 
3^'-h;/(a-+-a')  -  p''  =  0, 
relations  exprimant  encore  que  les  points    oj   et    m'   sont    conjugués  par   rapport  aux    deux  paraboles 
(P)  et  (F). 

3.  Ainsi,  le  paragraphe  précédent  établit  des  relations  très  simples  entre  les  coordonnées  des  cen- 
tres de  courbure  en  l'un  des  points  où  se  rencontrent  deux  coniques  homofocales,  et  les  coordonnées 
de  ce  point  lui-même  ;  de  plus  les  résultats  obtenus  permettent  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  cenb^es  de  courbure  <>j,  oj'  en  l'un  des  points  M  où  se  rencontrent  deux  coniques  homofocales  (C) 
el   (C)  sont  conjugués  par  rapport  à  ces  deux  coniques. 

D'ailleurs,  le  point  <>/,  par  exemple,  appartient  à  la  tangente  en  M  à  la  conique  (C)  ;  il  en  résulte 
que  sa  polaire  par  rapport  à  (C)  est  la  normale  en  M  à  cette  conique.  De  même,  la  polaire  de  (o  par 
rapport  à  (C)  est  la  normale  en  M  à  cette  coniiiue. 

Dune: 

Le  pôle  d'une  normale  à  une  conique  est  le  centre  de  conrhure  relatif  au  point  d'incidence  dans  la 
conique  homofocalc  à  la  première,  passant  par  ce  point. 

Les  points  w  et  m'  élant  conjugués  par  rapport  aux  deux  coniques  (C)  el  (C)  sont  conjugués  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  faisceau  ponctuel  qu'elles  définissent.  En  particulier,  //  existe  deux 
coniques  de  ce  faisceau,  (S)  el  (S'),  tangentes  à  la  droite  «uw',  l'une  en  w,  l'autre  en    t./. 

Dans  le  cas  où  les  coniques  sont  deux  paraboles,  elles  se  coupent  en  un  deuxième  point  M,.  Si  l'on 
désigne  par  w,,  m\  les  centres  de  courbure  en  ce  point  aux  paraboles,  il  est  évident  que  les  coniques 
(S)  et  (S')  (qui  sont  d'ailleurs  également  des  paraboles  ayant  même  axe  que  les  premières)  louchent 
aussi  la  droite  (Ojw'j  respectivement  en  w,  et  o)[. 

Dans  le  cas  où  {C)  cl  (C)  sont  des  coniques  à  centre,  en  désignant  par  M),  M.,  M3  leurstrois  autres 
points  d'intersection,  par  ojj,  tu,,  (oj,  i»',,  ^3,  o>j  leurs  centres  de  courbure  en  ces  points,  il  est  évident 
encore  que  S  el  S'  touchent  aussi  les  droites  w,(o',,  (oowô,  103(03,  la  première  en  (01,102,(03;  la  seconde 
en  Wj,  10!,,  (.)'). 

Enfin,  toujours  dans  le  cas  où  (G)  el  (C)  sont  des  coniques  ayant  un  centre  0,  le  cercle  circonscrit 
au  rectangle  MMiMoMs  étant  une  conique  du  faisceau  ponctuel,  ce  cercle  est  orthogonal  au  cercle  de  dia- 
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mètre  «m  ;  d'où  il  résulte  que /a  (//'oî//?   Miî  joignant  le  point    M  au  milieu  du  segment    i,>i<,'  est   perpen- 
diculaire au  diamètre   OM   des  deux  coniques . 


4.  Reprenons  la  première  des  formules  (4  bis),     a'  = 


c^x* 

a"' 


donnant  l'abscisse  du  centre  de  cour- 


bure m'  à  l'hyperbole  (H)  en  l'un  des  points  (r,  y)   où  elle  rencontre   l'ellipse    (E).    Des   relations  (3), 
on  tire  a^ 

d'où  il  résulte  a 


a-^ 
a* 
c^x 


ou  (H) 

On  aurait  de  même 
(11  bis) 


ax  = 


a* 

a'* 
c- 


Les  directrices  de  l'ellipse    (E)    ayant  pour  abscisses     dz  — .      celles  de    l'hyperbole 


lesrelations    (11)  et  (11  bis)   conduisent  à  l'interprétaLioii  suivante  : 

Le  conjugué  harmonique  d'un  point  M  d'une  conique  à  centre  pir  rapport  aux  points  où  la  tamjcnle 
rencontre  les  directrices  est  le  centre  de  courbure  en.  M  à  la  deuxième  conique  Iwnofocalc  à  la  première^  el 
passant  en  ce  point. 

Ce  résultat  peut  èlre  obtenu  aussi  par  des  considérations  géométriques  simples.  En  conservant  les 
notations  adoptées  jusqu'ici  et  en  désignant  par  0  l'angle  FMF'  des  rayons  vecteurs  aboutissant  en  M, 
on  sait  que  l'on  a 

I  1 

'W'~  mF 


1 

'  MF         MF' 


Mw  cos 


0 


'  M  I 


MF'). 


M"j'  sin 


Soient  (j  et  G'  les  points  où  la  normale  en  M  à  i'olli[)se  (E)  rencontre  los  pm-pondiculaires  élevées 

on  F  et  F'  aux  rayons  vceti-ms  ;  soient  de  même  K  ol 
K'  les  points  où  cos  monios  porpondiculaires  rencon- 
trent la  normale  on  M  à  l'iiyporbnlo.  Los  formulos  (  li) 
peuvent  alors  s'écrire 

1  _1^  2 

)   MÏÏ  NÏÏÏ 


(13) 


M.o 


)  _l  _      _l ^ 

'   MK  ^  MK-   ""    mT' 


le>  segmenls  tl ml   pri^   dans  cos  formules    avec  lour 

sens.  Elles  expriment  sous  celle  {"orme  quo  les  divisions 

(Mi'.(i(i'i,  ^Mc/KK  )  sont  bai  uii>iii(|ues.  Comme  (railleurs 

les  points  (1,  li    appartiiMuunl  aux  directrices  de  l'hypor- 

bole.   les  points  K  ol  K'  aux  directrices  do  rdlipso,  la 

proposition  énoncée  plus  haut   se  trouve  ainsi  jusliliée. 

Supposons  construit  le  cercle  (1)  oinonscrit  au  Iriangle  MFF.   Les  droites  KFlî,  KTlî'  ronconlronl 

ce  cercle  au  point  |a  diaméiraleiiumt  oppose  à  M.   I,(>s  deux  faisceaux  harmoniques  }i(.M«oli<î  ),  U(,M'"'KK  < 

ayanl  trois  layoïis  coiimuiiis.   iM,  ;j(il\,  ;i(l  K  .  1rs  quali  icines  rayons  iito,  fx.u'  sont  égaleineiil  coinrounr. 

ce   (pii  rovioiil  .i  dire  (|uo  la  droili'  «oi.i'  passe  au  pi>iiil    u.   D'autre  paît,  >i   M'  <'sl  \o  d(>u\ièine   point    de 
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rencontre  de  celle  droile  el  du  cercle  I,  on  en  conclul  quo  ce  point  M'  est,  sur  le  cercle,  conjugué  har- 
monique de  M  par  rapport  à  F  et  F'.  On  peut  donc  encore  énoncer  le  résultat  suivant  : 

La  droile  ww'  joignant  les  centres  de  courbure  en  l'un  des  points  de  rencontre  M  de  deux  coniques  à 
centre  aijant  les  mêmes  foyers  F  et  F',  coupe  le  cercle  circonscrit  au  triangle  MFF'  au  point  |jl  diamélrale- 
menl  opposé  à  M  elaupoinl  M',  conjugué  harmonique,  sur  le  cercle,  de  M  par  rapport  aux  foyers  F  et  F'. 

La  droite  ww'  est  perpendiculaire  à  MM'. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  point  M'  est  sur  la  parallèle  à  FF'  menée  par  le  point  II  où  le  diamètre 
OM  commun  aux  deux  coniques  rencontre  le  cercle.  Cette  remarque  et  la  conclusion  qui  précède 
conduisent  à  une  nouvelle  construction  graphique  1res  simple  du  centre  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique  définie  par  ses  loyers.  Le  lecteur  l'apercevra  de  suite  sur  la  figure. 

5.  Revenons  maintenant  aux  deux  paraboles  homofocales  considérées  au  v;  :2.  En  combinant  les 
formules  (8)  et  (9),  on  trouve  immédiatement 


-P^ 


P 


"2  "  2 

—  p     étant  l'abscisse  de  la  directrice  de  la  parabole  (P),  p'  l'abscisse  de  la  directrice  de  la  parabole  P', 
il  en  résulte  que  : 

Le  symétrique  d'un  point  M  d'une  parabole  (fi'j .  'i)  par  rapport  au  point  de  rencontre  (î  de  la  tangente 

en  ce  point  et  de  la  directrice  est  le  centre  de  courbure  tu'  de  la  deuxième 
parabole  confncatc  à  la  première  et  passant  en   M. 

D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  G  el  G'  les  points  où  les  tangentes 
en  M  aux  di'ux  paraboles  rencontrent  les  directrices,  des  propriétés 
focales  de  la  ])arabole,  il  résulte  que  la  droile  GG'  passe  en  F  el 
est  perpendiculaire  à  la  droile  MF.  Par  suite,  la  droile  ww'  est  parallèle 
à  GG',  elle  point  M'  où  MF  rencontre  ojo/  est  le  symétrique  de  M  par 
rapporta  F.  On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante: 

La  droite  wo'  joignant  les  centres  de  courbure  de  deux  paraboles 
homofocales  en  l'un  de  /cm/s  points  de  rencontre  M  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  de  ce  point.  De  plus,  le  foyer  commun  F  est  équidistant  du 
point  M  et  de  la  droite  mm'. 

Cotte  propriété  conduit,  comme  on  le  voit  aisément  sur  la  figure,  à  une  construction  simple  du 
contre  do  courbure  en  un  j)oint  quelconque  d'une  parabole  dont  on  connaît  le  foyer. 

l"]iifin,  remarquons  (pie  la  première  dos  lelalions  (8)  montre  que  M  est  équidistant  des  directrices 
des  deux  paraboles  (P)  el  (P').  Donc  si  l'on  désigne  par  K  el  K'  les  points  où  les  normales  à  ces  para- 
boles rencontrent  leurs  directrices,  on  a 

MK  =  MG', 


Fig.   2. 


MG  =  MK'. 


1 


MG'  =  -  Mw. 


M  G 


-  M.u', 
2 


De  ce  que 

il  s'ensuit  alors  que 

La  portion  de  normale  à  une  parabole  comprise  entre  le  point  d'incidence  el  la  directrice  est  égale  à  la 
moitié  du  rayon  de  courbure  au  point  d'incidence. 

C'est  là  une  })ropriété  bien  connue,  quo   nous  retrouvons  incidemment,  et  qui,  on  le  sait,  sert  de 
base  à  la  construction  luibituolle  da  centre  de  courbure  en  un  point  d'une  parabole. 
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NOÏK  SUR  LE  MOUVEMENT  DES  PROJECTILES 
Par  M.  J.  Piglowski,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure. 


Un  point  pesant  lancé  de    0    avec  une   vitesse    \    décrit  une  parabole  dont  on  peut  déterminer 
géométriquenient  les  éléments. 

Soit   O7    l'accélération  de  la  pesanteur,  raccéléralion  normale   O7,,    est  la 

projection  de    Og   sur  la  normale  en  0.   Si  C  est  le  centre  de  courbure,  on  a 

—  V- 

OC 
I^a  normale  OC  rencontre  la  directrice  (D)  de  la  parabole  en  un  point  i>  et, 

d'après  une  propriété  connue,     OB  = —  ;     par  suite 

Une  construction  élémentaire  donne     OA  =  ;     on  a  ainsi  la  directrice  (D)  elle  foyer  F  svmé- 
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trique  de  A  par  rapport  à  V. 

Lorsque  V  tourne  autour  de  0  sans  changer  de  grandeur,  7,,  décrit  le  cercle  de  diamètre  Og  et  B 

décrit  la  droite  (D)  inverse  de  ce  cercle  par  rapport  à  0,  la  puissance  d'inversion  étant ^• 

Ceci  montre  que  les  paraboles  qui  correspondent  aux  diverses  positions  de    V   ont  la  m.''me  direc- 
trice (D)  et  que  le  lieu  de  leurs  foyers  est  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OA. 

Pour  avoir  celles  de  ces  paraboles  qui  passent  par  un  point  M  donné,  on  détermine  leurs  foyers 
F,,  F,  par  l'inleisf  clion  du  cercle  (0)  avec  le  cercle  de  cenlio  .M  et  de 
rayon  MIL 

Le  faisceau  des  paraboles  est  du  second  ordre.  Lo  lieu  des  points 
situés  à  égale  distance  du  cercle  (<))  et  de  la  droite  (D)  est  la  parabole  de 
foyer  0  ayant  (D)  pour  tangente  au  sommet. 

En  ellet,  si     HK  =  OA,     MK  =  Mn,      K  décrit  la  droite  (A)  cl  M    la 
parabole  de  foyer  0  et  de  directrice  (A)  ;  celte  parabole  est  la  parabole  de  sùreii'. 

Un   point  situé    a    linlérieur   de  cette   parabole    peut    être    atteint    suivant   ileux    Irajecloires   de 

foyers  F,  (l  F,.  Les  directions  des  vitesses  initiales,  bisseciricps 
des  angles  AOFi,  AOl'..  sunt  synjétriques  j^r  rapp.ui  à  la  l»is>ec- 
trice  do  l'angle  AOM. 

l'n  point  situé  à  l'extérieur  de  celte  parab.de  ne  peut  pas 
être  atteint,  car  les  points  Fi,  F-  n'existent  |)as  rcollcmcnl. 

Pour  un  point  de  la  parabole  de  sarclé,  les  deux  trajec- 
toires sont  confondues:  celte  parabole  est  donc  l'enveloppe  des 
paraboles  du  faisceau.  On  voit  tlailleurs  diroclemenl  que  Li  para- 
bole de  sûreté  i>t  la  par;ibolede  foyer  F  s<»nl  Uuu-enlcsen  .M  à  Li 
bissectrice  de  l'anuie    IM  M 
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AF.GÈBRE 


ALGEBRE 


1934.  —  l>nns  une  demi-sphère  pleine  et  homogène,  de  rayon  pris  pour  unité,  on  creuse  une  cavité 
dovd-sphérique  concentrique,  de  rayon  x.  Déterminer  x,  avec  trois  décimales  exactes,  de  faron  que  le  centre 
de  gravité  du  solide  restant  coïncide  avec  le  pôle  de  la  cavité . 

Nous  allons  d'abord  déterminer  le  centre  de  gravité  du  volume  d'un  hémisphère  de  rayon  R.  Ce 
centre  de  gravité  0  est  situé  sur  le  rayon  OA  perpendiculaire  au  plan  de  la 
base,  puisque  ce  rayon  est  axe  de  symétrie  ;  tout  revient  donc  à  calculer  la 
longueur  Oti. 

Décomposons  l'hémisphère  en  tranches  infiniment  minces  par  des  plans 
perpendiculaires  à  OA  ;  nous  remplaçons  chaque  tranche  BCDE  parle  cylin- 
dre équivalent  liCB'C,  et  nous  appliquons  le  théorème  des  moments  par  rap- 
port au  plan  de  la  base. 

En  désignant  par  V  le  volume  de  l'hémisphère,  par  .i-  la  distance  01  et  par  dx  la  hauteur  du 
cylindre,  nous  avons 

V.OG=    I    T.(\V—x']xdx. 


1 

~~"~^\E  r.' 

T,^ 

Mr 

■■    ^ 

R2.r2          .x'*  \  rlV 

L'intégrale  indéfinie  est     -(  — ^ —  I     et  l'intégrale  définie 


et  comme     V  — -^zR^ 


on 


en  déduit 


2  -U- 

-  r.W  .  0(1    =    

;}  4 


ou 


OG=-H 


Cela   posé,    arrivons   au    problème   proposé.    Nous   pouvons   envisager   l'hémisphère   de  rayon  1 


et  de   volume     V  =  — -  )     comme    la  somme  de  rhémi>[)hère  de  rayon  x 

-2        \ 
et  de  volume     v  =  —-r^  )     et  du  solide  restant,  dont  le  volume  est     V  —  v. 

Désignons  par  G, g  cl  «i,  les  cenlros  de  gravité  de  ces  volumes  (qui  sont 
situés  sur  le  même  rayon  OA),  et  applitiuons  le  théorème  des  moments  par  rap- 
port au  plan  de  base  commun  des  deux  hémisphères.  Nous  avons 

V.Or.  =  v.Og  -t-(V  — u)OG,, 


ou,  d'après  ce  qui  i)récède, 


:]         2,3  /2  2 

8         3  8  V  3  3 


Telle  est  l'équation  qui  nous  donnera  la  valeur  de  r 
Nous  en  tirons 


T^* 


■■')=  1^(1 -a->, 


ou,  en  divisant  par     rc(I  —  r 
ou  encore 

ou  enfin 


3 (a:-'  -^';t-  4-  .r  +  1  )  =  Sx'x^  -+-  a:  -h  1), 
5(j;3  -+-  T^  -h  .r)  —  3  =  0, 


f(x)  =  x'  ^  x'  -h  .r  —  0,6  =  0. 

Cette  équation  admet  une  seule  racine  positive  qui  est  plus  petite  que  1  et  (lui  est  la  solution  du 
problème. 

A  priori,  0(ii  est  plus  grand  que  OG  ou  que    — ;    donc  la  racine  est  supérieure  à  0,373. 
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MÉCANIQUE 


3i3 


Nous  avons  f{0,3)  =  -  0,18:3,  f{0,i)  =  -h  0,024, 

ce  qui  montre  que  la  racine  est  comprise  entre  0,3  et  0,4. 

Comme  f"{x)  est  positive  dans  l'intervalle  considéré,  nous  appliquerons  la  méthode  de  Newton  à 
0,4  et  la  méthode  des  parties  proporlionnelles  à  0,3. 

Nous  avons     /''(O,^)  =  2/28,     et  la  correction  de  Newton  est 

ce  qui  nous  donne  la  valeur  approcliée  de  la  racine  par  excès     0,4  —  0,0i0o  =  0,3895. 
La  méthode  des  parties  proportionnelles  nous  donne 

0,3/(0,4) -0,V(0,3j         0,3X0,024  H- 0,4x0,183         0,0804         .  ,^^^^ 

/(0,4j  -  A0.3)        =  0,0^4  4-0,183 =  ^^  =  '''^^'- "  •  P^^<^«'^^^- 

On  en  conclut  que  la  racine  est  comprise  entre  0,3884  et  0,3893. 
Or,  en  substituant  0,389,  on  trouve 

/■(0,389)  =  — 0,00081  a31. 

On  en  conclut  que  la  racine  est  supérieure  à  0,389;  comme  elle  est  inférieure  à  0,3895,  on  voit  que 
1 
sa  valeur  à  près  par  défaut  est  0,389. 

^^"^  A.  ROUSSEAU,  à  Fournes-en-Weppe. 

Bonnes  solutions  par  MM.  R.-.N.  ISakisie.n  ;  Cli.  Glilleriik  ;  G.  Lach,  à  Uodez  ;  Pierre  Vekgxes. 


MIXANIQUE 


1931.  — lllanl  donnés  trois  fixes  de  coordonnées  rectangulaires  0.r,  Oj/  et  Oz,  on  considère  une  barre 
pesante  de  poids  4a  et  de  longueur  ia,  articulée  cri  une  de  ses  extrémités  0  de  faron  que  ce  point  comcide 
constamment  avec  Vorigine  des  coordori  nées.  L'autre  extrémité  A  delà  barre  est  soumise  à  une  force  attractive 
émanant  d'un  centre  fixe  M  duplan  xOij  elreprésentéeprécisémentpar  le  vectfur  AM.  Equilibre  de  cettebarre. 

Jùudier  la  surface  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  ON  qui  représente  la  réaction  du  point  0  quand  M 
occupe  successivement  toutes  les  positions  dans  le  plan  xOg.  Ondonnera  une  définition  géométriquedece  lieu. 

Nous  publions  sans  les  modifier  deux  solutions  de  nos  correspondants  et  nous  y  ajoutons  une  sohi- 
tion  li^éométrique  très  simple,  à  moitié  aix'rçue  dans  la  seconde  solution. 

Première  solutioD.  —  Soit  M[i,  p,  0)  le  centre  attractif,  A(.r,  »/,  :)  la  position  d'équilibre  de 

la  banc.  Cette  barre  est  î^oumise  à  trois  forces:  I"  son  poids  P  ap- 

(X     y     z  \ 
— •,-^»— 1'  dont    les   projections  sur   les   axes  sont 

(0,  0,  — 4«);  2»  la  force  attractive  AM,  appliquée  en  A^x,  y,  :), 
dont  les  projections  sur  les  axt^s  sont  fa  — .r,  i  —  »/,  — :);  3»  la 
réaction  ON  appli(|uée  en  0,  dont  nous  (lésij;nerons  les  projt»clions 
sur  les  axes  par  [l,  .u,  •/. 

Ecrivons  que  la  somme  des  projections  Ao  «es  lroi<   f.Mres  sur 
chaque  axe  est  nulle  : 
(1  )     a  —  X  -f-  X  =  0,        ^  -  7  -f-  [1  =  0,        —  4«  —  ;  -+-  V  =  0. 

Ecrivons  maintenant  que  la  somme  des  moments  des  forces  par 
rapporta  0  est  nulle,  ou,  comme  ciHui  dfc  ON  est  nul,  (jup  In  somme 
(les  iiiometils  des  forces  V  il  \M  par  rapport  A  O  est  nulle.  Avec 
l(>s  notations  babituelli>s,  on  a  snrressivement  : 


pour  A  M  . 


L  = 


Pour 


r-  —  ?,/ 


2*i.r, 


N  =  0 


ix  -  «y. 
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MÊCANIOUE 


Par  suite, 
(2)  2flj/  +  3r  =  0,  2ax-^o(:=:0, 

Ces  trois  équations  homogènes  donnent  de  suite 
.ï         ?/  ; 

~  ~  y  —    —2a 


ou 


3x  —  aj/  r=  0. 


y  =  h% 


=  —  2a/j, 


/<  est  un  facteur  indéleiminé  que  l'on  calcule  en  écrivant  que     OA  =  2fl. 
,2_i_-2  _  r,n2     devient  alors 

2ae 


La  relation     x'-hy-hz"  =  4a 

(3)  /,2(^2  ^  02  _^  4^.^  ^   4^2^ 


d'où 


/<  = 


f£   =    ±1' 


Finalement,  il  y  a  deux   positions  du  point  A,  symétriques  par  rapporta  0,   pour  lesquelles   le 
système  est  en  équilibre  ;  les  coordonnées  de  ces  positions  sont 

2aa£  9a^t  _  4a»£ 


X 


?/  = 


^2^32-_^4q2  ■'  ^2-1-^2 

£  =  -H  1,     il  y  a  équilibre  stable  puisque 


4a2  ^'a-2  -+-  32  ^-  4a2 

Pour     £  =  -+-1,     il  y  a  équilibre  stable  puisque     :<0;  pour     i=— 1,     é(|uilibre  instable. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  N  sont  les  valeurs  de  X,  u,  v  fournies  par  le  système  (t);  par 
conséquent 

X  =  x  —  oL=  i{l  —  \),  Y  =  ,/  —  3  =  S(),  —  1  ),  /  =  :  4-  4a  =  —  2aX  -h  4a, 

4a  —  Z  ,        .         2a  —  Z  .  ïa\  .  2aY 


d'où      >  = 


X  — 1 


puis 


2a  "  2a      '  ' 2a  — Z  '  '  ^    2a  —  Z 

l'ortons  ces  valeurs  de  X,  a,  'ji,  dans  la  relation  (3;  ;  on  trouve  ainsi  l'équation  du  lieu  de  N  : 

(Z  -  4fl)'^[X^  +  Y2  -t-   Z  -  2a)2;  —  -ia^^Z  -  2a)2  =  0. 
En  transportant  l'origine  en  w(0,  0,2a),  cette  équation  devient 

(:  —  2a)\.T2  4-  7/'^  H-  =2)  _  4a2:2  =  0. 
Les  plans  parallèles     :  —  h  =  0    coupent  celte  surface  suivant  des  cercles  ayant  leur  centre  sur 
0:.  La  surface  lieu  de  N  est  donc  de  révolution  autour  de  0.-;  d'ailleurs,  en  résolvant  l'équation  pré- 
cédente par  rapporta  z,  elle  se  met  évidemment  sous  la  forme     z  =  'f(-r'-4- »/-).     Enfin,  le  plan  des  xy 
coupe  la  surface  suivant  les  deux  droites  isotropes     x- -\- ;/-  =  0. 

Cherchons  la  méridienne  de  la  surface  du  plan  des  zx  ;  c'est  la  quarlique    (-  —  2a)-(x*-l-;-)  —  ia-z^  =0. 
C'est  une  courbe  symétrique  par  rapport  à  cj:,  ayant  un  point  de  rebroussement  en  <•),  la  tangente 

étant  f>z.  La  droite     ;  -2a  =  0     est  as\mptotc. 

z^{Aa 3  1 

En  mettant  l'équation  de  la  (luartique  sous  la  forme     x*  =    — — .     puis  faisant  varier  :  de  0 

^  '  '  (3  — 2a)»        ' 

à  4a,  on  obtient  la  courbe  ci-contre  ;  c'est  une  conchoïde 
de  ISicomède  é(|uilatère,  comme  on  s'en  rend  bien  compte 

sur  son  équation  polaire,     0  =  2a(  ±  1  )  • 

\  sin  (o  / 

On  peutd<inc  donner  de  la  surface  lieu  de  N  la  défini- 
tion géométrique  suivante  :  c'est  la  surface  engendrée  par 
^     l'extrémité  d'un  segment  de  droite  de  longueur  constante 
don!  l'autre  extrémité  décrit  un  plan  P,  la  droite  qui  le 
(listant   (lu    plan    P  d'ime   longueur   égale  à  celle   du  segment, 
.Iean  SOUBAlG.NK,à  Mont-de-Marsan. 

Seconde  solution.  —  Projetons  la  direction  OA  sur  le  plan  .'i)y  et  prenons  le  centre  attractif  sur  Ox. 
OA  se  projclle  suivant  Oa  qui  fait  l'angle  o  avec  Ox  ;  d'ailleurs  l'angle  de  OA  avec  0:  est  0.  Ces  deux  angles 
lixent  la  position  de  la  barre.  Les  forces  agissant  sur  la  barre  sont  :  1"  la  pesanteur,  P  =  4a,  appliquée  en  G  ; 
2"  l'altraction  A  M  du  point  M  ;  3»  la  réaction  ON  du  point  fixe  0. 

Les  coordonnées  du  point  A  sont 

a;  =  2a  sin  0  cos  o,  (/  =  2a  sin  0  sin  cp,  ;  =  2a  cos  G, 


porte  passant  par   un    point   lixe 


MÉCANtQUK 


aio 


avec 


IgO  = !.. 

^  2a 


'2a  cos  0. 
il  sera    aise    d'obtenir    l:i 


Or,  si  l'on  écrit  les  trois  équations  indépendantes  de  la  réaction 
21.  =  0,  s.M  =0,  2N  =  0,  on  voit  immédiatement  qu'il  faut  pour 
que  l'on  ait  xL  =  0,  que  la  verticale  GP  rencontre  Ox,  carie  moment 
par  rapport  à  Ox  de  AM  est  nul. 

Dans  ce  cas  on  aura  aussi  sN  =  0  el  la  barre  AO  devra  élre  dans 
le  plan  xOz . 

Dans  ce  plan,  les  coordonnées  du  point  A  seront  a;  =  2asin0, 
z  =  2a  cos  0.     Posant    a  =  ÔM,     les  composantes  de  la  force  AM  seront 

X  =  'x—x,  Y=  —  ij,  Zz=— j, 

X,  îj,  z  désignant  les  coordonnées  du   point  A.   Heraplarant  dans  léqna- 
lion     X.M  =  0,  il  vient 

0  =:  4a2.sin  0-1-2  la  cos  0,  d'où  tgO  = ~, 

_  2('. 

ce  qui  donne  un  angle   0,,    compris  entre    -^    el  -  et  un  angle    0, -h - 
compris  entre    — -    el  2-. 

La  surlace  à  étudier  étant  éviden)nienl  de  révolution  autoiu-  de  Uj,  il  sullit  d'en  étudier  la  méridienne 
située  dans  le  plan  -0^;. 

Soient  X',  7/  les  projections  de  la  réaction.  Ecrivons,  puisqu'il  y  a  équilibre,  que 
l'on  a     SX  =  0,     eZ  =  0,     on  trouve     x  —  x  -i-  X'  =  0,     —  4a  —  -  -h  Z'  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  N  sont  donc 

X'  =  a;  —  a  =  2a  sin  ')  —  a,  Z'  =  +  4rt  4-  2a  cos  0, 

Eliminant  a,  on  a  les  équations  de  la  méridienne 
X  =  2a[sin  0  -t-  tg  0  ,  ô  =  -h  ia 

Géométriquement,    puisque    l'on    a       Ig0  = 

2ti 
position   d'équilibre. 

Menons   la  tangente  TR  au  cercle  el  élevons  en   M  la   perpendiculaire  .MU.   l'angle  de    OU  avec   Oy   sera 
égal  à  0. 

De  plus,  si  on  porte  à  partii-  du  point  S,  symétrii|ue  de  II  par  rapport  à  0, 
une  longueur    SP  =  2^,     les  coordonnées  du  point  P  seront 

:  =  2a  -f-  2a  cos  0,  x  —  2n  tg  f)  -I-  2a  sin  0, 

ce  (lui  uKuili-e  que  P  décrit  une  conchoïde  de  droite. 

Les  coordonnées  du  point  X,  extrémité  de  la  réaction,  s'obtiendront  en 
augmentant  l'ordonnée  -  de  la  quantité  constante  2a.  PN  =  2rt,  c'est-à-dire 
en  imprimant  à  la  conchoïde  précédente  un  déplacement  parallèle  h  l'axe  des  ; 
et  égal  à  2a. 

Quand  le  point  M  décrira  le  plan,  l'extrémité  de  la  réaction  décrira  la  sur- 
face   de    révolution    obtenue   en     faisant    tourner     la    conchoïde    prerodento 

DLPKilUolS,  à  Chartres. 

.  —  l.a  l)arrc  ist  souiiiisu  a  l'action  ih;  truis  forces  ;  donc  ces  trois  forces  sont  dans  un  mi^roe 
(ilnn.  Si  le  point  M  est  sur  O.r,  la  liarre  est  dans  le  plan  vertical  qui  |>a.vs(>  p.ir  Ux. 
Dcconiposons  la  force  (1.  \(t,  eu  deux  forces  parallèles  el  t^gales  ;\  2(i,  a|>plii|u<'i>s.  1  uno  sur 
():',  l'autre  au  [loint  A.  Les  deux  forces  appliquées  en  A  devront  alors  m*  roni|»osor  en  une 
seule  applitpiée  sur  la  barre.  Or.  si  on  mené  MP    éqnipollent  A   2(f,   la  force  Al'  est  la  r^ul- 

tante  des  doux  forces;  donc  la  barre  passe  au  point   I',   et  Ion  a     '  •     eu  .-ippeLml 

X  l'abscisse  du  puinl  .M. 

Pour  avoir  la  résultante  des  forces  appliquées  eu  0.  il  faut  d'ahoni  y  transporter  .\P, 
pids  lui  ajouter  la  force  verticale  et  descendante  'lit.  Soit  OM'  (V|Uipollent  A  AP.  on  a 
M'P  =  2(j  =  OA.  l,e  lieu  du  point  P  est  la  droite  :  —  2(1  ;  lo  heu  de  M  e*l  donc  une 
conchoïde  de  cette  droite  ayant  pour  pnle  le  point  0  el  aussi  co  point  |>OHr  poUil  de  robrous- 
scnienl.  On  mirait  lo  lieu  de  l'extréniité  <ie  la  résullanic  en  faisnnt  subir  à  celte  conchoïde 
une  translation  égale  i\  la  ilans  le  sens   0:'. 

l.a  réaction  en  0  e.'.l  symétrique  île  la  résidtante  par  rapport  au  point  0;  lo  heu  do  son 
extrémité,  N,  est  donc  la  conchoïde  synuMritpio  de  la  dernière  par  rap|K»rt  au  poUit  0. 
Celle  courbe  est  la  méridienne  du  lieu  total  engendré  par  N.  Rmé  POILAIN. 

lionnes  cl  coinplitts  solutions  de  MM.  P.  Vii.i.ai.n;  l'.ii.  ("•cii.i.kihik  .  A.  ('..«i-ktois  ;  J.  l>K*«iniKn. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  P.  Oitkniu:imki\  ;  (1.  I.acii  ;  A.  Uous-k.m;  ;  P.  \ nmi.Mta.  collège  Stanislas. 
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Solution  géométrique 
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(JUESTJOXS    POSÉES    ACX    EXAMENS  OIIAIX  {Suile.] 


8254. 
8255. 


ibles. 


III-  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  [Suite. 

Construire  la  courbe      r  —  a  v/lg  —  •      .Montrer  (ju  elle  est  uniciirsale.  l'oints  tloul 

Longueur  d'un  arc  de  parabole. 
825G.  —  Construire  la  courlte    x  —  t-  —  6t,    //  =  3<;  —  'kil.     Evaluer  l'arc  ;  déterminer  a  pour  ((ue  l'intégration  soit 
[lossible. 

8257.  —  Trajectoires  orthogonales  des  courbes    //  —  a-',    quand  a  varie. 

8258.  —  Enveloppe  de  la  droite    .jc  cos  0  -^  y  sin  0  =  ae"-''. 

8259.  —  On  considère  la  courbe    //  =  f\.t)    et  deux  points  .M  et  M'  de  cette  courbe  ayant  pour  abscisses  x  et    x  -h  h  , 

h  étant  rinfininient  petit  principal.    Par   le    milieu   IS   de  M.M'  on   mène  une   parallèle  à  0//  qui  rencontre   la   courbe  au 

—  /t» 

point  r.  Calculer  la  partie  principale  de   l'.N-  Quelle  doit  être  la  courbe  pour  que  celte  partie  principale  soit    — y? 

4 

82G0.  --  Dévelo[)[)ée  de  la  ciiainelte. 

82(\1.  —  On  donne  deux  courbes  (Cj  et  (7)  et  deux  directions    I)  et  A.   Par   le  point  .V  de  la  courbe  C  on  mène  une 

parallèle  à  D  qui  rencontre  7  au  point  a  ;  par  le  .point  a  on  mène   une  parallèle  à   A  qui  rencontre   C   au  point  Ai  ;  par  le 

point  Ai  on  mène  une  parallèle  h  1)  f|ui  rencontre  Y  au  point  2;.  et  par  ce  point  une  parallèle  à  A  qui  rencontre  C  en 
\i,  ...  etc.  La  ligne  brisée  Aa.\  3i  ...  a  l-eile  une  longueur  linie  ou  inlinie  ? 

8262.  —  Construire  la  courbe  »/  =  .t-L.r.  Calcub-'r  les  rayons  île  i-ourbure  aux  poinis  de  rencontre  avec  Or.  Evaluer 
l'aire  limitée  par  la  courbe  et  située  au-dessous  de  0.r. 


8263.  —  ('.onstruir<'  la  courbe     //  ~ 
intégrales.  Intégrer  cette  équation. 

82(>'4.  —  Construire  la  courbe     0  =z 


1  ^  >.e' 
1 


Former  1  équation  diirérentiulle  admettant  ces  courbes  comme  courbes 


Airt!  comprise  entre  l'axe  des   r  et  la  branche  de  courbe  située  au-dessus. 


cos- 


Lieu  des  projections  de  l'origine  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 

8205.  —  Soient  3  et  z'  deux   nombres  imaginaires  (|ui   sont  les  aflixes  de  deux  points  M  et  M'.  On  a     :;'  =  !.     Quel 
lieu  décrit  M'  quand  M  décrit  une  courbe  (C)?  Cas  où  <elte  courbe  est  un  cercle. 

8266.—  Un  considère  les  courbes  intégrales  de  réi|iiatiun  dillérentielle     —^  —  f[?,  (■)!.     On  demande  de  former  ré(|ua- 

tion  difTérentielle  des  podaires  de  ces  courbes  par  rapport  à  l'origine. 

8267.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d'inllexion  des  courbes  intégrales  de  l'équation  diirérenlielle     1/  =  xf{!i')  +  9(//'). 

8268.  —  l>tude  de  la  cycloïde.  Courbure.  Développée. 

8261).  —  l'ar  un  point  M  variable  sur  un  cercle  on  mène  une  parallèle  au  rayon  l'ixc  UA,  et  on  prend  sur  cette  paral- 
lèle la  longueur  M.\  égale  à  l'arc  AM.  Lieu  du  point  .N.  Calculer  l'aire  A.M.N,  et  le  volume 
engendré  par  cette  aire  tournant  autour  de  OA.  Cas  où  le  point  .M  est  en  l!. 

8270.  —  On  donne  un  cercle  langent  en  un  point  0  à  une  droite  D.  On  prend  sur  celte 
droite  deux  points  variables  A  et  H  tels  que  la  longueur  Al>  soit  constante.  Par  les  points  A  et 
H  on  mène  des  tangentes  au  cercle  qui  se  rencontrent  au  point  M.  Lieu  de  ce  point.  Discussion 
géométrique. 

8271.  —  Délinition  géométiique,  éiiualion  et  propriétés  de  la  strophoïde. 

8272.  —  Trouver  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  paraboles 
y"  —  -2\v~  0,    À  étant  une  variable. 

8273.  —  Trouver  l'équation  difréreulielle  des  courbes  p"  =  a"cosnO,  où  a  est  fixe  et 
;(  variable. 


827-4.  —  Développée  de  la  courbe    //  =  Igx. 


du 


8275.  —  Construire  les  courbes  intégrales  de  l'équation  différentielle      -^  =  ixj  —  2.r-  -t-  1. 

clx 

8276.  —  Etudier  les  tangentes  issues  d'un  point  quelconque  du  plan  à  la  courbe    /y'  =  x\ 

8277.  —  Etudier  la  position  relative  des  cercles  osculateurs  en  deux  points  infiniment  voisins  dune  courbe  plane.  Cas 
où  la  courbe  est  une  parabole. 

8278.  —  Kayon  de  courbure  de  l'ellipse. 

8270.  —  On  donne  une  courbe  plane  (C)  et  un  point  0  dans  son  plan.  Sur  la  tangente  en  un  point  .M  de  la  courbe  on 
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prend  un  point  T  tel  que    MT  =  OT.     Du  point  0  on  mène  une  perpendiculaire  à  la  langente  en   T   au   lieu  de  ce  point. 
Montrer  que  cette  perpendiculaire  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  (C)  au  point  M. 

8280.  —  Développée  de  la  spirale  logarithmique. 

8281.  —  Sur  la  tangente  en  M  à  une  ellipse  on  porte  une  longueur  constante  MP  =  a.  Lieu  du  point  P.  .\ire  com- 
prise entre  ce  lieu  et  l'ellipse. 

8282.  —  Etudier  l'enveloppe  d'une  droite  telle  que  la  somme  des  carrés  des  dislances  de  trois  points  fixes  à  cette  droite 
soit  constante. 

8283.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  les  axes  Ox,  O.v  aux  poinis  P  et  Q  ;  soit  N  le  quatrième 
f-ommetdu  rectangle  construit  sur  OP  et  OQ.  Lieu  du  point  N.  Tangente  en  ce  point.  Cas  où  la  courbe  donnée  est  une  ellipse. 

8284.  —  Trouver  une  courbe  plane  telle  qu'on  ait  en  chaque  point    sin  a  =: -i     a  désignant  l'angle  de  la  lan- 

X'-  -+-  (.■ 
gente  avec  Ox,  et  C  une  constante. 

8285.  —  Trouver  une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  constant  les  droites  passant  par  un  point  use. 

8280.  —  On  donne  dans  un  plan  une  courbe  (C)  et  un  point  0.  On  considère  le  centre  de  courbure  C  en  un  point  M  de 
la  courbe  ;  on  piojelte  le  point  C  en  G  sur  la  droite  OM.  et  on  prend  le  point  G',  symétrique  de  G  par  rapport  au  point  M. 
Déterminer  la  courbe  de  façon  que  l'on  ait    OM  .  OG'  =  a*. 

8287  .  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  0//  au  point  T,  et  on  désigne  par  P  la  projection  du  point 
M  sur  Ox.  Déterminer  la  courbe  de  laçon  que  le  trapèze  OPMT  ait  une  aire  constante. 

8288.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure  soit  proportionnel  au  cube  de  la  normale. 

8280.  —  On  donne  deux  axes  obliques  Ox  et  0//  et  une  courbe  (C).  Par  un  point  M  de  cette  courbe  on  abaisse  MP  per- 
pendiculaire sur  0.r  et  MQ  sur  0//.  Déterminer  la  courbe  (()  de  façon  que  la  tangente  en  M  soit  parallèle  a  la  droite  joi- 
gnant le  point  0  au  milieu  de  PQ. 

8290.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  Ox  au  point  K  et  la  perpendiculaire  en  0  au  ravon  vec- 

ON 
teur  OM  au  point  N.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  le  rapport     -— -    soit  constant. 

OK 

821)1.  —  Trouver  une  courbe  telle  qu'il  y  ait  un  rapport  constant  entre  la  normale  définie  en  coordonnées  rectilignes 
et  la  normale  définie  en  coordonnées  polaires. 

8292.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  M(J,  y)  rencontre  Oy  en  un  point  T  te! 
que  l'on  ait    OT  =  Icx". 

82î>3.  —  Soit  G  le  centre  de  courbure  en  un  point  M  d'une  courbe.  On  projette  un  point  ll\e  0  en  0'  sur  la  droite  .MC. 

MG 
Déterminer  la  courbe  de  façon  c|uc  le  rapport  soit  constant. 

MO' 

S294.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  M  du'ie  courbe  on  abaisse  OP  perpendicul.iire,  et  on  désigne  par  u>  et  0  les 
angles  ([ue  font  OM  et  OP  avec  Ox.  Déterminer  la  courbe  de  façon  qu'on  ait    tg  (j  -t-  tg  0  =  k,     k  désignant  une  constante. 

829."».  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la  projection  du  centre  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  partage  ce  dernier 
dans  un  rapport  constant. 

8296. —  Trouver  les  courbes  telles  que  la  tangente  et  la  normale  en  chaque  point  ilivisent  harmoniquement  un 
segment  donné. 

8297.  —  Trouver  les  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  est  pro|iortioiuu'l  à  l'ordonnée. 

8298.  —  On  donne  deux  points  fixes  F  et  F'  dans  un  plan,  et  ou  demande  de  trouver  une  courbe  de  ce  plan  telle  que 
la  tangente  en  un  point  quelconque  M  soit  bissectiice  de  l'angle  F.MK'. 

8299.  —  Soit  II  la  distance  de  l'origine  ;\  la  tangente  à  une  courbi',  r  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact.  Déterminer 

(1- 
la  courbe  de  façon  qu  on  ait    p  =  — • 

2a  —  r 

SîlOO.  —  Soient  F  un  foyer  d'une  ellipse,  M  un  point  qiiel(on(iue  de  la  couibe.  G  le  centre  de  courbure  au  point  M. 
Lieu  de  la  projection  du  point  C  sur  la  droite  FM. 

8301.  —  On  donne  une  conique  et  deux  faisceaux  en  involution  situés  ilans  sou  plan,  le  somuuM  n'étant  pas  sur  la 
conique.  Deux  rayons  homologues  rencontrent  la  conitiue  respectivement  au\  points  .\.  \\  et  A",  H'.  Knveloppe  îles  JroUes 
AA',  AU',  liA',  lut'. 

830*2.  —  Ciilculci  l'aiic  coniMiuiu'  à  deux  illipses  égales,  coiicenli  iques  et  dont  les  grands  nxo5  font  l'angle  a. 

8303.  —  Le  cercle  osculateur  eu  un  point  M  de  la  coni(iiie  .vij  —  n^  rencontre  la  courbe  en  un  autre  |>olnl  A.  Dt^ler- 
miiier  le  point  M  de  façon  (|ue  la  droite  MA  passe  par  un  point  donné. 

830'i.  -  l" couver  l'éciuation  géiu'-rale  des  coniques  osculalrices  à  l'inllni  A  l'hypeiboli'  m  -  t.  le  point  «le  conlarl 
éliiiit  sur  Ox.  l'.ludiei  la  dillérencc  des  ordoiuiées  îles  deux  courbes  pnur  les  valeurs  uifiiument  grande»  do  x. 

8305.  -    Dapport  anliar  moni(|ue  de  (|uatre  points  dune  conique,  ('as  où  les  points  sont  les  sommrU  d  in  • 

8300.  —  D  un  point  0  on  mène  les  tangentes  OM,  OM'  a  une  conii|in>,  et  par  le  pouil  0  on  mène  um* --•,<,  {ue 

riMii Diilrant  la  coniciue  en  P  et  P'.  Montrer  (|ue  le  rap|)ort  anharmonit|ne  des  quatre  points  .^,  M',  P.  P    ■  ^ 

8307.  —  nével(q)pée  de  la  parabole,  l'oints  de  rencontre  avec  la  p.irabole.  Calculer  laite  nunprl^e  .  i  ualtolr  <»l 

sa  développée. 

830H.    -  Fiiuation  générale  d.s  eoniqui^  passant  par  les  .somnnMs  et  le  centre  de  gravUé  d'un  Irianglo. 

8309    —  Condition  ponr  qm-  il.'ii\  .oniqm-*  définies  par  les  équations  gôm^raleH  «oient  homoihéilques.  Di^rutor 


3i8  QUESTIONS  PROPOSÉES 


8310.  —  Les  points  de  rencontre  d'une  ellipse  et  d'un  cercle  concentrique  peuvent-ils  s'obtenir  au  moyen  de  la  règle 
et  du  compas  ? 

8311.  —  Etant  donnée  l'équation  différentielle  fix,  y,  >/)  =  0,  on  considère  ses  courbes  intégrales  (C).  On  demande 
de  former  l'équation  différentielle  que  vérifient  les  courbes  polaires  réciproques  des  courbes  (C)  par  rapport  à  la  parabole 

2(7*/' 

x^  — 2*y  =  G.     Application  à  l'équation    x-hyi/'  =  -    ■ 

v^i  +  //  - 

8312.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  parabole  qui  ont  leurs  milieux  sur  une  droite  fixe. 

8313.  —  Dans  toute  hyperbole,  une  tangente  quelconque  forme  avec  les  asymptotes  un  triangle  d'aire  constante. 
Établir  la  proposition  réciproque. 

8314.  —  Par  un  point  M  on  mène  les  normales  MQi-  ^'Q;  et  MQ,  à  une  parabole  ;  on  joint  les  pieds  Qi,  Qi,  Qs  au 
foyer  F  et  on  demande  de  trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  la  somme  FQ, -i- FQ-2 -»- FQ^  ait  une  valeur  constante 
donnée. 

83iô.  —  On  considère  les  paraboles  passant  par  deux  points  A  et  lî  et  normales  en  .\  à  la  droite  AB.  Équation  géné- 
rale Il  en  passe  deux  par  un  point  du  plan.  Lieu  du  point  par  où  pas'^pnt  deux  paraboles  se  coupant  à  angle  droit  en  ce 
point.  Enveloppe  des  axes. 

831G.  —  Lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  les  normales. 

8317.  —  On  donne  une  parabole  et  une  droite  A  perpendiculaire  à  l'axe.  Par  un  point  M  de  la  droite  A  on  mène 
des  tangentes  .MT  et  Ml'  à  la  courbe,  et  on  prend  le  point  P  où  la  droite  TT'  rencontre  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  le 
point  M.  Lieu  du  point  P. 

8318.  —  Condition  pour  qu'une  droite  rencontre  la  parabole  //-  —  ipx  =  0  et  les  axes  de  coordonnées  en  quatre 
points  formant  une  division  harmonique. 

8310.  —  On  mène  ?i  une  ellipse  les  quatre  tangentes  aux  sommets,  et  d'un  point  de  vue  quelconque  on  fait  une  pers- 
pective sur  un  plan  quelconque.  Quelles  figures  peut-on  avoir?  Inversement,  étant  donnés  une  coni(|ue  et  un  quadrilatère 
circonscrit,  peut-on  trouver  un  point  de  \ue  et  un  plan  de  projection  tels  que  la  figure  perspective  soit  une  ellipse  et  le 
rectangle  circonscrit  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes. 

8320.  —  On  donne  une  parabole  et  un  cercle  tangent  au  sommet  ayant  son  centre  à  l'intérieur  de  la  courbe.  On 
mène  au  cercle  une  tangente  variable  qui  rencontre  la  parabole  aux  points  A  et  R.  Lieu  du  milieu  de  AB. 

8321.  —  Étant  données  une  conique  et  une  droite,  peut-on  projeter  la  figure  de  façon  h  obtenir  une  conique  et  l'un 
de  ses  axes  ? 

8322.  —  Ltant  doimées  une  coni(|ue  et  deux  droites,  peut-on  projeter  la  figure  de  façon  à  obtenir  une  conique  et  ses 
deux  axes  .' 

(A  suivre.) 

♦ 


QUESTIONS    l'KUPOSKES 


1983.  —  On  considère  toutes  les  coniques  r  passant  par  quatre  points  lixes  .\.  B.  C,  I)  et  une  conique  fixe 
Z.  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle»  conjugue  commun  h  la  conique  ï  et  à  une 
conique  variable  F. 

N.     AliRAMESCr. 

1984.  —  On  donne  une  ciibi(iue  circulaire  droite  à  point  double,  par  son  axe,  son  point  double,  un  point 
et  la  tangente  en  ce  point. 

I"  Construire  le  sommet  et  les  tangentes  au  point  double  ; 

2°  Construire  le  point  de  la  cubique  situé  sur  la  tangente  donnée; 

3°  Construire  l'asymptote.  M.  Téti'. 

1985.  — Soient  M  un  point  variable  d'une  ellipse,  C  son  centre  de  courbure,  T  et  Q  les  pieds  des  deux 
autres  normales  issues  de  C. 

1"  La  corde  PQ  est  normale  à  une  ellipse  fixe  ; 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  MC  et  PQ  est  une  ellipse. 

3o  Le   lieu  du  centre  de  gravité   du  triangle    MPQ    est  une  courbe  du  sixième  degré  dont  l'aire  est -— 

18 
de  celle  de  l'ellipse  ; 

4»  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  MPQ  est  une  sextiiiue  dontl'aire  est  — j- de  l'aire  de  la  dévelop- 
pée de  l'ellipse  ; 

5°  Le  lieu  du  milieu  de  PQ  est  une  sextique  dont  l'aire  est  la  moitié  de  celle  de  l'ellipse  ; 
G"  Le  lieu  du  pôle  de  PQ  par  rapport  à  l'ellipse  donnée  est  une  kreu/xurve. 

Dr  Werner  G.^edecke. 
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DEUXIÈME    PARTIE 


ALGKBRE 


1932.  —  1°  Inlégrer  Véquation  différeiUielle     xy'  -^n  ey  =        ^     ,     ej  délenniuer  celle  des  intégrales, 
y  =  /(a-'),     (jtii  s'annule  pour     x  ;=  e. 

'■I" Etudier  les  variations  de  la  fonction     y  =  f(x)    et  construire  la  courbe  représentative  de  cette  fonction. 
3"  L'équation     y  =  f{x)     définit  parfaitement  une  fonction     x  =  yly)     de     —  y:      à  0.  pourvu  que 

l'on  astreigne  ./;  à  être  compris  entre  0  et  e.   Calculer      j     q(y)dy. 

I 

1"  L'équalion  sans  second  membre,     xy'-hey  =  0,     arlmet  pour  solution     L  4-  =  —eL\i\. 
Mais  comme,   par  la  suite,    x    doit  prendre  la  valeur    r.    il  faut  supposer    x    positif  et    écrire 

Posons  alors     y  =  —^  ,     z  étant  une  fonction  de  .r  :  nous  aurons     rf  =  — — ,     et  l'é'iua- 

^'  o  2?  a  ;■ 

lion  différenlielle  deviendra  — ^-  =  — '—•>  z'  = _  ; 

x'    '  x"  X 

donc  ::  =  eLx  —  x  -i-  C, 

eLx  —  .T  -H  C 
et,  par  suite,  V  ~  - 


X' 

Pour    X  —  e,     cette  fonction  doit  être  nulle  ;  donc  la  constante  C  est  nulle  et  la  fonction  demandée 

e  \jX  —  .T 


est  y  = 

X' 

2°  Les  variations  de  cette  fonction  dépendent  des  signes  de  la  dérivée  ;  or  cette  liérivée  est 

x'{  —  -   I  ")  —  ex"-'(e].r  —  x) 

-/=— ^ ■■ 

elle  change  de  signe  en  même  temps  que  le  l'acteur      e  —  x — e^l.x-^ex,      (|ui  admet    visiblement    la 

e-  f2 

racine   e.    Or  la  dérivée  de  ce  facteur  est     ^'  -   1 i      elle  est  inille  pour      .r,  =  — .      nésralivc 

X  e  —  l  ^ 

avant  et  positive  après.  Cotte  fonction  auxiliaire  va  donc  en  décroissant  quand    /     virie  de   0    à    x,,  el 

eu  croissant  (|iiand  ./•  vari(?  de    ri    à     -i-  a:  .      Pour  0  la  fonrtiini  pari  de        ■    x  .       pour      •    xs       elle 

revient  à      l  oo  ;     elle  a  donc  deux  racines  de  part  et  d'autre  de "•      la  plus  petite  esl  «•.  la  plus 

é' 
grande  est  supérieure  à 


-  I 

La  fonction  y  est  croissante»  ius(|u"à  e,  d-'croissanle  entre  les  den\  racines  el  crois«ant<»  <»n^nilo. 

Ponr     X  =  e,     elle  passe  par  un  niaxiMiuui  qui  esl   mil. 

La  fonction  y  croit  donc  d'abord  de  -x  à  (».  deeioit,  pa^s.-  par  un  minminiii,  puis  croll 
ius(|u'à  0.   Kll(^  (»st  re[)r('senlêe  par  la  courbe  suivante. 

H  est  visible  alors  que  ipiaiid  7  varie  de  —  oo  à  0,  r  ne  prend  qu'une  valeur  bien  dolerminée, 
comprise  entre  0  et  e. 


3o0 
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L'équation     7  =  /(r)     délinit  donc  d'une  façon  parfaite, 
dans   ces    conditions,   une    fonction    x    àe    y,     x  =  g{y), 
JT      dans  tout  l'intervalle     (  — x,     0). 

Pour  calculer       I     o{]l]dy,      il    laut    d  abord   calculer 

1/- 1 

I  9{v)d]l-     ce  qui  se  fait  en  intégrant  par  parties  : 

/  (i'^m¥\i  =  !i9(]i)~  /  ydo'u)', 

d'antre  part,     dg'y)  =  dx.     et  la  <leu\ii''me  intégrale  est 
/  ydr  —  e    i  X  'Lr  —  I  x^^'dx. 
En  intégrant  par  parties,  on  trouve  de  suite 


y' 


I  —  r  (1  —  1')'-  li  —  c 

Si  on  remarque  maintenant  que  pour     .1=  1,     on  a     .7  =  — I,     on  voit  que  les  limites,  pour    x, 
sont  1   et  e.,  et  la  partie  de  l'intégrale  délinie  qui  correspond  à  celle-ci  est 

e-  '  c'-~''  c-   '  ''  1 


1  —  6'  (I 


1  —  e  -         -l  —  p 
1 


L'autre  partie,  yyyy),  donne  I.  La  valeur  finale  de  l'intégrale  définie  est  donc 

1  -'r- 


(l  -  e;-{'i-  Ci         (i  —  rr 


(..  I.\(.ll.  ,1  Kode/. 


Bonnes  solutions  :  MM.  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  !..  PK.rtniN.  ;i  Trévoux  ;  Depkhiiois,  i\  C.liartres  ;  P.  Viu.ain  ;  H.^  l'uouKriT. 
à  Vicliy  ;  A.  lE  l\  Bros^sk  ;  Cii.  (".uim.kumi;  ;  NviovAnn  ;  G.  I.atausi;,  lyri^e  de  .Nancy  :  A.  Houssi-u:  ;  J.  OrfEMiEiMER  ;  J.  ^'oldaigm.. 
à  Mont-de-Marsan. 
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i936.  —  Etant  donne  II)}  ]>aralh;loynnnme    O.VCIi,    01  prend,  sur    OA  et  015.   deux  points,   P   rf   i), 
tels  que  l'on  ait     OP  X  OQ  =  .AP  X  HQ  : 

i°  Trouver  le  lieu  de  l'intersection    M    des  draih's    VV,,    n.\  ; 

2"  Démontrer  que  le  cercle  circonscrit  au  trinnyle    (H>0   passe  par  un  point  fixe  ; 

3°  On  mène  par  le  point  P  la  parallèle  PI)  à  00,   par  le  point  \  la  parallèle  AD  à  PO,  ef.  par  le  point 
U,  la  parallèle  DE  à  OA,  qui  coupe    PO   en  un  point  E   dont  on  demande  le  lieu  ; 

'i"  Trouver  le  lieu    du  centre  du  premier  lieu,  lorsque    M)  picote  autour  d'un  point    H,    ou  se  déplace 
parallèlement  à  une  direction  dominée  ; 

5»  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  au  premier  tien  par  le  point    il  ; 

G"  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  ce  même  lieu  parallèlement  à  Cune  des 
droites    OA,    OB,    AH. 

1.  Prenons  comme  axes  OA  el  OH  ;  posons     OA  =  a.     OU  =  //     et  désignons  par>.  l'abscisse  du  point 

P  et  par  \>.  l'ordonnée  du  point  Q. 

La  relation  donnée  OP-OO  -.  AP-BQ 

s'écrit  encore  ÔP-ÔQ  =  (ÔP  -  OÂJfÔQ  -  ÔB), 


G  ÉO  M  ET  li  1 1-:  ANAL  Y 1 1  (j  L"  E 


3ol 


ou  An  =  (X  —  a)(ji.  —  h), 

ou  enfin 

(1)  bl  -^aiJ.—  ah  =  0. 

Ceci  nous  montre  que  lo  point  11,  quatrième  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  UP  et  OU, 
se  déplace  sur  la  droite  AU. 

Les  droites  Pli  et  (JA  ont  respectivement  pour  équations 


i"^) 


II 


Des  équations  {T)  nous  tirons     À  = 
tion  (1;,  nous  obtenons 


bx 


—  — 1 


0 


X 

Ko  a  [j. 

nous  aurons  l'équation  du  lieu  de  leur  point  de  rencontre  en  éliminant  À  et  ji.  entre  les  équations  (l)el  (i). 


b-^x 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  rela- 


a'y 


—  ab  =  0, 


b  —  y         a  —  . 
ou  (3j  h''^x{a  —  x)  -h  a^ij{b  —  ij)  —  ab{b  —  y){a  —  x)  =  l), 

ou  encore  b-x'^  -+-  a-if-  -h  ahxy  —  ^ab{bx  -f-  ay)  -\-  a'b^  =  0, 

ce  qu'on  peut  aussi  écrire  sous  la  forme 

[bx -\- ay  —  a/))-  —  abxy  =  0. 

Cette  équation  représente  une  conique  tanjiente  en  A  et  B  aux  droites  OA  et  UB,  et  on  reconnaît 
facilement  que  cstte  conique  est  une  ellipse.  De  plus,  sous  la  forme  (3)  on  voit  (jue  cette  ellipse  passe 
au  point  C,  et,  en  transportant  l'origine  en  ce  point,  l'équation  devient 

—  b^x(x-\-  a)  —  a''y(y  ~hb)  —  abxy  =  0, 

ce  qui  montre  que  la  tangente  à  la  nouvelle  origine  a  pour  éipiation     bx  -h  ay  =  0  ;     elle  est  parallèle 

à  la  droite   AB. 

Si  donc  par  le  point  C  nous  menons  la  droite  AU   parallèle  à 

AB,  l'ellipse  est  inscrite  dans  le  triangle   O.V'li',    les  points  de  con- 
tact étant  les  milieu.x  des  côtés. 

La  droite  OC,  passant  par  le  milieu  do  AB  est  le  diamètre  con- 
jugué de  la  direction  AB  ;  de  même,  AB  est  le  diamèlre  conjuirué 
de  BC,  et  B.V  celui  de  .\C.  Ces  trois  diamètres  se  coupent  donc  au 
même  point  w,  qui  est  le  centre  de  la  ooni(iue  et  qui  est  aussi  le 
centre  de  gravité  du  triangle  ABC.   Par  conséqueni,  les  coordonnées 

2rt  i/>  .      ,.  .„ 

de  ce  point  sont    -^    et  -7-,    cunnne  un     pourrait  d  ailleurs     le 

reconnaître  en  résolvant  les  équations     /,  —  0,    /,;  =  t). 

2.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  OPQ  a  pour  éciuation 

X-  -H  2.1-1/  cos  ')  -I-  j/"  —  )..»•  —  ;i.v  =  0  ; 

rempla(.-ons-y  [x  par  sa  valeur        '^"  ~      '     tirée  do  la  relation  (i)  ;  l'équation  devionl 

.,       -  b{a-l) 

X-  H-  2x1/  cos  0  -h  V"  —  ^^' y  —  '  • 

•'  •  a 

x»  +  2x1/  00s  0  -H  y-  -by  —  'klx—  —  y\  =  0 . 

OuoI  (luo  si)il  "/,  ce  cercle  |>asso  par  lo>  puiiil>  dont  les  coordoiuu'cs  vérilionl  les  équalions 

b 

X»  -I-  iJ-'y  cos  0  -!-  1/-  —  by=0. 


ou 


X u  =  0. 
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Ces  deux  équations  déliiiisseiit  deux  points  dont  l'un  est  l'origine  et  l'autre  a  pour  coordonnées 

_   <i^ _  a-h 

a'  -f-  -lab  cos  0  +  //^  ■  ■'  ~   a-+2«6cos0  4-62    ' 

3.  Les  droites  FD  et  AD  ont  respectivement  pour  équations 

— ^ ^  ^  =  0, 


X  —  /.  a  t. 

ou  hx  —  (u/  —  bl  —  0,  !ji.r  ^  lij  —  a^  =  0. 

Multiplions  la  première  par     —  [^,     la  deuxième   par    h   et  ajoutons-les  membre  à  membre  ;  nous 
éliminons  x  entre  les  deux  équations,  et  nous  formons  l'équation  de  la  parallèle  DE   à   OA, 
('*)  ,V(«H  -+-  b\)  4-  /7;jl(à  —  a)  =  0. 

Nous  aurons  le  lieu  du  point  E  en  éliminant  À  et  u.  entre  les  équations  (1),  (4)  et  celle  de  PO, 

\ix  H-  y.y  —  );jL  =  0. 
Remplaçons  d'abord  dans  l'équation  (4)  Xu  par  la  valeur     -j-x ->r  > y  ;     nous  avons  une  équation  du 
premier  degré  en  À  et  \x, 

[i.[bx  H-  ay  —  ab)  -^-  'Iblij  =  0, 
ou,  en  posant     bx  -+-  «y  —  ab  —  H, 

f'    '^  b).  -^  a[x  nh  n 

H    ~   —  i>b\j    ~   bn—  'iabu  ~    bti  —  ^aby    ~    Il  —  ^aij  ' 
nous  en  tirons 

<^/li  — 2fibu 


H  —  ï!aj/  H  —  tay 

et  nous  portons  ces  valeurs  dans  l'équation  de  P(j.  Nous  obtenons  ainsi 

—  labxy  aWy  ^r^bWy       _ 

H-  yr/y   ~*~    \\  —  'lny  "^   (11  —  l'a»/^    ^  ^'' 
OU,  successivement, 

(II  —  2ôx)(ll  -  2av) -h  :2rt/»n  =  0, 

\V-  —  ^\]{bx-Jr  ay)-^  \abxy  +  1ab\\  =  0, 

11-  —  -211(00:  -4-  ni/  —  ab)  -h  'labxy  =  0, 

M-  -  2H^ -i- 4a6x.i/  =  (I, 

OU  enfin 

ibx  -^  ay  —  iib  -  —  iabxy  =  0. 
On  reconnaît  ré(|ualion  de  la  parabole  tangente  en  A  et  R  aux  droites  OA  et  OH. 

4.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  le  centre  du  [)remior  lieu  avait  pour  coordonnées 

Si  la  droite  AR  passe  par  le  point  fixe  I1(j\,,  y„\  on  a     —  -i-  4^  —  1=0.     Remplaçons  dans  cette 

a  b 

relation  a  par   -— -  et  b  par  -^.    nous  obtenons  le  lieu  du  centre     -^-^ -+- -:t-^  —  1  =  0,     ou 

3.ry  —  ^2xyo  -  ^Xo  =  0. 
Celte  équation  représente  une  hyperbole  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  asymptotes  les  droites 

3x  —  2aro  =  0,  'Mj  —  2_Vo  =  0. 

Si  la  droite  AR  se  déplace  parallèlement  à  une  direction  donnée  ayant  pour  pente  le  nombre  m, 

b  11 

on  a =  m     et     -^  =  —  m.     Le  lieu  du  centre  est  une  droite  passant  par  l'origine. 

5.  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  l'ellipse 

{J)X  -h  oy  —  ab)-  —  ahxy  =  0 
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par  le  point  II  sont  à  l'intersection  de  la  conrbe  et  de  la  polaire  de  ce  point,  qui  a  pour  équation 

[fx  4-  axj  -  ah){bx,,  +  aij^  —  ah) —  (xy^  +  yx„)  =  0. 

Mais  on  a  /vr„  +  «y,,  —  cih  —  0,  donc  la  polaire  se  réduit  à  ^Uo-^U^,,  =  0.  Celte  polaire  est 
fixe,  indépendante  des  points  A  et  B,  donc  elle  constitue  le  lieu  cherché. 

Celle  droite  est  d'ailleurs  la  conjujinée  harmonique  de  011  par  rapport  à  OA  el  Or>. 

6.  Oulre  la  droite  OA,  il  existe  une  deuxième  tangente  à  l'ellipse  dont  le  point  de  contact  A,  est 
synriétrique  de  A  par  rapport  au  centre  m.  Les  coordonnées  du  point  A,  sont  donc  définies  par  les  équa- 
tions 

x-ha         ^la  y  îLb  a  \lj 

~2-  =  —'  ¥  =  X'  °"'  ^  =  T  '^  =  T- 

On  trouve  de  inôme  pour  les  coordonnées  du  point  15,,  point  de  contact  de   la  deuxième   tangente 

parallèle  à    OB,     x  =  -—,       y  =  —,       et  puur  celles  du  point  C,,  symétrique  de  C  p;ir  rappuil  au 

a  b 

centre,     ./•  ==  —        ?/  =  —  . 

Si  AB  se  déplace  parallèlement  à  une  direction  donnée,   ces  dillerents  points  se  déplacent  sur  des 

droites  passant  par  l'origine,  puisque  le  rapport   —  est  constant. 

a 

Si  AB  passe  par  un  point  lixe  II  (xq,   ?/„),  ces  points  décrivent  des  liyperboles  passant  parTorigine 

et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  OA  et  OB. 

Ainsi,  par  exemple,  le  lieu  du  point  Ai  a  pour  équation 

77^  H-  -TT^  —  1  —  U.  ou  'i.ru  —  4v„.c  —  XoV  =  0. 

Ci  i.\i:ii.à  itod. /. 

lionnes  solutions  par  MM.  Blaouii:iie-Vieii  ;  R.  Dontot  ;  C.h.  Guili.ermk  ;  (i.  Lacii,  à  Koiiez  ;  Pan!  Méhoxuin,  I5i«  d'iiifnnterie 
à  Lérouville  ;  l'ierre  Veug.sks,  collège  Stanislas;  G.  Foiciiv  ;  A.  Housskm  ;  L.  Simon. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX   ll.XAME.NS  <i|;M  X 
Arithmétique.    Algèbre    et    Trigonométrie    (M.    (iKRARi») 


r»'»'4G.  —  On  a  mesuré  les  (-(U.' s  d'un  rectan;.;le    a  —  lt')''">,    b  =  2J'">    à  l-"»  près.  Avec  quflie  .ipproMmalion  peut  on 
calculer  l'aire  du  rectangle  .'  l'aire  le  calcul  au  moyen  de  la  règle  à  laliiil. 

5447.  —  Développement  de    (x -+- a)\ 

5448.  —  Somme  des  carrés  des  n  |)remiers  nombres  entiers,   niiunnlnr  nuf     u\n  +   1)(2h   «-  1)    esl  dlTlsIble  p«r  6 

5449.  —  Somme  des  carrés  des  jj  premirrs  nomlircs  iiup.iirs. 
5^50.  —  Somme  des  cubes  dt*s  n  iircmicrs  nonilni's  cnlurs. 
5451  .  —  Ktudier  les  syslemes  : 

(i.c  -H  t>!i  -h  cz  =  il,  lu-  -h  by  -k-  c:  =  O.  .r  -♦-  v  •*•  s  =  1. 

a'x  ■+-  b'ii  ■+-  c'z  =  d',  a'.c  f-  b'y  -+  c'z  =  0.  s  ♦-  2y  -f  S:  =  J, 

o".r  -+-  b"\t  ^^  c'3  =  iV  ;  as.  -+-  fr'i/  -h  c'c  =  0  ;  2t  —  y  -+-*:=  À  ; 

h:  —  cj/  =  s. 

cj:—  n;  =  ?. 

(If/  —  6x  =  f. 
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5452.  —  Ktudier  les  séries  : 

n                                             n                                    n  -h  l  (0,2)" 

w»  =  — -  '                         v„  = )  ti„  = .  v„  =  — ^ — —  1  î/„  = 

3"                                          4" -+-3                                   3" +4  "         3n--hi 


4" 

3 
3" 

H' 

■  -+- 

4" 

?l 

-+-  1 

3" 
2 

'-h  4 

H  -^1 

in'  n'  -h  3"  2)i  -^  i  n-  4- 1  /  n=  +  1   \"  -' 

w„  =; >  n„  =  >  î<„  =  .  v„  = j  lu  ^  \  > 

i"  -t-  1  n^  -+-  4"  3h2  h-  4  3/i'  +  1  \   «^  -t-  4  / 

j^ 

-  ,  /  Tt  Jîr  Tt  /  1    \    "  ^'Q*  — 

M„  =  l— cos— .  «„=l— v/cos -,  ?<„=tg cos— ,  î/„  =    1 -I )      —1,     Un  =  e        " —i, 

CnsJ-  C05-  cos—  ,     1-(-n»-(-v/H-'l-  V'«  " 

w«— e       "— e,  Un  =  e      "—e      ",  h„  =  L ,  m„  ..    _ 


«^  H-  -+- 1                               v/'i^  H-  1 
1 
sin  — 

11+  \                                n-\-  \                                       n  sin  H.r                                     2h- 

"'■  =     ,  '  Un  =  —  ■  '  M„  =     ,  Un  =  — ; '  H„  =  sin 


n- 

-+-1 

sin  H.r 

»- 

-h  1 

n- 

cos  -^ — 

(/n'-i-l                             v/«^  +  1  v'h--)-1                              »- H-  1                                    »-+- 1 

2mt  2nu 

cos  — - —  sin v.^c  

nT.->n\                                      3  3                                           3                                        3hi:  -i-  4 

Un     —     COS    — ,  Un    =     -— ; ,  Un    =   ,  II,,     =      ,  Un     =    COS    

2)1-+- \                            4rt-(-l  4/1-1-1                                 n -f-  1                                        (iii-hl 

2n- 
sin  

3                                       ,        .N„            "  ^"                                                     J^"                                                     ■^" 

M"     =    ■        ,  ?<„    =    (—    1)"  ,_  ?/„    =   .  Un=     ••  lln    = 


Un  —  .r" 


\/u  -+-  1  ^u^  -h  1  H  -h  \  3n  -H  4  y/;,-  -1-  1 

n  -I-  1 


1  1 

545ÎÎ.  —  Calculer  à    —     près  :     p-'  :    e  ■ 

10 

±  1 

54i>4.  —  Calculer    r'  >      à    près. 

100     * 

5455.  —  Dérivées  dos  fonctions  suivantes: 


y  =  .1-  ^  ,  y  =  X  '  ,  y  =  .T  ■■  ,  y  =  .r  '  , 

L.r  X  ■+■  1 

y  =  {.i'  —  ix}\  y  =:  —-  .  y  -■- 


\'.r  ^ii.r-  -+-  bx  -h  c 

545G.  —  Trouver    la  relation  qui    existe   entre  les  racines  de  la  fonction     »/  =  —  et  celles  du  trinôme 

\/ax'  -+-  bx  -i-c 

lll.r  -(-  n 
ax- +  bx -+- c.     Mume  question  pour  la  fonction     y  =: 


v/«x'  -+-  bx  -+■  c 
h^tTil.  —  Dérivée  «''  de    y  =  x  sin  x  ;    i/  =  x-e-^. 

5458.  —  Dérivées  de    y  =  e     -,     //  =  cos  (3  arc  cos./). 

5459.  —  lorniule  des  accroissements  finis.  S'en  servir  pour  nriontrer  que    1.(1  +  x)    est  compris  entre  x  et 


x-f-  1 

5400.  —  Appliquer  la  formule  des  accroissements  finis  au  calcul  des  expressions    sin  31°  —  sin  30»  ;     tg45o  — tg4i'' 
Faire  aussi  le  calcul  avec  la  règle  à  calcul. 

5401.  —  Dérivées  de 

y  =  x-'\  !/  =  x      ,  y  =x^'  ,  y  =  x'-^,  y  —  x»!?^ 


y  —  (cos .?;)'"-'-,  y  =  (sin  x)  ''"  '  ,  y  =  (lgx)'-'«^  y  =  (tgx)*-'»''-". 

•me  des  fonctions  < 
5463.  —  Calculer  t/j  sachant  que 


5402.  —  Théorème  des  fonctions  composées.  L'appliquer  à    y  =  — ;-'     où  //  et  r  sont  des  fonctions  de  x. 


y'-  =  2p.r.  arc  tg  —  =  /;,  c''  —  e'  =  2, 

même  calcul  en  résolvant  par  rapport  à  y,   variation  de  »/, 

e"  —  ('-''  =  2x    (exprimer  en  fonction  de  x). 

54«)4.  —  Un  donne  l'équation    // -I- :;  =  e-"^-.     Calculer  les  dérivées  partielles  de  :  par  rapport  à  x  et  à  ;/. 

5465.  —  Théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes.  .Appliquer  aux  exemples  suivants  : 

f{x,  y,  z)  =  X-  -h  ?/-  -+  z-, 
{(x,y,z)-.=  xY-^z\ 

5466.  —  Différentielle  totale  de    arc  tg  — • 

X 

(2  \"' 
1 j        pour  //(  infini  ; 
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/  3///-t-4  \'"  /         X   y-  .  ^    ,    ,   ,  /  cos  X -4- cos  2jr  \cot;,'i. 

I  — -1    ,  (  cos  —  j    ,    pour  /M  infini;  (cos2x)'=oi^'^-^,  ( \  pour    x  =  U: 

(tg  j,.)  cos2x  ^  (tgx)tg2',  pour  x=4'  ^'  ^-^  pour  X  inûni. 

4  X- 

5468.  —  Limite  de  —  L  — quand   a   tend  vers  0;  niT^nne  question  pour  —  \:,a'x-ir  1  +  y/tTx»  ^  2a*jl. 

(i  Ax  a 

5469.  —  Variations  des  fonctions  suivantes  : 

■r'  -+-2  x^-h  3x»  -)-  3x  +  2  4x'  -+-  \  2x^  +  1 2./-  -t-  5  ùzl  e' 


■'            X-h\     ' 

""               X  -+- 1 

■  ' 

î/=  

X  -)-  1                 '                                '             ■           X   ' 

y  =  xe~ ,          !i  —  Lf 

\-^  X    \           1-1-  X- 

l—x  ]           2x 

• 

U\^x) 
'■'-     1-x 

1         ,         X                             L(  1  -  x/ 

t  -+-  ./•     '    1  -(-  X   ■           ■'               X 

y  =  *s 

Il  ~  (1  +x)  '■  , 

,'/ 

^ 

.r'-',           //  =  .1 

■•'-.!^           ?/  =  (tg.r)coier,           ,/  =  (Ln- -^ 

5470.  —  Maximum  du  produit    y  =  sinxsin3.x;. 

5471.  —  Maximum  du  produit  des  cosinus  des  angles  d'un  triangle  isocèle. 


5472.   —  Calculer 


«'■"  -I-  1 


5473.  —  Racines  carrées  de    i  —  1  ;    racines  carrées  de 


-i\iL-\,-^i 


5474.  —  Racines  cubiques  de  i;  de    1+t;    de    J  — 1  ;    de    !    de 

1  —  t 


l  —  fi 


5475.  —  Résoudre  les  équations    2x'  =  1  —  i  ;    ./'^  = 


v/2 

5476.  —  Décomposition  du  trinôme    ax-  ->- bx -+- c    en  facteurs  du  premier  degré. 

5477.  —  Décomposer    x'  —  x^  -i-  1     en  facteurs  du  second  degré  à  coefficients  réels. 

5478.  —  Décomposer  en  facteurs  le  polynôme    x*  —  x' -i- a-  —  x+  1. 

5479.  —  Résoudre  l'équation    .i;*  +  x'  -f- x' -f- x  +  1  ==  0    et  calculer  la  somme  des  carrés  des  racines. 

5480.  —  Résoudre  l'équation    x'  —  4x-  -i-  16  =  0.    Construire  géométriquement  les  racines. 

5481 .  —  Résoudre  les  équations    x"  —  1  =  0,    x'  -|-  1  =0. 

5482.  —  Résoudre  l'équation     (x -l-  1)'*  —  x^  —  1  =0.      Représentation   géométrique  des  racines  jmaginaii-es  de  celte 
équation.  Pourquoi  lune  des  racines  est-elle  le  carré  de  l'autre.'  Donner  une  raison  géométrique. 

5483.  —  Trouver  un  polynôme  /"(x)  du  troisième  degré  tel  ([ue     1 -+ /(.z,)    soit  divisible  par    (x  —  2r    et  que    2-i-f\i) 
soit  divisible  par    (x—  if. 

5484.  —  Trouver  un  polynôme  f{.r)  du  cin(iuii'me  degré  ttl  .iiic     I  -f-  f{x)     soit  divisible  par     '.r—  1)'     et     fx\—\ 
par    (x-4-1)'. 

5485    —  Condition  pour  que  l'équation    xM  px-  -f-  qx  -f-  r  =  0    ait  ses  racines  en  progression  géométrique. 

5486.  —  Equation  aux  carrés  des  dillérences  des  racines  de  l'équation     ,/^-hpx-f-  (/  =  0. 

5487.  —  Condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation    x' +  px -f- 7  =  U;    n,  b,  c   étant  les  racines,  quelle  rcl.ilion 
y  a-t-il  entre      X(o  —  <;)'     et    ^a-hby-,    en  supposant   que     p  =  — 6?—    Calculer  dans  la  même  hypothèse  le»  sommes 

t  1         1  a        b        h       c        c       a 

(i-         /)<         (-  b         a        c        h        it        c 

5488.  —  Tliéorème  de  Descartes;  appliquer  à  l'équation    x' -  5x -i- 5  =  0. 

5489.  —  Discuter  les  équations 

X'  —  1 2x  4-  7»  =  0,  4x:'  -  3x  -h  2m  =  0,  3x'  —  4x'  —  6x=  -f- 1  :'x  -I-  wi  =  0.  3x'  -»-  Ix*  -h  6x»  —  12*  H-  Bi  =  0, 

x«  —  t2x-  -I-  X  =  0,  4x'  -  21  X  —  <!)'  --.  0. 

5490.  —  U(!connailre  si  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  peut  cire  racine  d'une  équation  algébrique. 

5491.  — -  Décomposer  la  fraction    —^ on  éléments  simplf-;. 

5492.  —  Appliquer  la  méthode  d'approximation  de  Newton  aux  é«|uallons  : 

,i-  —  24  =  0,  .r"  —  70  —  0,  x'  —  '.tu  =  0,  r'    -  IfiS  =  0,  x'  —  263  - -  0. 

5493.  —  Kfudier  les  équations  2sin  .r  =  x  ;  e'  —  e  •  ~  ±r  : 

4  sin  ,(  —  tg  X  4-  2x  =  0    (nombre  des  racino»  entre  0  et  3tc), 

i  X'  .  Lx        . 

x-  r-T  cos  X,  ,/  '•  —  2  ros-  X  =  0,  cotg  X  (  cos  X  —  X  =  0,  — -f 2  =  0,  -—  —  k. 

5494.  —  lïésoudre  les  inégalités 

— 5£_tJ — >.,.,  sin  .r  .  8ln  3x  >  0,           2»iu*u^^  —  J»iiix -♦- 1  <0, 
x'  -+-  X  -+-  2 

C.  sin^  X  —  5  sin  X  ♦   I  >  0,  4  sin' x  —  5  sin  x  -  1  -^  0,           ■',...•.      3»ln*x-^   t       '^ 

i  sin'  .(■  —  9  sin»  x  I  6  sin  r  —  1  ^.  0.  4  sin'  r  +-  4  sin'  r  -  3  sin  .1                           2  »in  " 
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sin  3.r  >  sin  2.r,  cos  2.r  >  sin  x,  2  sin  J"  -+-  cos  i^  —  1  <  0,  sin  x  +  2  cos  x  >  2. 

5495.  —  .;■  étant  pris  comme  iufinimei.t  petit  prinripal,  trouver  l'ordre  infinitésimal  et  la  partie  principale  des  infini- 
ment petits  suivants  : 

1  —  cos  X,  1  —  cos  3x,  cos  ./■  —  cos  2x,  1  —  y'cos  X , 

\/l  -h  x  —  'J\  —  X,  v'i  +  X*  —  Vl  —  .ïV  v'cosx  —  v'cos  -Ix,  ^côsx  —  y  cos  3t, 

sin'-2x-i-  tg- 3j,  tg.r(cos  ,t  — cos  2j).  tga;— Vtg*2x,  esin.c_  .yf  _,_  j-^^ 


—    _^    ^■]r»  ^^   _i_     7> 

te^ — ,  cofg — '■ ,  L(l-4-x-),  I- cos  4j:, 

Ltgf-    +3.r),  2'f;^' +  y/côsx  —  2,  sin'^  x -4- L  cos  x,  c''""^~t-tg 


3r.  -l-x 


i—x 

54î>G.  —  Soit    //'  —.  j:-"  ;     calculer  celle  des  fonctions  prinnilives  qui  s'annule  poui-    .r  =  1  ;     limite  de  cette  l'onction 
quand  m  tend  vers     —  1 . 

5497.  —  Trouver  les  fonctions  primitives  des  fonctions  suivantes  : 

1,3,1  x-^-i 


2.r 

-X'   ' 

X' 

-t 

x^-hax' 

1 

x' 

- 1 

1 

{X' 

+  xy-  ' 

2x 

—  5 

\'x 

Il  =  ,  //  = ,  (/  =                                                  ,  

x[x  —  a)  '          X-  +  5.C  3x-  —  (IX 

x^                       ,              i  1 

X- —  {                             x-(.r  — 1)  x-[x—a) 

Il    =  — r; .-'  '/'  = '/    =  — T- '            '/    ~ 

X'-t-l                                       .;•'■' -1- X -I-  1  x'-H2xC0S  a— Slli-a 

^'                                ,               X  ,1 

y  —  —, T'  .'/  =  — : '  '/  =  -                                            V  = 

•ï'  +  l                             x'-+-l  ■'  v^x-x* 

X+  1                                                  1  X 


X--I-  ax 
1 

x'  -H  2.r  — 
1 

3 

x--h5 

1 

^JX{\  -  X) 
1 

v^x(l  —  X)  v^4x  —  ,/•-  v'-r(3  —  oxl  ■  v^x' -+- 2x  cos  a -I- 1 

x-t-  4 


'■=—='     "-v/^-     »=\/^ 


.r  —  (1 


5498.  —  Trouver  les  fonctions  primitives  des  fonctions  suivantes: 

y'  =  ■''e'-',  y'  —  ,  //   z=  ros^x,  »/'  =  cos' X  -  sinVr, 

e^^-f-3 

y'  =  tg  2r,  y'  =  tg  4x,  //'  =   — î .  »/'  =  tg'  .r, 


.'/'  =  tg'  ./•,  ,/'  = 


tOS    X 

cos  X  COS  ./■  ,  COS  r 


.'/   =  -T— ; : •  !l    = 


1-t-sin^x  sin-.r  — asinx  sin-'./-|- 3  cos- ./ 


V3sin-x  -i-cos'x 


. i , 1  ,  cos  .'•  ,  cos  X 

COS-  X  -^  2  sin-  ./■  '  ''  ~    3  sin»,/- -i- 4  cos- x  '  ''  ~   sin-./-  3  '^   ~ 

sin  X 

'/   =  —  ■ 

VCOS''  ./•  -f-  3 

5499.  —  Trouver  les  fonctions  //  de  la  variable  x  vérifiant  les  équations 

2.V  —  !/■  ...  _  .   /7/  — .'/-  ...  _  .    /  .'/'  -+-  2// 

2x  —  .x- 


//'  =  3//  +  4,  //■  =  ^ ■^.  !,■  =  y  /  d ■'  v'  =  V  /   •' 


5500.  — Trouver  Us  fonctions  //  (lui  sont  égales  à  leur  dérivée  seconde. 

5501.  —  On  considère  l'équation  ilifférentielle  i/"  ■+-,'/'  =  e  '.  Oue  devient  cette  équation  (juand  on  pose  //  =  ne-', 
u  étant  une  fonction  de  x  ?  Trouver  les  fonctions  u  (de  x),  telles  que    a    =  1  -t-  «'. 

5502.  —  Calculer  sinl"  avec  la  règle  à  calcul,  puis  au  moyen  d  un  développement  en  série.  Trouver  une  limite  supé- 
rieure de  l'erreur  commise,  si  dans  la  série  on  prend  les  deux  [iremiers  termes  seulement  et  .justifier  le  résultat.  Même 
question  avec  sin  2",  sin  15°,  sin  30". 

5503.  —  Calculer  cos  18°  et  sin  18°  avec  la  règle  à  calcul. 

5504.  —  Calculer  cos  18°  :  1°  par  la  série  ;  2°  par  la  règle  à  calcul  ;  3"  par  les  tables. 

1 

5505.  —  Calculer  avec  la   règle    arctg  — 


1  /  1   \ 

5500.  —  Calculer  sin   _-i  arc  sin  —  1. 


5507.  —  Soit    //  =  sin  —(arc  tg.c).  Tromer  la  relation  algébrique  entre  .r  et  >i . 

5508    —Calculer  tg  15°  directement,  puis  par  la  règle  à  calcul.  Calculer  tg  20°,  tg73°. 

a 

5509.  —  Calculer  cos-—  connaissant  tga.  Faire  le  calcul  avec  la  règle  là  calcul,  pour    tg  a  =  0,6. 

5510.  —  Calculer  cos  a  et  sin  a  en  fonction  des  lignes  de  l'arc  3(7. 

5511.  —  Calculer  sin  .r  en  fonction  de    tg  — ■    Appliquer  au    cas  où    —  =  30".     Expliquer   pourquoi,    étant   donné 
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sin  .'■,  on  trouve  (luatre  valeurs  pour    tg-p-    l'eut-on  résouilre  ré((uatioii  qui  (Jontie    tg  —    en  fonction  de  sin  i? 

5512.  —  On  con-idrre  le  cercle  trit;onométrique  et  on  rlivise  le  quadrant  AU  en  ii  parties  égales.  Des  points  de  division, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  OA    (Calculer  la  somme    lOP  des  distances  du  centre  aux  pieds  de  ces  {icrpendiculaires. 

5513.  —  Calculer  une  somme  de  cosinus  d'arcs  en  progression  aritliméti(|ue.   îtcprt-sentation  graphique  des  imaginaires 

g/'i,  e-'",  de  leur  somme     e'"+e^''';    de  la  somme     l-i-e'". 

5514.  —  Somme  des  cosinus  darcs  en  progression  aritlimôtique  de  raison    -^-  ;  somme  des  carrés  de  ces  cosinus 

u 

5515.  —  Uésoudre  l'inégalité    a  cos  x  -i-  b  sin  x  >  c. 
551G   —  Etudier  les  équations 

4  sin-  a;  —  3  sin  x  -H  4>,  =  0,  cos'  x  —  cos'  x  —  2  cos  x  -h  \  =  0. 

5517    —  Relations  entre  les  tangentes  des  angles  dun  triangle  ;  entre  les  tangentes  des  demi-angles. 

5518.  —  Uésoudre  un  triangle  connaissant  :  1°  les  angles  et  la  linuteur  h  relative  nu  côté  a;  2"  les  ancles  et  le  péri- 
mètre. (Kendre  calculable  par  logarithmes  la  somme  sin  A  -4-  sin  li  j-  sin  C)  ;  U»  un  coté,  l'angle  opposé  et  la  différence  des 
deux  autres  c'*)lés  (construction  géométrique  du  triangle);  4»  un  coté,  l'angle  opposé  et  sa  bissectrice:  5"  un  côté,  l'angle 
opposé  et  la  hauteur  issue  du  sommet  de  cet  angle. 

5510.  —  Mesure  de  la  hauteur  d'une  tour. 

5520.  —  Démontrer  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique.  En  déduire  Ig  —  Que  devient  la  for- 
mule obtenue  quand  le  rayon  de  la  sphère  augmente  indéfiniment  ? 

5521.  —  Dans  un  triangle  sphérique,  on  suppose    b  ~  c.     Calculer  sin  —    au  moyen  de  la  formule  fondamentale  .le 

la  trigonométrie  sphérique,  puis  démontrer  le  résultat  obtenu  directement.  Que  devient   ce  résull.it    lorsque  le  rayon  de  la 
sphère  augmente  indéfiniment? 

5522.  —  Dans  un  triangle  ABC,  on  a    AB  =  AC  =  20™.     On  a  di'terminé  langle    A  =  CO»    (à  1°  près).  Avec  quelle 

approximation  peut- on  calculer  BC? 

5523.  —  On  donne  une  droite  indéfinie  x'x  et  doux  points  A  et  B  projetés  sur  celle  droite  en  A  et  B'  ;  on  donne 
A'A  =  a,  B'B  —  b,  A'ii'  =  c.  M  est  un  point  variable  sur  cette  droite.  Limite  de  la  diilérence  .MA  -  MB  lorsipie  M 
s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite. 

5524.  —  On  considère  un  angle  droit  xOji  \  sur  l'un  des  cùtés  O.f.  deux  points  fixes  A  et  B  (OA  =  u,  OB  =  b)  ;  sur 
l'autre  0//,  un  point  variable  .M(//  =  OM).  Trouver  le  maxiuuuu  de  l'angle  A.MB.  Calculer  cet  angle  pour  a  =  lOO», 
b  =  101"',     y  =  lUÛ'". 


Géométrie  analytique  et  mécanique  (M.  JAiti.n.\>M  . 
GcoDiétrie  analijliijuc. 

5525.  —  Construire  les  lonnucurs    ./:  —  V/ •     x  =  ^rt*  -t-  b*. 

>      a-  —  b- 

5526.  —  Que  représente  l'expression    ya''^~Fr'!    luiis  l'expression    v/ —  "•'    Construire  cette  dernière  longueur. 

>     a'  -«-  6* 

5527.  —  Les  hauteurs  d'un  triangle  sont  concourantes.  (Partir  des  l'quations  des  rôles  du  triangle  ) 

5528.  —  Que  représente  une  équation  îiomogène  et  du  second  degré  entre  x  el  //  ?  Condition  d'orlliogonaltlé  des  deux 
droites  ;  é(|ualion  des  bissectrices. 

552tK  —  Condition  pour  (|u  une  é(|ualioii  du  sicond  degré  représente  tieux  ilrniles. 

5530.  —  Mener  à  la  courbe    .i-   i   y-  —  H-       0     les  tangentes  de  direclion  m. 

5531.  —  Tangentes  coMimunes  à  deux  cercles. 

5532.  —  Construire  les  courbes 


1     ,./•'•  —  »  r'  -i-  v^.r'  -W  '   I  .    /      y 

^'  =  7    Vttt'      '"= — F^Ti — •  \  ;;r3T' 


»533.    ■    Coiislriiirc  les  courbes 

t  Ml  /  M 


.'/  -  — r: —  ;         •*'      -:; — r'  .'/  - 


<'  —  I  (-  («  —  1  •'       /'  -  31  ♦ -::  t 

5534.  —  Construire  la  courbe    .r'   f-  2//'  ♦-  xij  —  4j:  H-  3^/  =  0. 

5535.  -  TangtMiles  à  l'origine  dans  la  courbe    x' -H //' -♦- *•//* -t- j'i/ —  ÏXJ/' -♦- ;/ 

5530.   —  Asymplule  par.ill.de  .'i  O»/  dan-  la  courbe     ,»/'(•*"  -  ')   ♦  î/*-*  —  J/J:*  ♦- X'  =^  L>.     l'iacor  I,»  çourl>e   |»«r  ni|«|M>rt  » 
l'asymptote. 
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5537.  —  Asymptotes  de  la  courbe    j'  -y^'  +  xu—x  —  //  =  0. 

5538.  —  Recherche  des  asymptotes  de  la  courbe    x^  —  2.x-//  4-  if  -+-  /;-  —  //-  —  3.f  =  0. 

1        1 

5539.  —  Résoudre  l'inégalité 3  >  0. 

5540.  —  Courbe  pour  laquelle  la  sous-normale  est  proportionnelle  à  l'abscisse. 

5541.  —  Courbe  pour  laquelle  la  somme  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  est  constante. 
5542    —  Rayon  de  courbure.  Le  calculer  pour  la  courbe    //  =  .z- +  j;',    à  l'origine. 

5543.  —  Rayon  de  courbure  à  l'origine  pour  la  courbe    .'/'-  =  ^V-i-  "H  î^'- 

5544.  —  Trouver  un  point  sur  la  parabole    //-  =  2par,    tel  que   le  centre  de  courbure  correspondant  à  ce  point  soit 
également  situé  sur  la  parabole. 

5545.  —  Centre  de  courbure  de  la  courbe    if  —  x^  —  2.r  -i-  //  =  0    au  point    x  —  -2,    y  =  0. 

5540.  —  Centre  de  courbure  de  la  courbe    x  =  '    .'/  =     ,       -    -'ii  pouit     i  —  —  \. 

5547.  —  Equation  d'un  cercle  en  coordonnées  polaires;  condition  pour  qu'un  cercle  passe  par  le  pôle. 

5548.  _  Construire  les  courbes  : 

t^' oj  cos  oj  4- sin '.<  sin-  o)  ^  sin  m 

?=.sino<  +-tg.o,  ?=    i_2sm../  '=        1-tgo.  ^  "   1  -  2  sin  <.  '  '-  T' 


cos  (.)   — 

3 


(asymptotes). 


1  —  3  cos  OJ        ■"     '  '  1  — sinw  l-(-tgui 

5541).    -  Cissoïde  droite,  équation  et  construction  de  la  courbe. 

5550    —  Equation  d'une  droite  en  coordonnées  polaires.  Qu'appidle-t-on  conchoïde  de  droite?  Construire  celte  courbe 
b 

d'après  l'équation     o  =^  a-* • 

■  ^  '  cos  '•> 

5551.  —  Conchoïde  de  cercle  ;  construction  d'un  point  et  de  la  tangente  en  ce  point.  Equation. 

5552.  —  Mener  .à  la  courbe    p  =  ces' w    des  tangentes  de  direction  donnée. 

5553.  -  Axes  des  coniques    x-  +  3//-  -  nj  -t-  2i:  —  3//  _  i  =  0,    ./*-  -f  9//=  —  Cr//  -t-7./-  -  4j/  —  1  =0. 

5554 .  —  Réduire  les  équations    .r'  +  4//^  —  3.r//  —  1  =  0,     x^  -^  Xnj  —  >f  +-  4x  -f-  //  —  1  =0. 

5555.  —  Foyers  de  l'ellipse    a;" -4- 2//' —  1  =  0;    calculer  l'excentriiité. 
5500.  —  Foyers  de  l'hyperbole    ./•.'/  — x  —  y  =0. 

5557.  —  Mener  d'un  point  donné  une  tangente  à  la  couibo    .///  —  1  =  0. 

5558.  —  Mener  d'un  point  une  normale  .a  la  courbe    x-  —  //'-  —  (t-  —  0. 

5550.  —  Une  ellipse  étant  définie  par  ses  deux  axes,  on  en  donne  un  di.imclre.  Construire  géométri(|ucinent  le  dia- 
mèti-e  conjugué, 

T"  '/■ 

5500    —  Trouver  sur  l'ellipse     - —  ~^ 1=0     le  point  on  la   tangente  f.iit  un  angle  aigu  a  avec   la    droite   qui 

u^         b' 

joint  le  point  de  conlact  au  contre. 

55(;i.  _  Polaire  d'un  point  par  rapport  à  ime  conitiun.  Lieu  de  ce  point  lorsque  la  polaire  passe  par  un  point  ù\e  ; 

dans  quel  sens  le  point  décrit-il  son  lieu  quand  la  polaire  tourne  constamment  dans  le  même  sens? 

5502.  —  Condition  pour  que  la  droite    y  =  mx  -h  k    soit  normale  à  la  parabole     //"  =  2/j.r. 

5503.  —  Exprimer  qu'une  droite  est  asymptote  aune  conique, 

5504.  —  Intersection  de  deux  coniques.  Cas  où  les  deux  coniques  ont  une  asymptote  commune,  soit  Ox. 

5505.  —  Condition  pour  que  les  quatre  points  communs  à  deux  coniques  soient  sur  un  même  cercle. 

5500.   —  Equation  générale   des  coniques  tangentes  à   deux  droites  données  en  deux  points  donnés;  lieu  îles  centres 
de  ces  conitiues  ;  trouver  les  paraboles  du  faisceau. 

5507.  —  Hyperbole  équilatère  passant  par  quatre  points. 

5508.  —   Équation  générale  des  coni((ues    passant  par   quatre  points  donnés.  On   prend  le   pôle  d'une   droite  l)  par 
rapport  à  chacune  des  coniques  du  faisceau  :  lieu  de  ce  point. 

x         II         z         X  y  z 

5509.  —  Bissectrice  de  l'angle  des  deux  droites     —  =  —  =  — -      -—  =  —-=:  — -• 

a         h         c         a  b  c 

5570.  —  Angle  de  la  droite    .t  =  3:  -+-  i,     //  =  2;  —  4    avec  le  plan    3,c  -i-  4//  —  ."i;  -i-  1  =  0. 

r         y  z 

5571 .  —  Par  la  droite    ./■  —  //  =  0,    x  +  //  —  ;  =  0,     mener  un  plan  faisant  l'angle  a  avec  la  droite      —  =  —  =  —  • 

5572.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  donné. 

X  u  Z 

5573.  —  Distance  du  i>oint  Xa,  //o.  Za  à  la  droite     —  =  -^  =  —  • 

y  :.  -1 


5574.  —  Distance  du  point  I,     —  1,      r  2    ii  la  droite     — 
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5575.  —  Distance  d'un  point  à  la  droite    j;  =  a;  -t-  A,    y  =  6s  -f-  /,-. 

5570.  —  Distance  du  point  (3,    —1,    2)  à  la  droite    x  +  y  —  z^O,    2x  —  y-i-3z—l  =  Q. 

5577.  —  Distance  de  l'axe  Ox  h  la  droite    x  —  y  —  1^0,    //  +  :  —  2  =  0. 

2; \  1/  3  ^  "I-  4 

5578.  —  Distance  de  Os  à  la  droite = =  -^:^— 

2  1  4 

5579.  —  Perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  :     \^  ~y  ~    >  '^-^  .'/—  1  =  0, 

/  ?/  —  2  —  1  =  0  ;     //  -I-  r  =  0 . 

5580.  —  Rayon  de  la  seclion  de  la  sphère    x^  -h  y-  -+-  z^  —  4.r  -f-  2y  =  0    par  le  plan    x  —  y  —  Iz  =0.     Coordonnées 
du  pôle  de  ce  pian.  Longueur  du  petit  axu  de  Tellipse,  projection  de  la  section  sur  le  plan  des  xy. 

5581.  —  Condition  d'orthogonalité  de  deux  sphères. 

5582.  —  Tangente  à  l'origine  pour  la  courbe    x-  +  .?/'  —  x  ^  0,    x  —  y  —  z  ^  0. 

5583.  —  Plan  osculateur  à  une  courbe  gauche  en  un  point;  montrer  qu'il  traverse  la  courbe  en  ce  point. 

5584.  —  Normale  principale  à  la  courbe  gauche    xy  —  x  -+-  y  =  0,    x:  —  y  —  .r  —  ;  =  n,    ;')  l'origine  des  coordonnées. 

5585.  —  Equation  d'un  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  l'origine,  pour  axe  la  droite     —  =  —  =  ^     et  pour 

Il  h  c 

angle  gcnénateur  a. 

X  IJ 

5586.  —  Equation  d'un  cylindre  de  révolution  d'axe     —  =  -^  =  -^ —    et  île  rayon  3. 

5587.  —  Equation   du  cône  qui  a  pour  sommet   l'origine   et  pour  directrice  la  courbe    x' +y'- -h  z- —  2€U- =  0 

a;  +  ?/-+-;-  2a. 

5588.  —  Cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  circonscrit  à  la  sphère    x'  -+-»/'-+-  s-  —  iz  -h  i  =  0. 

5589.  —  Cône  de  sommet  1,2,  3,  circonscrit  à  la  surface    xy  —  :  =0 

5590.  —  Cylindre  de  direction  a,  fi,  y  circonscrit  à  la  surface    x^  -f  //'  —  :-  —  «'  =  0.     Est-il  possible  de  choisir  a.  ?,  * 
de  façon  que  le  cylindre  soit  de  révolution  ? 

5591.  —  Cylindre  de  direction  3,  1,  2  circonscrit  à  la  surface    xy  +  .i:z  -f-  yz  —  1  =  0. 

5592.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  parallèle  au  plan  xOy,  s'appuyantsur  Os  et  sur  la  droite    x  =  a,    »/ =  rn:. 

5593.  —  Surface  engendrée  par  la  droite    x  =  a,    y  =  mz    en  tournant  autour  de  Us. 

5594.  —  Equation  de  la  surface  engendrée  par  la  courbe    x^  +  .*/-  -t-  s-—  l  =  0,    x  —  y  —  0.    en  tournant  autour  Je 
la  droite    x  —  0,    y  —  s  =  0. 

5595.  —  Contour  apparent  sur  le  pian  des  xy  d'une  quadri(|ue 

x'--h  y^-h  s-  —  iyz  —  i  —  0  :  x-  -t-  y-  -(-s-  —  2js  +  iyz  —  ./•  -t-  y  =  0 . 

5596.  —  Que  représente  l'équation    xy  —  3  =  0?    Trouver  l'axe  de  cette  quadrique. 

5597.  —  Directions  principales  de  la  quadri([ue    x-  —  y-  -h  z^  —  ixz  =:  0. 

5598.  —  Directions  principales  de  la  quadrique    .//-  —  z''  -f- 2x7  —  2xz  —1=0. 

5599.  —  Héduire  les  équations 

./•-  -+-  y'  —  iyz  -(-  2r  -  3//  =  0,  2j;'  -t-  2y-  +  3:'  -+-  4x  -f-  5»/  —  1  =  0. 

5600.  —  Mener  par  le  point  (1,  3,  5)  les  plans  tangents  à  la  ijuadriquo    x-  -h  //'  -h  z-  —  xy  =■  0 . 

5601.  —  Mener  à  la  surface    x-  -+■  ,'/'  —  s'  —  xy  =  0    un  plan  tangent  parallèle  à  la  direction  1.    —  1 ,    2. 

5602.  —  Mener  par  la  droite    •/•  —  //  -f  i  =  0,    2j:  -+-  3  —  3  =  0     un  plan  tangent  à  la  quadrique 

X-  +  .//'  -•-  s-  —  4:  -H  3  =  Il . 

5603.  —  Mener  à  un  ellipsoïde  un  plan  langent  parallèle  à  un  plan  donné. 

5601.  —  Lieu  des  sommets  des  trièdres  trireclangles  dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  l'elllpsoide 

.*•■•'        //»        s' 

II-        b-        t' 

5605.  —  Sections  circulaires  de  l'ellipsoido. 

.r*        1/'        î» 

5()06.  —  Trouver  des  sections  de  l'ellipsoide        .- "•" -i — ' •    ~  0    ciui  se  projettent  suivant  de»  cercles  sur  le 

d'         b'        c- 

plan  </():. 

5607.  —  Mtjner  à  la  (|n,iiiri(|U('    .r'   t   //'^  —  Z^  —  o'  =  ^     un  plan  langrnl  perpcndirulaire  à  l.i  droite 

*  r 

560S.  —  Sommets  de  la  section  de  la  (|uadri(iue    x*  —  ;/■*  h-  2'  -  -  1  =0    par  le  plan 

56()9    —  Sellions  d(!  l'Iiyperboloide    .i'\y''—z'  —  n''  =  0    par  les  plans    x  —  n  »    <   . 

Il  z  T*        »/•         :• 

5610.  —    l'ar  la  génératrice    x  ~  a,     -  •  =  — •     dr   Ihyperboloide     — 7  "t^  TT  ~   T  ""  '  —  •*»    mener  un  plan  qui 

déternilnc  une  seconde  génératrice  iierpendirulaire  à  la  première. 

561 1.  —  Sortions  circulaires  du  parabololde    .r'  -+  3»/'  —  ;  =  0. 

5612. -^  Mener  par  la  droite       ~''"     ^-^^1^=   " —    un  plan  qui  détermine  dans  l.«  >urf.iC' 

une  hyperbole  équilalère. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


5613.  —  l)i;iiiiètres  dans  le  pnraboloïde 


X- 


2;  =  0. 

P  (I 

5614.  —  Foyer  de  la  parabole    3U  —  ;  ;=  0,    x  -^  tj  —  1  =^  0. 

561Û.  —  Placer  sur  la  surface    .r^  —  //^  —  2az  =  0    des  dioites  parallèles  au  plan    2x -h  y  —  z  =  0. 
561G.  —  Intersection  d'un  paraboloide  hyperbolique  et  d'un  plan  passant  par  une  génératrice  rectiligne  de  ce  parabo- 
loide. 

5617.  —  .Mener  du  point    x  ^^  a,     >/  =  />,     :  =  0     une  normale  à  la  quadrique    x-  —  y-  —  2/?:  =  0. 
5618    —  Que  représente   l'équation    l'Q  +  QK  h- RP  —  1  =  0,     les  trois  plans    P  =  0,    U  =  0,     W  =0    formant  un 
trièdre? 


5611). 


Mécani(jiie. 
Etudier  les  mouvements  rectilignes  définis  par  les  équations  suivantes  : 


X  =  a  ch  w<. 


5620.  —  Mouvement  rectiligne  d'accélération  constante. 

5621 .  —  Mouvement  rectiligne  défini  par  l'équation    y  =  »/o-  —  v'^, 
le  produit  ? 

5622.  —  Composition  de  trois  mouvements  vibratoires  parallèles  : 

Xi  =  a  sin  (o4  -t-  a),  Xî  =  b  sin  (mI  -+  ^i, 

562'î.   —  Rtu  lier  le  mouvement  défini  par  les  équations    x  =  cos  ojj,     //  =  cos  2tot 

1 
5624.  —  Mouvement  défini  par  les  équations    x  =  al,    y  =  bl_.    Z  =  y  <"''• 


nature  de  ce  moiivement:  quelle  e^t  la  force  qui 
x^  ^  c  sin  (ut  +  •')• 


5625. 


Etudier  le  mouvement    .r  =  asina)<,    y  =  «  sin  (  wj -<- —  j,     ;  =  u  sin  ( -.W  ^  -^  ).     Trajectoire. 


5626.  —  Mouvement  circulaire.  Composantes  du  vecteur  vitesse  suivant  Ux  et  ()//. 

5627.  —  L'iiodograplie  d'un  mouvement  étant  donné  par  les  équations    x  =  a  costo/,     y  ^=  a  sin  mI.     z  =  /',    trouver 
la  loi  du  mouvement  ;  quelle  est  la  force  qui  produit  le  mouvement  ? 

5628.  —  Définition  et  expression  de  l'accélération  tangenlielle  dans  un  mouvement  curviligne.  Qu'arrive-t-il  si  l'accé- 
léralion  fangentieile  est  proportionnelle  au  vecteur  vitesse  .'  I.a  trajectoire  étant  circulaire,  que  serait  l'accélération  normale? 

5629.  —  Projections  sur  trois  a\cs  de  coordonnées  rectangulaires  de  l'accélération  normale  d'un  mouvement  curviligne. 

5630.  —  Un  point  M  est    mobile  dans  un  plan,  de  telle  façon  (|ue  ses  distances  à  deux  points  fixes  \    et    l>  du  plan 
soient  données  par  les  formules    MA  =  a  sin  w/,     MB  =  a  cos  u^     Trajectoire  du  point  M  ;  loi  du  mouvement. 

5631.  —  Mouvement  autour  d'un  axe  fixe.  Composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération. 

5632.  —  Mouvement  d'un  projectile  pesant  ;  lieu  du  sommet  de  la   trajectoire  lorsque  l'angle   a   sous  lequel  est  lancé 
le  projectile  varie,  la  vitesse  initiale  ro  étant  donnée. 

5633.  —  Mouvement  produit  par  l'attraction   ou  la  répulsion  de  plusieurs  centres  fixes  et  proportionnelle  à  la  distance. 

5634.  —  Enoncer  les  lois  de  Kepler.  En  déduire  la  loi  de  Newton. 

5635    —  Mouvement  d'un  point  de  masse  1,  sous  l'action  d'une  force  centrale    F  ^ 

,.1         ,.j 

5636.  —  Travail  d  une  force  ;  ras  particulier  d'une  force  tangente  à  la  trajectoire  et  constante  en  grandeur. 

5637.  —  Lignes  de  force.  On  considère  le  champ  défini  par  les  équations     .\  =  ./■,    Y  :=  //,    Z  ^  g- 
Projections  des  lignes  de  force  sur  le  plan  des  xy.  Nature  de  la  force. 

(.1  auivre.) 


QLESTIOiNS  PROPOSEES 


1986.  —  On  considère  trois  cercles  de  rayon  i)'"',  dont  les  centres  sont  les  sommets  d'un  triangle  de 
côtes:  6'"',  '""  cl  S*^"".  Quelle  est  l'aire  du  triangle  curviligne  commun  à  ces  trois  cercles? 

A.  Sai.nte-L.aguk. 

1987.  Clii  ((insidère  un  (■crclc  de  ccnlrc  0.  i\r{\\  dianièlres  irctangulaircs  O.-',  0.y  cl  un  iM)irit  M  de  ce 
ccnlc.  Du  |M»inl  M  on  aliaissc  la  periicndiculairc  MP  sur  O.r  et  du  jxtint  P  on  abaisse  la  ix'rpendiciilairc  PQ 
sui-  O.M.  A  narlir  du  poinl  O,  on  porte  sur  ()//  et  dans  le  sens  0//,  une  longueur  OU  =  OQ  ;  par  le  point 
H  on  mène  la  paiallcle  HS  a  O.M.    Envclopix'  de  celte  di'oile    HS  lorsque  le  point    .M  décrit  le  cercle. 

Louis  Sire,  à  I.yon. 


BAR-m-DDC.    —  IMP.    COMTE- JACQUET. 
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ilVUE    DE    MATHEMATIQUES   SPECIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR  LE  RAYON  DE  COURRURE  D'UNE  CONIQUE 

par  M.  Louis  Sire. 


1 .  —  Nous  énonçons  le  théorème  connu  : 

Le  produit  dps  rayons  de  courbure  m  deux  joints  correspondants  d'une  courbe  et  de  sa  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  un  cercle  est  inversement  proportionnel  au  cube  du  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  en 
un  point  d'une  des  courbes  avec  le  ragon  vecteur  joignant  le  point  de  contact  au  centre  du  cercle. 

2.  —  La  polaire  réciproque  d'une  coniciue  par  rapport  à  un  de  ses  foyers  étant  un  cercle,  duus 
avons  le  théorème  connu  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  inversement  proportionnel  au  cube  du  sinus  de 
l'angle  de  la  tangente  à  la  conique,  avec  le  rayon  vecteur  qui  joint  le  point  de  contact  au  foyer  de  la  conique. 

Il  résulle  de  ce  dernier  théorème  que  : 

Les  tangentes  issues  d'un  point  de  l'axe  non  focal  d'une  coniijue  font  des  angles  égaux  avec  les  rayons 
vecteurs  joignant  un  des  foyers  aux  points  de  contact. 

La  tangente  en  un  point  d'une  conique  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs  joignant  le  point 
de  contact  aux  foyers  de  la  conique . 

3.  —  Considérons  la  conique  (C'j,  polaire  réciproque  d'une  conique  (C)  par  rapport  a  un  cercle 
(juelconque  0.  Soient  A  et  a  deux  points  correspondants  des  coniques  (C)  et  (C),  m  un  point  quel- 
conque du  plan,  A  sa  polaire  par  rapport  à  la  conique  (C).   Le  rayon  de  courbure  de  la  conique  ^C)  au 

point  a  a  nric  expression  de  la  forme     }'  —  /•  (  77  )  '     ''  élanl  la  distance  du  point  a  à  la  droite  A  »^l 

H  la  distance  du  {)oint  m  h  la  tangente  en  a  h  la  conique  (C  ). 

Nous  en  déduisons,  pour  le  rayon  de  courbure  p  de  la  conique  [('.)  au  point  A,  l'expression 

lismcp 

Soient  t>,  c  les  points  de  rencontre  de  la  dndle  A  avec  la  conique  (C)  ;  H  et  (!  les  points  corres- 
pondants de  la  coni(|uc  (C).  I^e  triangle  abc,  inscrit  dans  lu  coni(|ue  (C),  est  le  triangle  polaire  réci- 
protpie,  par  rapport  au  cercle  0,  du  triangle  circonscrit  ;\  la  ooni([ue  {('.k  aux  soniiuols  du  triangle 
ABC,  et  récipro(iuenuMil  ;  par  suiL(>,  nous  [)ouvons  énoncer  le  (héorùme  suivant  : 

Al?  rayon  de  courbure  en  l'un  des  sommets  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conitjur  etl  proportionnel  au 
cube  de  la  hauteur  relative  au  côte  correspondant  du  triangle  polaire  réciproque  par  rapport  d  un  cercle  et 
inversement  proportionnel  au  cube  de  la  hauteur  relative  au  côté  correspondant  du  triangle  polaire  récipro- 
que (lu  triangle  circonscrit  à  la  conique  aux  sommets  du  premier,  et  au  cube  du  sinus  de  t'amjle  de  la  dm- 
aenlr  à  la  conique,  avec  le  rayon  vecteur  joignant  le  point  de  contact  au  centre  du  cercle. 
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Il  résulte  de  ce  théorème  que  si  les  points    H    et   C    décrivent  la  conique    (Cl,    le  rapport  —  reste 

II 


constant. 

Le  rapport 


est  le  même  pour  tous  les  triangles  inscrits  dans  un  cercle. 


h  sin  9 
Désignons  par  pi  et  oj  les  rayons  de  courbure  de  la  conique  (Cj  aux  point»  H  et  C  ;  nous  aurons 


c'est-à-dire 


_  ,/II.H..H,  \^ 


1 


^sin  cp  sin  91  sm  ^2) 


=  "  ïïa 


1 


'  sm  C5  siii  ^,  SU)  - 


Le  produit  des  rayons  de  courbuie  aux  trois  sommets  d'un  Irianyle  inscrit  dans  une  conique  est  propur- 
tionnel  à  la  sixième  puissance  du  rapport  des  surfaces  des  triangles  polaires  récijiroqut's,  par  rapport  à  un 
cercle,  de  ce  triangle  et  du  trianfjle  circonscrit  à  la  conique  aut  sommets  de  celui-ci,  et  inversement  propor- 
iiotinel  au  cube  du  rapport  des  rayons  des  cercles  circonscrits  à  ces  trianyles  polaires  réciproques  et  au  cube 
du  produit  des  sinus  des  anyles  des  tangentes  à  la  conique  avec  les  rayons  vecteurs  joignant  les  points  de 
contact  au  centre  du  cercle. 

4.  Si  le  cercle  0  est  le  cercle  conjugué  au  triangle  AHC,  nous  voyons  que  : 

Le  rayon  de  courbure  en  l'un  des  sommets  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  est  pivportionnel  au 
cube  de  la  lianteur  correspondante  de  ce  triangle  et  inversement  proportionnel  au  cube  de  la  hauteur  ixla- 
tive  au  côté  correspondant  du  triangle  polaire  réciproque  du  triangle  circonscrit  à  la  conique  aur  sommets 
du  premier,  par  rapport  au  cercle  conjugué  à  ce  dernier  triangle  et  au  cube  du  s'nus  de  l'angle  de  la  tan- 
geile  à    la    conique  avec  le  rayon  vecteur  joignant  le  point  de  rontari  à  Vorthn'-rntre  du  Irianijlc. 

5.  11  résulte,  également,  du  théorème  3  (luo  : 

Le  riujon  de  courbure  en  l'un  des  sommets  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  eut  proportioiini^i  nu 
cube  de  la  hnuti-ur  relative  au  côté  correspondant  du  trinngle  polaire  réciproque  par  rapport  à  un  cercle  et 

inversement  proportionnel  à  la  puissar^ce  —  du  jno'luit  drs  dislnnces  du  pôle  de  la  tangente  ou  point 
considéré,  aux  deux  côtés  du  trianqle  polaire  réciproque  qui  ne  contiennrnt  pas  ce  pôle  et  au  cube  du  sinus 
de  l'angle  de  la  tangente  ci  li  conique  avec  le  rayon  vecteur  joignant  le  point  de  contact  an  centre  du  cercle. 

\  \  sniere.) 
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1939.  -     Montrer  (/a'il  existe  une  infinité  de  cubiques  circulaires  piassant  pur  1rs  soininris  d'an   trian 
gle,  l'orthocenlre  et  les  pieds  des  hauteurs. 

Trouver  le  lieu  du  foyer  singulier  de  chacune  dr  ces  cubiques,  l'enveloppe  de  l'asymptote  réelle  et  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  celle  droite  avec  la  cubique  correspondant''. 

Montrer  que,  pour  chacune  de  ces  cubiques,  les  tangoites  aux  sommets  du  triangle  sont  parallèles,  celles 
aux  pieds  des  hauteurs  concourantes  et  trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  dernières. 

ï^oil  le  liiangle  AHC;  nous  prendrons  comme  axes  de  coordonnées  le  côté  BC  de  ce  triangle  et  la 
hauteur  correspondante  AO,  et  nous  désignerons  par  b  c[  c  les  abscisses  des 
points  D  et  C,  et  par  "  Tordonnée  du  point  A. 

L<î  cercle  décrit  sur  BC  comme  diamètre  et  la  droite  AO  constituent  une 
cubique  circulaire  passant  par  les  sept  points  envisagés,  et  l'équation  de  celte 
cubique  est 

fix,  y)  =  [{x  —  b)[x  —  c)  -H  y-]x  ; 

de  même,  nous  obtenons  une  seconde  cubique  circulaire  en  associant  la  hauteur 


GÉOMÊTRll!:  ANALYTIQUE  3(î3 


BU  au  cercle  décrit  sur  AG  comme  diarnèlre 

f\{^^  y)  =  W-^'  —  0  -+- y{y—a)lct^  —  «y  —  ôc]  =  o. 

Il  en  résulte  que  l'équation  générale  des  cubiques  considérées  sera     V(^5  î/)  + Ai(^5  V)  =  ^5     ou 

lx[x'^  -+■  y'^  —  [à  -+-  c)x  -+-  hc]  -h  [x-  -+-  y-  —  ex  —  ay][cx  —  ay  —  bc    =  0, 
X  étant  un  paramètre  quelconque. 
Celle  équation  peut  s'écrire 

(a,.2  4_  y^-\\{l  4_  c).r  —  ay]  -  (À  +  c){h  -+-  c)x-  -i-  (a*  —  bc)y''  -f-  bc[{l  H-  c)x  -+-  ay]  =  0, 
ou  encore,  en  posant    À  h-  c  =  ara, 

F(j',  1/)  ^  (x^  +  y^){mx  —  y]  —  vi[b  +  c)x--  H îy-  h-  /^c(?»x  -f- J/)  =  U. 

1.  Tangentes  aux  sommets  du  triangle.  —  Nous  avons 

a^  —  bc 
Fj  =  ^x[mx  —  y) -\- ni{x- +  y'^)  —  2m[b  -^  c)x  -[-  bcm,     K^  =  2y(mx  —  y)  —  (x--  +  ?/^)-i-2 y  -r-bc; 

en  y  remplaçant  successivement  x  et  y  par  les  coordonnées  des  sommets  du  triangle,  on  vériûe  aisé- 
ment que  le  rapport -f      prend  la  môme  valeur  m.  On  en  conclut  que  les  tangentes  aux  sommets 

du  triangle  sont  parallèles  à  l'asymptote  réelle. 

2.  Tangentes  aux  pieds  des  hauteurs.  —  La  tangente  au  point  0  a  pour  équation     y  -+-  mx  =  0. 
Considérons  maintenant  la  tangcnle  au  point  D  ;  ce  point  est  l'intersection  du  cùté  AC  et  de  la 

X  11  11  c 

hauteur  I3D.  Les  équations  de  ces  droites  sont \- 1=0,    — ■ — -  =  —  :     en  les  résolvant, 

c         a  X  —  b  a 

,.             ,                I         '       j          -,    1,                  ^('^^  +  ^^)                  f'^"(c  —  à) 
nous  obtenons  les  coordonnées  du  pomt  D,     xq  = ; >     Vd  =  — ^ 

Par  suite,  la  tangente  en  ce  point  a  pour  équation     xF^o  -+-  yVy^  -+-  F-'^  =  0. 
Un  calcul  facile  donne 

c(c  -  b){a' -^  bc)   ,     ^,        -A       a     -,  t.-  c{c  —  b)(a^  +  bc)  ^  ,        ,       ^ 

[a-  -f-  c-y 
II  en  résulte  que  l'équation  de  la  tangente  au  point  D  peut  s'écrire 

x[m{a'  —  c^)  —  2a6']  -i--  ^/(a^  —  c-  -+-  'imttc)  +  c  —  vi{a'-  —  bc)  -^  a^b-i-  c]  ]  —  0. 
Celle  de  la  tangente  au  point  E  s'en  déduit  en  permutant  b  et  c  : 

x[m{a-  —  b'^)  —  ^ab\  -1-  y{a^  —  b"^ -\-  ïmub)  -h  b[—  m{a-  -  bc)  -H  a[b  h-  c,]  =  0. 
Formons  l'équation  de  la  droite  joignant  l'origine  au  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangootes  :    il 
suffit  de  multiplier  la   première  équation  par  A,   la  deuxième  par    —  c,     puis  d'ajouter  membre  à 
membre.  On  obtient  ainsi  l'équation 

{b  —  cYa^-  -t-  bc){y  -H  mx)  =  0, 
(pii  représente  précisément  la  tarjgente  au  point  0. 

On  en  conclut  ([ue  les  trois  tangentes  passent  par  un  nit'iue  point. 

Nous  aurons  le  lieu  de  ce  point  en  éliminant  //(  (>nlio  reipialion  de  la  langenlo  en   0    et  relie  de  la 

tangente  en  D,  c'est-à-dire  en  remplaçant  dans  celle-ci  m  par '—•     .Nous  obtenons  ainsi 

b  -h  c  a'^  —  bc 

^'  -^y' —  •»• j;;—y  =  0. 

et  cette  équation  rcprôsente  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle    .\BC.  Car  vu  voil  immédiatomont  (jtie 
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ce  cercle  passe  au  point    0,    au  milieu  de    BG    et  au  milieu  de    AH,    puisque  l'ordonaée  du  point 

bc 
II  est    

a 

b  -^  c                  a^  —  bc        ^        ,  •        ,      ,  , 

3.  Asymplole  réelle.  —  Posons      =  a,      — =  i,     1  équation  de  la  cubique  s  écrit 

(a;2  _^_  ,/)[mx  —  y)  —  2ma,r2  -h  S^y^  _,_  fj^'j^x  -^  j/)  =  0. 
L'asj'mptote   réelle   a   pour   pente  m;  pour  calculer  son  ordonnée   à  l'origine,  remplaçons   dans 
l'équation  de  la  courbe  y  par    nix-^h,     nous  obtenons 

[x^  -h  (mx  -+■  h)-]{—  h)  —  trrnx'-  4-  2i(m.r  -1-  h)'^  -+-  bc{2mx  +  /i)  =  0, 

puis,  ordonnons  par  rapport  à  x, 

( I )         x-[  —  /<(  1  ^  m^j  —  -2mx  -f-  2^,n'-]  -h  2m.r[  —  h'  -i-  23/i  +  hc]  —  h'  -+-  -2}h'-  -h  bch  =  0. 

'i'im'- —  "-Imyi 
Annulons  le  coefficient  de  .x-,     — h([  -+-  m"-)  —  zm-x  h-  23ot-  =  0,     d  ou  nous  tirons      h  =  — ^- — , 

^  '  1   -i-  H!- 

c'est  l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptote  . 

23m-  —  2a?n 
Il  en  résulte  que  ré<}uation  de  cette  droite  est       7  =  ?)ixH 


1  -i-  )/i- 

Comnie  cotte  équation  renferme  le  paramètre  m  au  Iroisiènîc  dogré,  l'enveloppe  de  cette  droite  est 
une  courbe  de  li'oisième  classe.  11  est  aisé  de  voir  que  c'est  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousseinents. 
En  eiïet,  cherchons  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppo,  et  pour  cela  identifions  l'équation  de  l'asymp- 
tote et  l'éiiuation     ux  -1-  vij  -h  w  =  0;     nous  avons 

m         —  1  23m^  —  2zHi 

u  V  (1  -f-  m'-)ir 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  m  entre  ces  deux  équations. 

Nous  obtenons  ainsi  n'[ii^  -+-  u')  -h  2i/t\3i<  -h  W)  =  0. 

On  reconnaît  l'équation  d'une  hypocyclo'ide  à  trois  rebroussements. 

Le  point  do  rencontre  de  l'asyniplote  et  de  la  courbe  est  défini  par  l'équation  (1),  dans  laquelle  on 
donne  à  h  la  valeur  qui  annule  le  coefUcient  de  x-.  On  a  ainsi  pour  l'abscisse, 

h'—^^h  —  bch                  h  .  ,•      ,         .  ,  ^'        ,         /' 

X  = r-r  = 6t  P'^iJ''  1  ordonnée  y  =  mx  -\-  h  =  —  —  -\-  li  =  —-  ; 

i/;/  —  a  ^»i-  —  3.111 

OU,  en  remplaçant  /(  par  sa  valeur,      x  = '- ;-.      7  =  — 

'  I    r  m-  1  -h  m- 

Eliminons   m  entre  ces  deux  équations  ;  nous  avons   d  abord      m  = ^5      puis,  en  remplaçant 

ni  par  cette  valeur  dans  la  première,  nous  avons 

X-  -+-  y-  —  a.r  —  ijy  =  {). 
Le  lieu  cherché  est  encore  le  cercle  des  neuf  points. 

4.  Foyer  singulier.  —  Le  foyer  singulier  de  la  cubique  est  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux 
points  cycliques,  ou  des  asymptotes  qui  ont  pour  pentes     ±i.     La  premiôre  a  pour  équation 

(/   =   IX ; : — . 

Or  nous  avons 

o,n{x,  y)  ^  (.r2  +  y-){mx  —  y),  o„,(l,  u)  =  (1  H-  i<')(m  -  u), 

v;„(l ,  il)  =  2u{m  —  u)  -  (1  -h  U-),  o,;,(l ,  i)  =  2i'(m  —  i)  =  2(1  -h  im), 
puis                               o,r,-i(a?,  ?/)  =  —  2max-i  +  r^y~,  <?,„-,(l,  i)  =  —  2ma  —  2;3. 

wa-h3  .  (maH-3)!'l— im)   .        ,, 

On  a  donc  pour  équation     y  =  ix-h- -. —  >       ou     y  =  ix -\ ,       I  asymptote 

*           ^                •'                  1  -t-  un  1  -l-m- 

(?na -+-3)(1 -4- i»i) 
de  pen'G     —i      a  pour  équation      v  =  — '-^  "1 i — ; ; 
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Le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  a  pour  coordonnées      x  =  — j — — >    y 


1 


1  -^  m' 

et  on  voit  immédiatement  que  le  lieu  de  ce  point  est  encore  le  cercle  des  neuf  points 

X-  -\-  y^  —  ax  —  p.v  =  0 . 

J.   OTTENHELMER,  lycée  de  Nancy. 
Bonnes  solutions  de  MM.  .1.   Dessirier  ;  .F.  SotBAtoNé. 


Solution  géométrique.  —  Par  neuf  points  dont  sept  ne  sont  pas  sur  une  conique  ou  quatre  sur  une 
droilc  passent  ou  bien  une  seule  cubique  ou  bien  une  infinité;  dans  ce  dernier  cas  les  neuf  points  forment  la 
base  d'un  faisceau  ponctuel  de  cubiques.  Dans  le  cas  du  problème  on  peut  faire  passer  par  les  sept  points 
donnés  et  par  les  points  cycliques,  trois  cubiques  circulaires  décomposées  chacune  en  un  des  cercles  qui  ont 
pour  diamètres  l'un  des  côtés  du  triangle,  et  la  hauteur  qui  passe  par  le  sommet  opposé;  donc  les  sept  points 
donnés  et  les  points  cycliques  forment  la  base  d'un  faisceau  de  cubiques  circulaires. 

Le  cercle  de  diamètre  BC  coupe  l'une  quelconque  de  ces  cubiques  aux  points  B,  (',  D,  E  et  aux  points 
cycliques  I,  J  ;  par  conséquent  les  points  oii  BE,  CD  et  IJ  rencontrent  pour  la  troisième  fois  la  courbe  sont  en 
ligne  droite,  de  sorte  que  la  tangente  en  A  est  parallèle  à  l'asymptote  réelle  de  la  courbe.  Il  en  est  de  même 
des  tangentes  en  B  et  C. 

Les  tangentes  à  la  cubique  aux  points  en  ligne  droite  A,  B,  E  coupent  la  courbe  en  trois  points  situés  sur 
une  ligne  droite.  Cette  ligne  droite  se  confond  ici  avec  l'asymptote,  et  l'on  voit  que  la  tangente  en  E  passe  par 
le  point  où  cette  asymptote  coupe  la  cubique.  Il  en  est  de  même  pour  les  tangentes  en  0  et  D.  Nous  pouvons 
donc  dire  dès  maintenant  que  le  lieu  de  leur  point  de  concours  est  celui  de  rinterseciion  de  la  cubique  et  de 
son  asymptote. 

Si  l'on  se  donne  la  tangente  à  l'une  des  cubiques  du  faisceau  en  l'un  des  points  cycliques.  1,  la  courbe  est 
déterminée,  donc  sa  tangente  en  l'autre  point  cyclique,  J,  l'est  aussi.  Ces  deux  tangentes  engendrent  alors, 
quand  la  cubique  varie  en  passant  par  les  neuf  points  A,  B,  C,  E,  0,  D,  H,  I,  J,  deux  faisceaux  homographiques 
de  sommets  I  et  J,  et  leur  intersection,  qui  est  le  foyer  singulier,  décrit  un  cercle. 

En  considérant  les  trois  cubi(iiies  décomposées  en  un  cercle  tel  que  le  cercle  AEHI)  et  la  droite  BOC  (ou 
en  un  cercle  tel  que  le  cercle  BEDC  et  la  droite  AIIO),  on  voit  que  le  lieu  passe  par  les  milieux  de  HA.  HH,  HC 
ou  de  BC,  CA,  AB)  ;  c'est  par  conséquent  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 

Considérons  la  cubique  qui  a  pour  foyer  singulier  un  certain  point  F  de  ce  cercle  et  projetons  ce  point  en 
/■  sur  BC.  Le  centre  des  moyennes  distances  y  des  points  où  la  droite  BOC  coupe  cette  cubique  est  aussi  celui 
des  points  où  elle  en  rencontre  les  asymptotes.  Soit  M  le  milieu  de  BC  ;  le  centre  des  moyennes  dislances  est 

le  point  Y  tel  que  Ôy  =  SyNT.  Le  point  Z  où  l'asymptote  coupe  BC  est 
donné  par  la  relation  yZ  =  2/y  (*).  Or,  on  sait  que  le  cercle  des  neuf  points 
et  le  cercle  circonscrit  sont  bomothétiques  par  rapport  à  rorlhoccntre  H  du 

triangle,  le  rapport  d'homothélic  étant  —  •  l.houiothètique  du  point  K  est 
donc  un  point  ç  du  cercle  circonscrit  qui  se  projette  sur  BC  on  un  point  o' 
tel  que     (JÛ7  =  iÔ/"'     ou      tf^  =z  2jÔ  =  2WJ'.     Ou  en  déduit  que 

?Ô  H-  0^  +  ^7'  =  2(?7-+-7V  -♦-  ï^'»' 
c'csl-:'i-dire  (|uc  9'Z  =  2ç'M. 

Ainsi  le  point  Z,  où  l'asymplotn  rencontre  BC,  est  le  symétrique  par 
rapport  à  M  (ou,  comme  on  dit,  l'isotoinique)  de  la  projection  ç  du  point  o.  Les  points  oii  celte  asymptote 
rencontrent  \\\,  AC  sont  de  même  les  isolomiques  des  projections  de  ç  sur  AB,  AC.  et  l'asymptote  est  tout 
simplement  la  droite  de  Sinison  du  point  o  diauu'lralcinent  opposé  à  tp  sur  le  cercle  circonscrit.  Elle  enve- 
loppe une  hypocycloïde  à  trois  rebrous.scmenls  tangente  ;iu\  (rois  côtés  du  triangle  AT.C.  à  >es  trois  hauteurs 
et  tritangente  à  son  cercle  des  neuf  points. 

Beste  h  trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  tangentes  en  I',  et  O  à  la  cubiiiue.  Par  ou  raisonnement  enliè- 
reuu>nt  analogue  à  celui  (\ne  iuius  avons  fait  pour  les  points  cycliiiues,  on  voit  (iiu>  le  lieu  cherche  est  une 
coni(iiH',  qui  passe  par  E  et  0  ;  elle  passe  de  même  par  I).  Ou  eu  aura  trois  autres  points  en  considérant  les 
cubi(iues  circulaires  ([ni  se  réduisent  à  l'un  des  cercles  tels  que  .\E0('.  et  à  la  hauteur  correspondante  Bl>.  Les 
tau-fnlos(Mi  E  et  O  au  cercle  AEOC,  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  E  cl  »i  au  milieu 


C)  Voir  p.  .'i80  l;i  soliition  m'nim'd  ii|iio  ilc  li\  (|iii>-ilion  19:^7. 
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de  AC  se  coupent  au  milieu  de  BH,  car  les  cercles  HEFÎO,  AEOG  sont,  comme  on  sait,  orthogonaux.  La  conique 
passe  donc  par  les  milieux  de  IlA,  HR,  HC  ;  le  lieu  est  encore  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

T.  LEMOYNE. 


mh:ganique 


1935  —  On  considère,  dans  un  plan  verlical,  l' horizontale  Ox  et  la  verticale  ascendante  Oy  qui 
passent  en  un  point  0  situé  sur  le  plan  horizontal  qui  figure  le  sol.  Soit  A  un  point  situé  sur  Oy  à  la 
hauteur     OA  =  g  ==  9'^,81     et  0.\'  une  droite  du  plan  Oxy,  qui  fait  iangle  0  avecOy. 

1"  Un  point  pesant  glisse  avec  frottement  sur  0.\'  ;  le  coefficient  de  frottement  est  f  ;  étudier  les 
divers  mouvements  que  peut  prendre  ce  point. 

2°  On  suppose  que  ce  point  M  tombe  sur  OA',  dans  les  mêmes  conditions,  sans  vitesse  initi'ile,  en 
parlant  toujours  d'un  point  A'  situé  à  une  hauteur  égale  à  g.  Trouver  le  lieu  des  positions  quil  occupe,  sur 
toutes  les  droites  A'U,  au  bout  du  temps  t  qu'il  met  à  tomber  sur  Og  de  A  en  0.  Construire  ce  lieu  et  ne 
garder  que  l'arc  qui  convient  au  problème. 

li"  A  partir  de  chacun  des  points  M  de  ce  lien,  on  porte  sur  OA'  un  vecteur  égal  à  l'accélération  de  ce 
point  changée  de  signe  :  le  lieu  de  leurs  extrémités  est  une  portion  de  ligne,  L,  que  l'on  demande  de  déter- 
miner. Chaque  élément  de  L  a  pour  masse  le  produit  de  sa  longueur  par  l'accélération  correspondante. 
Déterminer  le  centre  de  gravité  de  L. 

1.  Cette  première  question  est  traitée  dans  tous  les  cours  de  Mécanique. 

2.  Le  point  M,  étant  abandonné  sans  vitesse  initiale  au  point  A',  ne  peut  se  mettre  en  mouvement 
que  si  l'angle  de  OA'  avec  l'horizontale  Or  est  supérieur  à  l'angle  de  frottement     '-p  (Ig»  = /").     c'est-k- 


dire  si  Ton  a 


—  0  >  es, 


ou 


0  < Ci. 


C'est  ce  que  nous  supposerons. 


Comme  In  point  M  descend,  il  est  soumis  à  l'action  de  son  poids  P,  de  la  réaction  normale  N  et 
de  la  force  de  frottement  T,  dirigée  vers  le  haut  et  toujours  égale  à  'Sf. 

Posons     A'.M  =  ;,     et  prenons  comme  sens  positif  des  :  le  sens  descen- 
dant A'O.  Rn  projetant  les  forces  sur  l'axe  .\'0,  nous  avons 

d'z 
m  —,-    =  n\q  cos  0  —  T, 

dP  •' 

puis,  on  projetant  sur  la  perpendiculaire  ;\  A'O,     0  =  N  —  mg  sin  0. 

On  en  déduit     N  =  m^sinO     et     T  =  N/'  =  mgf9>\x\  0,     et  par  suite 

d-z 

=  m  g  cos  0  —  mgf  s\n  0, 


y 

A 

A' 

N 

\ 

Â 

-y 

p 

0 

U' 

dt' 


-^  =  g(cos'> 


/"sin  0). 


Intégrons  deux  fois  de  suite;  en  remarquant  f|ue  pour     /  =  0 


dt 


et  :  sont  nuls,  nous  obtenons 


(•; 


I 


—  .9/'\cos  0  —  fs\i\  0). 


Pour    0  =  0,     celte  formule  devient     z  =:=  —  gt^    et  définit  le  mouvement  du  point  tombant  sur 


OA.  Ce  point  arrive  au  point  0  au  bout  du  temps  défini  par  l'égalité     g  =  -;r9^'f     ou     t  =  s/i. 
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Pour  cette  valeur  de     /,     la  formule  M)  devient      :  =  .^(cos  0  — /"sin  0)  ;       par  suite  le  point     M 
occupe  la  position  donnée  par  la  formule     A'M  =  i^(cosO  —  /sinO),     d'où  l'on  tire 

OM  =  OA'  —  A'M  =  — ^  —  rjf.cos  0  - /sin  0). 
cos  ') 

11  en  résulte  que  le  lieu  du  point  M  a  pour  équation  en  coordonnées  polaires  (l'axe  polaire  étant  Oy) 

1  \  /  1  —  cos^  0 

—  cos'i  -4-/'sin  f'     =  .9 


?  =  9 


cos  't 


cos  0 


/"sinO 


g  sin  0  sin(0  -f-'f) 


ou,  en  remplaçant  /  par  Ig  '-?,  ^  ^^^  ,^  ^^^  ,^ 

Si  l'on  change  0  en     0  -h  -,     p  se  change  en    —  ?  ;    par  suite,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  suffit  de 
faire  varier  0  de  0  à  -. 

p  est  infini  pour     "  =  -^    et  s'annule  pour    sin  (0-h  9)  =  0,     0 -4- cp  =  r,     0  =  r  —  9 . 

Le  tableau  suivant  nous  donne  le  signe  et  les  valeurs  remarquables  de   p. 


0 


0 


0  -+-  +x|— X  —  0  -H  0 

On  en  déduit  aisément  la  forme  de  la  courbe,  qui  admet  un  point  double  à  l'origine  et  des  branches 


infinies    dans   la  direction 


^=T' 


Pour  avoir  l'asymptote  correspondante,  cherchons  la 

I,   limite  de 

.     /         -\  sin  0  sin  (•) --^1 

?/  =  0  sm    0 ]  =  —0  cos  0  =  —  0 ^ '- 

■^        '         \         2/  '  -^  cos? 

pour      "  =  j- 

On  a  immédiatement    lim.  y'  =  —  ij,  ce  qui  montre  que 
l'asymptote  est  la  parallèle  à  Or  menée  parle  point  A. 
Pour  obtenir  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  asymptote,  cherchons  le  signe  do  la 

différence 

sin  0  sin  (0-f- (p)  1  cos  0  cos  (0  h- 9) 


-'[ 


cos  9 


==9 


cos  o 


Pour     0  = -^  —  E,     y' -h  g     est  négatif,   donc   la  courbe  est  située  par  rapport  ;i  l'asymptote  du 

côté  des  î/'  négatifs  ou  des  y  positifs  (branche  BL)  ;  pour     0  =  "i^- + -»     H'-^9     est  positif,  la  branche 

de  courbe  correspondante  OL'  est  au-dessous  do  l'asymplole. 

Remarquons  enfin  f|iie  1(>  point  R  où  la  courbe  ronconfr(^  sonasyniptote  est  défini  par    cos(0-f-(5)  =  0, 

0-1-  9  =  —,     "  =  ^  —  9.     On  en  conclut  ([uo  la  droite  OH    osl  pi'rpiMulii-uhuro  à  la  langonlo  OT. 

L'arc  de  cctfo  courbe  (|ui  convient  au  problème  est  [irécisément  l'arc  OU  relatif  aux  valeurs  de  0 

comprises  entre    0    et      —  —  o. 

3.  i/arcîélérafion  au  pninl   M  est  dirigée  dans  lo  sens  MO  ol  a  pour  valeur   --—;•  on     j;(cosO — /"sinO). 
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Par  suite,  si    l'on   porte   ce  vecteur  à  partir  du  point    M    dans  le   sens    OM,    son  extrémité  sera  à  une 
distance  du   point    0    égale    à      OM-l-,7(cosO — /'sinO),      on,    en    renaplaçant    OM    par   sa   valeur, 

^'(cosO  —  /"sinO) -h  7  (cos  0 — /"sin  G)     ou   — '■ On  en  conclut  que  cette  extrémité  est  pré- 


cos  6       ^  ^  '  ^      •'  ^  '  cos  0 

Gisement  le  point  A'  situé  sur  l'asymptote  AB. 

Donc,  la  portion  de  ligne  L  est  le  segment  de  droite  AB. 

Considérons  un  point  A'  de   cette  droite     (aOA'  =  0,     AA'  =  x,     x  =  9  tg  o),     et  envisageons  un 

élément  infiniment  petit     A'A',  =  rfr.     I>a  masse  de  cet  élément  est  égale  à     7  (cos  9  — /"sin  0)c/x,     et 

par  suite,  le  contre  de  gravité    G    du  segment    AR    ost  situé  sur  ce  segment  à  une  distance    AG   définie 

par  l'égalité 

/'"  /'" 

AG  /^    ^  (cos  0  —  [^\\\'\)dx=  I      7  fcos  0  —  /"sin  0  .r'/.r. 

n 

Remplaçons  x  par  ^tg^'  et  dx  par    — ^-— -  rfO  ;     nous  obtenons 

AG  .   I  r/(cosO  — /sinO) — ^L—d<i=l  7(cos  0  — /"sin  0)7  tgO — ^r— rfO, 

J„         ■'  ^  '  ^  cos^O  /„         '^  '  '  '■'   ^     cos^O 

/*  2    '  cos  0  —  /'sinO    ,  /' ^    WcosO  — /'sin '1)  tij ') 

ou  AG  .  /          f- dh  ^  f,  ^ ^— -^ dh. 

Jq  cos^  0  •\'„  cos-') 

Tout  revient  donc  à  calculer  ces  deux  intégrales. 

Nous  avons  d'abord 

cos  0  — /"sin  0  r    rfO  .rdcosH        ,       /-        '^  \  f 


C  cos  0  —  f%\x\  0   „       r  rfo  r  d  cos  0       ,     /  -      f'  \ 

/ d^)  =  \  ■\-  I  /   =  L  tii 1 ) 

J  cos^O  J    cos'i        '  /     cos-')  ^\\        i  ' 


cos  0 


f. 


COs-0  "^  \  :2         i  '         sin-j 

Or  Ltg(^--l)  -  -Ltg^=  -I/v^i-i-tg^-o-ll  =  _L(v/rT7^-l), 

l?9  /•        . 


donc 


/  ^    '  cosO— /"sinO    ,  , , 

^7; c/0  =  _L/i-+-/^-i_l'  _v/|_H/-2^_/-. 


D'aulre  part, 


f  (cosO  -  AsmO   ts;0     ,  fsmOt/O         ^    fsm^O     , 

J  cos-  0  ^  '     cos-  0        '  J   cos'  0 

.      ,  ,  ,  rdcc\ 

Nous  connaissons  la  première  intégrale  du   secoml  membre,  am  est     —    |   

/     cos 


d  cos  0 


0  cos  0 

■  /     sin  ') 

Pour  calculer  la  deuxième,  dérivons  la  quantité    —  ■  nous  avons 

cos-'» 

d       sin  0         cos"  0. cos 0  —  sin  0.2  cos  0(  —  sin '))  \           2sin-0 

~dM     cos-0  ~~                            cos*  0  cos  0    '     cos'  0 
Nous  on  tirons,  en  intégrant, 

sin  0            r    (f6          ^  f  sin-O    „                                     C^'^^'^  j,  ^'" ''           ' 


r   dO        c.rsin-0.  C^'^^'^  M,         ^'""  •,,    /"       M 

peosO-/sinO)tgO^^^^      .      __pmr.    ^_^^       /^^Oy 
J  cos2  0  cos  0        i  cos-  0         2       ''  V  't        2  / 
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Un  en  déduit  aisément 


r 


(co.se_/-sinO)tgO^^_    ^        1 /"coso     ^     /Lt„/:L_±\ 


v/l+/^        / 


2/' 


;-L(vArTr  — i)-i. 


On  a  donc,  en  définitive, 


[/-  yi  +7-^-  L(/i  +/-^  -1)]  =  ^[-^^^7^  -  ^  -  -jMv/f^Pr  -  ij], 


et  A(}  =  g  ' 


'''^f"    i_-^L(v/r^rr-i) 


/-v/H-r  — L(v/l-^/'-'— 1) 
Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Deperrois  ;  Ch.  Guilnebme  ;  MAREsCAr.ciii. 


G.  LACH,  à  Rodez, 
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QUESTIOiNS    POSÉES    AUX    EXAMENS  ORAUX 


8323.  —  Trouver  l'équation  générale  des  coniques  qui  ont  un  a.\e  commun,  un  sommet  commun  sur  cet  axe  et  qui 
passent  par  un  point  fixe.  Calculer  l'aire  comprise  entre  l'une  de  ces  coniques  et  la  parabole  du  faisceau. 

8324.  —  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  ayant  un  centre  donné  et  passant  par  un  point  fixe. 

8325.  —  Démontrer  que  toute  spirale  logarithmique  est  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  hyperbole 
équilatere  qui  a  pour  centre  le  point  asymptote  et  qui  est  tangente  à  la  spirale. 

8326.  —  D'un  point  S  de  la  développée  d'une  parabole  on  peut  mener  deux  normales  à  la  courbe  ;  trouver  l'enveloppe 

de  la  droite  qui  joint  leurs  pieds. 

8327.  —  Lieu  des  points  tels  que  la  distance  de  chacun  d'eux  à  sa  polaire  par  rapport  a  une  parabole  soit  égale  à 
une  constante  donnée  a .   Discuter  la  courbe  suivant  les  dillérentes  valeurs  de  a. 

8328.  —  Lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  les  normales  à  la  courbe. 

8329.  —  On  considère  un  cercle  quelconque  passant  par  les  loyers  d'une  ellipse  et  rencontrant  les  tangentes  aux  som- 
mets du  grand  axe  en  des  points  réels.  Que  peut-on  dire  des  droites  joignant  ces  points  deux  a  deux  ? 

8330.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  conique  rencontre  la  courbe  en  un  autre  point  1.  On  envisage  aussi  le 
centre  lie  courbure  (^  au  point  M,  et  le  point  de  Fregier  F  correspondant.  (Juelle  relation  existe-l-il  entre  les  quatre 
points  M,  I,  C,  K  .' 

833t.  —  Calculer  le  rapport  anharmonique  des  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse. 

8332.  —  Condition  pour  que  quatre  points  d'une  conique  aient  un  rapport  anharmonique  égal  à    —  1. 

8333.  —  Ktudier  la  coniciuc    //'-  =:  ipx  -^ijx-.     Dans  le  cas  où  cette  équation  représente  une  ellipse,  reconnaître  si  Oj 

L'st  U'.  grand  axe. 

8334.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  à  l'intérieur.  Sur  ce  point  on  mène  deux  sécantes  rectangulaires  et  on 
considère  les  paraboles  qui  passent  [lar  les  points  de  rencontre  de  ces  sécantes  et  du  cercle.  Kquation  genirale.  Knveloppe 
de  ces  paraboles  ([uaiid  la  direction  des  sécantes  varie.  Lieu  des  points  par  où  passent  doux  [laraboles  orthogonales  en  ces 
points. 

8335.  —  Lieux  des  milieux  des  normales  il  une  parabole. 

S330.  — Lieux  tles  milieux  des  cordes  d'une  conique  i[ui  passent  par  tin  point  tl\e. 

8337.  —  On  donne  une  conique,  un  point  0  et  une  droite  D.  Par  le  point  0  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  Ln 
ioni(|U(!  en  M  et  M'  et  la  droite  D  au  point  \.  Ou  demande  le  lieu  du  conjugue  harmonu|ue  de  A  par  rapport  i\  M  el  M'. 
Solutions  aiialyliqui'  et  géométriciue.  Cas  où  la  droite  l>  est  i\  rintini. 

8338  —  On  donne  une  parabole  et  un  |)oiiit  A.  On  joint  le  point  .\  à  un  point  M  quelconque  de  la  p.iral>ole  ;  on 
mène  la  tangente  au  point  M,  et  on  prend  le  point  I'  intersection  de  cette  droite  el  de  la  perpendiculaire  menée  de  A  \  A.M. 
l.ieu  du  point  I'.  Cas  particulier  où  le  point  .V  est  au  sommet  ou  au  foyer. 

833î>  D'un  point  M  on  mène  des  normales  à  une  ellipse;  coniiiient  .ioil  être  placé  ce  point  pour  que  le  ripport 
aniiariiionKiiie  des  quatre  pieds  soit  égal  a     —  1  ".' 

83'(iO  —  Déterminer  lr(MS  points  A.  It,  C  d  Hue  parabole  tels  que  les  bissectrices  du  triangle  AHC  soient  norm.il«'S  à 
la  [larabole  aux  sommets  du  triangle. 
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8341.  —  On  donne  une  conique  et  un  point  A  sur  cette  conique,  l'eut-on  projeter  cette  conique  de  façon  à  obtenir 
une  panibole  ayant  pour  sommet  la  projection  du  point  \  .' 

8342.  —  Trouver  les  foyers  de  la  conique  (aa; -(- /;//|' -+- (a'.r -f- t'//)- =  i,  en  supposant  les  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  et    at/  —  ba'  -ti  0. 

8343.  —  Un  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  un  point  >J  de  cette  courbe.  On  abaisse  .MP  perpendiculaire 
sur  Ux,  MQ  sur  Oy  ;  trouver  l'enveloppe  de  PQ.  La  normale  au  point  M  à  l'ellipse  rencontre  Oj:  en  K  et  O//  en  S; 
soit   .N   le  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  sur   OH    et   OS.    Lieu  du  point   .N. 

It 

8344.  —  Kquation  de  la  polaire  du  point    (W(„  y^^)    par  rapport  a  la  conique     p  = ^-^-^ 

X-         '/■ 
834Ô.  —  Trouver  lequntion  générale  des  coniques  coupant  1  ellipse    — r  -f-  y^ 1  =U    orthogonalement  aux   quatre 

points  de  rencontre. 

IV.  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

8346.  —  Soient  deux  plans  P  et  0  et  une  figure  F  tracée  dans  le  plan  P.  On  projette  F  sur  Q  parallèlement  à  deux 
directions  A  et  A'.  Montrer  que  si  le  plan  parallèle  à  la  fois  à  A  et  a  A'  est  parallèle  à  l'intersection  des  plans  P  et  Q,  les 
deux  figures  projections  sont  équivalentes.  Le  montrer  géométriquement  et  analytiquement . 

8347.  —  Calculer  l'angle  dièdre  d'un  octaèdre  régulier, 

8348.  —  On  donne  un  cercle  de    centre  0   et  un  point  S  situé  sur  la  perpendiculaire  en  0  au  plan    du  cercle.  On 

considère  deux  points  inliniment  voisins  sur  le  cercle,  M  et  M',  (.\10.U'  =  a),  et  on  demande  la  partie  principale  de  l'angle 
de  la  tangente  au  cercle  en  M  avec  le  plan  tangent  suivant  la  génératrice  S»'  au  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  S  et  pour 
base  le  cercle.  On  prendra  a  comme  infiniment  petit  principal. 

8349.  —  Calculer  le  volume  d'un  tétraèdre  S.\B(;  sachant  cpie  l'on  a  S.\  =  SI'.  =  SC  =  1,  et  BSC  =  /,,  CS.\  =  a, 
ASÎÎ  =  V. 

8350.  —  Calculer  l'ordre  infinilésiuial  de  la  distance  d'un  point  M  d'une  courbe  i  un  plan  passant  par  la  tangente 
au  point  infiniment  voisin. 

8351.  —  Plan  osculateur  à  la  courbe     x  =   — .     ij  =  -^ . 

(t  II- 

8352.  —  On  considèie  le  cercle  (C)  qui  a  pour  équation  (.r  —  af  -t-  :-  -  U'  =  0,  y  —  0,  et  le  tore  engendré  par  le 
cercle  tournant  autour  de  0:.  Ktudier  l'uitersection  de  ce  tore  et  du  cylindre  qui  a  le  cercle  (C)  comme  section  droite. 
Projection  de  cette  intersection  sur  les  plans  de  coordonnées.  Faire  l'épure. 

8353.  —  Les  coordonnées  de  tout  point  d'une  quadriiiue  sont  des  fonctions  rationnelles  de  deux  paramètres. 

8354.  —  Former  l'équation  du  cône  ayant  pour  somiiitt  I  origine  et  pour  directrice  une  hélice  circulaire  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  Oz. 

8355.  —  Soit  une  surface  z  =  f{x,  //)  tangente  en  0  au  plan  des  xn.  On  mené  la  normale  en  un  point  .M  voisin  du 
point  0;  trouver  la  limite  de  la  perpendiculaire  commune  a  cette  normale  et  à  0:  quaml  le  point  M  se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  0. 

835G.  —  Trouver  I  enveloppe  des  plans  tangents  au  paraboloide     //;  =  iix    qm  font  '».)"  avec  le  plan  des  xi/. 
8357.  —  Trouver  les  lignes  de  plus  grande  pente  de  la  surface    xi/z  =  n^    par  rapport  au  plan  horizontal. 

83u8.—  Lludier  la  ligne  représentée  par  les  équations    x  — -^^ ;-; -^>    y  = 


dl- -h  dit -^  d-  lit- -*~  (tu -h  d-,  '//--f-rf,t-t-f/., 

8359.  —  Enveloppe  des  droites  du  plan  des  xy  qui  sont  situées  à  une  distance  donnée  de  la  droite    //  =  0,     z  =  mx. 

8360.  —  On  considère  la  droite  x  =  az -h  p,  y  =  bz^q,  on  n,  b,  p,  i/  sont  fonctions  d'un  paramètre  k.  Cette 
droite  engendre  une  surface  réglée.  Plan  tangent  en  un  point;  plan  asymptote,  plan  central,  loi  de  Chasles. 

8361.  —  On  considère  un  cône  ayant  pour  base  la  parabole  y' — -Ipx  =  0,  3=0  et  pour  sommet  un  point  S  de 
0:;.  Former  l'équation  du  cône.  (Calculer  l'aire  latérale  de  ce  cône,  limitée  à  deux  génératrices  SA  et  S|{  symétriques  par 
rapport  au  plan  des  :.'■. 

8362.  —  Plan  tangent  à  la  surface    tg  ./•  tg  y  tg  ;  =  tg  .i:  -t-  tg  //  +  tg  :. 

8363.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  le  plan  osculateur  en  un  point  quelconque  M  coupe  l'axe  des  z  en  un  point  P 
qui  ait  même  cote  que  le  point  M. 

-•>  z'' 

8364.  —  Plan  osculateur  et  rayon  de  courbure  de  la  courbe    .r  =  -^^       //  = 

a'  (('■ 

8365.  —  Lieu  des  centres  de  courbure  aux  divers  points  d'une  hélice  circulaire. 

8366.  —  (Ju'arrive-t-il  ((uand  on  fait  la  perspective  d  une  courbe  gauche,  le  point  de  vue  étant  dans  le  plan  osculateur 
en  l'un  des  points  de  la  courbe  .* 

8367.  —  Ktant  donné  le  conoide  c  —  W  —  j,  étudier  la  variation  du  plan  tangent  quand  le  point  de  contact  décrit  la 
génératrice     —  =  m,    z  —  fm).    Plan  central;  plan  asymptote. 
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8368  —  On  donne  un  point  0  et  nn  pl;in  P.  On  considèro  une  rlroite  quelronqiie  D  Ann?,  le  j.lnn  P  :  on  abaisse  OM 
perpondiculaire  sur  rotte  droite,  et  par  le  point  0  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan  OMD  sur  laquelle  on  prend 
00  ^=  OM.     Lieu  du  point  Q  quand  la  droite  D  se  di^place  dans  le  plan  P. 

8369.  —  On  considère  la  courbe  définie  par  les  équations    .r:  = ' '■ '. »  =  —    ■  _i_ 

Monlrer  que  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  .<•//  a  un  point  double  et  déterminer  ce  point. 

8370.  —  On  considère  la  surface  définie  par  les  équations    x  =  •     //  =       -' —  •     -  —  OupI  «t 

n'--*-  V-  «2  -4-  tj=  H-  -^  V-         -^ 

le  degré  de  cette  surface  ?  Etudier  la  section  par  le  plan     2.r  -t-  2//  ->-2z  =  l.    et  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  cette 
section. 

8371  —  Sur  une  demi-droite  passant  par  l'origine  0  de  troi>  axes  rectangulaires,  on  prend  trois  points  A.  B.  C. 
tels  que  OA  =  a,  OB  =  h,  OC.—  r,.  a.  b,  c  étant  des  constantes.  Par  les  points  A.  B,  C  on  mène  des  plans  respective- 
ment perpendiculaires  à  O.r,  0)/,  0:?.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  de  ces  trois  plans.  Construire  le  plan  langent 
à  ce  lieu  au  point  M.  1  e« 

8372.  —  Ktudier  la  surface    a;  =  a  sin  v  cli  u,    1/  =  a  sin  v  sli  ?/,     z=  a  cos  v. 

8373.  —  Calculer  l'angle  des  deux  droites  définies  par  les  équations    ,r-t-v-i-;  =  0,        ''"     -+-     "^  "^     _  q 

h  —  c         c  —  a         n  —  h 

8374.  —  Ktant  donnée  la  courbe  //  =  x^,  z  =  .«'.  or»  demande  de  lui  mener  des  normales  par  un  point  de  la  courbe. 
Il  y  a  quatre  solutions.  Rquation  de  la  sphère  passant  parles  quatre  pieds. 

8375.  —  Etudier  la  courbe  gauche  ?/  =  ^-,  ;  =  —  .  Tangente;  plan  osculateur.  Longueur  d'un  arc.  Cercle  de 
courbure. 

8376.  —  Etudier  la  courbe    .r  —  a  ch  —  ■      »/  =  h  sh    —  .    Plan  osculateur  ;  normale  principale. 

n'a  i  f 

T-  —  V/^ 

8377.  -  Trouver  sur  la   surface     z  =^  a  — ^7   les  courbes  telles  qu'en  chaque  point  le  plan  osculateur  soit  taneen. 

^î  _,_  ,y!  T  r  r  f       f 

à  la  surface. 

8378.  —  Même  question  pour  la  surface  définie  par  les  équations  paramétriques 

X  =  cos  M  —  V  sin  ti,  //  =  sin  n  j-  r  cos  n,  ;=•<>"  ' . 

8379.  —  F.ludier  la  surface    x  —  (a  -^-  2) cos  /,    //  =  (a  —  z)  sin  t. 

8380.  —  Etant   donnée   la  surface  définie  par  les  équations    e'  =   '■ —     />'/ ^ <•=  — trouver 

u  -hv  H  -^  "  H  -J-  r 

les  équations  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  une  direction  donnée. 

8381.  —  Equation  différentielle  des  lignes  d'égale  pente  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical. 

8382.  —  Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  on  prend  sur  ces  axes  des  longueurs  égales  OA.OH. 
OC,  et  on  demande  le  lieu  des  points  tels  que  les  projections  de  ces  points  sur  les  faces  du  tétraèdre  OABC  soient  dans 
un  même  plan. 

8383.  —  On  donne  un  cercle  et  une  droite  perpendiculaire  à  son  plan  en  l'un  de  ses  points.  Trouver  la  surface  en- 
gendrée par  un  segment  égal  au  diamètre  du  cercle  et  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  la  droite  et  le  cercle. 

8384.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  O.r,  0//,  0:  et  \m  cercle  dans  le  plan  des  .rv,  rencontrant  Or  au  point 
0  et  en  un  autre  point  A.  Par  le  point  A  on  mène  une  droite  à  parallèle  au  plan  i/Oz.  Trouver  l'équation  de  la  surface 
engendiée  par  tine  droite  variable  assujettie  à  rencontrer  0;,  A  et  le  cercle. 

8385.  —  I.ieu  des  centres  des  sphères  qui  passent  par  deux  points  fixes  et  qui  sont  tangentes  à  une  droite  fixe. 

8386.  —  On  considère  la  surface  engendrée  par  un  cercle  variable 

nr  -^  ni  -*-  irz  -f-  r  —  0,  .;•'  -+-  if-  -4-  z^  -+  2d.r  -h  2c//  -f-  2/:  -+-  9  =  0. 

où      }i ,  r,  n\  r,  d.  e,  f,  (/      sont  fonctions  d'un  paramètre.  Plan  tangent  en  un  point.  Démontrer  qui-  toute  sphère  passant 
par  l'un  des  cercles  de  la  surface  est  tangente  h  la  surface  en  deux  points. 

8387.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  l'axe  des  ;  tournant  autour  de  la  droite 

.T  —  p  ^   y  —  q  z  —  r 

~  ~  "  "~~  * 

8388.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  uri  point  A  <ur  Or.  ayant  pour  abscisse  a.  Par  ce 
l)oint  on  mène  AR  parallèle  f»  Or,  AC  parallèle  h  0//.  ot  on  prend  Al!  —h.  AC  =  c  Former  récjualion  <k«  l'ellîpsoWe 
engendré  par  l'ellipse  (|ui  a  pour  axes  AR  et  AC  et  qui  tourne  autour  de  AR.  Trouver  le  lieu  des  ilroites  rencontrant  0:, 
parallèles  au  plan  .H);/  et  tangentes  à  rellipsoïde. 

8389  —  On  considère  sur  une  sphère  un  cercle  variable  (|ui  se  déplace  en  restant  tangent  à  deiu  cercles  rtxes  de  la 
sphère     trouver  le  lieu  du  pôle  du  plan  du  cercle  variable  par  rapport  h  In  sphère 

8390.  —  Trouver  les  droites  tracées  siu'  la  surface     xi.r*  -+-  //'  ^  3-M  -*-  rtlr/* —  ;')  —  n'.r  =:  0. 

8391     —  On  donne  un   cercle  et  une  droite  perpendiculaire  au  |>lan  du    cercle  et   rencontrant  le  cercle   au  point    O 
l'rw  droite    AU  de  grandeur  constante  se   déplace   de    façon  que  le  point  A  décrive  le    cercle    el    le    |>omt  H  U   droite    U» 
dcniandi'  le  lieu  d'un  point  de  la  droite  AI!. 

8392.  —  Combien  de  paramètres  faut  il  pour  iléterniincr  im  cube  '  Construire  un  cube  connaissant  le  centre,  la  lon- 
gueur de  l'aiéte,  un  point  de  l'arètc  AI!  et  ui\e  dioite  nMicontrant  larète  A('.. 
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8393.  —  On  considère  la  courbe  gnuclie    //  =  -"-  -h  —■     z  =  -— -■     Par  l'origine  on  mène  des  parallèles  aux 

tangentes  et  on  prend  les  points  de  rencontre  avec  une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  lunite.Lieu  de  ces 
points  de  rencontre. 

8394.  —  On  considère  la  surface  définie  par  les  équations  paramétriques  x  =  u  cos  ->  //  =  «  sin  —  z  =  k  sin  v. 
Mener  par  un  point  P  (a.  (î,  y)  des  normales  à  cette  surface.   Nombre  de  solutions. 

1  1 

8395.  —Mener  par  un  point    Pfa,  ji,  y)   une  droite    rencontrant  en  deu.ï  points  la   courbe    ./;  =  — -     // =   . 

{  i  -(-  1 

z  = Nombre  de  solutions. 

t  —  i 

8396.  —  Equation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  S(a,  b,  c)  et  pour  directrice  la  parabole  //'-  —  2/7r  =0,  :  —  0. 
Enveloppe  des  plans  qui  coupent  ce  cône  suivant  deux  génératrices  rectangulaires. 

8397.  —  Mener  par  un  point  de  l'espace  des  plans  osculateurs  à  la  courbe    .r  =  t.     n  =  <=,     z  =  P. 

8398.  —  Quelle  est  la  nature  de  la  surface  définie  par  les  équations  paramétriques 

u  —  V                         ,  ?/r  —  1                          »fj  _u  1 
:c  =  a .  Il  ^  Il '  ;  ^  c- ■ 

u   +  V  II  -h  V  u  -4-  p 

Normale  en  un  point. 

8399  —  Trouver  les  courbes  de  la  surface  ii^-h2-rz'-  —  :*  =  0  qui  coupent  à  angle  droit  les  sections  de  la  surface 
par  des  plans  parallèles  au  plan  des  x>i. 

8400.  —  On  donne  une  sphère  et  un  point  A.  Par  le  point  A  on  mène  un  plan  quelconque  (Pi  qui  coupe  la  sphère 
suivant  un  cercle  (C)  ayant  pour  centre  <•>.  (.adroite  A  w  coupe  le  cercle  en  deux  points  M  et  N.  Parle  point  A  on  mène 
une  perpendiculaire  au  plan  P  et  sur  cette  droite  on  portedos  longueurs    AM'  =  AM,     AN' =  AN.  Lieu  des  points  M'  et  N'. 

8401.  —  Discuter  l'existence  des  plans  osculateurs  au  point  double  «le  l'intersection  de  deux  f[uadriques  tangentes. 

8402.  —  Etudier  les  quadriques 

(»/ —  zy-h  {z  —  .r)'-(-  (.T  —  ?/)'-  =  1.  u  =  -i:  '  \^~  -J-  2,  z-  =  tii    'sections  circulairesK 

(//  —  zY  -+-(::  —  T,Y  -\-  ix—  y)-  -*-  'Ix  —  iy  =  0,  ./•'  -4-  3//=  —  -2:^  -+-  .;■// -|-  5./-  -t-  3  =  0.  //:  -+-  z.r-h.rii -t-  .r  -+-  »/  -t-  =  =  0, 

.r'  —  //'  -+-  2//Z  —  2s.r  -l- 2.7-  —  ;  -i-  i  =r  0.  .r'  —  //*   »  2.r:  —  i.r  -*-  \  =0,  fii/:  -+■  hzr  -t-  cri/  —  ^nhc  =  0, 

,r2  -f-  2x11  -h  r,//'  -+-  \Oiiz  -+-  6//  =  0,  -7'  r-  -(-  ii/z)  -h  hi\f  -+-  2zx)  -+-  c(:'  -+-  2.n/)  =  1 . 

8403.  —  Former  les  équations  réduites  des  quadriques 

x'  -)-  2yz  —  ix-\-l  =  0,  x^  -+-  2xy  —  irz  -^-  3*/  —  1=0.  (  r  —  »/  h-  :)'  -+-  2.r  —  4:  -+-  3  =  n. 

8404.  —  Lieu  des  points  d'où  Ion  peut  mener  deux  plans  tangents  rertaneulaires  à  un  cône  du  deuxième  degré. 

t'         >i*         z-  a"'         '/■ 

8405.  —  Plans  cvcliques  des  surfaces     —     -+-        H —     —  1  =  0.  —   ^ 2;  =  0. 

a-        h*         c'  /)         (I 

8^06.  —  les  coordonnées  d'un  point  d'une  sphère  sont  fonctions  rationnelles  de  deux  paramètres. 

8407.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  quadrique  qui    passent  par  un  point  fixe. 

8408.  —  Lieu  des  centres  des  sections  planes  d'une  quadrique  dont  les  plans  passent  par  un  point  fixe. 

8'!i09.  —  On  donne  une  auadrique,  un  point  0  et  un  plan  P.  Par  le  point  0  on  mène  une  droite  variable  qui  rencontre 
la  quadrique  aux  points  M  et  M'  et  le  plan  P  au  point  N.  On  prend  le  ronjuL'ué  harmonique  11  du  point  N  par  rapport  aux 
points  M  et  M'.  Lieu  du  point  H.  Remarques  géométriques. 

8410.  —  Condition  pour  que  les  trois  cônes 

oLix^  j-  v'  -t-  Z'')  —  x=  =  0,  %i.r-  -+-  11'^  -^  :.'!  —  //^  =  0.  -.-(.r^  4-  ,v^+  z^\  —  ;«  =  0 

aient   au   moins   une   génératrice  commune.    Cette  condition   étant  trouvée,  combien    les  cônes   ont-ils  de    cénératrices 
communes  ? 

8411 .  —  On  considère  un  paraboloïde  elliptique -t- ^.r  =:  (i     et  un  plan     iir  -+-  ry  -h  irz  -(-  r  =  0.     Quelle 

P         n 
relation  doit-il  exister  entre  n.  »■,  ii\  r  pour  que  les  normales  à  la  surface  aux  jioints  de  la  section  par  le  plan  rencontrent 
une  même  droite  .' 

x'         II-         z^ 

8412.  -  On  donne  un  ellipsoïde \-    ' 1 —  t       0    et  un  point  A.   Calculer  la  projection  H  du  point  A  sur 

I  o'         h^  r'  ' 

son  plan  polaire.  Inversement,  étant  donné  le  point  R,  montrer  qu'il  existe  trois  points  .\  correspondants  ;  ces  points  sont 
réels  et  les  droites  qui  les  joignent  au  point  R  forment  un  trièdre  trirectangle. 

8413.  —   Lieu   des  points   d'où  l'on     peut   mener   trois    plans    tangents    deux  à    deux   rectangulaires   au     parabo- 

X-  11^ 

loïde h- 2;  =  0. 

P         <1 

8414.  —  Etant  données  deux  droites  D  et  A,  par  la  droite  D  on  mène  un  plan  quelconque  et  par  A  un  plan  perpendi- 
culaire. Lieu  de  l'intersection  de  ces  deux  plans.  Section  circulaire  de  ce  lieu.  Solution  géométrique. 

8415.  —  Lieu  des  points  qui  sont  situés  à  une  distance  donnée  de  leur  plan  polaire  par  rapport  à  une  quadrique. 

8416.  —  Trouver  les  axes  d'une  section  centrale  d'un  ellipsoïde. 

8417.  — Trouver  l'ordre  infinitésimal  de  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  infiniment  voisines  d'un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe. 
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8418.- Etudierles  projectionsde  l'intersection  de  la  sphère  a;' 4- //' -)- -^  —  K' =  0  et  du  cylindre  x-  -h  y*  —  Rx  =  0, 
Faire  l'épure. 

8419.  — Trouver  les  gt'inératrices  rectilignes  de  la  surface    ayz  —  hzx  -hcxij  —  abc  =  0. 

8420.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  un  point  1»  et  une  droite  D.  On  considère  toutes  les  qua- 
driques  ayant  pour  axes  les  axes  de  coordonnées  et  passant  par  le  point  P.  et  on  leur  mène  des  plans  tangents  par  la 
droite  D.  Lieu  des  points  de  contact.  Examiner  les  cas  particuliers  où  la  droite  D  est  parallèle  ou  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  coordonnés. 

8421.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  ayant  pour  axe  Os.  Trouver  les  courbes  qui  coupent  les 
génératrices  sous  un  angle  droit.  Construire  les  projections  de  ces  courbes  sur  le  plan  des  xy. 

8422.  —  l-lquation  générale  des  paraboloïdes  passant  par  une  parabole  et  deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan 
de  cette  parabole.  Lieu  des  sommets.  Séparer  sur  le  lieu  trouvé  les  sommets  de  paraboloïdes  elliptiques  et  hyperboliques. 

8423.  —  Lieu  des  projections  d'un  point  sur  les  génératrices  d'un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère. 

8424.  —  On  considère  quatre  génératrices  de  même  système  d'une  quadrique  réglée.  Démontrer  que  les  points  qu'elles 
déterminent  sur  toute  génératrice  de  l'autre  système  ont  un  rapport  aniiarmonique  constant. 

8425.  —  Lieu  des  droites  qui  rencontrent  deux  droites  fixes  non  situées  dans  le  même  plan  en  faisant  avec  elles  des 
angles  égaux. 

842G.  —  On  considère  un  tore  ayant  pour  axe  Os  et  pour  centre  le  point  0  ;  on  fait  passer  un  cylindre  par  les  deux 
cercles  méridiens  situés  respectivement  dans  les  plans  des  zx  et  des  yz.  Trouver  l'intersection  du  tore  et  du  cylindre.  Faire 
l'épure. 

8427.—  Etudier  l'intersection  des  deux  surfaces  .X'^  -f-  y-  =  R^  x'-y  =  z  ;  calculer  l'aire  latérale  du  cylindre  limitée 
au  plan  des  xy  et  à  l'intersection. 

8428.  —  Deux  quadriques  qui  ont  en  commun  une  première  courbe  plane  en  ont  une  seconde. 

842Î).  —  Le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  d'un  point  fixe  et  d'une  droite  fixe  est  une  quadrique.  Discuter  cette 
surface. 

V.  —  Géométrie  descriptive. 

8430.  — Projections  d'un  cube  ayant  une  diagonale  verticale. 

8431.  —  Projections  d'un  cube  ayant  pour  diagonale  un  segment  quelconque  défini  par  ses  projections. 

8432.  —  Construire  la  perpendiculaire  commune  à  une  droite  quelconque  et  n  la  ligne  de  terre.  Peut-on  éviter  le 
changement  de  plans  ? 

8433.  —  On  donne  les  projections  de  deux  droites  ;  peut-on  les  faire  tourner  autour  d'un  axe  de  façon  qu'après  la 
rotation  les  projections  verticales  soient  parallèles  ? 

8434.  —  Couper  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces  par  un  plan  de  façon  que  la  section  soif  un  parallélogramme. 

8435.  —  On  donne  un  quadrilatère  convexe  ARCD  dans  le  plan  horizontal.  Peut-on  choisir  un  centre  de  projection  tel 
que  ce  quadrilatère  soit  la  perspective  d'un  parallélogramme,  d'un  rectangle,  d'un  carré? 

8436.  —  Construire  le  sommet  d'un  trièdre  trirectangle  dont  les  arêtes  passent  par  trois  points  donnés.  Discussion 

8437.  —  Couper  un  trièdre  trirectangle  par  un  plan  de  façon  que  la  section  soit  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 

8438.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical.  Construire  la  projection  verticale  d'une  hélice 
tracée  sur  ce  cylindre.  On  considère  l'un  des  points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  de  front.  Projeter  l'hélice  sur  un  plan  de 
bout  perpendiculaire  à  cette  tangente. 

8439.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  deux  points  a{0)  et  b{2).  extrémités  d'une  arête  d'un  cube.  »'t  la  pente  de  lune 
des  faces  passant  par  cette  arête.  Construire  le  cube. 

8440.  —  Déterminer  les  éléments  d'un  tétraèdre  défini  par  les  projections  de  ses  sommets. 

8441.  —  Construire  les  projections  d'un  octaèdre  régulier  dont  une  face  est  horizontale 

8442.  —  Etant  données  les  projections  de  trois  vecteurs,  construire  les  projections  de  l'axe  central. 

8443.  —  Uelier  une  plate-forme  reclangidaire  et  horizontale  à  un  terrain  en  pente  au  moyen  de  remblais  et  deHéblai$ 
de  pente  donnée. 

8444.  —  On  donni^  un  axe  vertical  et  trois  points  0,  .V.  H.  On  dtnnande  de  f.iire  tourner  le  secnn-nt  .\B  autour  «le  l'âxo 
d'un  angle  tel  (|ue  dans  la  nouvelle  position   AiB,  ce  segment  soit  vu  du  point  0  sous  un  angle  droit. 

8445.  —  Réduction  d'un  angle  h  l'horizon. 

8/i4G.  —  Construire  les  projections  du  moment  d'un  vecteur  par  rapport  h  un  point. 

8447.  — Construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  dont  une  arête  est  horizontale  «'t  le  plan  de  symétrie 
passant  par  cette  arête  vertical. 

8448.  —  On  doime  \\n  cCtne  dont  la  base  est  un  cercle  horizontal.  Itêternuner  la  fraco  horizontale  du  rône  supplémen- 
taire. Contours  ap|)arents  de  ce  cône. 

8449.  — On  doiuic  trois  points  par   leurs  projections,  et  on   fait  passer  un   cercle  par  ces  pouU.H.  Au   rentre  0     ' 
cercle  on  élève  une  perpendiculaire  h  son  plan  sur  laquelle  on  prend  de  part  et  d'autre  du  point  0  deux   points  s  et  S 
même  disfanct;  donnée  du    p<iint  0.  Représenter  l'ensemble  des  ilcux  cAnes  ayant   pour  base  le  cercle  et  pour  somm<';-  ■■  ^ 
points  S   et  S,. 

8450  —  On  ditnne  un  cùne  de  rêvolntinn  d'.ixe  vertical,  liniilc  à  snn  sommet  cl  ;\  un  parallMe  situé  .iu-ttessus  du 
sanimel.  Ombres  [)nq)re  et  portées  sur    les  plans  de  projection. 
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8451.  —  On  donne  un  cône  Hont  la  base  est  un  cercle  horizontal,  et  on  considère  le  cône  siipplénoentaire  qui  a  pour 
sommet  un  point  de  la  ligne  de  terre.  Trouver  l'intersection  de  ce  cône  et  d'une  droite  quelconque. 

8452.  —Normales  communes  à  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  à  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est 
pamllèle  à  la  ligne  de  terre. 

8453.  —  Normales  communes  à  un  cône  ayant  comme  hase  un  cercle  horizontal  et  h  une  droite  quelconque. 

8454.  —  Construire  les  contours  apparents  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné  (.s,  .s')  et  comme  base  un 
cercle  ayant  pour  centre  (o,  o')  et  tangent  à  la  ligne  de  terre. 

8455.  —  Section  plane  d'un  cône  dont  la  directrice  est  une  parabole  horizontale.  Discussion.  Trouver  un  plan  coupant 
le  cône  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

8456.  —  Trouver  le  centre  de  la  section  d'un  cône  à  base  circulaire  horizontale  et  d'un  plan  quelconque. 

8457.  —  Trouver  la  trace  verticale  d'un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 

8458.  —  On  donne  un  plan  P  défini  par  son  échelle  de  pente  et  dans  ce  plan  une  ellipse  qui  se  projette  horizontale- 
ment suivant  un  cercle  donné.  Cette  ellipse  est  la  base  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Trouver 
la  section  de  ce  cylindre  par  un  plan  Q  défini  par  une  échelle  de  pente. 

8459.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  horizontal.  Intersection  de  ce  cône  et  d'un  plan  défmi  par  une 
échelle  de  pente. 

8460.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  liorizontal.  Couper  ce  cône  par  un  plan  de  façon  que  la  sec- 
tion soit  une  parabole.  Déterminer  le  sommet  de  cette  parabole  et  les  sommets  de  ses  projections. 

8461.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  horizontal.  Rtudier  la  section  du  cône  supplémentaire  par  un 
plan  donné.  Cas  de  la  section  hyperbolique  :  asymptotes.  Cas  de  la  section  parabolique  :  sommet. 

8462.  —  On  donne  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  On  coupe  ce  cylindre  par  un  plan 
quelconque,  et  on  prend  la  section  comme  base  d'un  cône  de  sommet  donné.  Construire  les  contours  apparents  du  cône. 

8463.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cvlindre  qui  ont  comme  base  commune  un  cercle  situé  dans  un  plan  défini 
par  une  échelle  de  pente,  ce  cercle  étant  défini  par  son  centre  et  son  rayon. 

8464.  —  On  donne  deux  cercles  tangents  intérieurement  dans  le  plan  horizontal,  la  tangente  commune  étant  la  ligne 
de  terre.  Le  plus  grand  est  In  base  d'un  cône  dont  le  sommet  est  dans  le  plan  vertical  ;  le  plus  petit  est  la  base  d'un  cylin- 
dre dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  qui  joint  le  sommet  du  cône  au  point  de  contact  des  deux  cercles.  Inter- 
section des  deux  surfaces. 

8465.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  tanspnts  au  plan  horizontal  le  long  de  deux  génératrices  dont  l'une 
est  de  front  et  l'antre  de  profil. 

8466.  —  On  donne  deux  cercles  situés  dans  des  plans  horizontaux  différents  et  ayant  même  projection  horizontale. 
I/un  est  la  base  d'un  cylindre,  l'autre  celle  d'un  cône  dont  le  sommet  est  sur  tine  génératrice  de  contour  apparent  vertical 
du  cylindre.  Intersection  des  deux  surfaces. 

8467.  —  On  donne  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal.  Chaque  branche  de  la  courbe  est  la  directrice  d'un  cylindre 
dont  les  génératrices  ont  des  directions  données.  Déterminer  l'intersection  des  deux  cylindres  :  un  point,  la  tangente,  les 
asymptotes, 

8468.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  ayant  une  génératrice  commune  et  pour  basés  deux  cercles  du  plan 
horizontal. 

8469.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  comme  bnm'  rommune  une  conique  située  dans  le  deuxième  bissecteur. 

8470.  —  Trouver  la  droite  conjuguée  de  la  ligne  de  terre  par  rapport  à  une  sphère  définie  par  ses  projections. 

8471 .  —  On  donne  une  sphère  et  une  droite  en  géométrie  cotée.  Construire  la  droite  conjuguée  par  rapport  à  la  sphère. 

8472.  —  On  donne  une  sphère  et  une  droite  (D,  D'K  Mener  par  cette  droite  un  plan  coupant  la  sphère  suivant  un 
cercle  de  rayon  donné. 

84*73.  —  Construire  une  sphère  passant  par  quatre  points  définis  par  leurs  projections  cotées. 

8474.  —  Construire  une  sphère  passant  par  un  point,  tangente  à  un  plan  et  tangente  à  une  droite  en  un  point  donné. 

8475.  —  On  donne  une  sphère  par  ses  contours  apparents,  et  un  plan  quelconque.  Mener  par  un  point  a  du  plan 
horizontal  des  tangentes  à  la  projection  horizontale  de  l'intersection. 

8476.  —  Construire  une  sphère  de  rayon  donné,  tangente  aux  plans  de  projection    et  à  un  plan  défini  par  ses  traces. 

8477.  —  Construire  une  sphère  tangente  aux  plans  de  projection  et  passant  par  deux  points. 

8478.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  donnés  dans  le  plan  horizontal  et  tangente  à  un  plan  défini 
par  son  échelle  de  pente. 

8479.  —  Points  communs  à  trois  sphères. 

8480.  —  Plans  tangents  communs  h  trois  sphères. 

8481.  —  Etudier  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une  ellipse  tournant  autour  d'un  axe  vertical,  la  projection 
horizontale  de  l'ellipse  ayant  pour  foyer  la  projection  horizontale  de  l'axe. 

8482.  —  Etudier  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une  conique  tournant  autour  d'un  axe  vertical.  Conditions 
pour  que  la  surface  soit  du  deuxième  degré.  Peut-on  déterminer  a  priori  la  nature  de  cette  surface? 

8483.  —  Contour  apparent  horizontal  d'un  tore  à  axe  de  front.  Etude  analytique. 

8484.  —  Points  doubles  de  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution.  Cas  on  la  surface  est  engendrée  par  une 
conique  tournant  autour  d'un  axe  vertical. 

8485.  —  Construire  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  une  ellipse  située  dans  un  plan  de  bout 
et  tournant  autour  d'un  axe  de  front. 
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8486.  —  Section  d'un  tore  p.ir  un  plan  bitangent. 

8487.  —  On  donne  un  segment  de  droite  Alî  par  ses  projections:  c'est  le  grand  axe  d'une  ellipse  dont  le  petit  aie 
est  égal  à  la  moitié  de  AB.  Cette  ellipse  en  tournant  autour  de  AB  engendre  un  ellipsoïde  de  révolution.  Construire  les 
contours  apparents  de  cette  surface.  Cône  circonscrit.  Déterminer  un  point  de  la  courbe  de  contact. 

8488.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  connaissant  le  rayon  et  le  centre  d'une  section  droite  située  dans  un 
plan  délini  par  son  échelle  de  pente  et  la  hauteur. 

8489.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  délini  par  les  projections  de  son  axe  et  par  son  rayon.  1°  Connaissant  la 
projection  d'un  point,  construire  l'autre  projection  et  le  plan  tangent.  2"  Construire  un  point  quelconque  de  la  section 
par  un  plan  quelconque.   3»  Mener  au  cylindre  un  plan  tangent  par  un  point.  4°  Plan  tangent  parallèle  à  une  droite. 

8490.  —  Par  un  point  mener  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projections. 

8491.  —  On  coupe  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  quelconque  ;  trouver  les  éléments  de  la  section. 
Mener  à  la  section  une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

8492.  —  Plans  tangents  communs  à  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet. 

849^.  —  Construire  une  droite  passant  par  un  point  donné  et  qui  soit  à  des  distances  données  :  I"  de  deux  points 
donnés  ;  2"  de  deux  droites  données  ;  3"  d'un  point  et  d'une  droite  donnés. 

8494.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  et  une  droite.  Construire  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  ladroite 
donnée  et  tangent  au  cône. 

8495.  —  Mener  par  un  point  un  plan  coupant  trois  droites  dotmées  suivant  des  angles  égaux. 

Y  8496.  — Construire  les  contours  apparents  d'une  surface  gauciiede  révolution  engendrée  par  une  droite  quelconque 

H,  tournant  autour  dune  droite  quelconque  A.  Cas  où  A  est  de  front. 

8497.  —  Ktant  donnée  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice,  construire 
une  génératrice  de  la  surface  faisant  un  angle  donné  avec  la  ligne  de  terie. 

•5^.  8498.  —  Une  droite  de  front  tourne  autour  d'une  droite  de   profil  et  engendre  une  surface  gauche.   Construire  un 

point  de  la  surface,  le  plan  tangent  en  ce  point  et  les  contours  apparents. 

8499.  —  Mener  par  la  ligne  déterre  des  plans  tangents  à  une  surface  gauche  à  axe  vertical. 

8500.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre. 

8501.  —  On  considère  la  surface  engendrée  par  la  droite  B  tournant  autour  de  l'axe  A.  Trouver  la  seconde  généra- 
trice de  la  surface  ([ui  passe  par  un  point  .M  de  la  droite  B. 

8502.  —  Construire  le  pôle  d'un  plan  donné  par  rapport  à  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  dont  l'axe  est 
vertical. 

8503.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  quelconques  et  un  plan  directeur 
horizontal.  1"  Construire  deux  génératrices  rectangulaires.  2°  Déterminer  le  sommet  et  les  plans  principaux.  3*  Sections 
planes;  discussion.  4°  Intersection  avec  une  droite  verticale,  avec  une  droite  quelconque. 

8504.  —  On  donne  quatre  droites  dont  les  projections  sont  parallèles  (géométrie  cotée).  Construire  les  droites  qui 
s'appuient  sur  ces  quatre  droites. 

8505.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  un  plan  directeur  horizontal  et  défini  par  deux  frontales. 
Construire  point  par  point  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  qui  font  un  angle  de  30'  avec  le  plan  horizontal. 
Solution  analyti(iue. 

8506.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  paraboloïde  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  droites  de  profil. 

8507.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  admettant  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices  de  profil. 
Un  rayon  lumineux  horizontal  tombe  sur  la  surface  et  se  réiléchit.  Construire  le  rayon  réfiéchi. 

8508.  —  Une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  a  une  génératrice  commune  avec  un  paraboloïde  hyperbolique 
à  plan  directeur  horizontal.  Trouviir  les  points  de  la  génératrice  commune  où  les  plans  tangents  sont  les  mêmes  aux  deux 
surlaces. 

8509.  —  Ou  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  une  verticale,  une  frontale  et  un  plan  directeur  horizontal. 
Mener  à  cette  surface  un  plan  tangent  par  un  point  (iuelcon(iue.  Sommet.  Axe.  Intersection  avec  une  droite  quelconque. 

8510.  —  On  considère  un  p;iraboloïde  défini  par  un  (|uadrilatère  gauche.  Construire  un  point  et  le  plan  tangent. 

(.1  .■.lu  «•»■?.) 
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Miit/ii'inatiques. 


1988.  —  Ou  (•(iiisi(lti-t>  la  courbe  (C)i     //  =.  ace       . 
1"  (Construire  celte  courbe  ; 
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2°  Trouver  l'équation  du  f;iisceau  dos  droites  issnos  de  l'origine  et  passant  par  les  points  d'intersertion  de 
la  courbe  (C)  et  d'une  droite  :     y  ^  ax  -\-  b  ; 

'i°  Discuter  l'equalion  donnant  les  coeflicients  angulaires  des  droites  de  ce  faisceau  ; 

j_ 

4"  On  considère  la  surface     y  =z  xr  '  -{-{ce —  i  ;,   qui  est  coupée  par  le  plan  des  xy  suivant  la  courbe  (C). 

Transporter  les  axes  parallèlement  à  eux-mênnes  de  manière  à  prendre  comme  nouvelle  origine  le  point  A 
ayant  pour  coordonnées  dans  le  premier  système  daxes  :  r  =  [,  y  =  e,  a  =  0,  puis  trouver  le  plan  tan- 
gent, l'indicatrice  de  la  surface  et  les  rayons  de  courijure  principaux  en  ce  point  A. 

Mécaniqife. 

I.  —  L'n  point  parcourt  une  circonférence  dans  des  conditions  telles  que  son  accélération  totale  soit  dans 
un  rapport  constant  avec  le  carré  de  sa  vitesse.  Calculer,  on  fonction  du  temps,  la 
vitesse  et  l'espace  parcouru.  Dt'terminer  l'hodographe. 

H.  —  1989.  On  considère  une  poulie  mobile  de  poids  2P,  soutenue  par  un  fil 
dont  roxtrémile  A  est  fixe,  tandis  (pie  l'autre  extrémité  B  est  libre  et  tirée  par 
une  force  F  ayant  la  dircclion  du  fil.  A  chaque  point  H  du  plan  correspond  ainsi 
une  force  F.  .Montrer  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  F;  calculer  celte  fonc- 
tion et  déterminer  les  liLcnos  de  niveau. 


m.  —  1990.  Une  tige  homogène  pesante  OA  est  mobile  autour  d'un  point 
fixe  0.  Une  autre  tige  AM,  également  homogène  et  pesante  est  articulée  en  .\  à 
l'exlrémilé  de  la  première.  Son  extrémité  ii  est  mobile,  sans  frottement,  sur  une 
droite  horizontale  passant  par  le  point  0.  En  B  est  appliquée  une  force  horizon- 
tale F  située  dans  le  plan  OAIJ. 
Connaissant  les  poids  des  deux  (iges,  on  demande  quelle  relation  existe  entre  la  ;,'randeur  de  la  force  F  et 
0  p,       Y         l'inclinaison  de  la  lige  OA- 

^  Chercher,  en  particulier,  pour  quelle  valeur  de  F  la  tige  0.\  prend  une 

inclinaison  de  4.t". 

Los  deux  tiges  sont  supposées  inégales.  (>n  admet  que  l'articulation 
existant  en  A  équivaut  à  deux  forces,  égales  et  contraires,  appliquées  l'une  à 
la  tige  0.\,   l'aulro  à  la  lige  Alî. 

Calryl. 

U'cquation  //x'"''  =  2  ropnsente  une  courlu'  qui  passe  par  le  point  M,  de  coordon- 
nées    .r  =  1,     )/  =r  2. 

1"  Calculer  l'ordonnée  du  ju)int  N  dont  l'abscisse  est    x  =r  2. 

2»  Calculer,  en  grades  et  fractions  de  grades,  l'angle  des  tangentes  en  M  et  N  avec 
l'axe  des  x. 

3"  Calculer  l'aire  A.MNI!  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  A.M,B.N. 

40  Calculer  les  coordonnées  du  point  d'inlorseclion  des  tangentes  en  .M  et  N. 

J'/iysiijue. 

I.  —  On  considère  dans  le  diagramme  pression-vohuue  l'isotlierme  de  100"  (courbed'Androws)  relative  k  une 
masse  d'eau  de  2''!='.  Indiquer  l'allure  de  la  courbe  et  doimer  les  valeurs  numériques  des  coordonnées  des  points 

singuliers.   On  admettra  que  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  est  constante  et  égale  à    — .     et  que  la  dilatation  et 

la  compressibilité  de  l'eau  sont  négligeables. 

II.  —  1991.  On  mesure  l'indice  d'un  verre  par  la  méthode  du  goniomètre.  Quel  est  l'indice  du  verre  pour 
une  radiation  donnée  si.  l'angle  A  du  prisme  étant  de  2U",  la  déviation  I)  observée  (miniuuim  do  déviation) 
est  de  12"? 

III. 


A' 


1992.  1"  Définir  ce  que  l'on  entend  par  moment  magnétique  d'un  barreau  et  indiquer  comment  on 
p(>ut    le  déterminer  par  oscillation   dans  le  champ   terrestre  supposé  connu. 

2»  On  considère   deux  barreaux  d'acier  identiques    A    et   A'    qui    ont  été  aimantés  diiïe- 
D         remment.  En  les  faisant  osciller  dans  le  champ  terrestre  autour  d'axes  verticaux,  on  constate 
que  le  bar-reau  A  fait  trois  oscillations  complètes  en  dix  secondes  alors  que  A'  n'en  fait  que 
deux.  On  demande  : 
a)  Le  rapport  des  moments  magnétiques  des  deux  barreaux  ; 
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b)  [-a  position  d'équilibre  pnr  rapport  au  méridien  magnétique  que  prend  l'équipage  obtenu  en  fixant  en  croix 
Q,  les  deux  barreaux.  1/éqiiipage  est  supposé  mobile  autour  d'un  axe  vertical  ; 

I  c)  La  durée  d'oscillation  complète,  sous  l'action  du  champ   terrestre,  de  l'équipage  obtenu 

;       n         on  fixant  lun  contre  l'autre  les  deux  barreaux,  les  pôles  de  noms  contraires  on  regard.  L'équipage 
est  supposé  mobile  autour  d'un  axe  vertical. 

Nota.  —  L'approximation  demandée  dans  les  divers  calculs  est  celle  que  donne  la  règle  à 
calculs  ordinaire  de  26'='°  de  longueur. 


S'     :     K' 


Chimie. 

L  Composition  dr  l'eau:  l'Exposer  brièvement  les  méthodes  analytiqueset  synthétiques  quiont  été  utilisées 
pour  établir  la  composition  de  Icau.  On  discutera  et  on  comparera  le  dc^ré  de  précision  do  ces  diverses 
métliodes. 

2°  On  indiquera  comment  on  peut  déduire  des  résultats  obtenus  le  poids  atomique  de  l'hydrogène. 

IL  —  1993.  1°  Dans  une  bombe  calorimétrique  dont  la  température  initiale  est  0°  et  dans  laquelle  on  a 
préalablement  fait  le  vide,  on  introduit  du  méthane  jusqu'à  ce  que  la  pression  atteigne  la  valeur  de 
l  atmosphère  ;  puis  on  ajoute  de  l'oxygène  de  manière  à  porter  la  pression  k  5  atmosphères.  On  fait  exploser 
le  mélange  et  on  constate  que  la  chaleur  dégagée  par  la  réaction  est  de  5690  calories-grammo. 

2"  Dans  une  deuxième  opération,  on  introduit  dans  la  bombe  de  l'hydrogène  jusqu'à  ce  que  la  pres-ion 
atteigne  2  atmosphères  et  on  ajoute  de  l'oxygène  de  manière  à  porter  la  pression  a  .".atmosphères.  Apres 
explosion,  on  trouve,  pour  la  chaleur  dégagée,  le  chiffre  de  3650  calories-gramme. 

.3°  Dans  une  troisième  opération,  on  iniroduit  dans  la  bombe  1  gramme  de  charbon  de  sucre  et  on  ajoute 
de  l'oxygène  jusqu'à  ce  que  le  manomètre  indique  une  pression  de  25  atmosphères.  Après  inflammation,  on 
constate  que  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  la  combustion  est  de  31 10  calories-gramme. 

On  demande  de  déduire  des  résultats  qui  précèdent  la  chaleur  de  formation  du  méthane  à  partir  de  ses 
éléments.  On  précisera  les  conditions  expérimentales  auxquelles  se  rapporte  le  chift're  obtenu. 

III.  —  1994.  Ou  sait  que  le  peroxyde  d'azote  présente,  entre  les  températures  de  20°  et  140*^,  une  variation 
rapide  de  la  couleur  et  des  diverses  propriétés  physiques.  Ce  phénomène  correspond  à  la  transformation 
réversible  de  Az-C'  en  AzO-. 

On  a  mesuré  à  la  pression  atmosphérique  le   volume  occupé  par  185, i-  de  peroxyde  d'a/.ote.  Ou  a  trou\é  : 

A  la  température    /i  =  27°  C,     un  volume       Vi  =  ;;',90  ; 

A  la  température     k  =  tlO"  C,     un  volume     \>  =  12',  14. 

Soit  a  le  coefficient  de  dissociation  du  corps  Az-O^,  c'est-à-dire  le  rapport  du  nombre  dos  molécules  de 
Az-C*  dissociées  au  nombre  total  des  molécules  que  l'on  aurait  si  tout  le  peroxyde  d'azote  se  trouvait  sous  forme 
de   Az'-O''.  On  demande  : 

1°  La  valeur  de  a  aux  températures  <i  et  L  ; 

2°  Le  signe  du  phénomène  thermique  qui  accompagne  la  transformation  de  A/.-O*  en  AzO-  (On  sait  d'ailleurs 
que  ce  signe  ne  varie  pas  entre  les  températures  de  27°  C.  et  lit)»  C.) 

On  admettra  que  l'on  peut  ap[)liquer  à  Az-O'  et  AzO-  les  lois  des  gaz  parfaits. 

Renseignements  numériiiues  :  Poids  atomiqiu^s  de  l'azote»  =  I  i  ;  Poids  atomique  de  l'oxygène  =  16  ; 
Densité  de  l'oxygène:    d  =  t,io;'>. 


DEUXIÈME    PARTIE 


OEOMKTini>:  .WAi.vrioi  i 


1937.  —  f.c  lien  dru  mil/eiir  drs  rnrdcs  ind'ircptées  sur  une  cmoïJf?  droite  par  une  sécante  d*'  direc- 
tion fixe  csl  une  ruf>i(jue.  \"  Si  la  divoction  fixe  rxt  perpeudicuhtivo  n  Vasijmptotc,  In  cuhiquc  est  du  genr* 
cissoidr,  ri  Vdire  cDiiipri'^c  enirr  celle  ni/iiqiie  el  sou  nxi/in/)tot>'  »'</  fo  tunitii'  de  l'aire  analoijiie  de  la  ris- 
soidr  donnée.  ^"  (^onstriiirr  In  rnhiijue  lormjue  hi  direction  fî.ve  est  inclinée  i)  \5*  sur  rasi/tnplnic. 
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géomêtril:  analytique 


Soit  une  courbe  algébrique  quelconque  l(x,  ?/)  =  0,  /"(.r,  y)  désignant  un  polynôme  de  degré  n  ; 
proposons-nous  de  chercher  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction  donnée  A,  ayant 
pour  paramètres  directeurs  «  et  3. 

Désignons  par  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  M  du  lieu,  menons  par  ce  point  une  parallèle  à  A. 
Un  point  quelconque  de  cette  parallèle  a  pour  coordonnées  X  =  x  +  ap,  Y  =  y-+-^p,  p  étant  pro- 
portionnel au  segment  qui  a  pour  origine  le  point  M  et  pour  extrémité  le  point  (X,  Y). 

Les  valeurs  de  p  relatives  aux  points  de  rencontre  de  la  sécante  et  de  la  courbe  sont  racines  de 
l'équation  F(pj  = /\x -f- ap,  ?y -h  Sp)  =  0,  et  pour  que  le  point  M  soit  un  point  du  lieu,  il  faut  et  il 
suffit  que  celle  équation  ait  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires,  ou  que  les  deux  équalions 
F(p)  =  0,     F( — p)  =  0     aient  une  racine  commune  non  nnllp. 

Considérons  les  termes  de  degré  pair  du  polynôme  L(?)  ;  on  peut  envisager  leur  ensemble  comme 
un  polynôme  où  la  variable  serait  p-,  soit  ':>{f)  co  polynôme.  Dans  l'ensemble  des  termes  de  degré  im- 
pair, mettons  p  en  facteur  ;  le  coefficient  de  p  est  aussi  un  polynôme  en  p-,  soit  •^{o'^).  On  peut  alors 
écrire     F(p)  ^  r(P")  +  P'K?')     ^t     F(  —  p)  =  cp(p-)  —  yY\f)  ;     et  le  système  des  deux  équalions 

o(p-^)  -H  'Ai?'')  =  0,  ?(p-   —  P'Vp")  =  0 

est  équivalent  au  système     o(p-)  =  0,     Yp^)  =  0,     si  on  ne  lient  pas  compte  de  la  racine  zéro. 

On  aura  donc  le  lieu  du  point  M  en  éliminant  p'^  enlrc  les  deux  équations     9(0-)  =  0,     'Up^)  =  0. 

Appliquons  ceci  au  ca>  où  la  courbe  est  du  troisième  degré  ;  nous  avons 

F(p)  ~  f(x,  y)  -f-  p(a/';  +  p/-,;)  -F  4r  ''/'''  -^  •'/''')-^  ^  ?'^(''  •')  =  ^^ 

o(x,  y)  désignant  l'ensemble  des  termes  du  troisième  degré  de  f  x,  y).  Nous  en  lirons 

ç(p2)  =  /-(.x,  y)  H-  -^  (a/";  -^  '?fyh  =  0,  -lif)  =  V;  -^  SA',  ^  p>9(a,  fc)  =  0, 

et,  en  éliminant  p-  entre  ces  équalions,  nous  obtenons  immcdiatcmenl 


ou 


2(x  -  a), 


Telle  est  l'équation  du  lieu  ;  elle  représente  une  courbe  du  troisième   degré. 
Si  la  courbe  est  une  cissoïde  droite,  nous  avons 

fix,  y)  =  x{x-  -f-  //-)  —  (ly  =  0. 

/•;  =^  :u-2  H-  y\        /;  ziE  %vii  -  "-lay,        /■;,  =  c.r,        f:,  =  2,v,        /•,;; 

et  l'équation  du  lieu  s'écrit 

[a(;3.r2  -F  y2)  _,_  20^(r  —  n)j:\x'x  -+-  "i^y  -+-  i-(x  —a}]—  'x(x-  -h  j/^)  —  «»/']«(»■  -^-  ?')  =  0. 

1.    Si  la  direction   i\\o  esl  perpendiculaire  à  l'asymptote,  on  a     ^  =  0; 
l'équation  du  lieu  devient 
3.r(3j:-  H-  y^)  —  [x(x^  -+-  )/-)  —  ay-'  =  0,  ou  tr[ï.T-  h-  y-]  -+-  ay^  =  0. 

Cette  équation  représente  une  cubique  symétrique  par  rapport  à  Ox, 
admettant  à  l'origine  un  point  de  rebroussemenl  dont  la  tangente  est  Ox. 
On  la  construit  aisément  en    résolvant  l'équation  par  l'apport  à  y-, 

'■''  ~~  ~~   ±v-^a 
HlUe  admet  pour  asymplote  la  droite     x  = 

?ious  représentons  celle  courbe  en  trail  plein  et  la  cissoïde  en  trait  pointillé. 
L'aire  comprise  entre  cette  courbe  et  son  asymptote  est  donnée  par  la 

/  Hx^~^ 


formule 


A  =  2 


ydx 


^^jy 


2a: 


■dx. 
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Posons     '2x  =  —  z,     nous  obtenons 

-^./■vs(-^)-.rv/s- 

D  autre  part,  1  aire  comprise  entre  la  cissoïde  et  son  asymptote  est 


A'  =  2 


dx  ; 


on  a  donc 


A' 
A  =  — 


ou 


Pour  calculer  A',  on  i)eut  poser    x  =  a  sin^  'f  ;     on  a  alors 

A'  =  2  V/ r-^2a  sin  o  cos  V(/ci  =  4  a"-  sin^  '^(.h  =  a^  (1 

„/o      ^     n  cos^  r  ■  '  Jo  ■  Jo 

A' =.  a^|''"(l -2cos2,-f- i±|i^)rf,. 


■  cos  i-^)-do 


3- 


'■j  *î  i  n  4  '-^ 

L'intégrale  indédnie  est  alors     — '-?  —  sin  2^  j-  -^^ — —-^5      et  rintéspale  définie  est  ésrale  à   -^  ;  on  a 

2  o  4 

3-a2 
donc     A'  =  — - — f     ce  qui  montre  que  Taire  comprise  entre  la  cissoïde  droite  et  son  asymptote  est  égale 

à  trois  fois  l'aire  du  cercle  générateur. 

2.  Si  la  direction  fixe  fait  un  angle  de  43°  avec  l'asymptote,  on  a     a  =  3  =  I,     et  l'équation  du 
lieu  devient 

(3x2  4-  y2  -+-  2x1/  —  2aj/)(4a?  +  hj  —  n)  — 2[a:(a,-'-  -f-  y^)  —  ay-]  =  0, 
ou  2(a?  +  y)[(.r  -f  yf  -h  4a;^]  —  a[3(x  -f-  ?/)'  +  4.ri/]  -+-  2a»»y  =  0. 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  la  couperons  par  une  parallèle  à  la  direction  asymptotique 
réelle,     y  -\-x  =  l,     et  nous  discuterons  la  réalité  et  le  signe  des  abscisses  des  points  de  rencontre. 
Remplaçons  dans  l'équation  de  la  courbe  )/  par     l  —  x;     nous  obtenons 
2/(^2  -h  4x2)  _  q|  3^2  ^  ,^^.(^1  _  ^.^j  _^  2a2(/  —  x)  =  0, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  x, 

4x2(2/  -f- a)  —  2ax(2<  +  «)-!-  t{^t-  —2at  +  2a>)  =  0. 
A  chaque  valeur  de  /  correspondent  deux  valeurs  de  x.  Pour  que  ces  valeurs  soient  réelles,  il  faut 
qu'on  ait 

«2(2/  +  af  —  4/(2/  -H  aX2/2  —  3^/  -\-  2a'-)  >  0,  ou  —  (-2/  -f-  a)» 2/  —  a)'  >  0. 

Cette  inégalité  est  vérifiée  par  les  valeurs  do  /  comprises  outre     — -^    '"''-+- -5- •     les  signes  et  les 

valeurs  remarquables  des  deux  vah'urs  do  x  sont  indiqués  dans  le 
tableau  suivant  : 


a 

a 

1 

0 

— 

H 

4 

II 

(1 

•'■( 

-+■  X 

-f- 

T 

-+- 

T 

(1 

T., 

X 



0 

-h 

— 

4 

n 

On  (Ml  (li'diiil  la  lonno  de  la  courbo.  La  droite  y -^  x  =  —  — 
est  asymptote  d'inflexion  ;  la  courbe  pas.-^e  par  l'origine  et  e«l  lan- 
gonlo  on  00  point  à  Ox. 

\.o  point     X  =  — '     V  =  —     est  un  point    do  rebronssoment. 
'  44 
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car  si  l'on  désigne  par  /"(x,  y)  le  premier  membre  de  1  "équation  de  la  courbe  pour  ces  valeurs  de  x  et  y, 
on  a    /■;.  =  0,     fy=  0,     /''..  =  10^7,     Z";,^  =  0,     /"",  =  0.      La  tangente  de  rebrous?pmenf  est  parallèle  à  Oy. 

J.  OTTENHET.MER,  lycée  de  Nancy. 

Bonnes  solutions  de  iMM.  J.  Dessirieii  :  V, .  Foucbv. 

Solutions  satisfaisantes  par  MM.  Charles  GiiLLf:iiME  ;  L.  Simon;  .1.  SounAiG?»é  ;  Pierre  Vergnes. 


Y&     0(?.) 


m 


Solution  géométrique.  —  Toute  sécante  A  parallèle  à  la  direction  fixe  rencontre  le  lieu  en  trois  points 
(dont  deux  peuvent  être  imaginaires)  qui  sont  les  milieux  des  trois  cordes  interceptées  par  cette  sécante  sur  I;i 
cissoïde.  Ceux  de  ces  points  qui  sont  réels  se  construisent  facilement,  comme  nous  allons  le  montrer,  lors- 
qu'on connait  le  lieu  du  centre  des  moyennes  dislances  des  intersections  do  la  sécante  et  de  la  cissoïde  quand 
la  sécante  se  déplace  parallèlement  k  elie-mème.   Appliquons  à  la  cissoïde  ce  théorème  bien  connu  : 

Le  centre  des  moyennes  dislinccs  des  points  oit  une  transversale  renronire  une  courbe  d'ordre  n  e^t  aits>i 
celui  des  points  oi'  cette  transversale   rencontre  les    n    asymptotes. 

Et  choisissons  tout  d'abord  pour  transversale  la  lani^^ente  de  rebroussement.  Elle  rencontre  la  cissoïde  en 
trois  points  confondus  avec  le  rebroussement  0,  qui  est  par  suite  le  centre  des 
moyennes  distances  cherclié.  D'autre  part  elle  coupe  lasymptotc  en  un  point  D, 
d'abscisse  a,  et,  par  raison  de  symétrie,  elle  contient  le  foyer  singulier  F  de  la  cis- 
soïde; autrement  dit  elle  rencontre  les  deux  asymptotes  isotropes  en  deux  points  con- 
fondus au  point  F:  ce  point  a  par  suite  pour  coefficient  2;  le  centre  des  moyennes 
distances  0  a   pour  coefficient  .1.  et   enlin   le    point  I)  pour  coefficient  i.  Il  s'ensuit 

que  F  e^t  le  point  de  la  tangente  de  rebroussement,  axe  des  y.  qui  a  pour  abscisse ^• 

Si  l'on  remarque  (\uc  le  centre  du  cercle  générateur  de  la  cissoïde  droite  est  lo  milieu  de  01),  on  peut 
énoncer  le  résultat  précédent  sous  la  forme  suivante  : 

Le  foyer  singulier  de  la  cissoïde  droite  e^t  le  symètriq'ir  décentre  de  son  cercle  rji'nih-ateur  par  rapport  à 
son  point  de  rebroussement. 

l,es  droites  isotropes  d'un  point  F  rencontrent  une  transversale  quelconque  a  en  deux  points  imaginaires, 
mais  le  milieu  M  du  segment  qu'elles  interceptent  sur  cette  transversale  est  réel  :  c'est  l;i  projection  orthogo- 
nale de  F  sur  A.  En  elTet,  d'après  le  théorème  rapfielé  ci-dessus,  c'est  le  milieu  du  segment  (réel  ou  imagi- 
naire) qu'un  cercle  de  centre  F  et  de  rayon  arbitmiie  intercepte  sur  A,  car  les  droites  isotropes  de  F  sont 
asymptotes  de  ce  cercle. Par  conséquent, 

Le  milieu  M  du  ser/mcnt  qu'une  sécante  A  intercepte  sur  les  asj/mptotes  isolroi'cs  dr  la  cissoïde  est  la  projec- 
tion du  foyer  singulier  F  sur  ^  . 

Quand  A  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  M  décrit  la  perpendiculaire  abaissée  de  F  sur  A. 
Désignons  par  A  et  Q  les  points  oii  l'asymptote  réelle  de  la  cissoïde  rencontre  respectivement  celte  per- 
pendiculaire et  A.  Le  centre  des  moyennes  distances  C  des  intersections  de  A  et 
de  la  cissoïde,  qui  est  d'après  ce  qui  précède  situé  entre  M  et  Q  et  deux  fois  plus 
près  de  M  (puisque  M  a  pour  coefficient  2)  que  de  U,  décrit  la  droite  fixe  AC. 
Soit  alors  P  l'un  des  points  n'els  oii  A  coupe  la  cissoïde,  le  milieu  P'  de  la  corde 
interceptée  dans  la  cissoïde  par'  les  deux  autres  points  où  celte  courbe  rencontre 
A  (points  i\\\\  sont  ou  tons  deux  réels  ou  tous  deux  imaginaires)  s'obtiendra  en  pre- 

(;p 

— ^-        .\  cha(|ue  point  réel  P  oii  A  coupe  la  cissoïde  cor- 

rp 


D  J- 


liant  ^\\r  A      CP'  =: 


respondra  un  point  réel  P'  du  lieu  tel  que 


<;i>'  =  — 


Les  tangentes  en  P 


à  la  cissoïde  et  en  P'  au  lieu  clierché  se  coupent  d'ailleurs  sur  AC,  de  sorte  que 
si  la  tangente  en  P  est  tangente  d'indexion  de  la  cissoïde,  la  tangente  en  P'  est 
tangente  d'inflexion  au  lieu  cherché. 

Ce   lieu   est  par  suite  une  cubique  cuspidale  à  asymptote  d'inflexion,  dont  le 
point  de  rebroussement,    I{,    s'obtient  en  menant  par  (»  la  parallèle    OA'    à  la  direction  fixe,  prenant  sur  celle 


droite  le  point  C  oii  elle  rencontre  .VC  et  prolongeant  OC  de  la  longueur  C'R  = 


OC' 


Celle  courbe  passe  évidem- 


ment par  les  trois  points  oii  AC  rencontre  la  cissoïde  ;  elle  passe  également  par  le  rebroussement,  0,  de  cette 
dernière,  ainsi  que  par  les  trois  points  de  contact,  réels  ou  imaginaires,  des  tangentes  ii  la  cissoïde  parallèles 
à  A.  En  efifet,  la  parallèle  OA'  à  a  menée  par  le  rebroussement  0  de  la  cissoïde  coupe  cette  courbe  au  point   0, 
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qui  compte  pour  deux  points  d'intersection,  et  en  un  point  i\.  I.e  point  C  où  Oa'  rencontre  AC  est  le  centre 

des    moyennes   distances    des    intersections   de    Oa'   et   de   la   cissoïde  ;  par  conséquent  on  a  ÔTT'  =  • 

Or,  au  point  N  de  la  cissoïde  correspond,  d'après  ce  qui  précède,  le  point  0'  du  lieu  tel  que 

CN        — - 

t:'0'  = —  =:z  eu  ; 

ce  point  0'  coïncide  donc  avec  le  rebroussement  de  la  cissoïde.  De  même,  une  tangente  à  la  cissoïde,  parallèle 
à  A,  touche  celte  courbe  en  un  point  T,  qui  compte  [jour  deux  points  d'intersection,  et  la  coupe  en  un  point  T'. 

Soit    C"    le  point  où     TT'    rencontre   AG,    on   a     TC"  =  — - — .     Donc  au  point   T'  de  la  cissoïde  correspond 
sur  le  lieu  le  point  T. 

Nous  ajouterons  encore  que  la  tangente  au  point  T  à  la  cissoïde  touche  aussi  la  cubique  trouvée,  le  point 
de  contact  étant  le  point  T",  correspondant  au  point  T  considéré  comme  appartenant  à  la  cissoïde,  c'est-à-dire 

(VT 

le  point    1"    tel  que      T"C"  =     _^    ;      c'est  en  effet  ce  qui  ressort  de  ce  que  les  tangentes  en  T  et  T"  se  cou- 
pent sur  AC.  Ainsi  les  trois  tangentes  à  la  cissoïde,  réellesou  imaginaires,  parallèles  à  A,  sont  tangentes  au  lieu. 

On  peut  considérer  le  lieu  trouvé  comme  obtenu  en  traçant  d'abord  la  symétrique  oblique  (S')  de  la  cis- 
soïde donnée,  par  rapport  à  AC,  pour  la  direction  A,  et  prenant  les  milieux  des  segments  parallèles  à  A  com- 
pris entre  AC  et  (S').  On  en  conclut  que  son  asymptote  est  la  droite  V\,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  menée 
par  K  à  la  direction  fixe. 

D'un  autre  côté,  l'aire  comprise  entre  lu  symétrique  oblique  de  la  cissoïde  et  son  asymptote  est  égale  k  celle 

qui  est  comprise  entre  la  cissoïde  et  son  asymptote. 

Il  s'ensuit  que  l'aire  comprise  entre  la  cubique  cherchée  et  son  asymptote  est,  dans  tons  les  cas,  égale  à  la 

3— ^î 
moitié  de  l'aire  analogue  relative  à  la  cissoïde,  c'est-à-dire  à  — - — 

0 

l.orsque  la  direction   A   est  perpendiculaire  à  l'asymptote  de  la  cissoïde,  la  droite   AC   se  confond   avec 

l'axe  Oy,  la  cubique  a  pourasymptote  la  parallèle  menée  par  F  à  Oy,  pour  rebroussement  le  point  0,  et.  pour 

une  môme  ordonnée,  les  abscisses  de  ses  points  sont  égales  à  la  moitié  de  celles  des  points  correspondants  de 

la  cissoïde  et  de  signe  contraire. 

r.  LE.MOV.\t:. 


Plivsiori- 


1920.  —  l/n  barreau  ainuinU':  horizontal,  long  et  viince,  est  suspendu  par  son  milieu  à  un  fil  de  torsion. 
Placé  d'abord  dans  un  champ  magnétique  négligeable  et  écarté  de  sa  position  d'éi/uilibre,  il  fait  p  =  liiO 
oscillations  eno  minutes.  ()n  produit  ensuile  un  champ  horizontal  li  parallèle  à  sa  position  d'équilibre  ;  il 
/ait  alors  p'  =  430, o  oscillations  en  6  minutes^  Le  même  barreau,  placé  verticalement  et  suspendu  par 
un  are  horizontal  passant  par  une  de  ses  extrémités,  exécute,  sous  l'action  de  son  poids,  q  =  800  oscil- 
lations en  3  minutes.  On  produit  un  champ  égal  au  précédent,  mais  vertical.  Combien  le  barreau  fera-t-H 
d'oscillations  en  5  minutes? 

Désignons  par  l,  le  iiioiuenl  diiuMlic  du  barreau  p;ir  rapport  au  premier  axo  do  rolalion,  p;ir  C  le 
coelliciont  de  l'anglo  d'c-cart  dans  l'c^xpressinii  du  couple  de  lor.sjon.  La  première  expérience   donne  une 

durée  d'oscillation  /  =  -\J -L. 

Désignons  par  iM   le  moment  magnéliiiue  du  barreau;  la  deuxii'tne  expérience  donne  une  durée 


d'oscillation  V  —  r\/         ' 

V  Gh-MH 

,    .  fî /'» 

L  oliminalion  dt;  C  donne  Mil  =  i:*I, 


mi 
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Sous  l'action  de  son  poids,  le  barreau,  dans  la  troisième  expérience,  oscille  avec  une  durée 

=  ■kkI — i_,     L     désignant  le  moment  d'ineitie  autour  d'un  axe  passant  par  rextrémité. 
*    mag 

TT 


Entin,  dans  la  quatrième  expérience,  on  a  la  durée  d'oscillation     s'  =  -w i 

*     niag  -h  M  H 

L'éliminalion  de  ynag  donne     MH  =  -^l.^ — rT~  "     Ein  égalant  ces  deux  expressions  de    MH,  on; 

!■>    -— ■ =  l, — -    »     ou  bien,  en  remplaçant  les  mverses   —,    — .    —  •    —    par  les  quan 

-\s"^         6-V  \l'         l-J  ^  t        i         s        s      '  * 


ités  proportionnelles  p,  p',  q,  7', 

1 

q"^q'  +  j;{p'- 

Or              I,  =  2  r slxHx  = 

—50a'            et            \,  = 

Donc 

,.  =  ,,^£1^ 

sr>x'-dx  =  —  soa^  =  41,. 


ce  qui  donne,  tous  calculs  eUeclués,     (/  =  825. 
Solution  en  partie  exacte  de  M.  J.  OïTEMifjiMKH. 


V.  VEUGNES. 


N.  H.  —  Les  données  numériques  se  rapportent  à  un  Ijarroau  qui  aurait  les  caractéristiques  suivantes  : 
longueur  :2r"',  section  Û""%1,  poids  Ki^.  masse  magnéti(|u(>  de  chaque  pôle  aU,  moment  magnétique  lOoO, 
coellicicnt     C  =  1450,     cliaiup  magnétique     II  =  H'. 

Il  est  à  noter  que  le  cbamp  magnétique  a  beancouj)  plus  d'inlluencc  sur  les  oscillations  hoiizoutales 
qui  se  font  à  l'extrémité  du  lil  de  torsion  que  sur  les  oscillations  verticales.  L'observation  de  ces  dernières 
constituerait  une  très  mauvaise  méthode  pour  mesurer  un  champ  faible  ;  [)ar  exemple,  la  composante 
verticale  du  champ  terrestre  ne  modilicrait  guère  que  d'un  millième  la  durée  d'oscillation  d'un  barreau 
de  40'"  de  long  ayant  des  pôles  de  masse  magnétifiuo  égale  ii  50  unités. 
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Mathématiques. 

I.  —  Uéleruiincr,  à  l'aide  d'une  inlégratiou  par  parties,  les  fonctions  primitives  des  fonctions 

e-'"  cos  (oi  4- À)  l'I  c-''' sin  ((;(-+->-)• 

II.  —  1905.  Etudier  le  mouvement  d'un  mobile  M  dont  raccéléralion   y  cl  la   vitesse  v   font  un  angle 

obtus  constant  1^  et  sont  dans  un  rapport  constant      -^  =  '•. 

1"  iNature  de  riiodographe  du   mouvement,  qu'on   rapportera  aux  coordonnées  polaires   r,    w   en  prenant 

comme  pôle  le  centre  0  de  l'hodographc  ;  on   supposera  donnée  la  valeur  de  r 
pour    (0  =  0. 

Relation  entre  l'accélération  tangentielle  et  la  vitesse   du  mouvement.  Va- 
riation de  la  vitesse  avec  le  temps  t  :  on  supposera    w  =  0    pour    t  =  0. 
T       /^  Variation  de  l'angle  w  avec  le  temps. 

,10  ^r  .  .  dx      dy 

2' Expression  en  fonction  du  temps  des  composantes  cartésiennes —>  -^ 
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de  la  vitesse  du  mobile  M.  Expression  des  coordonnées  x,  y  du  mobile  en  fonclion  de  oj,  de  -l  et  de  la  vitesse 
initiale:  on  déterminera  les  constantes  d'intégration  en  écrivant  que  a;  et  y  sont  nuls  pour    i  =  x. 
Comparer  le  mouvement  de  M  à  celui  du  point  représentatif  sur  l'hodographe. 

III.  —  1996.  On  considère  la  courbe  C  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires 

est     p  =:  ae->"'->. 

Au  point  Mt,(ç  =  a,  oj  =  0)  de  C  Ton  associe  une  infinité  de  points 
Mi(pi,  oji),  ....  M„(p„,  0),,),  ...,  de  la  même  courbe,  tels  que  oj,  =  0,  .... 
i,j„  =  n(i  ...  ;  l'on  suppose  que  les  points  Mo,  Mi,  ...,  M„,  ...  sontdes  points  matériels 
de  masses  respectives  7>io  =:/•((,  wi  :=  Àpi,  ...,  w„  ^ /.ç,,,  ...,  proportion- 
nelles à  leurs  distances  au  point  0. 
lo  Définir  le  centre  de  gravité  G  de  ces  points  matériels  en  nombre  infini.  Calculer  les  coordonnées  carté- 
siennes X,  Y,  puis  les  coordonnées  polaires  H,  a  du  point  C. 

n  >t 

On  calculera  au  préalable  les  expressions    6„  =  iq^  coah-^    et    s;,  =  S^'' sin  A-^,    où    A    prend  toutes  les 
valeurs  entières  comprises  entre  0  et  n    (0-<A<^îi);     on  pourra  utiliser  ii  cet  effet  la  formule  de  Moivre. 
2"  Construire,  pour    0  =  -^,     l'arc  de  courbe  décrit  par  b;  point  C  lorsque  m  varie  de  0  à  ». 


Calcul  Lriyonométrique . 

On  donne  dans  un  triangle  les  côtés    a  =  31'°,025,     fc  r=  43"',i68    et  l'angle     A  =  38"J2G. 
Calculer,  pour  chacune  des  deux  solutions,  les   angles  B,  C  eu  grades  (C),  le  côté    c   en  mètres  (mK  l;i 
surface  S  en  ares. 

Épure. 

1997.—  iMTEniKcrio.No'b'.NToniCKT  d'u.ncyli.ndre  dk  kkvolutio.v. —  Données  :    oo'  =z  18""",    o'a'  =  o'b'  =  o'c'  =  i'^™. 

Un  arc  de  circonférence  situé  dans  le  plan  de  front  1  est  projeté  verticale- 
ment suivant  b'm'c'  de  centre  «'. 

Le  tore  est  engendré  par  cet  arc  de  circonférence  tournant  autour  de  la 
verticale  du  point  o. 

Le  cylindre  de  révolution  a  pour  axe  la  droite  (1,  1;,  et  pour  contour  appa- 
rent vertical  les  deux  tangentes  à  l'arc  b'in'c'.  menées  parallèlement  à  f. 

Heprésenter,  en  faisant  la  dislinclion  des  parties  vues  et  cachées  : 

1°  En  projection  horizontale,  la  partie  du  cylindre  extérieure  au  loro  ; 

2»  En  projection  verticale,  la  partie  du  tore  extérieure  au  cylindre. 

Le  cylindre  sera  limité  par  deux  plans  de  profil  situés  à  8  cctttimètrei  Je 
distance  du  point  o,  o'. 

On  roprésentei'a  en  traits  noirs  discontinus  ou  en  traits  rouges  la  coiislruc- 
tion  d'un  point  quelcon(iue  et  de  sa  tangente. 

Titre  et  cadre  inutiles. 


1998. 


f/ 


Physique  et  chimie. 

-  On  Uvùlv  en  vas(»  clos  dans  une  atmosphère  d'oxygène  pur  un  grauiuie  d'un  hydrocarbure 
li(iuide  (le  formule  C"I1'',  de  façon  à  réaliser  une  combustion  complète  selon  la  formule  : 

2C"n''  -f  (in  -+■  p)0  =  --iHCO^  -h  pU-O. 

L'opération  est  effectuée  dans  une  bombe  caloriuu'lrique  conslituoo  cssciilietlenienl 
comme  suit  : 

La  bombe  est  fermée  par  un  bouclion  li.  L'oxygène  estintroduil  par  le  dispositif  spécial 
V.  La  matière  combustible  est  placée  dans  une  nacelle  de  platine  P'.  Le  bouchon  de  l'obus 
l'st  traversé  par  doux  conducteurs  isolés  iil>  et  rd  servant  pour  l'alluniage.  Le  courant  elcc- 
tri(iue  (|ui  parcourt  ces  conducteurs  porte  au  rouge  et  fait  brûler  le  lil  de  fer  f\  dispose  de 
l'açou  il  pénétrer  en  [Kutie  dans  la  matière  couibuslifile.  La  bombe  est  placée  dans  un  calo- 
rimètre de  Herthelot.  Le  thermomètre  plongé  dans  ce  calorimètre  est  gradué  on  cenlionics 
de  degré. 

On  a  réalisé  avant  l'exiit  luniel't  quilibre  de  température  entre  l'eau  du  calorimètre  et  l'air 
de  la  pièce. Onconslatei|uela  température  de  l'eau  du  calorimètre  est  de  15«.30.  On  fait  passer 
le  courant  et  l'on  obtient  toutes  les  30  secondes  les  températures  suivantes  : 


^ 
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30  sec.     aprrs  le  passage  du  fouranl     d8°,  60  sec.     après  le  passage  du  courant     18», 14, 

90  sec.  —  —  18°, 2.3,        120  sec.  —  —  i8o,30, 

150  sec.  —  —  18",29,         180  sec.  —  —  18°, 27. 

On  note,  après  cette  dernière  mesure,  que  la  diminution  de  la  tcmpcrature  observée  par  minute  reste  sensi- 
blement constante,  et  l'on  constate  que  la  température  du  thermomètre  est  de  18», 15  six  minutes  après  le 
passage  du  courant.  Une  expérience  spéciale  a  permis  dévaluer  à  480^  la  valeur  en  eau  du  calorimètre  et  des 
appareils  qu'il  contient,  l.e  poids  de  l'eau  contenue  dans  le  calorimètre  est  de  3273e.  La  spirale  de  fer  pèse 
0*5,025  et    la  chaleur  dégagée  par  la  combustion  d'un  gramme  de  fer  est  de  1,6  grande  calorie. 

On  demande  de  calculer  en  grandes  calories  la  chaleur  dégagée  par  la  combustion  complète  d'un  gramme 
de  l'hydrocarbure  précité. 

On  admet  que  l'on  évalue  la  température  lue  et  la  correction  de  température  en  connuetlanl  pour  chacune 
de  ces  deux  déternnnalions  une  erreur  inférieure  à  1/100  de  degré,  et  que  l'erreur  dont  peut  être  affectée  la 
valeur  en  eau  du  calorimètre  est  inférieure  à  2  grammes.  On  demande  de  calculer  la  valeur  maximum  de 
l'erreur  relative  commise  dans  la  détermination  précitée. 

2.  —  a)  La  densité  de  vapeur  de  l'hydrocarbure  ("."H^'  par  rap[)ort  k  lair  est  de  2,5.  Le  quotient  du  poids  de 
carbone  par  le  poids  d'hydrogène  contenu  dans  l'hydrocarbure  est  de  5.  On  sait  que  le  poids  spécifique  de  l'air 
est  égal  à  14,4  l'ois  celui  de  l'hydrogène. 

On  demande  de  déterminer  la  formule  du  composé  C"ll". 

b)  On  a  établi  d'autre  part  par  des  expériences  analogues  que  les  réactions  ci-dessous  ell'ectuées  à  volume 
constant  comportent  les  dégagements  de  chaleur  suivants  par  molécule  gramme  de  CO^  ou  de  H^O  formé  : 

(1)  C -1- 02  =  002  +  9^,3   grandes  calories, 

(2)  n- +  0  =  11^0  (à  l'état  de  vapeur)  +  57,4  grandes  calories. 

La  clialeur  de  vaporisation  d'une  molécule-gramme  d'eau  liquide  est  de  10  grandes  calories,  8.  Le  poids 
atomi(iue  du  carbone  est  12. 

On  demande  d'indiquer  si  le  composé  C"1I^'  est  endolhermique  ou  exothermique  et  de  calculer  la  chaleur 
de  formation  d'un  gramme  de  ce  carbure  à  l'état  liquide,  en  se  reportant  aux  résultats  de  l'expérience  précédente. 

Les  chaleurs  dégagées  dans  les  réactions  (1)  et  (2   étant  supposées  déterminées  avec  une  erreur  relative 
\ 
inférieure  à  .  on  demande  de  calculer  la  valeur  maximum  de  l'erreur  absolue  commise  dans  la  détermi- 

nation précitée. 

3.  On  brûle  en  une  heure  par  combustion  con)plète  10  kilogrammes  du  même  hydrocarbure  dans  un  moteur 
à  pétrole  qui  fournit  un  travail  ctTeclif  équivalent  aux  2/10  de  la  chaleur  dégagée  par  la  combustion  de 
l'hydrocarbure. 

On  demande  d'('valuer  en  unités  C.  G.  S.  le  travail  fourni  par  la  machine  en  une  seconde,  en  prenant 
comme  point  de  départ  l'étiuivalence  entre  une  grande  calorie  et  un  travail  égal  à  425  kilogrammètres,  et  en 
indi(iuant  la  méthode  suivie. 

1999.  —  1"  On  traite  k  chaud  dans  un  ballon  un  mélange  d'acide  sulfurique  concentré  et  de  mercure.  On 
recueille  le  gaz  qui  se  dégage  du  ballon  dans  l'eau  de  chlore.  On  ajoule  dans  le  liquide,  une  fois  l'opération 
terminée,  un  excès  de  chlorure  de  baryum  et  l'on  lecueille  un  précipité  dont  le  poids  à  l'état  sec  est  de 
10  grammes. 

2°  On  fait  couler  de  l'acide  sulfurique  sur  du  soufre  fondu  et  Ion  recueille  le  gaz  dégagé  dans  l'eau  de  chlore, 
comme  il  est  dit  ci-dessus.  Le  poids  du  précipité  obtenu  après  addition  de  chlorure  de  baryum  est  de  10^  k 
sec. 

3o  On  chauffe  de  l'acide  sulfurique  concentré  avec  du  charbon  et  l'on  recueille  le  gaz  dégagé  dans  l'eau  de 
chlore.  On  précipite  comme  ci-dessus  par  le  chlor.ure  de  baryun),  mais  on  reprend  après  liltration  le  précipité 
obtenu  par  l'acide  chlorhydrique  dilué  dans  l'eau,  et  l'on  pèse  le  précipité  sec  obtenu  par  filtration  de  la  liqueur 
chlorhydrique.  Le  poids  de  ce  précipité  est  de  10  grammes. 

On  demande   de  calculer  les  poids  d'acide  sulfuri<jue   décomposés  dans  chacune   des    trois  opérations 

précédentes. 

S  =  32,  0  =  16,  Ba=il37,  C  =  12,  Hg  =  200. 
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REVUE    DE    MATHÉMATiaCES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR  LE  IIAYUN  DE  COUHBUBE   D'UNE  CONIQUE  (^/i), 

par  M.  Louis  Sire. 


6.  Supposons  le  point  C  confondu  avec  le  point  B,  les  points  m  et  c  seront  confondus  avec  le 
point  b;  par  suite  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  proportionnel  au  cube  de  la  dislance  du  pôle  d'une 
de  ses  tangentes  par  rapport  à  un  cercle,  à  la  polaire  du  point  et  inversement  proportionnel  au  cube  de  la 
distance  du  pôle  de  la  tançiente  au  point  considéré  à  la  polaire  du  point  de  contact  de  la  tangente  ijupI- 
conque  et  au  cube  du  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  à  la  conique  avec  le  rayon  vclrur  joignant  le  point  de 
contact  au  centre  du  cercle. 

Désignons  par    n    le  point  de  rencontre  des  polaires  des  points    A    et    lî  par  rapport  au  cercle  0  ; 

pour  le  rayon  z\  de  la  conique   an 


nb  \^        1 

nous  déduisons  du  théorème  précédent,      o  =  ki |    •  

'  \  na   I      ?in'  c 


point  15,  nous  aurons      Ç>\  — 


k 


sin'  9i 


par  suite, 


/(//  .  sin  '^1 


s^i  \   na  .  sm  •-- 

Soit  N    le  point  de  rencontre  des  tangentes  en   A    el    15   à  la  coni(|ue  (Cl,  et  pimons  pour  cercle  O 
le  cercle  inscrit  au  triangle  NAB. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  avons 

P  /  7ib  .  sin  uHb  \'        /   nh  .  sin  Onb  \\  sin  0«A  Ok 


na  .  sin  0\a  '  ^  na  .  sin  (.)»« 

nh  .  Ok\' 


or 


par  suite    -^  =  . 

p,  \na  .  On 


) 


d'où  la  relalii>n 
NA 


sin  Otia 
surface  ()n/»\* 


p  /  surface  ()n/»\  ■ 

:i         Vsurface  iUin  ' 


Nous  avons  aussi     —  =  (  — —  )  '.     par  smie.  nous  en  déduisons  la 

Pi  \    n  B   / 

NA  surf.  Onb 

relation,  rclativt^  a  un  Uianule  quelcoïKiiie,     — -—  — 

NB  suri.  Ona 


7.  Supposons  (|ue  Ict»  |ioinl>  B  el  11  soient  les  points  à  linlini  de  la 
conique  (C)  ;  la  droite  ic  sera  la  polaire  du  ccnln'  de  la  coni.|U('  par  rapport  au  cercle  0  el  le  poinl  m 
sera  confondu  avec  le  point  0,  par  suite  : 

Le  rat/oti  dr  courlnirr  en  ini  pchil  d'une  rt)ni(iur  est  proportionnel  au  cube  de  la  dislonce  du  centre  d'un 
cercle  quelconque  à  la  polaiie  du  point  par  rapport  à  ce  cercle,  et  inversement  pritportioiinel  ou  ri 
distance  du  pôle  de  la  tangente  au  point  considère  â  la  polaire  du  rentre  de  la  conique  par  rapport 
et  au  cube  du  sinus  de  rauglc  de  ht  tangente  à  la  conique  avec  le  layon  vecteut  joignant  tf  poinl  n 
nu  rentre  du  cercle  ; 


386  SJR  M"]  HAYON  DE  COURBUKE  D'UNE  CONIQUE 


ou  encore  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  poinl  d'une  coniijue  est  inversement  proportionnel  nu  cube  de  la  dislance 
du  point  nu  centre  d'un  cercle  quelconque,  au  cube  de  la  distance  du  pôle  de  la  tangente  au  point  considéré 
à  la  polaire  du  centre  de  la  conique  par  rapport  'in  cercle  et  au  cube  du  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  à  la 
conique  avec  le  rayon  vecteur  joignant  le  point  de  contact  au  centre  du  cercle. 

Si  le  cercle  0  est  conceatrique  à  la  conique,  nous  voyons  que  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  inversement  proportionnel  au  cube  de  la  distance 
du  point  au  centre  de  la  conique  et  au  cube  du  sinus  de  fangle  de  la  tangente  à  la  conique  avec  le  rai/on  vec- 
teur joignant  le  point  de  contact  au  centre  de  la  conique^ 
ce  qui  donne  le  théorème  connu  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  inversement  proportionnel  au  cuhn  de  la  dislance 
de  son  centre  à  la.  tangente  à  la  conique  au  point  considéré. 

Si  le  cercle  0  a  son  centre  en  l'un  des  foyers  de  la  conique,  le  rayon  de  courbure  de  la  conique  au 

1 

point  A  a  une  exr)ression  de  la  i'ornic     p  =  k  — -- — -. -,     '/  étant  la  distance  du  poinl  A  au  lover  F, 

'  '  [dd  sin  ^f 

d'  la  distance  du  pi')le  de  la  tangente  au  point  A  à  la  polaire  du   centre  de  la  conique   par  rapport  au 

cercle.  Or  nous  avons  démontré  que     o  =  — : — -—  >     de  là,  la  propriété  :  en  chaque  point  dune  conique, 

sin^:p 

le  produit  (dd')  e-t  constant. 

8.  Supposons  que  les  points    H    et  G  soient  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  centre  0 

H     \:' 

du  cercle  à  la  coniqiK!  ;  la  distance  h  est  infinie  d  par  suite  constante,  il  reste     g  =  />(  )       c'cst- 

'  \  sino  /  ' 

à-dire  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  proportionnel  au  cube  de  la  distance  du  pôle  par 
rapport  à  un  cercle  de  la  polaire  du  centre  de  ce  cercle  par  rapport  n  la  coniqui\  à  la  polaire  du  point  con- 
sidéré par  rapport  au  cerch',  et  inversement  proportionnel  au  cube  du  sijius  de  l'angle  de  la  tangente  à  la 

conique  avec  le  rayon  vecteur  Jaignanl  le  point  de  contart  au  centre  du  cercle. 

Il  en  l'ésulte  qu'en  chaque  point  du  cercle   le   rapport    est  constant. 

sm  u 

Si  le  centre  du  cercle  coïacide  avec  le  centre  de  la  conique,  nous  avons  l'énoncé  suivant  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  dune  conujue  est  proportionnel  au  cube  de  la  dislance  de  son  centre 

d  la  polaire  du  point  par  rapport  à  un  cercle  concentrique,  et  au  cube  du  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  à  la 

conique  avec  le  rayon  vecteur  joignant  son  centre  an  point  du  contact . 

/H     \^ 

Si  le  centre  du  cercle   coiocide  avec  un  des  fovers  de  la  conique,  nous  avons     s  =  k(  —. )    ; 

\  sin  o  ) 

or,  nous  avons  également     o  =  — ^— — ,       donc,  dans  le  cas  considéré,   H  est  constant  :  autrement  dit  : 

sur  -j 

La  polaire  réciproque  d'uiie  conique  par  rapport  à  un  cercle  ayunt  son  centre  en  l'un  des  foyers  de  la 
conbjue  est  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  pôle  de  la  dirertrice  correspondante  pir  rapport  au  cercle  considéré. 

9.  Supposons  (jue  la  droite  BC  passe  parle  centre  O  du  cercle,  le  point    m  est  à  l'infini,  parsuile  : 

Le  rnqon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  inversement  proportionnel  au  cube  de  la  dislance 
du  pôle  de  la  tangente  au  point  considéré  par  rapport  à  un  cercle,  à  la  polaire  par  rapjport  à  ce  cercle  dn 
pôle  par  rapport  à  la  conique  d'nne  droite  quelconque  passant  par  le  centre  du  cercle,  et  au  cube  du  sinus  de 
l'anqle  de  la  tangente  à  la  conique  avec  le  rayon  a'cteur  joignant  le  point  de  contact  au  centre  du  cercle. 

Si  la  droite  BC  passe  par  le  centre  de  la  conique,  nous  voyons  que  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  inversement  proportionnel  au  cube  de  la  distance 
du  pôle  de  la  langenle  au  point  considéré  à  la  droite,  issue  du  centre  du  cercle,  perpendiculaire  à  la  direction 
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conjuguée  du  diamètre  de  la  conique  qui  passe  par  le  centre  du  cercle,  et  ou  cube  du  sinus  de  l'angle  de  la 
langenle  à  la  conique  avec  le  raijon  vecteur  joignant  le  point  de  contact  au  centre  du  cercle. 

Enfin,  si  le  contre  du  cercle  se  trouve  sur  l'un  des  axes  de  la  conique  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique  est  inversement  proportionnel  au  cube  de  la  distance 
du  pôle  de  la  tangente  au  point  comidéré  par  rapport  à  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'un  des  axes  de  la 
conique^  à  cet  axe,  et  au  cube  du  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  à  la  conique  avec  le  raijon  vecteur  joignant 
le  point  de  contact  au  cetdre  du  cercle. 
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1938.  —  On  considère  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox  et  Oy  et  un  point  M'  ayant 
pour  coordonnées  x'  et  y';  soient  P  la  projection  du  point  iM'  sur  Or  et  M  le  symétrique  de  P  par 
rapport  à   OM'. 

{"  On  demande  d'exprimer  Vaffixe  du  point  M  en  fonction  de  celle  du  point  M'  et  de  celle  du  jioinl 
symétrique  de  M'  parrapport  à  Ox  ;  de  calculer  les  coordonnées  x  et  y  de  M  en  fonction  de  celles  de 
M';  de  montrer  qu'à  tout  point  M'  correspond  un  point  M  uni(]ue  et  qu'à  toul  point  M  correspondent  deu.c 
points   W .    Placer  ces  points  quand  le  point  M   est  donné. 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  M'  quand  le  point  M  décrit  une  parallèle  à  Ox  ou  à  Ojy,  un  cercle  ayant 
son  centre  nu  point   0,  un  cercle  langent  à    0//    ou  à    Ox   au  point  0. 

3*  fÂeu  du  point  M  (juand  le  point  M'  décrit  une  parallèle  à  l'un  des  axes,  ou  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  0. 

4°  On  suppose  le  point  M'  sollicité  par  une  force  représentée  par  le  vecteur  .M'M.  Trouver  les  lignes  de 
force  et  les  lignes  de  niveau  du  champ  ainsi  créé.  Evaluer  le  travail  total  de  la  force  du  champ,  quand  le 
point  iVr  pa' court  une  ligne  de  force  tout  entière  ou  une  partie  seulement  de  celle  ligne  de  force. 

\'>  Soient  z  l'aflixe  du  point  M  et  ;'  celle  du  point  M',   ;,,  celle  du  syniétriijue  de    M'  parrapport  k 

:;'  ■+-  Zy 
Ox.  L'affixe  du  \)o\\\l  P  est    — ;; et  celle  du  point    M  est  égale  à  celle  du  point 

P  multipliée  par  e-'"',  '»'  étant  l'anglede  OM'  avec  O.*'.  Or     ;'  =  r't'"',     :,  =  ' 

_/ 
donc     é^'"'  =  —  . 

Nous  avons  linalenient 


(•) 


Celte  relation  poul  s'écrire     .c -h  iy  =  .i 


2 

.  1^-' 


'.'/ 


x'^-hy' 


(2) 


x  = 


x'{x'^  —  t/'*) 


.'/ 


'.'/ 


cl  donne  de  suii 


Hx'h/' 


'V' 


r   -»./ 


X'-  H-  y  -  .r  ■  -h  y 

i-i's  forniuli's  (I)  et  (i)  résolvent  la  première  partie,  au  point  île  vue  analytique,  il  reslo  à  éUidier 
la  corres|)()ndaiu:e  (jui  existe  entre  M   et  M'. 

Il  est  dabord  évident,  aussi  bien  d'après  les  tormules  cJ)  ipit*  par  des  (•oiivi,i,.i:itii.ii<  i;(>oinétri<|uos, 
(pi'à  un  point   M'  donné  arbitrairement  correspond  un  point  M  et  un  seul. 

Si  iu)us  iu)us  dormons  le  point  M,  c'est-à-dire  les  deux  nombres  x  el  y,  nous  avons,  pour  calculer 
r'  et  //',  doux  é(pialions  du  tioi^ième  de^re  :  b*  point  M'  se  présente  eornnie  étant  le  poini  derenconlro 
de  deux  cubuiues  ;  ces  deux  cubiipies  ont  en  coumuin  un  point  double  à  l'origine  el  les  lungenle.^  aux 
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deux  courbes  sont  les  mêmes;  elles  se  coupent  donc  en  six  points  confondus  avec  l'origine  el  qu'il  faut 
éliminer  ;  restent  trois  aulres  points  ;  l'un  de  ceux-ci  est  à  l'infini  sur  Oij  et  ne  convient  pas  non  plus. 
Il  n'y  a  donc  que  deux  solutions  acceptables. 

i*our  les  déteraiinor  géométriquement,  il  faut  décrire  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OM.  joindre 
le  point  M  aux  points  de  rencontre  avec  0.r,  P  et  Pi,  abaisser  du  point  0  des  perpendiculaires  snr 
MP  et  MPi  et  prendre  leurs  points  de  rencontre  respectifs  avec  les  parallèles  à  Oy  menées  par  les  points 
P  et  P,. 

2»  Lorsque  le  point  M  se  meut  sur  une  parallèle  à  0.r,     y  =  a,     on  a  entre  les  coordonnées,  x' et  j/', 

du  point  M'  la  relation 

2.r'2(y' —  r/(.r'2  +  y'2)  =  0. 

Cette  équation  représente  nue  cubique  ayant  un  point  double  isolé  à  l'origine  avec  langenies 
isotropes,  et  les  axes  pour  directions  asymptotiques.  Les   brandies  parallèles  à  Or  sont  asymptotes  à 

la  droite     y'  =  —,     et  les  branches  parallèles  à  O7  sont  des  branches  paraboliques. 

Quand  le  point  M  se  meut  sur  une  parallèle  à  Oy,      x  =  a,     le  point  M    décrit  la  cubique 

.r'(.t'-  —  y"-)  —  a{x''  -+-  y'^)  =  0. 
Elle  a  le  même  point  double  à  l'origine  que  la  précédente  et  a  lroi>  asymptotes  réelles  el  distinctes. 

Quand  le  point  M  décrit  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine,     r^ -+- ?/-  —  a'^  =  0,     le  point    M' 
décrit  les  deux  droites     x'^  —  a^  =  0,     ce  qui  était  évident  a  priori,  d'après  la  maoicre  dont  le  point  M 
se  déduit  du  point  M. 

Lorsque  le  point  M  décrit  le  cercle     x-  -+-  y'^  —  2aar  =  0,    le  point  M'  décrit  la  strophoïde 

x\x'-  -h  y'-)  —  ïln{x"-  —  y'-)  =  0, 
et  l'axe  des  y,     .1^  =  0.     (|ui  correspond  à  l'origine  des  coordonnées. 

Enfin,  (iiiand  le  point  M  décrit  un  cercle  tangent  à  Ox  au  point  0  et  de  rayon  a,  le  point  M'  décrit 
un  corde  tangent  à  O.r  en  O  ayant  pour  rayon  'In  et  aussi  l'axe  des  y. 

3'^  Supposons  maintenant  que  ce  soit  le  point  M'  <jui  se  nniuve  dans  le  plan  et  examinons  les  cas 
simples  signalés. 

Si  le  point  se  meut  sur  une  parallèle  à  Oy,     .1'  =  n,     et,  que  l'on  pose     y'  =  ni,     les  équations 

paranuitiiqucs   du    lieu    de    .\1    sont      x  =  n =  a  cos  o,       y  =  =  a  sm  o  ;      ce  sont  les 

1  -1  [  -}- 1-  ■         ■'         [  ^  r- 

équalions  paramétriques  du  cercle     x- H-  ij-  =  a-.     Ce  résultat  est  évident  aussi,  a  prtnri. 

Si  le  point  M'  se  ment  sur  une  parallèle  à  Or,     on  a     7'  =  n,     el,  en  posant     x'  =  al,     on  trouve, 

pour  équations  paramétrirines  du  lieu  de  M, 

atif-  n                           2a/2 
X  =    — ^- ,  y  =  • 

C'est  encore,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  une  strophoïde  ayant  pour  point  double  le  point 
y  =  n     de  l'axe  des  y. 

Kniin,  (juand  le  point  M'  parcourt  nn  cercle  ayant  pour  centre  l'origine,  x'^  -{-  y'-  —  a-,  on 
peut  poser     x'  =  a  cos  .p,     y'  =  a  sin  o  ;     alors  x  et  >j  deviennent 

X  =  o  cos  'i  cos  ^9,  y  =  o  cos  9  sin  2^. 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  du  lieu  de  M.  L'équation  cartésienne  est  du  sixième  degré  ; 
mais  si  l'on  veut  étudier  la  courbe,  il  vaut  mieux  se  servir  des  é(|uations  paramétriques  qui  sont  parli- 
culièrement  simples  ('). 


(')  En  remarquant  ((ue  l'on  a    —  —  tg  2o    et  en  posant    o  =  ^   on  voit  facilement  que  l'équation  polaire  de  la  courbe 
est     p  =  a  cos  —  •     On  a  déjà  rencontré  ce  lieu  dans  la   lifrur,  n"  de  décembre  1909,  p.  394. 
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4°  Le  vecteur  M'M  a  pour  composantes     x—  x',     y  —y',     ou     X'  =  — - 


Y  = 


?/'(x'-  —  y') 


X-  -r-]i  -  X-  —  y'- 

Maintenarit  que  toute  confusion  a  disparu,  appelons  x  et  y  les  coordonnées  du  point  mobile  M'; 


les  composantes  de  la  force  seront     X  = 


•Jxy^ 


j-  H-  y- 


X'-  H-  y 

X  \' 

lignes  de  force  et  des  lignes  de  niveau,  respectivement     — — -  = 

dx         dy 


i  =- — :: '—'    et  les  équations  didërenlielles  des 


\dx  -H  \d 


La  première  de  ces  équations  se  simplifie  et  devient  (ar-  —  y-\dx  -h  'ixyd>/  =  0  ;  c'est  une  équa- 
tion homogène,  qui  s'intègre  en  posant  y  =  tx  et,  par  suite,  dy  =  idx -^ xdl  ;  l'équation  devient 
alors     (1  —  i^)dx  -+-  2/(/c/x'  -h  xdt)  =  0     ou     (1  -h  l-)dx  ■+-  2xldl  =  0  ;     elle  s'é(Mil  à  ce  moment 

dx         2ldt 

^  ■; -.  =  0, 

x        l-h  l- 

et  son  intégration  est  immédiate. 

On  trouve      Lx  -h  L(1  +  <')  =  C'%  ./(l  -^  t')  =  0\  x^  +  y'-  —  Cx  =  0. 

Les  lignes  de  force  sont  les  cercles  du  faisceau  linéaire  tangents  à  l'origine  à  Oy. 

Par  un  procédé  analogue  on  trouvera  les  lignes  de  niveau  ;  ce  sont  les  trajectoires  orthogonales  do 
celles-ci,  et,  par  suite  évidemment,  les  cercles  du  faisceau  linéaire  tangents  à  Ox  au  point  0. 

Quand  le  point  parcourt  une  ligne  de  force,  c'est-à-dire  un  cercle  d'équalion  x-  -+-  y-  —  'iHx  =  U, 
l'expression  du  travail  élémentaire  devient 

—  -Ixy^dx  -+■  ij(x^  —  ?/")^?/ 


dis  = 


i2R.r 


d'autre  part     a  =  R  -i-  R  cos  '^,     y  =  R  sin  o,     le  point  étant  sur  0.r  pour    'f  =  0,     et  à  l'origine  pour 

0=7:;     on  a  donc     dx  =  —  Rsin  ^do,     dy  =  R  cos  odo,     xdy  —  ydx  =  W^do  -h  R'cos  ^c^'f     et 

xdx  -t-  ydy  =  —  R-  sin  odo. 

L'expression  de  d\S   devient  alors 

;^       ,.„  sin  <f  (1  H- cos9)2-l- sin*  o  ,          R^    .        c^  _|_cos  o^h- (I  —  cos-oi    , 
rfS  =  R2 1--- '— i-rfo  =  —  sm  V  -^ ^  rf=, 

2(l-hC0Sc&)  '  t  1  -H  cos  «? 

étendu  d^  =  R- sin  0^9. 

l'ai'  conséquent,     ^  =  —  R-coso-hC'",     et,  en  prenani  comme  position  initiale  du  mol)ile  celle  qui 
correspond  à  o  =  0,  "b  =  ^'{^  —  cosç). 

Pour    o  =  "■>-,     -g  =  0.     Le  travail  tolal  accompli  sur  le  cercle  entier  est  nul. 

L'expression  de  t/'(5  est  facile  à  Irouver:  en   effet,  le  vecteur  M'M   a  inénie    valeur  nunn'rique  que 
PM',  c'est-à-dire  R  sin  o  et     ds  =  R'^f  ;     donc,  comme  ici     c/Ç  =  Vds,     on  a 

t/ç  =  R^  sin  odo. 

Bonnes  solutions  :  MM.  J.    hKssnuKii  ;  .1.  Ottk.mikimkh  ;  A.  Housskau  ;  J.  Socuaignk;  P.  Vh«gnks. 
Assez  bonne  solution  :  M.   A.  Coliitois. 


GKO.MKTHIK    DI-.SCiiiPTIN  !•: 


1949  -  Un  cubf  a  une  face  ilf  Iront  et  une  /we  liori:ontalc.  In  /i,v/.rr(>o.L>i(/«* 
(/(•  rrruliilion  a  pour  nrc  l'axe  verliral  du  culte,  et  i>our  l'une  de  ses  ij^ncnilnrrs  la 
ilroile  [ab,  a'b),  diagonale  de  la  /ace  antcriciir". 

On  considère  te  soliilr  S  liniilé  jiar  cet  hyperboloide  et  par  les  plans  des  devuc  Ja>ts 
horizontales  du  cube. 

On  représentera  ce  ijui  resie  du  sitlidc  S.  (juand  on  supprime  la  partie  eonlentie  à 
l'intérieur  d'une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  (a,  a'),  et  passant  par  U  [toint  {c,  e  ). 
centre  de  la  Jate  nnti  ricure  du  cube. 
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On  supposera  que  le  solide  ainsi  obtenu  est  éclairé  par  des  rayons  horizontaux  (R,  K),  dirigés  conformé  ment 
aux  indications  du  croquis. 

Légende  :  dx,  bord  intérieur  de  la  feuille;  dy,  grand  axe  de  la  feuille  :  de  =  ocm  ;     ce  =  25c'"  ;     ca  =  icm. 

{Ecole  Polytechnique,  concours  de  19 ii  .) 

La  droite  AB  engendre  un  hyperboloïde  derévoltiUon  dont  le  cercle  dégorgea  pour  rayon  la  distance  de 
l'axe  vertical  à  celte  droite;  on  peut  donclracer  immédiatement  sa  projection  horizontale 'ocd  et  en  déduire  les 
sommets  d'  et/»'  de  l'hyperbole  méridienne  de  front  qni  donne  !e  contour  apparent  vertical  de  la  surface.  Cette 
hyperbole  a  pour  asymptotes  les  projeclions  verticales  b'a'  et  b[a\  des  deux  génératrices  de  front  de  l'hyper- 
boloïde.  On  peut  donc  la  construire  par  points;  nous  rappellerons  qu'un  procédé  assez  avantageux  consiste  à 
déterminer  les  points  d'intersection  d'une  série  de  parallèles  ;i  l'axe  transverse  avec  les  circonférences  passant 
par  les  sommets  de  l'hyperbole  et  dont  le  centre  est  un  point  d'intersection  de  chaque  parallèle  avec  l'axe 
non  transverse. 

Le  contour  apparent   vertical   de  l'hyperboloïde   se    compose  donc  des  deux  arcs  d'hyperbole  limités  aux 
deux  parallèles  e'f  et  g'k'  dont  la  projection  verticale  complète  ce  contour  apparent. 
Interseclion.  —  La  sphère  se  projette  suivant  les  deux  grands  cercles  ak  et  a'h' . 

Pour  obtenir  l'intersection  des  deux  surfaces  on  peut  les  couper  soit  par  des  sphères  concentriques  ayant 
leur  centre  en  un  point  quelconque  de  l'axe  de  l'hyperboloïde,  soit  par  des  plans  horizontaux  qui  donnent  sur 
chaque  surface  des  parallèles  dont  les  points  communs  sont  des  points  de  la  courbe  cherchée.  Ce  dernier 
procédé  donne  ici  les  constructions  les  plus  simples. 

Points  remarquables.  —  Nous  commencerons  par  déterminer  les  points  remarquables  :  nous  avons  d'abord 
en  /,  l  les  points  sur  le  parallèle  supérieur  qui  limite  l'hyperboloïde,  puis  en  p,  p'  et  c.  c'  les  points  situés  sur 
le  cercle  de  gorge,  l'un  d'eux  p,  p'  étanten  même  temps  sur  le  contour  apparent  vertical  de  l'hyperboloïde.  On  sait 
qu'en  ce  point  la  courbe  va  toucher  l'hyperbole  méridienne.  La  tangente  en  /,  l'  est  la  perpendiculaire  au  plan 
des  normales  en  ce  point  à  chaque  surface.  Nous  avons  détermine  la  ligne  de  front  7'i'  de  ce  plan  et  lui  avons 
mené  la  perpendiculaire  /'O' qui  est  la  tangente  en  /'.  En  projection  horizontale,  la  tangente  est  manifestement 
/6  tangente  au  grand  cercle  al. 

Remarquons  maintenant  (]ue  si  nous  employons  les  sphères  auxiliaires  qui  ont  pour  centre  le  point  w.  0/ 
situé  sur  le  diamètre  horizontal  de  la  sphère,  nous  obtiendrons  une  sphère  limite  en  menant  une  normale  à 
l'hyperbole  méridienne  par  le  point  oj',  et  pour  cela  il  suflit  d'abaisser  de  <•/  la  perpendiculaire  iu'<^"  sur 
l'asymptote  et  de  mener  le  parallèle  ç"?' qui  détermine  le  pied  7' de  la  normale  cherchée.  La  sphère  de  rayon  oj'ç' 
est  inscrite  à  l'hyperboloïde  le  long  de  ce  parallèle  q'ij",  dont  l'intersection  avec  le  petit  cercle  vertical  de  la 
sphère  donnée,  situé  sur  la  sphère  auxiliaire  détermine  deux  points  en  chacun  desquels  la  projection  hori- 
zontale de  ce  petit  cercle  vertical  sera  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection.  Pour  avoir  cette  projection  hori- 
zontale, nous  pouvons  amener  la  sphère  a,  a'  par  une  rotation  de  45"  autour  de  l'axe  de  l'hyperboloïde,  à  avoir 
son  centre  en  h,  h'  dans  le  plan  de  front  de  cet  axe  ;  la  longueur  (^,1?',  donne  le  rayon  du  petit  cercle  dont  la 
dislance  au  centre  de  la  sphères  est  li'v\.  Il  suffit  donc  de  prendre  "u  =  li'v\  et  de  mener  la  perpendiculaire  à 
coa  par  le  point  v  pour  obtenir  les  deux  points  cherchés  10  en  chacun  desquels  la  tangente  est  la  droite  vœ.  On 
oblienl  les  projections  verticales  de  ces  deux  points  sur  le  parallèle  q'tj"  par  des  lignes  de  rappel,  et  les  tan- 
gentes en  ic'  sont  les  tangentes  à  l'ellipse,  projection  verticale  du  petit  cercle  vie.  Ces  tangentes  coupent  le 
diamètre  vertical  V  du  petit  cercle  en  un  point  T,  qu'il  est  facile  de  déterminer  par  le  rabattement  de  ce  petit 
cercle  en  r',;,'  sur  le  plan  de  front  de  son  centre.  On  mène  la  tangente  en  ir\  à  ce  rabattement,  puis  on 
prend  le  point  t[  où  elle  coupe  le  diamètre  vertical  et  l'on  ramène  ce  point  en  t'  par  oii  passeront  les  tangentes 
cherchées  t'w'. 

Le  point  le  plus  bas  de  la  courbe  sera  à  l'intersection  ilu  grand  cercle  vertical  aïo  avec  l'hyperbole  méri- 
dienne qui  est  dans  son  plan.  Il  suflit,  pour  avoir  ce  point,  d'amener  le  centre  de  la  sphère  en  h,  h'  dans  le 
plan  de  front  de  l'axe  de  l'hyperboloïde  et  de  prendre  le  point  a',  d'intersection  de  l'hyperbole  avec  la  circon- 
férence de  rayon  /«'oj'.  On  ramène  ensuite  ce  point  en  a,  a'  par  une  rotation  inverse.  La  tangente  en  a  est  la 
tangente  au  parallèle  wa. 

La  construction  d'un  point  courant  et  de  la  tangente  en  ce  point  est  identique  à  celle  qui  a  donné  le  point 
l,  l'  et  sa  tangente. 

Pour  tracer  la  courbe  il  faut  observer  (]u'ellc  est  symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  .\(o  et  par  suite 
sa  projection  horizontale  est  symétrique  par  rapport  ,'i  oa. 

Ombre  propre  et  ombre  portée.  —  La  ligne  d'ombre  propre  sur  le  solide  qui  reste  quand  on  a  enlevé  la 
sphère  comprend  les  arcs  de  l'hyperbole  méridienne  dont  le  plan  esl  perpendiculaire  à  la  direction  wR  des 
rayons  lumineux.  Ils  se  projettent  horizontalement  sdiv.uit  deux  droites  70   et   ï^  et  verticalement  suivant  les 


txhfh' 
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arcs  y'ô'  et  e'C  qui  ont  pour  asymptotes  les  droites  telles  que  b'.,a'.,,  obtenues  en  faisant  tourner  les  asymptotes 
de  la  méridienne  de  front  d'un  angle  de  30»  autour  de  Taxe. 

f/ombre  portée  s'obtient  en  prenant  l'intersection  du  cylindre  liorizontal  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  R,  R'  et  qui  a  pour  directrice  cette  courbe  d'intersection,  avec  la  surface  creuse  de  la  sphère  qui  limite 
intérieurement  le  solide.  Il  est  dès  lors  évident  que  cette  intersection  sera  symétrique  de  la  courbe  d'inter- 
section des  deux  solides  par  rapport  au  plan  méridien  de  la  sphère  qui  est  perpendiculaire  à  R,  R',  soit  a-..  On 
construira  donc  l'arc  Àv(i.,  symétrique  de  11  par  rapporta  a~,  et  on  en  déduira  par  points  la  projection  verticale 

A'o';j.'. 

La  tangente  au  point  'x  se  confond  avec  la  tangente  au  cercle  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère. 
La  tangente  en  ;j.'  s'obtient  en  prenant  le  point  -.,  -'  où  la  tangente  en  /,  V  perce  le  plan  vertical  de  symétrie 
et  en  joignant  t';jl'. 

La  ponctuation  nolfre  aucune  difficulté. 

Bonne  épure  de  M.  A.  Housskau,  a  Foiirnes. 


HGOLE  POLYTECHMUUE  ^191i 


ori:sTi()Xs  posées  aix  i-.xamexs  oraux  (///»). 


//•/ 


s."»!!.   —    Intersection     de   deux  surfaces   ^'anches  de  révolution    à  axe  vertical"  dont    l'une    se  déduit  de   l'autre  par 

translation.  Solution  analytique. 

H512.  —  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  égaux  .tont  les  axes  se  coupent  à  angle  droit.  Ombre  du  système  à  45°. 

8ÔI3.   —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  qui  a  pour  base  une  ellipse  dans  le  plan  horizontaL 

Soi 4.  —  Intersection  d'une  frontale  et  d'un  cône  qui  a  pour  base  une  section  plane  de  paraboloide  de  révolution 
à  axe,  vertical. 

8515.   —  Intersection  d'une  sphère  et  d  un  cylindre  de  révolution  à  axy  quelconque. 

851(>.  —  (Construire  un  point  (juelconque  et  la  tangente  en  ce  point  de  la  courbe  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées 
de  tous  les  points  d'une  droite  sur  un  cône  de  révolution  a  axe  vertical. 

8517.  —  Intersection  d'un  paraboloide  hyperbolique  équilatère  admettant  les  plans  de  projection  pour  plans  directeurs 
et  (lune  s|)hère  ayant  pour  centre  le  sommet  du  paraboloide.  Le  paraboloide  est  déûni  par  son  sommet  et  un  point. 

8518.  —  On  considère  le  solide  formé  par  un  ci'ine  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  une 
génératrice  de  front  du  cône.  Trouver  les  ombres  propre  et  portées  sur  les  plans  de  projection. 

851î>.  —  Intersection  d'un  tore  engendré  par  un  cercle  de  front  tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes  A  et  d'un  cône 
de  révolution  ayant  pour  contour  ajiparent  vertical  Sa  et  SC,  et  pour  axe  S/;,   ttude  analytique. 

A  8520.  —  In  cercle  de  front  tourne  autour  d'un    axe  vertical  situé  dans  le  même   plan  de  profil 

((ue  le  centre  du  cercle,  et  engendre  une  surface  de  révolution.  On  demande  l'mtersection  de  cette  sur- 
'^    face  et  d'un  cùne  ayant  pour  base  le  cercle  et  pour  sommet  un  point  situé  dans  le  plan  horizontal  du 
centre  du  cercle. 

8521.  —  On  donne   une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical,   définie  jiar  une  génératrice 
de  front  (î,  G',  qui  rencontre  le  cercle  de  gorge  au  point  a.  Dans  le  plan  de  ce  cercle  on  donne  un 
cercle  (y)  passant  par  le  point  a  et  le  [loint  diamétralement  opposé  du  cercle  de  gorge,  et  on  considère 
le  cylindre  ayant  [toiu*  base  le  cercle  (y)  et  pour  génératrice  la  droite  (G,  G').  Intersection  des  deux  surfaces. 

8522.  —  Dans  le  i)lan  vertical  de  projection  on  donne  une  parabole  à  axe  vertical,  tangente  a  la  ligne  de  terre.  C'est  la 
base  d'un  cylindre  dont  les  g'-nératrices  sont  de  bout.  On  demande  l'intersection  de  ce  cylindre  et  d'un  cône  de  révolution 
dont  l'axe  est  dans  le  plan  vertical  et  qui  a  pour  génératrices  l'axe  de  la  parabole  et  la  ligne  de  terre.  Ktude  analytique. 

8523.  —  Ombres  portées  par  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  sur  un  cylindre  de  révolution  tangent  au  plan 
horizontal.  Ombres  portées  par  le  système  des  deux  corps  sur  le  plan  horizontal. 

8524.  —  Construire  le  cône  asymptote  d'un  hyperholoide  à  une  nappe  déûni  par  trois  génératrices,  dont  l'une  est 
verticale.  On  coupe  la  surface  par  un  jdan  parallèle  au  plan  asymptote  vertical;  la  section  est  une  parabole.  Construire  le 
sommet  de  la  projection  verticale. 

8525.  —  Ombres  au  soleil  d'un  tore  sur  les  plans  de  jirojection. 

8520  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  et  d'une  surface  gauche  de  révolution  ayant  leurs  axes  dans  un 
même  plan  de  front  et  admettant  une  génératrice  commune  île  front. 

8527.  —  Inteisection  d'un  paraboloide  hyperbolique  ayant  pour  plans  directeurs  les  plans  de  projection  et  d'un 
cylindre  de  révolution,  à  axe  vertical,  ayant  une  génératrice  verticale  commune  avec  le  paraboloide.  E(|uation  de  la  projec- 
tion verticale  de  l'intersection. 

8528.  —  Contours  apparents  d'un  hyperboloïde  à  une  n;ippe  défini  par  trois  génératrices  de  même  système.  Incidem- 
ment, construire  une  conique  connaissant  trois  tangentes  et  les  points  de  contact.   Déterminer  le  centre. 
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8529.  —  On  donne  un  pnraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  (!t  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  dont  l'un  des 
plans  principaux  est  le  plan  de  front  qui  contient  l'axe  du  paraboloïde  de  révolution.  On  donne  en  outre  la  parabule  prin- 
cipale horizontale  du  paraboloïde  hyperbolique.  Construire  un  point  quelconque  de  l'intersection  des  deux  surfaces.  Quelle 
est  la  projection  verticale  de  l'intersection  ?  Etude  analytique. 

8580.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  du  tore. 

8531.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical  ou  de  bout. 

8532.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  quelconque  dont  les  plans  principaux  sont  l'un  horizontal,  un 
autre  de  front  et  le  troisième  de  profil. 

8533.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'une  surface  gauche  de  révolution  dont  l'axe  passe  par  le   centre   de  la  sphère. 

8534.  —  On  considère  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  horizontal  ;  on  le  limite  à  deux  plans  de  profil  et  au 
plan  méridien  horizontal.  On  demande  l'ombre  à  4o"  de  la  gouttière  ainsi  formée. 

8535. —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur 
horizontal,  les  deux  surfaces  ayant  en  commun  deux  génératrices  de  même  système. 

853G.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  dont  la  pro- 
jection coïncide  avec  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère. 

8537.  —  Intersection  d'une  surface  i;auche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cône  de  révolution  ayant  son  sommet 
dans  le  plan  du  cercle  de  gorge  et  ses  génératrices  parallèles  à  celles  de  l'hyperboloïde. 

8538.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère  ayant  pour  plans  directeurs  les  plans  de  projection  et 
défini  par  son  sommet  et  un  point.  On  le  coupe  par  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  on  prend  la  section  comme  base 
d'un  cône  de  sommet  donné.  Construire  les  contours  apparents  de  ce  cône. 

8539.  —  Ombre  d'un  hémisphère  creux. 

8540.  —  Ombre  de  la  niche. 

8541.  —  Intersection  de  deux  paraboloïdes  hyperboliques  ayant  un  plan  directenr  commun.  Klude  analytique.  Exan)iner 
le  cas  particulier  où  les  deux  surfaces  ont  une  génératrice  horizontale  commune. 

8542.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  tore  engendré  par  le  cercle  de  gorge 
tournant  autour  d'un  axe  de  bout  situé  dans  son  plan. 

VI.  —    Cinématique. 

8543.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  sur  une  parabole  sachant  que  le  mouvement  projeté  sur  l'axe  est  uniforme. 

8544.  —  Trouver  un  mouvement  circulaire  où  l'accélération  totale  est  proportionnelle  à  la  vitesse. 

8545.  —  On  donne  un  cercle,  un  point  fixe  A  sur  ce  cercle,  et  on  considère  un  point  variable  M  qui  décrit  ce  cercle 
d'un  mouvement  uniforme.  Sur  la  tangente  au  point  M  on  prend  une  longueur  MP  égale  à  l'arc  A.M  et  en  sens  contraire  de 
cet  arc.  Etudier  le  mouvement  du  point  I*. 

854G.  —  Deux  droites  tournent  dans  un  même  plan  autour  de  deux  points  0  et  d  avec  des  vitesses  angulaires  cons- 
tantes oj  et   (jj|.  Etudier  le  mouvement  du  point  d'intersection  de  ces  droites. 

8547.  —  Soient  M  etMi  deux  points  mobiles;  à  quelles  conditions  leurs  vitesses  et  leurs  accélérations  sont-elles  parallèles  ? 

8548.  —  Un  point  M  se  déplace  dans  un  plan  de  façon  que  le  rayon  vecteur  O.M  tourne  autour  du  point  0  avec  une 
vitesse  angulaire  constante.  En  outre,  l'hodographe  du  mouvement  relatif  au  point  0  est  une  parabole  de  foyer  0.  l»éter- 
miner  le  mouvement. 

8549.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  sur  un  cercle  sachant  que  l'accélération  fait  un  angle  constant  avec  la  vitesse. 

8550.  —  Déterminer  le  centre  de  courbure  de  la  cycloïde  en  s'appuyant  sur  la  composition  des  accélérations. 

8551.  —  Un  point  se  meut  sur  une  hélice  circulaire  d'un  mouvement  uniforme  ;  calculer  l'accélération.  En  déduire 
la  normale  principale  et  le  rayon  de  courbure.  Lieu  du  centre  de  courbure  ;  centre  de  courbure  de  ce  lieu. 

8552.  —  Soient  M  la  position  d'un  mobile  sur  sa  trajectoire  à  l'instant  /,  M   sa  position  à  l'instant    I  -*-  M  :  onsuppoM» 

qu'un  mobile,  placé  en  M  à  l'instant  ^  se  déplace  sur  la  tangente  au  point  .M  d'un  mouvement  unilorrae  a\ec  la  vitissc  du 

point  M,  et  soit  Ml  la   position  de  ce  mobile  à    l'instant    l   h  M.    Evaluer    le    vecteur  MiM.   Itémoiilr.  i    .m.^   I  i,-.-,  I.  luion 

2M,M' 
totale  du  point  M  est  égale  à  la  limite  du  vecteur    — — —  • 

8553.  —  On  donne  dans  trois  plans  dill'érents    trois  points  (jui    se  déplacent  uniformément  sur  des  cercle.*.  Ktudicr  le 

mouvement  du  rentre  de  gravité  de  ces  (rois  points. 

VII.  —   Dynamique. 

8554.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  mw  parabole  dont  l'axe  est  vertical,  r.alcul  de  I'  ■•  ■•  •'••» 

8555.  -  Lignes  de  force  .lu  champ  défini   par    X  =  ;/(.»/*  —  J'').     Y  =  x(x*  -  tf)>    1  =  {JC*  •+■  tf)*. 
Nr»5(».  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  hélice  à  axe  vertical. 

8557.  —  Un  mobile  décril  la  courlie      —     . '■ — :       suivant  la  loi  des  aires,   i:\pnmor  la  force  en  fonction  du 

'■  /' 

rayon  vecteur. 

8558.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  rciitie  fixe  en  raison  uuerso  ilu  carré  de  la  distance.  La  tr«je«loire 
peut  elle  élro  un  ceicli'  ? 

H."»:»9.         l'.luiiicr  1.'  lumiM'inchl  .liin  idinl  l'osanl  sur  une  cjcloi.lo  Située  ilan-  lui  plan  vertical. 
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8560.— On  considère  le  champ  de  forces    X  =  2x,    Y  =  //;,'/  — 1),    Z  =  0.    Trouver  et  construire  les  surfaces  de  niveau. 

8561.  —  Un  point  pesant,  assujetti  à  décrire  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical,  se  déplace  de  telle  sorte  que  la 
composante  verticale  de  la  vitesse  soit  constante.  Déterminer  la  courbe  et  la  construire. 

8562. —  Etudier  le  champ  de  forces  \=khj,  Y  =  l;\r,  1  =  k^h.  l'onction  des  forces,  surfaces  de  niveau,  lignes 
de  force. 

8563.  —  On  considère  un  cercle  horizontal  ;  un  anneau  est  mobile  avec  frottement  sur  ce  cercle. On  le  lance  avec  une 
certaine  vitesse,  et  on  demande  quand  il  s'arrêtera. 

8564.  —  Un  corps  est  lancé  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  )o  :  il  retombe  et  rebondit  avec  une  vitesse    —    et  ainsi 

de  suite.  .Montrer  qu'au  bout  d'un  temps  fini  le  mobile  s'arrête. 

8565.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  vertical,  et  on  désigne  par  AA'  le  diamètre  vertical,  A  étant  le  point  le 
plus  haut  et  A'  le  plus  bas.  On  joint  le  point  A  à  un  point  B  du  cercle,  et  sur  la  droite  AB  on  laisse  glisser  un  point 
pesant  abandonné  en  A  sans  vitesse  initiale.  Arrivé  en  li  le  point  se  réfléchit  sur  le  cercle  et  décrit  alors  une  parabole. 
Cetle  parabole  peut-elle  passer  par  le  point  A'? 

8566.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel  i^esant  qu'on  laisse  tomber  sans  vitesse  initiale  et  (jui  est  soumis 

à  la  résistance  du  milieu  égale  à     — — —  >     m  étant  la  masse  du  point  et  v  la  vitesse. 

\  -+-  V 

8567.  —  On  demande  les  relations  qui  existent  dans  un  mouvement  à  accélération  centrale  entre  Ihodographe  et  la 
trajectoire. 

8568.  —  Calculer  le  travail  élémentaire  d'une  force  dans  un  mouvement  de  rotation. 

^5(;<)  _  LJn  point  est  assujetti  à  décrire  une  ellipse  sans  frottement;  il  est  attiré  par  l'un  des  foyers  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance.  Calculer  la  réaction  de  l'ellipse. 

8570.  —  Etudier  le  mouvement  parabolique  des  comt;tes. 

^-,7i     L'n  point  pesant  est  mobile  avec  frottement  sur  un  cercle  horizontal.  On  le  lance  avec  une  certaine  vitesse 

initiale.  Trouver  la  relation  entre  la  vitesse  et  l'espace. 

2  m'  2(/ 

8572.  —  Etudier  le  champ  de  forces    X  = ^ 2/>,     ^  =  — r-     V.  =  0.    Surfaces  de  niveau. 

2»/2         2r)  2// 

8573.  —  Etudier  le  champ  de  forces    X  =  -^  -H  -^-     V  = ^.     Z  =  0.     Surfaces  de  niveau. 

8574.  _  Un  point  mobile  M  décrit  un  cercle  sous  l'ai  tien  d'une  force  centrale  émanée  d'un  point  0  du  cercle.  Cal- 
culer la  valeur  de  cette  force  en  fonction  du  rayon  vecteur    O.M  =  r. 

8575.  —  On  donne  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  e.st  vertical  et  l'autre  horizontal,  et  on  considère  un  point  pesant 
.assujetti  à  décrire  cette  ellipse.  On  lance  (e  point  à  partir  d'un  des  sommets  de  l'axe  horizontal.  Etudier  le  mouvement. 
On  suppose  que  le  point  peut  quitter  l'ellipse  vers  l'intérieur.  En  quel  point  la  (|uittera-t-il  ? 

8576.  —  On  suppose  (juc  les  surfaces  x'  —  i.nj  —  ;/  =  0  soient  surfaces  de  niveau  d'un  champ  de  forces.  Trouver 
la  loi  des  forces. 

8577.  —  Un  point  décrit  la  courbe  x'  -+-  y'  —  a^xij  =  0  suivant  la  loi  des  aires.  Exprimer  la  force  en  fonction  du 
rayon  vecteur. 

VIII.    -  Statique. 

8578.  —  On  considère  un  tétraèdre  SABC,  et  on  envisage  l'ensemble  des  \ecteurs  SA,  SB,  SC,  BC,  CA,  AB.  Ouelle  est 
la  signification  géométrique  des  invariants  de  ce  système  ? 

8570.  —  On  donne  un  triangle  ABC  et  deux  forces  \>,  I'' sur  BC,  deux  forces  Q.  U'  sur  CA,  enlin  deux  forces  lî,  B  sur 
AB.  Conditions  pour  les  résultantes  des  deux  systèmes  (I',  U,  W)  et  (I'',  Q',  R')  soient  parallèles. 

8580.  —  Etant  donné  un  système  de  forces  et  un  couple,  peut-on  trouver  une  force  qui  constitue  avec  le  couple  un 
système  équivalent  au  système  donné  ?  Quelle  condition  doit  remplir  l'axe  du  couple  ? 

8581.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux  dont  l'une  soit  placée  sur  une  droite  donnée. 

8582.  —  Etant  donnée  une  force  située  dans  le  plan  d'un  triangle,  décomposer  cette  force  en  trois  forces  ayant  pour 
supports  les  côtés  du  triangle. 

8583.  —  Condition  d'équihhre  des  quatre  forces  AB,  BC,  CU,  DA. 
A  ç  8584.  —  Béduire  un  système  de  forces  à  deux  passant  par  deux  points  donnés.  Condition 

-j  de  possibilité.  Solutions  géométrique  et  analytique. 

8585.  —  Béduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  égales  ■iont  l'une  est  appliquée  en  un 
point  donné.  Trouver  la  surface  engendrée  par  le  support  de  cette  dernière. 

8586.  —  On  donne  un  cube    ABCDA'B'C'D'.   On  demande  de  faire   la  réduction  des    forces 
représentées  par  les  vecteurs  A'B',  BC  et  D'D. 

^  ^  8587.  —  Une  barre  pesante  OA  est  mobile  autour  de  son  extrémité  0.   Au  milieu  C  de  cette  barre 

est  attaché  un  fil  qui  passe  sur  une  poulie  B  située  sur  la  verticale  du  point  0  et  supporte  un  poids  P. 
Déterminer  ce  poids  pour  que  la  barre  OA  soit  en  équilibre  dans  la  position  horizontale,  ou  dans  la 
position  qui  fait  un  angle  0  avec  l'horizontale. 

8588  —  \^n  point  pesant  M  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  horizontale  avec  frottement.  II  est 
attaché  par  un  fil  élastique  à  un  point  0  de  la  droite.  Position  d'équilibre,  sachant  que  la  tension  du 
til  est  proportionnelle  à  son  allongement. 


V^:        Bj^' 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  395 


8589.  —  On  considère  deux  barres  pesantes  O.A  et  AH  articulées  au  point  A.  Le  point  0  est  fixe  et  le  point  B  est  as>u- 
jetti  à  se  dépiacei'  sans  frotlennent  sur  une  horizontale  A  située  dans  un  même  plan  vertical  avec  le  point  0  et  au-dessous 
de   ce  point.  Ftudicr  les  positions  d'équilibre  du  système. 

8590.  —  On  donne  un  cercle  vertical  et  un  point  M  pesant  assujetti  à  rester  sur  ce  cercle.  Ce  point  est  repoussé  pro- 
portionnellement à  la  distance  par  un  centre  fixe  placé  à  l'ime  des  extrémités  du  diamètre  horizontal.  Déterminer  les  posi- 
tions d'équilibre  du  point  M. 

8591.  —  On  donne  une  tige  pesante  AB  et  un  cercle  de  centre  A  et  situé  dans  le  plan  de  la  tige.  Un  point  pesant  .M 
décrit  le  cercle  d'un  mouvement  uniforme.  Etudier  comment  varie  le  centre  de  gra\ité  du  système  formé  par  la  tige  et  le 
point  M. 

8592.  —  Centres  de  gravité  d'une  calotte  sphérique,  de  la  surfai  e  d'un  paraboloide  de  révolution  limitée  à  un  plan 
perpendiculaire  h.  l'axe. 

8593.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  boucle  de  la  courbe    p-  =  a^  cos  2w. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


2000.  —  On  donne  dans  le  plan  les  deux  points  fixes  0  et  A.  A  loul  point  M  on  fait  correspondre  !•• 
point  Ml  intersection  de  AM  et  de  la  droite  symétrique  de  OA  par  rapport  à  OM.  M  décrivant  une  ligne  (C', 
Ml  décrit  une  ligne  (Ci). 

1°  Démontrer  que  les  tangentes  k  ces  deux  lignes,  en  deux  points  correspondants  se  coupent  sur  la  perpen- 
diculaire à  0M|  au  point  0. 

2°  Lorsque  C  est  une  droite  A,  Ci  est  une  conique  de  foyer  0  et  passant  par  A.  Quelle  esl  la  directrice 
associée  au  foyer  0? 

3°  L'enveloppe  des  droites  A  pour  lesquelles  Ci  esl  une  parabole  est  le  cercle  de  centre  A  passant  par  0. 

M.  Carktie. 

2001.  —  Vn  faisceau  de  lumière  parallèle,  monochromatique,  de  petite  section,  venu  d'un  point  luniint-ux 
très  éloigné,  tombe  et  se  rotléchit  sous  un  angle  de  60°  sur  un  miroir  sphérique  M  de  rayon  H,  puis  rencontre 
un  petit  prisme  P  dont  la  section  principale  se  confond  avec  le  plan  d'incidence  moyen  en  M. 

1"  En  supposant  la  distance  Ml*  notablement  supérieure  à  H,  étudier  la  forme  du  faisceau  entre  les  points 
M  et  P,  puis  au  delà  du  prisme. 

2°  En  supposant  la  distance  MP  peu  supérieure  à  R,  (|uelle  incidence  faut-il  donner  sur  le  prisme  pour 
que  l'image  obtenue  sur  le  faisceau  émergent  soit  aussi  nette  que  possible'.' 

Angle  du  prisme,    a  :=  45°.     Indice  du  prisme,    n  ■=.  v/2. 


DEUXIÈME   PARTIE 
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1933.  —  On  considère  un  cercle  de  rayon  11  el  un  diawrtn'  jtxe  \\.  Sur  ce  auniifire  on  firrmi  un 
point  nutbile  P  (el  que  si  on  le  joint  à  un  jioinl  M  du  cercle  le  triumjlr  A'MP  soit  isoct'h'y  MP  =  MA',  hn 
A   on  mène  In  lamjente  au  cercle  et  l'on  projette  M  en   M'  sur  cette  tangente. 

1°  Construire  el  rectifier  l'enveloppe  de  M'P. 

2»  Construire  l'enveloppe  de  la  perpendiculaire  cl'ivèe  au  mUf»  '/-•  MI'  '•'  r,i!rii!,r  !,i  xurf,!,-,-  rtnlntissèt- 
par  la  courbe. 

;{"  l.irn.r  du  rcnin'  du  rercle  rirconseril  et  du  point  de  conctntrs  des  hauleurs  du  tnautjl'    M. M  P. 

V"  h'nveloppe  de  lu  luntleur  ahaissée  de  M'  sur  M  P. 

Ti"  h'iiveloppe  de  la  hauteur  alniissee  de  M  sur  M'P.  Construire  et  rectifier  la  développée  de  celU 
toppe. 
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6°  On  considère  les  ellipses  ai/unt  trois  sommets  en    A',  M    et    W   Lieu  des  points  de  rebroussement  des 
développées  de  ces  ellipses. 

1°  Enveloppe  de    M'P.  —  Prenons  pour  axes  le  diamètre  A'A  et  la  tangente  AM'  et  pour  paramètre 
variable  l'angle     AOM  =  o.     On  a     AM'  =  IM  =  R  sin  o,     AP  =  A'P  —  m  =  ^A'I  —  12R  =  :2R  cos  <?. 

L'équation  de  M'P  est  donc 


(•) 


=  1      ou      X  sin9 -i-2u  cos 'r  =  R  sin  2o. 


y  = 


On  a     X  = 


De  même, 
2R  sin  o  cos  2o  —  R  cos  o  sin  2o         R  sin  -s  cos  2'j  —  R  sin 


2Rcos  o         R  sin'f 
La  dérivée  est 

(2)  r  cos 'f — 2î/ sin  <?  =  2Rcos29. 

11  suffit  d'éliminer  9  entre  (1)  et(2).  Calculons  j-  et  y  en  fonctionde  o. 
—  2R  sin  9  sin  2o  —  4R  cos  9  cos  2» 


2  sin^  r  —  2  cos^  o 
R 


-  =  2Rcos*9. 


2  sin-  o  —  2  cos'"^  9 


sin  o  1  —  cos  "l-^]  =  R  sin^  9. 


On  en  tire     sin^  =(  —  )        et     cos  9  =  ( -— )     .      L'équalion  du  lieu  est  donc 


{ûV-aV--' 


c'est  la  développée  d'une  ellipse  (*). 
L'équation  de  la  développée  est 


1/  ^  r:-  C- 

-^  I  ^I—\       =1.     On  a  donc     —  =  2R     et     —  =  R, 

a  0 


car  il  est  facile  de  voir  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  est  sur  l'axe  des  7. 
De  plus,  on  a  ici     //-  =  r/'--+-c-.     On  en  tire     h  =  — r-     et     n  =  — — •• 

•  )  o 

La  construction  de  cette  coui  be  étant  classique,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

H^'xtification.  —  Nous  avons     ds'^  =  dx^  -\-  dy- . 

Or  dx  =  — 6R  cos- '5  sin  9^9  et  dij  =  3R  sin- 9  cos  9  ^9, 

d'où  ds-  =  dx^  +  dy^  —  (3R  sin  9  cos  9»^  (sin-  9  -4-  4  cos-  9)^9^ 

et  ds  =  ±  3R  sin  9  cos  Çv''!  H-  -^  ces-  9  do. 

La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  aux  dmix  axes,  il  sullil  de  faire  varier  9  de  0  à  —  et  de 
multiplier  le  résultat  par  4. 

rf-  ^  I  1  ^T~ 

\l       sincîC0S9v/i -i-3cos-9rfo  -  itiiR    —  —  (1 -t-3cos-o)  ^ 

Ju  '  L         y  '         Jo 


-h8)=  -R, 


On  a  6-  =  ±  3R 

car  l'arc  est  essentiellement  positif. 

7  28 

La  longueur  totale  de  la  courbe  est     —  R  X  '(  =  -r-  R. 

Remauque.  —  Si  par  le  même  procédé  on  cbercbe  l'enveloppe  de  MP.  on  trouve  une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussements  tangente  extérieurement  au  cercle  donné. 


(*)  C'est  ce  qu'on  voit  géométriquement  en  remarquant  que  le  quatrième  sommet   du  rectangle  qui    ;i   pour  sommets 
P,  A,  M'    décrit  une  ellipse  dont  les  axes  sont   AP,  AM'    et  ont  pour  demi-longueurs    2R    et    R. 
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2°  Enveloppe  de  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu   N   de  M'P.  —  Les  coordonnées  de  N  milieu  de 

R 

M'P  sont     X  =  H  ces  9     et     y  =  —  sino.     L'équation  de  M'P  est  déjà  connue. 


X  sin  9  +  2?/  cos  cp  =  R  sin  2'f 
L'équation  de  la  perpendiculaire  en  N  est  donc 


2  COS  t!,{x  —  R  cos  ^)  —  sin  cp  h/  —  —  sin  (p  I  =  0, 


5R 


R 


oR 


:m 


ou 
ou 


2x  COS  o  —  y  sin  ?  =  2R  cos^  o —  sin^  o  =  — r-  cos^  o  —  -r-  =  —  cos  io  -{ — ;— ' 

j         >  2  '  2  '         2  4  '4 

(3)  Sx  cos  !f»  —  4y  sino  =  oR  cos  -lo  -+-  3R. 
La  dérivée  est 

(4)  4x  sin  cp-f- 2j/ cos  cp  =  oRsin  2o. 

Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  les  valeurs  de  a;  et  de  y  :  on  trouve  d'abord 

8x  =  5R(2  sin  9  sin  2^  -+-  cos  9  cos  2o)  -+-  3R  cos  o  =  oR  (cos  cp  h-  sin  9  sin  2-f)  -i-  3R  cos  s, 

R  cos  o  ^ ,       ..    .    ,    , 

et  enfin  x=  ; — ^(4  +  5sin^o); 

4       ^ 

de  là  et  de  la  première  équation,  on  déduit  facilement  y,     y  =  — "— — ^(1  -h 5 cos-  9'. 
Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  enveloppe  sont  donc 


Rcos 


—  (4  4-  ;>  sin^  cp), 


Rsin  o 

y  =  3—^(1  H-ocos-ç), 


4      ^      ■  •"  ■'  2 

et  l'on  a 

dx         3R    .      ,  „  „  d'j 

-7—  —  —  sin  co(o  cos-  o  —  3),  —i- 

do  4  '^          '  '         ^  do 

Les  deux  changements  de    «p   en     — o  et  de   o   en     -  —  cp     manifestent  une  double  symétrie,  la 


-;^COS  o(.J  COS-Ç'  —  3),  -—    =2C0tgO. 


symétrie  de  la  courbe  par  rapport  à  chacun  des  axes.  Il  suffit  donc  de  faire  varier  9  de  0  à   -^• 

/  3  /"2  /'2 

Pour  l'angle    a   tel  que     cosa=y/^^      on     sina  =  v/-3-     ou     lgx=y/-^,     x    et  y   cliangenl 

de  signe  simultanément;  elles  passent  du  positif  au  négatif.  Pour      s  =  0.      ./  =  |{,      »/  =  0;      pour 

cp  =  -— »      X  =  0,      y  =  —  •      La  courbe  est  dès  lors  aisée  à  construire,  suitoul  en  tenant  compte  du 
Â  1, 


dy 
coefficient  angulaire  de  la  tangente,     u  =  -^  =  2  cotg  o 

Calcul  de  l'aire.  —  La  différentielle  de  l'aire  est     </A 


/(/  —  tid.i 


xa  y 


d.\  =  -^  (5  cos»  3  —  3)(4  cos»  <p  —  sin*  »)(/© 

3R-                       .,  (ocos2o-t-3)    . 
=  -^  (5cos:!o  -  1; 5 rf« 

3R-  /  25        25  \ 

ou  onlin    d.\  —  — ,-  {  -V  +  — T  «'OS -lo  -t-  10 cos 2o  — 3  Irfo. 
t)4  \  2  2  •  /    • 

I,  inlegration  est  immédiatt'  et  donne 

3R-  /  1'.»        2o 


( \ sm  V-   r   .>sin2i 

«4  V   2  « 


il  n'y  a  plus  (|u"à  prondri'  oflte  intégrale  de  0  à  2::,  et  l'on  a  ainsi 

57rK^ 
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3.  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MM'P.  Il  est  au  point  de  concours  de  la  perpen- 
diculaire à   M'P   élevée  en    N,    et  dont  l'équation  est 

8j-  cos  o  —  Ay  sin  -i  =  5R  cos  2o  -|-  :]K, 
avec  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  MM',  ditnt  l'équation  est 

M\r  I  R 

(5)  X  = ~  =  __(R_Hcos9)  =— (cos'f  — 1). 

Il  suffit  d'éliminer  9  entre  ces  deux  équations.  De  (5)  on  tire     coso  = ,    et  alors  l'équation 

(3)  donne 


-[-(2x-.,n-s( -^ )-3rJ 


1  2 

\^x'  -h  8R.r  —  40x2  —  //OR.r  —  8R2j  = (Sx^  ^  \Mx  -h  R^j. 


àWy  '  '              Ky 

1  ..™o   .m      ,    r.-.,   .     (2a:-+-R)" 

n          r  ,         —  (3.r-+-Rj2(.r-r-R) 

On  en  lire  v-  =  !^ — 


4  (  ZX  — H 

L'équation  est  donc  (3x-H- 4IU- -f-R-i- -h-^^ -^  =  1. 

R''!/'^  R- 


X 

C'est  une  courbe  du  genre  strophoïde  admettant  l'axe  des  y  comme  asymptote  et  coupant  l'axe  des 

1» 
X  aux  points     x  =  —  l{     et     x  =. — .      La  construction  complète  ne  présente  aucune  difficulté. 

Lieu  de  l'orlhocentre  du  triangle  MM'P.  —  Transportons  l'origine  en   A'  (fig.  1).  L'équation  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  MM'  est     x  =  2R(1 -1- cos -f)- 

Les  coordonnées  do  M'  sont     y  =  Rsino     et     r  —  2I{.     Celles  de  M  sont 
X  =  11(1  H-  cos»)  et  y  =  Rsin  o. 

L  équation  de  MF  est  ^ :- =z  — - — , 

R(l  H-cos'r)  — 2R(1  H-cos'.ii         Rsin'^ 

ou  .rsin  9+  y{\  -h  coso)  =  2R(1  -hcos'f). 

L'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M'  sur  MP  est 

(1  -\-  cos  'iXx  —  2R)  —  sin  o >/  —  R  sin  o)  =  0. 
ou 

(6)  a:(l  +C0S  ç)  —  i/sin  ç  =  2R(1   ^-cos  r)  —  R  sin- c;  =  R(i  -h coso)*. 

.f  —  2R 

De  l'équation     x  =  2R(1  -h  cos  'r),     on  tire     cos  r  =     - — -^ — •     et  la  précédente  devient 

zR 

X^  .r-  .,-2  X2 

//  sm  '-?  =  R  , =  — — ;  d'où  sin  o  = 


2R       •'         ■  •   'tR^  \\\  4Rv 

/  .X  —  2R  \  -  .r' 


L'équation  du  lieu  est  (        ^^ —  )    4-   ,^^^       =  \ 


On  en  tire     (2»/)-'  =  — Si  l'on  compaie  avec  l'équation  de  la  cissoïde     y-  =  j      on 

■*  Il .7'  (l  X 

voit  que  la  courbe  lieu  de  l'orthocentre  dérive  de  la  cissoïde  relative  au  cercle  de  diamètre  4R  par 
réduction  des  ordonnées  à  la  moitié  de  leur  valeui'.  Cette  remarque  sutlit  pour  construire  la  courbe. 

4°  Jùioeloppe  de  la  hauteur  abaissée  de  M'  sur  M  P.  —  L'équation  de  cette  perpendiculaire  est 
(6)  0.(1  -4-  cos  9)  —  î/  sin  'f  =  R(l  +  cos  o)^  ; 

sa  dérivée  est  .r  sin  «p-h  1/ cos  9  =  2R  sin  9(1 -hcos  «). 

On  en  lire 
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Rsin  '^Cl  H-  cos  z,) 


R[(l  -4- cos  o)-  cos  o-f-  ;2sin^  ci(l  -+-  ces  o)l 
=  1  _^_  gQg  ,^ ^ '—  =  H^  -+-  cos  o  —  cos^  9)  =  R(l  -^  cos  ?)(2  —  cos  ^), 

_  2R(J  4-  cos  (fY  sin  cp  —  R  sin  o(l  -+-  cos  -^j^ 

1  -h  cos  9 

Les  dérivées  sont 

dx 

-rr  =  ^H  —  sin  '^  -f-  2  sin  9  cos  cp)  =  R  sin  -^(2  cos  o  —  1  ), 

dy 

—  =  Rcos'fM  H-cos'^)  — Rsin^o  =  R(l  ^cosa)(2cos^  —  1). 


On  en  tire 


dx 
dy 


sin  9 


1  +  cos  9 


2  sin  —  cos  -ir 


?  r.ns2  -^ 


-IgT 


et 


2  cos 


dx 


cot 


o   ^ 


i 


0 


dx 
do 

d^ 

0 

-+- 

+ 

0 

0 

0 

0 

dy 
dx 


,'/ 


0 


2R 

9R 

2R 

0 


0 


Ces  dérivées  s'annulent  pour     o  =  0     et  t.,  et     cos  o  =  —,   d'où     -^  =  —  . 

'2  3 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x,  car  x  ne  clian-e  pas  en  changeant  o  en     —  o 

et  y  change  de  signe.  On  a  donc  le  tableau  ci-contre  qui 
permet  de  construire  facilement  la  conrbe.  On  obtient  la 
figure  3.  C'est  une  hypocycloide  à  trois  rebroussements.  Il 
est  d'ailleurs  facile  d'identifier  les  deux  courbes. 

Soit  {fig.  4)  un  point  D  de  l'hypocycloïde.  Prenons  l'ori- 
gine en  S.  Les  coordonnées  de  D  sont 

X  =  '2r  cos  o  -h  r  cos  (2;:  —  2o)  =  2r  cos  o-\-r  cos  2o, 

x  =  r(2  cos-  o  H-  2  cos  ç  —  1), 
et      y  =  2r  sin  y-h''  sin  (2-—  2cp)  =  2rsin  o(l  —  cos  rj). 

3R 

Or  transportons  l'axe  des  y  de  A'  en  S  a\ec     A'S  = 

{fiy.  3);  on  a     \  =  j;  —  ~-     d'où 
1  „     \         R 


3^;] 


R 


R 

0 
3 


X  =  r[2-i-  cos  o  —  cos-ç>  —  -;^  )  =  R(  -^-H  cos  Ci  —  cos*  9  j  =  — (1  -+-2C0S.,  —  2cos'ç), 


FiR.  3. 


liK. 


Y  =  7  =    R  sin  ;;(  I  -r-  COS  q). 

Faisons  it  =  2r  et  chan- 
geons ç  en  -  —  s,  ce  «jui  re- 
vient à  changer  le  sens  de  l'axe 

des  .r  :  on  a 

X  =  »•(  1  —  2  cos  o  —  2  cos*  ç) 

=  -  r(2  eus*  o  -t-  2  cos  ?  —  I) 
et 

V  =  irsin  ç(I  —cos?). 

Les  deux  courbes  soni   donc 
id»>nli«jues. 


t^"  Enveloppe  de  la  hauteur  ahai^sée  dr  M  sur  iM'l*.  —   l'r<'n«ins  l'origine  eu  n.   I.'cqualion  do  Ml* 


est 


./■  -   R(l  -H  2  cos '^1 


R       U(lH-2coS(p)  Rsin-v 


d'où     ./  sin  (p -h  2|/ cos  o  —  R(l  -»-2cos?). 
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Les  coordonnées  de  M  «ont,      x  =  R  cos  g      et      y  =  Rsino.      L'équation  de   la  perpendiculaire 
abaissée  de   M  sur  M'P  est  donc 

2  cos  o(x  —  R  cos  c;)  —  sin  o{y  —  R  sin  ç)  =  G, 
ou  2a-  cos  G  —  y  sin  cp  =  2R  cos'-  o  —  R  siu^  ç  =:  R(3  cos-  o  —  1). 

La  dérivée  est  2x  sin  g  -+-  y  cos  g  =  6R  sin  g  cos  g. 

R  cos  o(3  cos- o — 1) -h  6R  sin- G  cos  G  R  ,,.       .,       ,    . 

On  en  tire       x  =  .,  _  ,  _'„-     .   ,,  , .   ., '- '-  =  —  cos  g(u  —  6  cos^  «), 


V 


i  cos^  G-f-  2  sin-  G 
—  2R  sin  9(3  cos^  o  _  i)  +  12R  sin  ç  cos^  g 


2  cos'^G-f-2sin-o 


Rsin  cp(3  cos^cp-t- 1). 


Prenons  les  dérivées 


—— -  =  — -  ( —  o  sin  G  +  y  cos^  o  sin  g)  =  -—  sin  ^(y  cos-  o  —  o), 
ao  z  '  '         '  z 


rfî/ 


=  R[Cosç(3  cos^G-i- 1)  —  6  sin-  g  cos  g    =  R  cos  g(9  cos^  y  —  3)- 


11  est  facile  de  voir  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes.  Il  suflil  donc  de  faire 
varier  9  de  0  à   — •    Or  les  dérivées  s'annulent  pour     cos  g  =  rtv/-— ?     soit  a  la  valeur  de  9. 
On  a  donc  le  tableau  suivant.  11  donne  la  courbe  de  la  ligure  5. 


dx 

f/9 

dy 
do 

dy 
dx 

X 

.'/ 

0 

H-3C 

R 

0 

-f- 

-H 

-+- 

0 

0 

4- 

i,242R 

> 

— 

— 

-1- 

^' 

T  ^^'" 

— 

0 

0 

0 

|{ 

Déocloppcc.  —  Calculons  le  rayon  de  courbure  : 

rflr  R 

— — -  =  -—  cos  g(27  cos-  G  —  23), 


h'ie;. 


d-J 


=  —  H  sin  g(27  cos^  g  —  5), 


dx^  -+-  rfîy2  _-  _1_  (9  cogs  ^  _  5y2(^  ^  3  cos-^  ry)d'o' 


d'où 


{dx-  H-  rfy^)  - 


dxd^y  —  dyd-x 


R  1. 
—  (9  cos2  o  —  5)(1  H-  3  ces-  9)  - 


dy  dx 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  développée  sont     X  =  x  —  0  —^^     et     "i  =?/-+-  0  — —  • 

ds  '        '    ds 

9R  9R 

Elles  deviennent,  calculs  faits,     X  =  — -- cos'' 9(3  cos^  9    -1),  V  =  — ^  sin^  9(4  —  3sin2o). 

.        d\  27R     .  o    ....<>   ^  d\  27K     .   ,  ,,       „        ,    , 

On  en  tire    -;—  =  sin  gCOS- c(l  —  o  cos-g),  — p- = : — sin'' 9  cos  9(1 — ocos-9). 

^9  2  '  '  do  4 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes.  Four  l'étudier,  il  suflitde  faire  varier  ç  de  0  à 
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d'où 


dY 

0 

0 

-h 

0 

0 

-h 

— 

0 

(1 

d\ 

dX 

X 

—  0 

9R 

0,75. ..K 

— 

0 

•> 

m" 

— 

—  0,lfiR 

—  X 

0 

Or    X    s'annule   pour     cos  f  =  0,     d'où 


0 

-2R 

v/6.R 

ï>,55..K 

2,576.  R 

9R 

~4~ 


?  =  —  5    et  pour     cos  o  =  y  —  =  —  ^  ;^ 


d'où 


^■  =  21.  Y  ne  s'annule  que  jjour  :;  =  0. 
Les  dérivées  s'annulent  pour    9  =  0.    -  =  — 

et     coso  =  i  / — ,     (i'oi'i      o  =  V. 
V    5  •         ' 

On  peut  donc  dresser  le  tableau  ci-contre.  Il 
permet  de  construire  la  branche  LL'NT  ((ig.  6). 
On  achève  la  courbe  par  symétrie. 

Recli/icalion   —  On  a     (/S-  =  d\-  -h  il\- 

[  27H  ,  1-' 

=     ——sm -0  008  0(1—5008-?)  j  (I-h3cos-o.)rfu2^ 


iJ7R 


rfS  =  ± — ;— (1  —  ocos^'f^sin 'f  cos'j>(l  H-3cos^ '.;)-  rfo, 
^  .  .         . 

N 


Fit:.  0. 


Calculons  d'abord  les  intéi;rales  indéfinies 
1 
Ii  =  (I  -+- .'}  cos-  9)  ■''  sin  cp  cos  ot/o,  et 


I^  =  (1  -h  3  cos*  'f  )  *  sin  ?  cos'  o-yç,. 


La  première  est  immédiate  et  donne,  en  néjïligeant  les  constantes,      I,—  l4-3cos*ç)*« 

La  seconde  s'intègre  par  parties  en  posant     n  =  cos- &     et     dv  =  (1 -i-iicos- 0)  ^  sin  9  cos  çf/-. 


On  a 


U  = 


COS^  o  i_         2     /''  *- 

— ^ — ^(  I  ^-  3  cos-  'Ji  ^  —  -r  I  (  l  -H  •'{  cos*  o)  »  sin  o  cos  orf^ 


COS"  o  _?.'''  -^ 

— ^(l-h3cos^'o)2  _H.^__-(l-^3cos'^o)''  . 


Alors  l'intégrale  indéfinie  est,  en  négligeant  les  lonslantes, 


I  = 


'^IW  r        I  1.       Scos^o  —        i 

±4^    --(I  -h3c(>s'^9)^  -^_5^^.(|    I  3..09»?)*  --rr(«    »-3c..^ 


=  d=  —    3(i  -f-3  cos-  v)  -  (5  cos-  o  —  I  )  —  i;^!  -i   3  co>^  y)  ' 
Cherchons   les    linules.  Lorsque    le    pcunt    ^\.   Y)    par.furl  l'an-  LLN.    l'angle   o   varie  de    0  a  y 
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1 

etcos-«  varie  de  l  à  ^-    On  a  donc 
ô 

RT  -i  J_-icos^r-i-  /  64      /"^\ 

arc  LUN  =  ±—    3(l+3cos-^?)  MScos^c^-i)  — 2(H-3cos2  9)  2  s   =  r    s  + -— V/ -    • 

4  L  Jcos-<?  =1  V  -O         O  / 

Pour  avoir  l'arc  NT  il  faut  faire  varier  o  de  -,-  à    -r    ou  cos- Ç'  de    --    à  0.  On  a  donc 

2  o 

R  r  —  -^  "lco>-r  —  0  /  (J4      /  ^^  5  \ 

arc  NT  =  ±-r   3(1  -h  3  cos^  ©)  2  /5  cos^  o  -  l)  -  2(1  -^  3  cos^o)  2  ^  j|/        y;  _____    . 

5 

La  longueur  de  la  partie  LUNT  est  donc 

L  -^0  »   5      '1  I      \  ï       1 2o       ' 

La  courbe  totale  est  quatre  fois  plus  grande,  ou     (  27  -1-  -— rv^iÔ  |  R. 

6°  Lieu  des  points  de  rebroussemenl  des  développées  des  ellipses  ayant  pour  sommets  A',  M  et  P.  — 
Les  ellipses  dont  les  sommets  sont  A',  P,  M  et  le  symétrique  M,  de  M  par  rapporta  A'P  ont  respecti- 
vement pour  demi-axes  H(l  -f- ces  co)  et  R  sin  9.  Les  points  de  rebroussemenl  situés  sur  A'P  admet- 
tent le  diamètre  A'A  comme  lieu;  il  sutlit  de  trouver  le  lieu  des  points  de  rebroussemenl  situés  sur  MM,. 

2  '1 

Or,  l'équation  de  la  développée  de  l'ellipse  est       / \      -\-  /  —  \       —  i.      L'ordonnée  du 

(t)      (t 

point  de  rebroussemenl  situé  sur  MMi  est  donc     y  =  zt  —  ■     Ne  prenons  que  le  signe  positif,  car  le 

lieu  du  second  point  est  symétrique  du  premier  par  rapport  à  AA  . 

Or  (-2  =  a-  —  b-  =  \V-{  I  +  cos  ?)*  —  R»  sin^  ?  =  m^  cos  o(  1  -^  cos  <?). 

c-         2R2  cos '-I I  H- cos  9)         ,,,  cos'f,. 

Par  suite     y  =  ——  = ; — ^ =  -'n  ^ —  1 1 -i- cos 'fi.     Les  équations  pararnélriciues 

''  b  Rsm©  sm  'f  ^  '  ' 

1>R  cos  o 
du  point  de  rebroussemenl  sont  donc     .r  =  R  cos  o     et     ?/  = -. ^  (  1 -1- cos '-)     en  prenant  l'orierine 

'  sin  o 

r.     r  .  ■'■  ■  -^'  /  .        -i^"  \         2r(R-+-.r) 

en  0.   On  en  tne        cos  g  =  —  et  sm  9  =  —    1  -h       *  — 


d'où 


R  ■  ?/  V  ï^  '  li.'/ 

/  X  \^     r  ij(R  -+-  x)~\* 

L'équation  du  lieu  est  donc  (  77  )   ~^  1  ft I    ~  ^  ^"         x'-y- -h  'tx'-{i\-h x]^  =  R^j/-, 

4.r-(  R  -4-  xj-  4.r-(R  -+-  x) 


On  peut  encore  l'écrire 

(7) 


R2  —  y'  K  —  X 

y  Y        x--{\l-^x) 


i  /  \{  —  X 


Si  l'on  compare  avec  l'équation  de  la  strophoïde      7-  =  — ^- -,      on  voit  que   la  courbe  précé- 

'  a  -h  X 

dente  dérive  de  la  strophoïde  par  un  cbangemenl  dans  le  sens  de  l'axe  des  x  et  en  doublant  les  ordon- 
nées correspondantes. 

Lorsque  le  point  P  pénètre  dans  l'intérieur  du  cercle  de  centre  0,  la  ligne  A'P  devient  le  petit  axe 
de  l'ellipse,  et  la  valeur  de  c  trouvée  plus  haut  change  de  signe  ;  mais  en  élevant  au  carré  on  retrouve 

l'équation  (7). 

R.  MANEN,  école  Sainte-Marie,  Albi. 

Bonnes  solutions  :  MM.   il.   Frobebt,  :i    Vichy;  L.  Si.mo.\,  à  Foiirmics  ;  G.  I>ach,  à  Rodez;  .\.  Roossead,   à  Fournes-en- 
Weppe;  A.  Marescalcmi  ;  .1.  Ottemjeimeh;  L.  Pekhin,  à  Trévoux. 
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1946.  — Pour  délerminev  Vindice  n  d'un  prisme  solide  de  très  petit  angle  t,  on  dispose  d'une  lunette 
aulocoUunat'iice  à  oculaire  microméirique  mise  au  point  sur  l'infini  et  avec  laquelle  on  fait  les  deux 
opérations  suivantes  : 

1°  Ayant  pointé  sur  un  point  éloitjné,  on  place  le  prisme  devant  la  lunette  de  façon  que  ses  faces  soient 
à  peu  près  normales  à  l'axe  de  la  lunette  ;  l'image  parait  déplacée  parallélemt^nl  au  mouvement  du  réticule 
et  il  faut  tourner  le  tambour  de     a  =  87     divisions  pour  remettre  le  réticule  sur  l'image. 

2"  Ayant  éclairé  le  réticule,  on  en  voit  deux  images  produites  par  réflexion  sur  le  prisme;  le  réticule 
ayant  été  amené  en  coïncidence  avec  l'une  d'elles,  il  faut,  pour  l'amener  en  coïncidence  avec  l'autre,  tourner 
le  tambour  de     b  =  237     divisions. 

Expliquer  les  effets  observés  et  calculer  l'indice. 

Le  premier  déplacement  du  réticule  mesure  la  déviation  produite  par  le  prisme.  Or  l'an^'le  de  ce 
prisme  est  petit,  ainsi  que  l'angle  d'incidence  des  rayons  venus  du  point  visé  :  dans  ce  cas,  et  d'après 
une  formule  connue,  l'expression  de  la  déviation  se  réduit  à  [n  —  1)£.  Si  donc  /i  désigne  le  déplace- 
ment correspondant  à  une  division  du  tambour  et  f  la  dislance  focale  de  l'objectif,  on  a 

{n  —  \)^f  =  87/.-. 

Dans  la  seconde  expérience,  les  deux  images  observées  sont  produites  par  réilexion  respectivement 

sur  les  deux  faces  du   prisme.  Quand  le  réticule  est  amené  en  coïncidence  avec  l'une  d'elles,  le  rayon 

lumineux  émis  par  le  réticule  et  représenté  par  l'axe  optique  de  la  lunette  doit  revenir  sur  lui-même  et 

rencontre,  par  conséquent,  normalement  la  face  réfléchissante.  On  donne  donc  successivement  à  l'axe 

optique   une  direction   normale   à  la  première  face  du   prisme  et  une    direction  correspondant,  par 

réfraction,  à  la  normale  à  la  seconde  face  ;  or  celle-ci  fait  avec  la  normale  à  la  première  face  un  angle  s. 

ce  qui  correspond,  dans  l'air,  à  un  angle  m.  On  a  donc 

ntf  =  237/.. 

n  237 

On  tire  de  là =  — — ,  d'où  n  =  1,58. 

n  — 1  87 

On  peut  encore  faire  le  raisonnement  un  peu  plus  compliqué  que  voici.  Considérons,  dans  la  section 

principale  du  prisme,  un  rayon  représentant  l'axe  optique  de  la  lunette  et  rencontrant  la  première  face 

du  prisme  sous  une  incidence  quelconque  mais  petite,  a.  Ce  rayon  sera  situé,  par  exemple,  du  même 

côté  que  le  sommet  du  prisme  par  rapport  à  la  normale.  Le  rayon  réfléchi  fera  avec  la  normale  l'angle  a. 

fnais  fie  l'autre  côté. 

Le  rayon  réfracté  pénétrera  dans  le  prisme  sous  l'angle    — .    tombera  sur  la  second<»  faci»  sous 

l'angle \-z,     se  rclléchii-a  sous  le  inéin(>  aimle,  reviendra  sur  la  iiiemière  face  sons  l'angle »-2c 

n  n 

et  enfin  se  r(''fractera  sous  l'angle     ni 1- 2:  )     ou     a-h^im.     Il  siMa  alors  situé  du   même  côté  de  la 

V  " 

normale  (jiu'  le  picuiier  rayon  rellcc  lii  cl  lormeia  avec  lui  un  angle  x-i-int  —  a  ^  2n(.  Les  deux 
images  aperçues  sont  donc  distantes  l'une  de  l'aiili'e  de  2;i;/".  Mai>  il  m*  faut  pas  oublier  que.  quand  on 
déplace  le  réticule  |)our  alloi' de  l'une  ;i  l'auti'e,  on  ctiange  la  direction  di>  l'axe  de  la  lunette  ol,  par 
eonsé(iuent,  la  direction  des  rayons  n'IliM-his,  de  sorte  (jue  les  images  se  déplacent  de  la  niènie  quantilê 
i\nr  le  réticule,  mais  en  sens  inverse.  Le  dtîplacenieut  de  celui  ci  n'est  donc  que  titf. 
Solutions  exactes,  sauf  ce  dernifr  imint.  de  MVl    Ch.  iitiii.t.Bi(Ui:  et  J.  ()TrKNHKiiiiiH,  lycée  île  .Nancy 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  OHAUX  (Suilc.) 


5638.  -  Théorème  des  forces  vives  pour  un  point  matériel.  —  Application  au  mouvement  d'un  point  pesant  lancé 
sur  un  plan  horizontal  dans  une  direction  donnée  et  soumis  à  une  force  qui  tend  a  s'opposer  à  ce  mouvement. 

5639.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  sur  la  face  interne  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  horizontal,  avec  frot- 
tement. 

5640.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  sur  un  cylindre  de  révolution,  dont  l'axe  fait  un  angle  a  avec  l'horizon,  sachant 
qu'il  y  a  frottement. 

5641.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  sur  un  fil  circulaire,  situé  dans  un  plan  incliné. 

5642.  —  Equilibre  sur  une  hélice  à  axe  vertical  d'un  point  pesant  soumis  a  l'action  d'une  force  répulsive  émanant 
d'un  point  de  l'axe  et  sans  frottement. 

5643.  —  Mouvement  d'im  point  pesant  sur  un  plan  incliné  avec  frottement. 

5644.  —  Mouvement  d'un  anneau  assujetti  à  glisser  le  long  d'un  fil  faisant  l'angle  a  avec  l'horizon  |avec  frottement). 

5645.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal  rugueux,  le  point  ayant  été  lancé  sur  ce  plan. 

5646.  —  Moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  axe;  expression  analytique  de  ce  moment. 

5647.  —  Kelation  entre  les  moments  d'un  même  vecteur  par  rapport  à  deux  axes  parallèles. 

51J48.  —  Un  vecteur  de  grandeur  constante  tourne  autour  d'un  i)oint  fixe  dans  un  plan  fixe,  i.ieu  de  l'extrémité  du 
moment  linéaire  du  vecteur  par  rapport  à  un  autre  point  lixc 

5(>49.  —  Montrer  que  l'expression  LX  -i-  MY  -(-  NZ  conserve  la  même  valeur,  ([Uel  que  soit  le  jioint  di-  l'espace  |iar 
rapport  auquel  on  fait  la  réduction  d'un  système  de  vecteurs. 

5650.  —  Héduction  d'un  système  de  forces  à  deux  forces  orthogonales  entre  elles. 

5651.  —  Réduction  à  deux  forces  par  les  opérations  élémentaires. 

5652.  —  Composition  des  couples. 

5653.  —  Moment  d'une  force  par  rapport  ii  un  plan.  Théorème  relatif  aux  moments  des  forces  parallèles  par  rapport 
à  un  plan. 

5654.  —  Centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle;  de  l'aire  d'un  quadrilatère  homogène,  de  la  surface  d'un 
trapèze  ;  d'un  prisme  triangulaire  (généraliser  pour  un  prisme  ([uelconque  ,  d'un  tétraèdre,  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles:  centre  de  gravité  d'un  secteur  circulaire. 

5655.  —  Equilibre  d'un  solide  invariable  qui  a  un  point  lixe  :  un  axe  fixe  ;  lui,  deux,  trois  points  d'appui  sur  ui\  plan. 
Calcul  des  réactions. 

5656.  —  Equilibre  d'un  solide  indéformable  ((ui  s'appuie  sur  trois  plans  rectangulaires, 

5657.  —  Treuil  (sans  frottement).  Calcul  des  réactions  en  supposant  (|ue  l'on  ait  deux  points  d'ajppui. 

5658.  —  Cabestan. 

5659.  —  Poulie  fixe  avec  frottement. 

5660.  —  Poulie  fixe  avec  frottement,  les  cordons  étant  rectangulaires.  Pour  une  même  charge  donnée  Q,  trouver  le 
maximum  et  le  minimum  de  la  puissance  P. 

5661.  —  Poulie  mobile.   Vérifier  le  princi[)e  du  travail  des  forces  appliquées  dans  le  cas  des  cordons  parallèles. 

5662.  —  I5ascule  de  Quintenz. 

5663.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  se  déplaçant  sur  une  droite,  ce  point  étant  relié  à  une  poulie  fixe  supportant 
un  poids  Q,  sans  flottement. 

5664.  —  Position  d'écpiilibre  d'une  barre  homogène  pesante  dont  une  extrémité  0  est  fixe,  l'autre  A  s'ajjpuyant  sur 
un  plan  faisant  l'angle  a  avec  l'horizon  :  1»  avec  frottement  :  ±'  sans  frottement. 

Géométrie  et  Géométrie  descriptive    .M.  .\1  ai.loi/.el). 

GéoiiiéLrie  clcinentaire. 

5665.  —  Montrer  que  dans  un  triangle  les  pieds  des  hauteurs,  les  pieds  des  médianes  et  les  milieux  des  droites  joignant 
chaque  sommet  au  point  de  concours  des  hauteurs  se  trouvent  sur  un  même  cercle,  qui  est  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle.  Trouver  son  centre. 

5666.  —  Dans  un  quadrilatère  ABCD  dont  les  diagonales  sont  rectangulaires,  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés 
opposés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres.  Héciproque. 

5667.  —  Trouver  les  droites  formant  un  faisceau  harmoni(iue  avec  trois  droites  concourantes  données.  Etant  donné 
un  faisceau  harmonique,  si  deux  conjuguées  sont  rectangulaires,  elles  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux 

autres. 
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5t»68.  —  On  donne  une  circonfi'rence  et  deux  cordes  rectangulaires    AB   et   CD    qui  se  coupent  en   I;   démontrer  que 

ÎA  V  îb'  -t-  le'  -+-  m'  =  c"= . 

5669.  —  Lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  cercles  donnés.  Lieu  des  points  de  puissances  égales 
et  de  signes  contraires. 

5670.  —  Lieu  du  point  de  rencontre  des  diamètres  interceptés  sur  deux  cercles  donnés  {lar  un  cercle  variable  qui  coupe 
chacun  des  deux  cercles  en  des  points  diamétralement  opposés. 

5671.  —  On  donne  deux  cercles  et  une  droite  perpendiculaire  à  leur  ligne  des  centres.  Un  point  M  décrit  cette  droite; 
lieu  du  point  d'intersection  des  polaires  de  M  par  rapport  aux  deux  cercles. 

5672    —  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  deux  cercles  donnés  sous  le  même  angle. 

5673— Tracer  un  cercle  passant  par  deux  points  donnés  A  et  B  et  tangent  à  une  droite  D,    ou  tangent  à  un  cercle  donné. 

5674.  —  Figure  inverse  d'une  circonférence  par  rapport  cà  un  point. 

5675.  —  Etant  ilonnés  deux  cercles  qui  se  coupent  en  un  point  A,  mener  par  ce  point  une  sécante  dont  la  longueur 
totale  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

5676.  —  Mener  une  sécante  à  deux  cercles,  de  façon  que  les  cordes  obtenues  aient  des  longueurs  données. 

5677.  -   Mener  par  un  point  donné  une  droite  telle  que  la  somme  de  ses  distances  à  deux  points  ûxes  soit  connue. 

5678.  —  On  donne  deux  droites  fixes  Ox,  Oy  et  deux  points  fixes  A  et  B,  A  sur  Ox,  B  sur  0//.  —  On  mène  une  sécant»- 
variable  0:;  et  de  A  et  B  on  abaisse  les  perpendiculaires  A  a,  B^  sur  Oz.  —  Soient  I  le  milieu  de  OA,  J  le  milieu  de  UB; 
on  joint  la  et  .13  qui  se  coupent  en  M.  Lieu  du  point  M. 

5679.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  M  variable  sur  cette  courbe.  P  et  Q  étant  deux  points  fixes,  lieu  du  centre 
de  gravité  du  triangle  PMQ. 

5680.  —  Construire  un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné  et  équivalent  à  un  triangle  donné. 

5681.  —  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle. 

5682.  —  Inégalités  entre  les  faces;  entre  les  dièdres  d'un  trièdre. 

5683.  —  Octaèdre  régulier.  —  Calcul  de  la  hauteur  en  fonction  du  côté. 

5684.  —  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent  ;  lieu  des  points  de  l'espace  également  éloignés  des  deux  droites.  On 
donne  trois  droites  Ox,  Oy,  Oz  ;  lieu  des  points  de  l'espace  également  éloignés  de  ces  trois  droites. 

5685.  —  On  donne  deux  plans  P  et  P'  et  une  droite  D.  Mener  par  cette  droite  un  plan  qui  coupe  P  et  P'  suivant  deux 
droites  rectangulaires. 

5686.  —  Lieu  du  point  M  tel  que  ses  distances  à  trois  points  donnés    A,  B,  C   soient  proportioiint-lles  à  trois  nombres 

a,  P,  y. 

5687.  —  On  donne  deux  sphères  et  un  point.  Mener  par  le  point  une  sécante  telle  que  les  cordes  interceptées  par  les 
sphères  aient  des  longueurs  données. 

5688.  —  Mener  par  un  point  un  plan  qui  coupe  une  sphère  suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

5689.  —  .Mener  par  un  point  un  plan  qui  coupe  deux  sphères  suivant  des  cercles  de  rayons  égaux  donnés 

5690.  —  On  donne  un  tétraèdre  par  ses  quatre  sommets.  Mener  un  plan  tangent  à  une  sphère  donnée  qui  coupe  le 
tétraèdre  suivant  un  parallélogramme. 

5691.  —  Trouver  le  rayon  d'une  sphère  solide. 

5692.  —  Trouver  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite  donnée  non  située  dans  le  plan  des  trois 
points. 

5693.  —  Mener  par  trois  points  donnés  une  splnre  tangente  à  un  plan  donné. 

5694.  —  Mener  par  deux  points  donnés  nue  sphère  tangente  à  deux  plans  donnés.  Biscussion. 

5695.  —  Déterminer  une  sphère  de  rayon  donné,  tangente  à  deux  plans  et  ;\  un  cylindre  de  révolution.   DisrusMon. 

5696.  —  Un  parallélogramme  ABCI)  tourne  successivement  autour  de  deux  côtés  consécutifs  VB  cl  VC.  On  dom.inde 
le  rapport  des  volumes  engendrés. 

5697.  —  On  donne  un  cercle  C,  un  de  ses  diamètres  .\B  :  AB  est  aussi  le  grand  axe  ilune  ellipse  dont  on  donne  un 
point  M.  — Trouver:  t»  le  petit  axe  de  l'elliiise  ;  i"  deux  diamètres  conjugués. 

5698.  —  On  donne  deux  sommets,  .\  du  grand  axe,  B  du  petit  axe  d'une  ellipse;  heu  des  centres,  lieu  des  .mires  n>m- 
mets  (i(^  cette  ellipse. 

5699.  —  Démontrer  ([ue  les  diagonales  dtui  parallélogrammi'  circonscrit  à  une  ellipse  sont  deux  diamètres  conjugué» 
de  cette  ellipse. 

5700.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  0.r  et  0//  ;  un  segment  AB  de  longueur  const.inte  glt«$e  sur  cc«  doux 
droites;  lieu  d'un  point  M,  Uve  sur  AB,  quand  AB  se  déplace.  Tangente  en  M. 

5701.  —  On  donne  un  cercle;  dans  son  plan,  on  prend  deux  points  P  et  I'.  Par  le  point  P.  on  mène  deux  s«^c«nles 
AB  et  CD  ;  par  le  point  P'  deux  sécantes  parallèles.  On  projette  la  ligure  orthogonalement  sur  un  plan.  Kn  déduire  une  pro- 
priété de  l'ellipse,  en  partant  de  la  relation     l'A. PB  -   PC.PD 

5702.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  foyer  sur  les  tangenles  à  l'ellipse. 

5703.  —  D  un  point  P,  on  mène  les  tangentes  a  une  ellipse  ;  on  mené  ensiute  une  droite  A  p.trallèle  h  U  CorJe  de» 
contacts  MM',  qui  coupe  l'ellipse  en  A  et  A'  et  les  tangentes  en  T  et  T.  —  Belation  entre  AI  et  AT  ;  généraliser  pour  une 
ror)i(|iie  quelcoii(|ue  ;  cas  oii  les  points  lie  C(Uitact  M  et  M'  s'en  vont  a  l'inlhii 

5704.  —  Trouver  l'intersection  de  ileiiv  ellipses  ipn  ont  un  lover  commun,  le»  deux  ellipses  él.inl  donnée»  |»ar  leur» 
grands  axes  cl  leurs  foyers. 
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5705.  —  On  donne  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun  F;  leur  mener  une  tangente  commune.   Démontrer  que  la 
droite  F'o'  qui  joint  le?  deux  au(res  foyers  passe  par  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  communes. 

5706.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cercles  donnés  ([ui  se  coupent.  Points  à  l'inflni. 

5707.  —  On  donne  les  deux  asymptotes  d'une  hyperbole  et  un  point  M  ;  la  construire,  trouver  ses  axes,  ses  sommets. 

5708.  —  On  donne  trois  points  d'une  hyperbole  et  les  directions  des  asymptotes  :  déterminer  cette  hyperbole. 

5709.  —  On  donne  une  parabole  par  son  foyer  et  la  directrice.  Intersection  avec  une  droite. 

5710.  —  On  donne  une  parabole  par  son  foyer  et  la  directrice.  Mener  par  un  point  de  l'axe  une  normale  à  la  courbe. 
—  Déduire  de  la  propriété  de  la  sous-normale  le  centre  de  courbure  au  sommet  de  la  parabole. 

5711.  —  Construire  une  parabole  connaissant:  1°  deux  points  et  les  tangentes  en  ces  points  ;  2"  le  foyer  et  deux 
tangentes 

5712.  —  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  le  point  de  contact  et  la  direction  de  l'axe.  Lieu  des  sommets  des 
paraboles  ainsi   définies. 

5713.  —  On  donne  la  directrice  d'une  parabole,  une  tangente  et  son  point  de  contact.  Trouver  les  éléments  de  la 
parabole . 

5714.  —  Construire  une  parabole  connaissant  :  1°  un  point,  l'axe  et  le  paramètre  :  2°  une  tangente,  l'axe  et  le  para- 
mètre; 3°  l'axe  A  et  deux  tangentes. 

5715.  —  I3eux  paraboles  sont  défmies  par  leurs  foyers  et  leurs  directrices  qui  sont  deux  droites  parallèles;  leur  mener 
une  tangente  commune. 

5716.  —  On  donne  deux  paraboles  égales  dont  les  axes  sont  parallèles  et  de  même  sens,  par  exemple  la  première  par 
son  foyer  et  la  directrice,  la  seconde  par  son  sommet.  Mener  une  tangente  commune  aux  deux  paraboles.  Trouver  leur 
intersection. 

5717.  —  On  donne  le  foyer  d'une  conique,  deux  points  et  une  tangente.  La  construire. 

5718.  —  On  donne  une  droite  Xfi  et  un  point  flxe  A  :  on  mène  par  A  une  sécante  variable  qui  rencontre  jti/  en  B, 
puis  par  B  une  droite  BC  perpendiculaire  à  AB.  —  Enveloppe  de  BC. 

5719.  —  On  donne  une  circonférence  0  et  un  point  fixe  F  ;  on  joint  ï  à  un  point  A  variable  sur  la  circonférence  et  en 
A  on  élève  la  perpendiculaire  AP  à  FA.   Enveloppe  de  la  droite  AP. 

5720.  —  On  donne  deux  droites  D  et  D'  de  l'espace.  On  joint  un  point  quelconque  A  de  D  à  un  point  quelconque  A' 
de  D'  :  on  prolonge  AA'  d'une  longueur  égale  à  elle-même;  lieu  de  l'exlrémilé  M  du  prolongement. 

5721.  —  On  donne  une  droite  A,  un  point  A  et  une  direction  I)  dans  un  plan.  D'un  point  l  quelconque  de  A,  on 
mène  une  parallèle  D'  à  D  ;  lieu  du  point  M  pris  sur  D'  tel  que    .Ml  =  MA. 

5722.  —  Mener  une  droite  qui   rencontre  trois  droites  A,  l>,  C  de  1  espace  en  des  points  i,  ji,  •;  tels  que     — ^  =  k. 
5723    —  On  donne  dans  le  plan  deux  droites  et  un  point  A.  .Mener  par  ce  point  une  sécante  qui  rencontre  ces  droites 

en  des  points  B  et  C  tels  que     — —  =  /••. 

5724.  —  Une  droite  D  s'appuie  sur  deux  droites  A  et  l!  et  reste  perpeniliculaire  à  A  ;  lieu  de  la  droite  D,  plans 
directeurs,  leur  angle. 

5725.  —  Lieu  d'une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  données  et  qui  fait  avec  elles  le  même  angle-. 

5726.  —  Ltant  données  trois  droites  de  l'espace  passant  p;ir  un  même  point  S,  on  a  ([uatre  cônes  de  ré\olution  passant 
par  ces  trois  droites.  Intersection  de  ces  cônes  deux  à  deux. 

Géométrie  cotée. 

â721 .  —  On  donne  deux  droites  graduées;  angle  de  ces  deux  droites. 

5728.  —  Angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  lignes  de  pente. 

5729.  —  Mener  par  une  droite  graduée  un  plan  faisant  un  angle  a  avec  un  plan  donné  par  sa  ligne  de  pente. 

5730.  —  On  donne  deux  points  a,  b,  dans  le  plan  horizontal  et  deux  autres  points  c,  d  quelconques.  Ces  quatre 
points  définissent  un  tétraèdre  ;  trouver  ses  dièdres. 

5731.  —  On  donne  deux  plans  par  leurs  lignes  de  pente;  construire  les  bissecteurs  des  dièdres  qu'ils  forment. 

5732.  —  On  donne  deux  plans  ;  on  mène  une  droite  variable  parallèle  à  une  direction  donnée.  Cette  droite  rencontre 
les  deux  plans  en  des  points  A  et  B.  Lieu  du  milieu  de  AB.  Faire  l'épure  en  cotée. 

5733.  —  Mener  par  un  point  (t  de  cote  ^  un  plan  faisant  des  angles  a  et  |3  avec  deux  plans  verticaux  donnés. 

5734.  —  On  donne  une  droite  graduée  ah  et  un  point  0  de  cote  2.  Mener  du  point  0;2)  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  ;  trouver  sa  vraie  grandeur.  Construire  dans  le  plan  di'terminé  par  le  point  et  la  droite  le  carré  ayant  pour  côté 
cette  perpendiculaire. 

5735.  —  On  donne  deux  sommets  opposés  d'un  carré  ;  un  troisième  sommet  est  sur  une  sphère  donnée.  Construire  le 
carré;  épure  en  cotée. 

5736.  —  On  donne  un  plan  par  sa  ligne  de  pente  et  un  segment  de  droite  AB  de  ce  plan  par  sa  projection  ab  ;  con- 
struire dans  le  plan  un  carré  sur  AB  comme  côté.  Construire  un  triangle  équilatéral  sur  AB  comme  côté. 

5737.  —  Ou  donne  deux  droites  graduées  dont  les  projections  sont  parallèles.  Perpendiculaire  commune  à  ces  deux 
droites. 
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5738.  —  l.ieu  des  points  égiilement  éloignés  de  trois  plans  donnés.  Faire  l'épure  en  cotée,  l'un  des  plans  étant  le  pian 
horizontal  et  les  deux  autres  des  plans  donnés  par  leurs  lignes  de  pente. 

5739.  —  On  donne  un  plan  par  sa  ligne  de  pente  ;  dans  ce  plan  se  trouvent  trois  points  A,  B,  C  dont  on  donne  les  pro- 
jections a,  h,  c.  A  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné;  mener  par  lî  et  C  un  cercle  tangent  au  cercle  précédent  et 
déterminer  ses  projections. 

5740.  —  On  donne  un  pentagone  dans  le  plan  horizontal  de  cote  0;  c'est  la  base  d'une  pyramide  de  sommet  S(6) 
donné.  Intersection  de  la  pyramide  et  du  deuxième  bissecteur  de  l'un  de  ses  dièdres  à  la  base. 

5741.  —  On  donne  un  pentagone  ahcde  dans  le  plan  horizontal  de  cote  U  ;  ce  pentagone  est  la  base  d'un  prisme  dont 
une  génératrice  e(Q)f{i)  est  donnée.  On  a  ensuite  un  [loint  S  de  cote  2  ;  mener  par  S  un  plan  qui  détermine  une  section 
droite  dans  le  prisme  et  la  construire. 

5742.  —  On  donne  un  triangle  ARC  dans  le  plan  de  cote  0  ;  c'est  la  base  d'un  tétraètire  D.\.B<;.  Dans  le  plan  DBC  se 
trouve  une  ellipse  dont  la  projection  horizontale  est  le  cercle  inscrit  dans  te  triangle  dBC  :  cette  ellipse  est  la  directrice  d'un 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  AB.  On  demande  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  horizontal,  l'oint  et  tan- 
gente en  ce  point. 

57  43.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  de  cote  0,  base  d'un  cône  de  sommet  .s(5).  Couper  le  cùne  par  un  plan  passant 
par  une  droite  donnée  et  parallèle  à  une  génératrice  donnée  srt,  du  cùne.  Point  de  la  section  où  la  tangente  est  parallèle  à 
la  droite  donnée. 

5744.  —  On  donne  deux  cônes  dont  les  bases  sont  deux  cercles  0  et  0'  du  plan  horizontal  de  cote  0  et  dont  les  som- 
mets S  et  S',  de  projections  s  et  s',  sont  sur  la  droite  rt(0)s(6).  Intersection  des  deux  cônes. 

5745.  —  On  donne  deux  cônes  :  le  premier  a  pour  base  un  limaçon  de  Pascal  à  boucle  du  plan  horizontal  et  pour 
sommet  un  point  s  de  cote  5  ;  le  deuxième  a  pour  base  un  cercle  du  plan  horizontal  et  pour  sommet  un  point  /  de  cote 
—  ii.     Intersection  des  deux  cônes. 

5746.  —  On  donne  deux  cercles  qui  se  coupent  dans  le  plan  horizontal.  Soit  s  leur  centre  de  similitude  externe.  — 
Par  .s,  on  mène  une  droite  .s(0)<(4),  sur  laquelle  on  prend  deux  points  a  et  6  ;  ce  sont  les  sommets  de  deux  C'-nes  dont  les 
cercles  sont  les  bases.  Intersection  des  deux  cônes. 

5747.  —  On  donne  deux  cercles  extérieurs  dans  le  plan  horizontal  ;  I  un  est  la  base  d'un  cône  de  sommets  (4);  l'autre, 
la  base  d'un  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  s(4Ja(0).   Intersection  :  faire  l'éinire  complètement. 

5748.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune  ;  ce  sont  les  bases  de  deus 
cylindres  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Intersection  des  deux  cylindres. 

5749.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD,  reposant  sur  le  plan  horizontal  par  la  face  ABC.  ;  trouver  la  cote 
du  quatrième  sommet  I).  —  On  considère  ensuite  deux  cônes,  l'un  dont  le  sommet  est  C  et  la  base  un  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  ABD,  l'autre  de  sommet  B  et  dont  la  base  est  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  At'D.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

5750.  —  On  considère  le  tétraèdre  SABO,  dont  la  face  ABC  est  horizontale;  dans  la  face  BSC,  on  donne  une  rourhe 
qui  est  la  base  d'un  cône  île  sommet  A  ,  dans  la  face  horizontale  on  |)rend  luie  autre  courbe  qui  est  la  base  d'un  cylindre  de 
génératrices  parallèles  à  SA.   Intersection  des  deux  surfaces. 

5751 .  —  On  donne  deux  cercles  extérieurs  dans  le  plan  horizontal  de  cote  0  ;  ce  sont  les  bases  de  deux  cônes,  le  sommet 
de  l'un  des  cônes  est  sur  une  génératrice  de  l'autre.  Intersection  des  deux  cônes. 

5752.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  base  d'un  cylindre  à  génératrices  verticales;  un  autre  cercle  «Lins 
le  plan  de  cote  2  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  est  sur  une  génératrice   lu  cylindre.  Intersection. 

5753.  —  On  considère  une  hyperbole  et  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  de  cote  0.  Par  un  point  rtjOl  commun  aux 
deux  courbes,  on  mène  une  droite  a(0).s(6)  ;  le  point  s(6)  est  le  sommet  d'un  cône  dont  la  base  est  le  cercle  donné  ;  l'hyper- 
bole est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  o(0)a((!).  Intersection  du  cône  et  du  cylindre  ; 
ligne  des  points  doubles  en  projection. 

5754.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  sommets  s(4)  et  1(2)  ef  tpii  ont  pour  base  commune  un  1  ercle  'j  du  plan  hori- 
zontal de  cote  0. 

5755.  —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  pour  base  commune  uu  cercle  du  plan  horizontal  de  cote  0,  et  dont  les 
génératrices  sont  respectivement  parallèles  aux  droites  «(0)^(5),  «(0)c(3).  Axes  de  la  projection. 

5750.  —  Intersection  d'une  sphère  donnée  (tangente  au  plan  horizontal)  avec  un  plan  donné  par  s.»  ligne  de  pente. 

5757.  —  Mener  par  un  point  un  plan  tangent  commun  i\  deux  sphères. 

5758.  —  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  w  a  pour  cote  3  ;  cette  Sphère  est  tangente  au  plan  horiioutal  de  cote  0. 
Mener  à  cette  sphère  un  plan  tangent  par  une  droite  donnée. 

.">75î).  —  On  donne  une  sphère  de  rayon  (i,  dont  le  centre  a  pour  cote  '^,  puis  une  horizontale  de  cote  0  :  mener  jwr  un 
point  a,  de  cote  2,  une  droite  i|ui  rencontre  l'Iiorizontale  et  qui  soit  tangente  a  la  sphère. 

5700.  —  On  donne  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  (la  cote  de  son  centre  est  2|  et  un  point  s  de  «-oto  i  ;  on 
considère  le  cône  circonscrit  i\  la  sphère  de  sommet  .s  l),  puis  la  projection  a  d'un  point  de  ce  cône  :  trouver  m  cote  et  le 
|)lan  tangent  en  ce  point. 

r,7(ii.  _  Une  elliiise  donnée  du  plan  horizontal  tourne  .iiilour  .le  son  grand  axe;  mener  un  plan  tangent  k  l'cHtp^oide 
engendré,  parallèlement  a  une  droite  graduée  donnée,  et  faisant  un  angle  ï  avec  l'axe 

57r»2.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de   révolution   dont   l'axe  est  dans  le  plan  de    cote    tt.  et  une  liorlioaUle  df  rotr  "î 
Mener  par  cette  droite  un  plan  tangent  à  la  surface. 

57(»3.     -  Lieu    îles    axes  des  liyperbidoides  de  révolution  pa-isant  par    deux  droites  ooncoin-nnles  Kra*iiu^es  - 
a(0)c(5). 

57(>'k  -  On  donne  deux  droites  A  et  11  de  l'espace  .  une  .Iroite  CI»  s.ippuie  sur  A  cl  B.  —  Vrouver  l'.ixe  de  ni\por- 
ixiloidt;  de  révolution  ((ui  contient  ces  trois  droites.  Combien  y  a-t-il  de  «.olutlons."  l-aire  ri^|iur«  en  géonU'tri- 
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Géométrie    descriptive. 

57Gr>.  —  On  donne  deux  droites  {ah,  a'b'),  {cd,  c'd')  qui  sont  les  lignes  de  pente  de  deux  plans.  Intersection  de  ces  deux 
plans. 

57(i(î    _  Trouver  la  figure  symétrique  d'un  triangle  abc,  a'b'c'  par  rapport  h  un  plan  PaQ   donné  par  ses  traces. 
5767     _  Déterminer  un  triangle  symétrique  d'un  triangle  donné  abc,  a'b'c'  par  rapport  à  une  droite  A,  S'. 
57<;8.   —  Angles  de  deux  droites  données  situées  dans  le  deuxième  bissecteur. 
r>7(>i).  —  Angle  de  la  ligne  de  terre  avec  un  plan  défini  par  trois  points. 

5770.  —  On  donne  une  droite  D,  D'  et  un  plan  défini  [>,(r  trois  points  (a,  a'),  {b,b'),  (c,  c').  Angle  de  la  droite  et  du  plan. 

5771.  —  Angles  d'un  plan  vertical  P  avec  un  plan  de  bout  Q'. 

5772.  —  On  donne  deux  plans  perpendiculaires  au  deuxième  plan  bissecteur.  Angles  de  ces  deux  plans. 

5773.  —  Angles  de  deux  plans  donnés  respectivement  par  trois  points. 

5774.  _  On  donne  une  droite  nb,  n'b'  et  deux  points  f,  c'),  id,  d')  dans  le  plan  horizontal.  —  On  demande  les  angles 
des  deux  plans  AliC,  AHl). 

5775.  —  Iki  plan^est  donné  par  ses  trace.s  ;  mener  pMr  la  ligne  de  terre  un  plan  faisant  avec  ce  plan  un  angle  donné. 

5776.  —  Abaisser  d'un  point  la  perpendiculaire  sur  une  droite  de  profil. 

5777.  —  Abaisser  d'un  point  une  perpendiculaire  sur  une  droite  du  second  bissecteur. 

5778.  —  Tracer  une  droite  du  second  bissecteur.  Mener  par  im  point  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite. 

5779.  _  Perpendiculaire  commune  à  une  droite  quelconque  et  à  une  droite  horizontale;  à  une  droite  quelconque  et 
à  une  droite  de  profil  ;  à  une  horizontale  et  à  une  ligne  de  front.  —  Vraie  grandeur. 

5780.  —  Construire  un  triangle  équilatéral  quia  pour  centre  un  point  o,  o'  et  dont  un  côté  se  trouve  sur  une  droite  d,  d' . 

5781.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces;  mener  dans  ce  plan  une  droite  de  profil  et  construire  sur  un  segment 
donné  de  cette  droite  un  triangle  équilatéral  situé  dans  h'  plan  donné. 

5782.  —  Construire  un  hexagone  régulier  ayant  o,  o'  pour  centre  et  dont  un  cùté  s'appuie  sur  une  droite  de  pro- 
fil ub,  a'b  . 

5783.  —  On  <ionne  deux  droites  qui  se  coupent  {oa,  o'a'i,  (ob.  o'b')  et  un  segment  (ef,  e'I')  dans  le  plan  de  ces  deux 
droites.  Construire  dans  ce  plan  un  carré  sur  le  segment  donné  comme  côté,  puis  construire  un  cube  sur  ce  carré  comme 
base. 

5784.  —  On  donne  une  droite  ab,  a'b'  et  un  point  r.  c'.  Construire  un  carré  dont  un  sommet  soit  le  point  c,  c',  et  tel 
(ju'un  côté  du  carré  se  trouve  sur  ab,  a'b'.  Construire  un  cube  sur  ce  carré  comme  base. 

5785.  —  Construire  un  cube  dont  une  diagonale  est  verticale  ;  on  donne  les  deux  sommets  situés  sur  celte  diagonale  ; 
une  aréle  issue  de  l'un  de  ces  sommets  est  de  front. 

5780.  —  Dans  un  plan  déterminé  par  une  horizontale  et  un  point,  on  donne  un  carré  ;  construire  l'octaèdre  qui  a  ce 
carré  comme  carré  médian. 

5787.  —  On  donne  les  (loints  (a,  a  ),  {b,  b'],  {c,  c')  (jim  forment  un  triangle,  base  du  tétraèdre  SABC  de  sommet  {s,  s). 
Mesurer  le  volume  de  ce  tétraèdre. 


(.4  suivre.) 
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QUESTIONS   PROPOSÉES 


2002.  —  Drinonlrer  la  formule  do  .sominafiou 


I  i  t  1  1  (n— l)i:}n-4-2) 

•4-  —, +  -7^ H  -rrr, r  "*-  '  


v2  _  1   ~^  32     .  1    "^   42  _  ,  ;12  _  1  n-  —  I  4>Hn  —  1) 


ot  on  conclure  la  .série  \,.> .   +  r^  —  {  ~*~  ~ r+    "  —  T 


I  1         .         1         .  3 

E.-N.  Karisie.n. 


2003.  —  Un  angle  de  grandeur  conslanle  pivote  autour  d'un  point  fixe  0.  Les  côtés  rencontrent  une  droite 

liKC  A  en  A  et  B.    On  demande: 

1°  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAIJ. 

2"  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  0.\B. 

3°  Le  lieu  de  lorthocentre  du  triangle  OAB. 

4°  L'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB. 

E.  lÎKME.  à  .User. 
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PREMIERE    PARTIE 


CORRESPONDANCE 


Avant  de  faire  ma  leçon  sur  le  développement  des  cûnes  et  cylindres,  je  viens  de  consulter  la  note 
que  M.  Commissaire  a  publiée  sur  cette  question  dans  la  Revue  de  Muihématiques  spéciales  (n»  de  Mai 
1910).  Celle  note  contient,  volontairement  ou  non,  une  lacune  importante,  et  comme  il  s'agit  d'une 
question  de  cours,  je  crois  qu'il  serait  bon  de  la  signaler.  L'auteur  arrive  à  cette  conclusion  (p.  49M)  : 

Pour  qu'un  point  M,  soit  un  point  d'inflexion  de  la  transformée^  il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  sécant 
contienne  la  normale  au  cône  au  point  correspondant  M  de  la  section. 

Ceci  est  en  contradiction  avec  le  fait  bien  connu  que  si  M  est  un  point  d'inlle.\ion  de  la  section,  le 
point  M,  du  développement  l'est  aussi  en  général. 

Il  est  facile  de  rétablir  ce  fait  : 

Pour  qu'un  point  Mi  soit  d'inflexion,  il  faut  et  i!  suffit  (ligne  20)  que  : 

Mf  -+-  /'")  -+-  ^M/j  -{-  g")  ■+-  C{h  -H  h")  =  0. 

Cette  relation  exprime  bien  que  le  plan  sécant  contient  la  droite  ayant  pour  coefficients  de 
direction  /H-/',  g  -+-  g",  h  -+-  h",  mais  à  la  condition  que  ces  trois  nombres  ne  soient  pas  nuls  tous  les 
trois. 

Je  dis  que  si  /"-h/""  =  0,  g -^  g"  =  0,  h-\-h"  =  0,  le  point  M  est  un  point  trinlloxioii  «li'  la 
section,  et  réciproquement. 

En  efîet,  pour  que  la  génératrice  passant  en  M  soit  une  génératrice  d'inllo-xion,  il  faut  cl  il  suflil 
qu'on  puisse  trouver  trois  nombres  u,  v,  iv,  tels  que 

(9)  w/"-+-  vg  4-  ivh  =  0,  uf  H-  vg'  -h  wk'  =  U,  »/"  --f-  vg"  +  wW  =  D. 

(Ceci s'exprime  en  écrivant  que  la  distance  d'un  point  delà  courbe  X  =  /lO),  Y  =  j/(0).  Z  =  A(0), 
au  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  du  point  M  est  un  infinimenl  petit  du  troisième  ordre.) 

Dans  le  système  (9),   tous  les  déterminants  du    deuxième  ordre  formés  avec  la   première  et  la 

dernière  équation,  sont  nuls,   car  si  l'un  était  diiïérenl  de  zéro  la  solution   serait  donnée  par   Irois 

nombres  proportionnels  à     /',  g\  //'.     qui  vérilient  la  première   et  la  dornière  équation,  d'après  les 

relations  (3)  et  {\)  de  M.  Commissaire.  Donc  on  a     /'"  =  /./,     g'  =  kg^     h"  =  /./<,     mais  comme 

/■/"  +  99   +  /'/'"  =  -  i .  r-\-g'--^h-'  =  \, 

on  a     />•  =  —  I,     donc 

/•  +  /•"  =  l),  g  -^  cf  =  0,  h  -¥  h"  =  0, 

cl  inversement  si  ces  relations  ont  licMi,  le  système  (9)  se  n'duil  i  la  première  et  à  la  deuxième  équation. 

La  même  remar(iue  s'appliijue  au  cas  du  cylindre.  La  condilion  A/'  -f-  lij'  =  0  est  voriliéo  pour 
f"  z=  0,  g"  =  0.  Ceci  est  la  condilion  nécessaire  et  suffisanle  pour  que  le  point  M  de  la  seclion  (ou  le 
point  correspondant  de  la  base)  soit  d'inllox'ion. 

On  sait  en  ell'(!l  que  les  [)oinls  d'inflexion  de  la  base  sont  donm's  par  la  relation 

(i)  /•";;'  -  ;,7'  =   0. 

On  a  de  plus 

(1)  /'^4-3"'=l. 
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d'où 

(3)  f'f'^gy^Q. 

Pour  que  les  relations    (2),  (3)    soient  compatibles  avec    (1),  il   est  nécessaire  et  suffisant  que 

f"  =  0,  0"  =  0. 

C'est  évidemment  suffisant,   et  c'est  nécessaire,  car  si     g'  =  0,     on  trouve    g"f'  =  0,     f'f"  =  0, 
d'où     g"  =  U     et    f"  =  0,     puisque     /"'  =  ±  1 . 

•       ,    .  ,  f"         '/" 

Si     /  =^0,     g  rriO     on  aurait      —  =  —^  —  I;     d'après  la  relation    (-2)   et,  en   portant    dans    (3^, 

Kf^ -^ O'^)  —  O5     ce  qui  est  impossible  si     Ii=z0. 

G.  VALIRON,  Professeur  de  Mathémati(|ues  spéciales  au  lycée  de  Besançon. 

J'ai  communiqué  cette  rectlQcation  ;i  M.  Commissaire,  qui  ma  renvoyé  la  lettre  suivante. 

K.  H. 


Eu  écrivant  cette  note  sur  le  développement  des  cônes  et  des  cylindres,  j'avais  pour  but:  i"  de 
donner  une  définition  élémentaire  et  précise  do  ce  qu'on  doit  entendre  par  le  développement  d'une 
surface  conique  ou  cylindrique,  et  de  montrer  cpie  celte  transformation  de  fiirnre  a  la  propriété  de 
conserver  les  longueurs  ;  t°  de  retrouver  en  n'ap[)liqiiant  que  des  procédés  classiques  le  résultat  bien 
connu  relatif  aux  points  d'inllexion  des  transformées  des  sections  planes.  Comme  on  le  fait  lialiiluellement, 
j'ai  supposé  implicilement  (jue  le  point  considéré  n'appartient  pas  à  une  génératrice  inllexionnelle  de  la 
surface,  et  cest  simplement  pour  ne  pas  allonger  la  note  que  j'ai  négligé  de  faire  observer  que  ce  cas 
particulier  est  précisément  celui  où,  pour  le  cône,     /"-(-/",     g -^  g\     h -h  h"     sont  nuls. 

J'ai  l'habitude,  en  interrogeant  mes  élèves,  de  leur  faire  remarquer  cette  circonstance  de  la  façon 
suivante,  qui  est  bien  naturelle  : 

Si  /"  =  — f,  g"  =  —g,  h"  =  ~h,  le  vocletir  accélération  pour  la  courbe  y  est  situé  sur  la 
génératrice  Qm  du  cône,  le  plan  osculaleur  en  7?j  à  y  est  donc  le  plan  tangent  au  cône,  ce  qui  prouve 
que  la  génératrice  Om  est  iiitlexionnellc.  Rftcipro(iuement,  si  la  génératrice  Om  est  inflexionnelle,  le 
vecteur  accélération  de  m  est  dans  le  plan  langent  au  cône,  et  comme 

/"'r^.'/'î/' +  /''/'"  =  <>. 

il  est  perpendiculaire  à  la  tangente  en  vi  à  -(,  il  est  donc   porté  par  la  génératrice  0??i  ;   il  existe  un 
nombre  k  tel  que     f"  =  /./,     g"  =  hg,     li"  =  l;li. 

Les  relations  ff"  -+-  gg"  4-  hh"  =  —  1 ,  f--+-g'^-\-lr=\. 

permettent  d'en  conclure,  comme  le  remarque  M.  Valiron,  que     k  =  —  1. 

Pour  le  cylindre,  m  est  évidemment  un  poini  d'indexion  pour  la  section  droite  ({uand  f"  =  g"  =  0. 
Réciproquement,  si  m  est  un  point  d'indexion, 

(»)  fY-f"9'  =  (^- 

De  plus  comme 

(2)  rr  +  g'g"  =  0, 

leséquations  (1),  (2),  où  l'on  regarde  f  ,  g"  comme  les   inconnues,  sont   linéaires  et  homogènes,    leur 
déterminant     f'^-i-g''^     est  égal  à  1.  on  en  conclut  que     /"  =  g"  =  0. 

Si  vous  revenez  sur  cette  note,  vous  pouvez  signaler  un  erratum  ;  page  500,  ligne  7  (n"  de  Mai 
1910),  il  faut  lire  :  un  pbin  parallèle  aux  génératrices  au  lieu  de  :  un  plan  de  section  droite. 

H.  COMMISSAIRE. 
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par  iM.  E.   Sauvage,  professeur  au  lycée  de  Constantine. 


Théorème.  —  fSinlersecUon  du  'plan  normal  en  un  point  d'une  courbe  aoec  le  plan  normal  infiniment 
voisin  est  perpendiculaire  au  plan  osculateur. 

Soit        (1)  (X-x)dx~hi\  —  ij)du-]-(Z  —  z)dz  =  () 

l'équation  du  plan  normal  à  la  courbe  an  point  M(.r,  y,  z). 

L'intersection  do  ce  plan  avec  le  plan  normal  inliniment  voisin  est  définie  par  les  équations  (i)  el  {i}, 

(i)  (X  -  x]d'x  +  (Y  -  y]d'y  +  (Z  -  Zjd-z  -  ds^  =  0. 

Les  paramètres  directeurs  de  cette  droite  sont  A,  B,  C,  en  posant  selon  l'usage 

A  =  dijd-z  —  dzd^y,  B  =  dzd'-x  —  dxd^z,  C  =  dxd'-y  —  dyd-x. 

L'équation  du  pian  osculateur  étant 

(3)  A(X  -  x)  +  B(Y  -  y)  +  C(Z  -  :)  =  0, 

le  théorènae  est  démontré. 

DÉFiNrriONS.  —  Celle  droite  (cardctéristicimî  du  plan  normal)  se  nonjme  droite  polaire  relative  ù  M. 
Le  point  où  elle  perce  le  plan  osculateur  s'appelle  centre  de  courbure.  La  distance  de    M    au  centre 
de  courbure  s'ap[»olle  rayon  de  courbure.  L'inverse  du  rayon  de  courbure  s'appelle  la  courbure. 
b'après  sa  définition,  le  centre  do  courbure  se  trouve  sur  la  normale  principale. 
Calcul  des  coordonnées  du  centre  de  courbure.  —  Les  coordonnées   (;,  r,,  li    du  centre  de  courbure 
vérifient  les  équations  (I),  (^)  et  (3).   On  a  sans  diflicullé 

;  —  X  '^.  —y  ^  —  -  ds-  ils- 

Hdz-Cdy  ~  Cdx—\dz  ~  kdy—Mx  ~  (\idz—Cdy}d-x+{Cdx—A'iz)d-y-{-(\dy-lidx)d'z    ~  a--i-B-h-C- ' 
d'où  les  relations 

CO      \  ds^ 

A2-+-B2  +  C'-  ^      -^  ^ 

Remahoue.  —  Ces  formules  peuvent  s'écrire  sous  une  aulre  forme  en   introduisant   les  cosinus 
directeurs  a,   3,  -/  do  la  tangente,  dirigée  dans  le  sens  des  arcs  croissants 

dx  dij  dz 


(  dx  ^        «7  _   "-  \ 

\  rfv  '         ds  '         ds  I 


Hdz  -  Cdi/     est  égal,  tous  calculs  faits,  à     ds{dsd^x  —  d.nl^s)  \     donc     l\lz—Cdy=ds^di;     et  les 
formules  (4)  doviennent 

h'.rpression  du  rayon  d''.  courbure.  —  Les  fornuili's  (4)  donnent 

^^  =  -TT^ fT^ 7^  v^(»''-  -  <-'^î/  >'  -^  (Ct/r  -  At/:)»  -hi\d>/  -  Brfx,*- 

A-  -H  B"  -4-  (--   ^  ''  • 

Trauslormanl  le  radical  par  l'idenliU- du  Lagrange  el  tenant  c  'm[ili'  de  ce  que     \{x  h  lUt/  -i-  Crf:  =  0. 

I  rfs^  I 

il   vient  R  =    - — _.    __ 

v/A»H-B«-t-C' 

/•'onnulrs  de  /''rrin-i.       SDienl  a',  ^',  •('  les  cosInus  directeurs  de  la  normale  dirigée  vers  le  centre  de 

courbure  :  ■  —  .»•  =  IW. 
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La  première  des  formules  (y)  donne  alors 


ds 


B-  -f-  C'-^ 


t/a  =  R, 


"■  ^  -  -■■ 


Les  formules 
sont  connues  sous  le  nom  de  formules  de  Freiiot. 


dy. 

y.' 

ds 

¥ 

d-: 

ds 

= 

R 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  en    M    est  la  limite  du  rapport  de  l'arc  infiniment  petit    MM'  d 
Vangle  des  tangrntes  en  M  et  M'. 

Soient    «,^,7  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M  et     a -1- Ja,     } -^  d^^,     '; -h  d-(     les  para- 
mètres directeurs  de  la  tangente  en  M'. 

£  étant  l'angle  infiniment  petit  de  ces  deux  laugi-nles,  on  Irouve  sans  dilliculté 

_  1 

''°'''  '  ^    iH-d^L^-hdp'-^df  ' 
ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  formules  de  Erenet, 

1 


sin-  i  — 


ces' 


ds^ 


1 


R-^  -+-  ds' 
limite 


ds^ 

IF 

ds' 
—^  =  R»  -+-  ds-, 
sin'  t 

=  R. 


Théorème,  —/.e  centre  de  courbure  est  dans  la  concavité  de  la  courbe. 

Le  plan  tangent  à  la  courbe  perpendiculaire  au  plan  osculateur  laisse  tous  les  points  de  la  courbe 
voisins  de  M  d'un  même  coté,  dit  région  de  la  concavité  de  la  couibe.  Pour  établir  le  ihéorènie,  il  suffit 
de  vérifier  que  le  résultat  de  la  snbslilntion  des  coordonnées  d'un  point  voisin  de  M  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  de  ce  plan, 

a'(\  -  r)  +  ;i\  V  -  u)  -f-  -('{Z  -  :  ,  =  0, 
est  du  même  signe  que  le  résultat  do  la  substitution  des  coordonnées  du  centre  de  courbure. 

Soient  s  l'abscisse  curviligne  de    M    et     s  ^  As     celle  d'un  j)oinl  voisin    M'. 

Labscisse  rectiliiïne  de  M'  est 


X  -i-  As 
t   tendant  vers  0  avec  As. 

Cette  expression,  en  tenant  compte  de 


d.r 

17 

d.r 
ds 

.r  -4-  As .  a 


As-      d'^x 
~Y'\~d?' 


=  a     et 

As- 

R 


d\c 
~d?~ 


=  — —  =  -—1     peut  s'écrire 
ds  R 


Les  deux  autres  coordonnées  seraient 

il 

R 


^^-  (  i 


s',  e"   tendant  vers   0   avec   A«. 
La  substilulion  donne 
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qui,  pour  des  valeurs  do   As  suffisamment  petites,  a  le  signe  de    II  quel  que  soit  le  signe  de   As. 

Substituons  maintenant  les  coordonnées  du  centre  de  courbure    a; -+- Ra',     »/ -h  Rj  ,     :-hRy';     le 
résultat  est   R. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


NOTE  SUR  LR  MOUVEMENT  IJES  PLANÈTES 

par  M.  E.  Marchand. 


I.    —    Hodographe    dans    le    mouvement   des    planètes.    —    La    considération    du    triangle 
inlinitésimal    FM.M'  donne  immédiatement  les  relations 

—  pds  =  —  r^d<>  =  Cdt, 


M'  2 

d'où,  pour  la  constante  des  aire?,  les  expressions 

F  2  ''2        rf/ 

Soitmaintenant  une  ellipse  de  foyers  F  et  F' décrite  parle  point  M  suivant  la  loi  des  aires.  On  ad'aborJ 

2G  .  ,  ,,,.,.  i>G     ,        C 

V  =  — ,     mais,  en  remarquant  que     pp  =  o\     il  vient  ensuite     v  =  —— }>  =  -rr^h      ^'^   ijosant 
p  h-  li^ 

F'L  =  q,     L  étant  le  symétrique  de  F'  par  rapport  à  la  tangente,  et  par  suite  un  [xjinl  du  cercle  direc- 
teur, l'renant  F'  comme  centre  de  l'hodographe,  on  voit  que  l'on  passera  de  L  à  V,  par  une  rotation 

t:  (] 

de  —  et  multiplication  homolbétique  par  — •  Le  lion  du  point  L 
étant  le  cercle  directeur  de  centre  E,  l'hodograplie  sera  le  cercle  qu'on 
en  déduit  par  une  rotation  de  —    autour  d<'  !•'  et  par  une  ampUlication 


homolliétique  mesurée  par    -,  •    Lt^  centre  ilu  con'le  liod-igraplie    (F 

(}- 

étant  pris  comme  ptMe  de  l'hodogiaplie')   sera  sur  une  perpcinili-nhiir»» 

Ce  2C(Z 

à  F'F  à  une  dislance  2——   et  le  rayon  vaudra  — r-— • 

La  tangente  en  L  au  cercle  directeur  élanl  perpendiculaire  à  LF, 
la  tangente  en  V,  à  l'hodographe  sera  dirigée  suivant  LF  ;  on  retrouve 
donc  ainsi  (pie  l'accélération  est  centrale. 

II.  —  Accélération  dans  le  mouvement   des  planètes.   —    La  vitesse   du  point    L    situe  sur 

le  rayon  vecteur  d(>  direction  'i  à  une  dislance  2<i  est     'ia  -, -•      La  vitesse  correspondante  du  point  V, 
*'  dt 

C    ^     (/()  4aC-     1 

de  riiodograplic  sera     —-za—r-  — 


b^  ~"  dl  I)'      ;•- 

I'",nlin,  si  l'on  tient  compte  de  la  iclaliou  (>videiile     (1 


il  vi<nl 


Y 


p 
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On   retrouve    donc  très  J^implement  cptte  formule,  dont  je  rappellerai  brièvement  l'importance  en 
Cosmographie. 

Si    le   soleil    restait   immobile,   la    force   d'attraction    my    exercée    sur    la    terre    serait    égale    à 

M  711 

E  =  f »     f  étant  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité   de   niasse   à   l'unité   de  distance,  M  la 

?•- 

masse  du  soleil,  m  celle  de  la  terre  ;  égalant  ces  deux  valeurs,  on  a 


égalité  fini  équivaut  à  la  troisième  loi  de  Kepler. 

IF 
.Mais  si  la  terre  tombe 'déviation)  sur  le  soleil  en  une  seconde  de  — -  ^ — •»    le   soleil   tombe   sur   la 

1     E  V         V 

terre  de ?    et  on  prévoit  la  formule  exacte,  que  fournit  facilement  le  calcul.      -rr-H =  y, 

'-j.    M  Mm 

/•(M  4-  m)  =  4r»  -^  • 

Supposons,  pour  finir,  (jue  :  «  ni  soit  la  masse  d'une  planète.  '/  et  T  le  demi-grand  axe  de  l'orbite 
elliptique  de  la  planète  et  la  durée  de  sa  révolution  sidérale  autour  du  soleil  ;  n'  et  T'  sont  les  quantités 
analogues  pour  l'orbite  ellii)lique  décrite  par  le  satellite  i'de  masse  r«')  autour  de  la  planète  »  ;  on  aura 
successivement 

^("■^  "■)  =  *='—■       ir^=[^)[r)- 

m' 

i  _, 

m  -f-  7/;  m  vi  . ,  ,  ,  "'  ,    r  ■         • 

et,  en  remarciuant  que     = a  sensiblement  pour  valeur  —-■,    «  la  formule  qui  ex- 

.\1  -h  m  .M     ,         m  .M 

I  H 

M 

prime  le  rapport  de  la  masse  m  d'une  planète  à  la  masse  M  du  soleil,  est 

[f.erons  de  Cosmographie,  de  Tisserand  et  Andoyei',  p.  2'.)o  et  p.  314  en  note.) 

III.  —  Hodographe  dans   le   mouvement  suivant   la   loi   des  aires.    —    ICn   posant      DE  =  p. 
nous  avons  la  formule 

pv  =  2C. 
T^e  point  V,  est  un  point  (juclconque  de  l'hodographe,  et  U  le  point  (pi'on  en  déduit  par  rotation 

de '—     autour  de  0.   Avant  le  lieu  de  U,  par  rotation  de     4 —     on  aura  l'IiodoLTraphe. 

La  formule    pv  =  2C,     ou     OP. OU  =  :2E,     montre  que  le  lieu  de  V  est  l'inverse  de  la  podaire  du 

point  0  par  rapport  à  la  trajectoire  du  point  mobile.   .Mais  «  la  podaire  d'une 

M       P  couibe  est  l'inverse  de  sa  polaire  réciproque  prise  par  rapport  à  im  cercle  décrit 

-     /i  autour  de  l'origine  ou  contre  d'inversion  comme  pôle  ».  (Salmon,  Courbes  planes 

j^    1  d'ordre  supérieur,  p.  153).  (lela  revient  eiïectivement  à  cette  remarque  évidente 

V  que  le  point  U  et  la  droite  P.M  sont  pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  de 

^1         ^  centre  0  et  de  rayon  v'^C   La  courbe  U  est  par  suite  polaire  réciproque  de  la 

trajectoire. 

Une  première  conséquence  à  tirer  de  là  est  i^ue  l'accélération  dans  le  mouvement  suivant  la  loi  des 

aires  est  centrale.  Eu  effet,  I  étant  le  milieu  do  OM,    PI  est  la  normale  à 'la  podaire  on  P  et  par  suite 

la  direction  de  la  normale  en  U  est  la  direction  symétrique  10.  La  tangente  en   U  est  perpendiculaire 


NOTE  SUR  LE  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES 


415 


h  MO  et,  par  conséquent,  quand  on  passera  de  I'  à  Vi  par  rotation  de     -t-^'    la  tangente  en  V,  pren- 
dra la  direction  MO. 

L'é(|ualioi)  de  1  hodo{,Maplie  en  coordonnées  tan^tentiolles  est  facile  à  former.  Désignons  par 
/■(.T,  y,  z)  =  0  l'équation  de  la  trajectoire.  La  polaire  d'un  point  (x,  y,  z]  de  celte  courbe  par  rapport  au 
cercle     X^  -+-  Y-  =  SCZ^     est     \x  -+-  Yy  —  2CZ;  =  0,     qui,  identifiée  avec     wX  -^  lY  -I-  ivZ  =  0,     donne 

x  _  y   _  —"iCz 
u  0  ir 

L'équation  tangentielle  de  la  courbe  lieu  du  point  U  est 


f(u,  V,   — 


2C 


=  0. 


Si   l'on  ofl'ectue  une  rotation  de      -i- —     alin  de  passer  à  lliodographe,      u  =  cos  a,      v  =  sin  i 


sont  remplacés  par      cos  (  a  + -3-  )  = 


sin  (  a -H  —  I  =  w  ;     sauf  erreur  dénia  pail   qu'il  serait 


facile  de  corriger  on  trouve  pour  équation  tangentielle  de  l'hodograplie 


V,     u,     ~  ôc  '  ^  ^' 


La  trajectoire  étant  une  coniriue,  il  en  est  toujours  de  même  de  l'hodographe.  A  une  trajectoire  de 
degré  m  correspond  un  hodograpbe  de  classe  m.  Il  n'est  pas  douteux  qu'en  se  reportant  à  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  on  ne  trouve  beaucoup  de  cas  particuliers  intéressants.  Je  me  bornerai  à 
vérifier  le  résultat  trouvé  pour  le  mouvement  des  planètes,  sans  supposer  connu  ce  théorème  que  la 
polaire  réciproque  d'un  cercle  par  rapport  à  un  cercle  de  centre  0  est  une  conique  de  foyer  0. 


On  a    fix,  7,  z)  = h  -jT, 1=0     pour  la  trajectoire. 

Pour  l'hodographe  il  vient 


{-"^WÏ        u" 


4C- 


Par  décomposition  en  carrés,  on  trouve  aussitôt 


4C-    a- 


Or 


=  {). 


=  0. 


Cette  équation  peut  s'écrire  encore 
c'est  le  cercle  de  centre     r  =  0,     11  =  — — —    et  de  rayon     11  =     . , 


IV.   —  Accélération  dans  le  niouvemeat  suivant  la    loi  des   aires     —    La     podaire     «'tant 
rap()()rlée  au  pôle  0,  si   on  passe  :ui  point  voisin  M'  li'l  que     .MOM'  =  rfO,     on 
"=^;j- —  a     POl''  =  t/ï,     (/ï  étant  l'angle  de  continjjence,  <ui  ang!e  des  deux  tangenles 


\/  !U       inlinimenl  voisines  Ml\  MV.  Appilanl  7  Tare  do  la  podaire, comme     PN  -  M(^ 


*  \  ;  est  la  normale  polaire. 


(\\\  d<3  =  n/x. 

L'arc  (l'hodograplie  corrospondanl   ou,  «'o  qui   revient   au  m.'me,   l'arc  di 
di'cril  par   1'.  d'après  les  propriétés  cli'Mucnlairi's  de  riiivcrsion,  i-sl  délini  par 
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de'  =  de—— 
2C  • 

da' 

4C-    ds'-    rfa 

v'^r 

1 

dl    ' 

r'      d^i-     rfO 

2G 

p 

Alors 
p  désignant  le  rayon  de  courbure. 

A  défaut  de  méthode  géométrique  directe,  que  je  n'ai  pu  découvrir,  je  proposerai  le  calcul  de  véii- 

lîcation  suivant  :  ia  =  rfo  +rfarctg-75 

r 

dy.  r'-  —  rr"  r-  -+■  2r'^  —  ?■»•" 

d()  r-  -\-  r'-  r^  -}-  r'- 


En  tout  cas,  la  méthode  précédente  met  bien  en  évidence  la  relation  intime  entre  la  détermination 
de  Y  et  celle  du  rayon  de  courbure  ou  de  l'angle  de  contingence. 

V.  —  Méthode  de  M.  Carvallo.  —  Si  la  méthode  géométrique  directe  ne  paraît  pas  réussir 
actuellement  pour  le  calcul  de  l'accélération  dans  le  cas  général,  il  est  bon  d'observer  que  «  la  méthode 
du  calcul  géométrique  »  conduit  plus  simplement  au  but  que  la  méthode  analytique  ordinaire.  Je  me 
borne  à  recopier  le  calcul  très  simple  de  M.  Carvallo  {Sur  les  forces  centrales.  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  juin  1893)  : 

<<  Le  vecteur  M  étant  représenté  par     M  —  re'\     la  vitesse  de  M  est 

V  _  _^  _  d^    ^"   _  /  ^^'         A  ,0^ 

~dr~~m"ir~  \'d^^^'''r''dï' 

et,  en  remplaçant  —r-  par  sa  valeur  j 

dl  /•'■' 


— [-(tV-(I)? 

L'accélération  r  se  déduit  de  V  par  la  même  méthode  : 


,  _  d\   _   tiC    rfV 


d\ 


et,  en  remplaçant  — —  par  sa  valeur  déduite  de  (Ij, 

/— f[(7)-(l)>- 

La  formule  (II)  montre  que  l'accélération  est  dirigée  suivant  OM.  L'accélération  est  centrale.  » 
Enfin,  pour  terminer,  je  remarquerai  que  si  l'on  connaît  l'équation  de  la  trajectoire  sous  la  forme 

1 

—  =  /('J)i     1  écpiation  (I)  donnera  aussitôt  les  expressions  des  coordonnées   de  l'hodographe  en  fonc- 
r  ' 

tion  de  0.  Il  serait  peut-être  intéressant  de  retrouver  par  celte  méthode  mixte  les  théorèmes  fournis 

plus  haut  par  des  considérations  de  pure  géométrie. 
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1943.  —  Etanl  donnes  un  triangle  rcclanglc  AOH  et  une  droite  00,  on  considère  la  parabole  P  et 
l'hyperbole  équilalère  H  telles  que,  pour  chacune  de  ces  deux  courbes,  CD  soit  une  direction  asymptotique, 
que  OB  soit  la  polaire  de  A,  OA  la  polaire  de  B  ; 
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y 

B 

N 

^ 

B' 

\ 

r\ 

0 

A' 

\         A     ^- 

1°  Trouver  l'équation  de  P,  l'équation  de  il;  démontrer  anatyliquement  et  géoniélriquemenl  que,  quelle 
que  soit  OD,  la  parabole  P  est  tanrjenle  à  trois  droites  fixes,  et  que  L'hyperbole  II  passe  eonstamuienl  par 
quatre  points  fixes  ; 

^^  7'rouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  1'  et  de  II  lorsque  la  direction  OD  varie  ;  expliquer  le 
résultat  ; 

3"  Trouver,  lorsque  OD  tourne  autour  du  point  0,  Le  lieu  du  centre  de  H,  le  lieu  du  foyer  de  P  ; 
explications  géométriques  ; 

4"  Trouver  et  construire,  dans  les  mêmes  conditions,  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P. 

1"  l^ioiions  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés   OA   et  OB   du  triangle  rectangle  et  désignon^ 

OA  par  a,  OB  par  b,  et  par  m  le  coeflicienl  angulaire  de  la  druile  OD. 

La  parabole  P  a  une  équation  de  la  forme 

[y  —  mxf  H-  2Dx  -+-  2Ei/  +  F  =  U, 

et,  en  écrivant  que  les  points   A(fl,  Oj    el   B(0,  b)  ont  respectivement  pour 

polaires  Oy  et  Ox,  nous  avons  les  relations 

K  —  ma  =  0,  F  H-  Da  =  0;  D  —  mb  =  0,  F  -h  Eb  =  <», 

qui  se  réduisent  à  trois  et  qui  donnent 

D  =  mb,  F  =  ma  et  F  =  —  abm. 

La  parabole  P  a  donc  finalement  pour  équation 

(1)  (y  —  mxj^  -h  mdbx  -h  tay  —  ab)  =  0. 

Celle  parabole  est  évidemment  tangente  à  la  droite  fixe     ^Ibx  -r  iay  —  ab  =  0,     et  aussi  aux  droite^ 

a  b 

x  =  -T'     y  =  T'     car  son  équation  peut  s  écrire 

(y  -+-  mx)'^  —  m{2x  —  ay(iy  —  b)  =  Q. 

D'ailleurs  ce  fait  s'aperçoit  immédiatement  en  cherchant  l'enveloppe  des  paraboles  du  faisceau  ;  on 
a  de  suite  l'équation  (2a, j/  —  "ibx  —  2ay  +  ab'f  —  ix-y^  =  0, 

qui  se  décompose  en  les  trois  droites     2bx  -j~1iay  — ab  =  0,     2.r—  a  =  0     et     '2q  —  b  =  0. 

Ce  fait  est  évident  géométriquement  :  en  effet,  A  étant  le  pôle  de  OB,  la  droite  A'C,  parallèle  à  OU 
et  équidistante  de  OB  et  de  A,  est  une  tangente  à  la  parabole  ;  de  même  B'C,  parallèle  à  OA  et  équi- 
distanle  de  OA  et  de  B;  de  même,  A'B'.  Le  triangle  des  milieux  des  côtés  du  triangle  OAB  o>t  donc 
circonscrit  à  la  parabole  P. 

L'hyperbole  II  a  une  équation  de  la  forme  (  ;/  —  mx){my  -+-  x)  -+-  2Da-  -+■  'iEy  -j-  F  =  U  ;  en  écrivant 
(jue  Ox  et  O.v  sont  les  polaires  de  B  ot  de  A,  nous  avons  les  relations  2D-i-/»(l  —  »i^)  =  o, 
[^  ~\-Kh  =  0,        ''2V]  +  a{l — 7H-)  =  0,         F -h  Da  =  0,         qui   se   réduisent  à    trois    et    qui    dunneul 

2D  =  H»--  1),  2L  =  .(m-^-  1;,  F  =  -  ^lh!!!l_^lL. 

L'étiuation  de  l'hyperbole  H  est  alors 

(2)  2(j/  —  mx)[my  -!   ./)  H-  [m-  —  l)(ibx  4-  2«(/  --  ah^  —  0  ; 

elle  se  met  sous  la  forme 

2ï«(x-  —  y'-j  - 1   [m-  —  l)(^>ri/  —  ibx  —  -Iay  -f-  aO]        0, 

m'^  —  i 

ou  ./-  —  y'^  -\ (2x1/  —  'ibx  —  2(iy  -h  ab)  =  0. 


et,  sous  cette  forme,  on  voit  (pfelle  passe  i)ar  ([uatre  points  lixos.  les  points  de  rouconlro  des  doux  lignes 

.,•2  —  ,yJ  :^  0  et  2.rf/  —  tbx  —  'iay  hab  =  0; 

la  première  re[)rcsenlc  les  bissectrices  do  l'angle  des  axes;  li  seconde,  une  hyperbol»^  éqnilat«'>rp  qui 
fait  partie  du  faisceau. 

Pour  démontrer  géométriiiuement  cette  propriété  des  hyperboles  "II,  je  m"appuifi.ii  >iii  »  .■  Lut  qiu- 
toutes  les  coni(iues  circonscrites  à  un  (piadrangle  ont  puur  lriani;le  autupolaire  cumtuun  le  triangle  des 
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points  diagonaux,  et  ffue  toutes  les  hyperboles  équilatères  circonscrites 
à  un  triangle  passent  par  le  point  de  concours  des  hauteurs;  le  triangle 
autopolaire  commun  est  alors  le  triangle  formé  par  les  pieds  des  hau- 
teurs. Regardons  le  triangle  OAB  comme  étant  un  triangle  de  cette 
espèce,  et  menons  les  bissectrices  intérieures  des  angles  0,  A  et  B;  le 
triangle  MNP  obtenu  en  élevant  en  A,  0,  B  des  perpendiculaires  à  ces 
bissectrices  est  justement  tel  que  toutes  les  hyperboles  équilatères  cir- 
conscrites passent  aussi  au  [)oint  Q  où  se  coupent  les  hauteurs  et 
admettent  le  triangle  OAB  comme  triangle  autopolaire.  Ces  hyperboles 
forment  un  faisceau  nécessairement  identique  au  faisceau  indiqué 
dans  renoncé. 
2°  11  est  facile  de  démontrer  géométriiiuement  qu'en  dehors  du  point  qu'elles  ont  en  commun  à 

l'infini,  les  deux  courbes  P  et  H  se  coupent  aux  trois  points  de  contact 
de  la  parabole  P  avec  les  côtés  du  triangle  A'B'C. 

En  effet,  menons  par  le  point  A  une  parallèle  à  OD  ;  cette  droite, 
^  Aa,  est  le  diamètre  conjugué  de  OB  ou  A'C,  dans  la  parabole  ;  elle 
coupe  donc  A'C  au  point  de  contact  avec  la  parabole  P  ;  dans  l'hyper- 
bole, cette  droite  est  parallèle  à  une  direction  asymptotique  et  coupe  la 
polaire  de  A  en  un  point  -j.  conjugué  de  A  par  rapport  aux  deux 
points  de  rencontre  ;  or  l'un  d'eux  est  à  l'infini,  donc  l'antre  est  au 
milieu  x'  do  A/.  L'hyperbole  H  cou()e  donc  la  parabole  P  au  point  a'. 
Ce  raisonnement  se  répète  idenli([uement  pour  les  autres  points. 

Pour  traiter  la  question  par  le  calcul,  il  faut  éliminer  m  entre  les  deux  équations  (!)  et  (2) 
((/  —  mxf  -h  m{''2b.r  -+-  'l'Uj  —  ah)  =  0,  it[>i  —  vix ){int/  -+-  x)  h-  (m-  —  Ddbx  4-  'iay  —  ah)  =  0. 

Ceci  se  fait  simplement  en  multipliant  la  première  par    in-  — 1,     la  deuxième  par  m  et  retranchant  ; 
il  vient  ainsi 

{y  —  mx)[{in'^  —  \){y  —  mx)  —  "Im^y  —  2'/jx]  =  0,  ou  —  (m2  -h  1)(j/  —  mx){y  -+-  7nx)  =  0, 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  combiner  cette  équation  avec  1  un^  des  deux  autres,  la  première,  par  exemple,  pour 

avoir  le  lieu.  Or  cette  dernière  équation  se  décompose  en  deux  :     y  —  mx  =  U    et     y  -hmx  =  0.     En 

faisant     y  — tnx  =  0     dans  l'équation  de  la  parabole,  il  vient     2/)x-f-iai/  — ab  =  0  ;     c'est  l'équation 

de  la  droite  A'B'.   Vax    faisant     y  \-inx  —0    dans  l'équation  de    la  parabole  mise  sous  la  forme 

(y  -+-  iiixj-  —  »((2./'  —  '0(-!/  —  ^')  =  0, 
il  vient     (2x  —  ")(^î/  ^  ''■'j  =  U  ;     ce  sont  les  deux  droites  A'C  et  B'C. 
Le  lieu  total  se  compose  donc  des  trois  droites  A'B',  A'C,  B'C. 
3"  Le  lieu  du  centre  do  H  est  évidemment  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  MNP,  c'est-à-dire 

m'  —  1 
le  cercle  circonscrit  au  trianule  OAB.  Pour  veriher  le  fait  aualvUquenient,  nous  poserons     — =  >• 

et  nous  écrirons  l'équation  de  l'hyperbole  H  sous  la  forme 

H  =  X-  —  î/-  +  X(-2xj/  —  Ux  —  2ay  -i-ab)  =  0. 
puis  nous  annulerons  les  deux  dérivées  partielles,  IL  et  IL,  ;  nous  aurons  ainsi 

.X  -f-  ),(y  -b)  =  0,  —y  '\-  l{x  -a)  =0. 

Le  lieu  est  donc    .r(.r  —  a)  -t-  f/(j/  —  b)  =  0  ;     c'est  ie  cercle  annoncé. 

Le  lieu  du  foyer  de  P  est  évidemment  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  circonscrit  à  la  para- 
bole. Pour  le  voir  analytiquement,  il  suffit  de  remarquer  que  le  foyer  F  est  sur  l'axe  et  sur  la  polaire  du 
point  C,  d'oùl'onpeut  mener  deux  tangentes  reotangul  tires.  Ilestdonoàl'iaterseûtiondes  deux  droites 
{tu-  -f-  l)(f/  —  nix)  -t-  m[a  —  ùin)  =  0  et  y  -r-  mx  =  0. 
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En  éliminant  ?n  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  de  suite  le  cercle  indiqué  : 

2(.t2  +  7/2)  —  ax—  hy  =  0. 

11  existe  bien  d'autres  procédés,  classiques  et  d'application  facile  dans  le  cas  actuel.  On  pourrait 

éviter  l'emploi  do  l'axe  en  remarquant  que,  d'après  le  tiiéorème  de  Poncelet,  le  foyer  est  aussi  sur  la 

b  1     /  r/   V 

droite     y — -  =  —  (x —  —  I,      menée  par  le  point   G'   et  symétrique  de  la  parallèle   à   OD    menée 

par  le  même  point,  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  doux  tangentes  G  A',  G'B'    (y  =  x).     Mais 

il  n'y  a  aucun  intonHà  éviter  l'emploi  de  l'axe,  puisque  cette  droite  doit  intervenirdans  la  dernière  partie. 

1 
V  L'axe  delà  parabole  P  a  pour  équation      1', Pi,  =  0, 

m 

ou  (1  +  în^)(y  —  mx)  -^  m  (a  —  bm)  =  0, 

comme  nous  l'avons  déjà  écrit. 

Le  sommet  est  le  point  de  rencontre  de  la  parabole  avec  cette  droite,  et  ses  coordonnées  s'obtiennent 
en  résolvant  les  deux  équations 


m{bra — n) 


1 


26x  4-  2r/)/  =  nh 


m(bm  —  a)- 


on  trouve  ainsi 


1x  = 


i'-{hm  —  2a) 


Ges  deux  expressions  peuvent  s'écrire 

a(l  H-  771-)-  —  m^{fnn  -+-  b) 


"^y 


(  l  -+-  VI-)-      ' 

bm^  H-  2bm-  —  ani 

(iH-m-j- 


"-!/  = 


b{\  -hm^)--  {am-hb: 


(l  -hm-y-  --'  (1  -!-;«•-')' 

En  portant  les  axes  au  point  G'(  — >   —U   on  a  donc  finalement 


(••5; 


m^{(im  -f-  b)  [nui  -r-  b) 

■'  ~  2(1  ^vi'Y  •'  ~~  ~  t[i  -hin'y  ' 

C'est  cette  courbe  que  nous  avons  à  construire,  en  faisant  varier  m  depuis     —  x     jusqu'à     -h  x  . 

Nous    remarquons    d'abord:     que      x=m'y;      que    x    et    y    sont   toujours    finis:    que.   pour 

a                                                                b                                               1/              ir 
m  =  —  X,     X  =z —y       y  =  -\-z;     que,  pour     m  = ,      .r  =  0.      '/  =  0,     et     —  = — •    que. 

pour      m  =  0(rn  =  =j=£),      x  =  dbz,      y  =  — —  ;       et,  enfin,  (pie.  pour       »i  =  -4-  x  ,       j-  =  —  — » 

?/    =    —£. 

La  courbe  est  donc  circonscrilo  au  triangle  A'U'G'  et  les  tangentes  aux  points  A,  Il ,  G  sont  connues. 

Pour  la  construire   avec  plus  do  prci  ision.  il  laul  oludieron  outre 
les  signes  des  dérivées  : 


dx  ,    btn- — 'Èntii  — lib 

~dm   "  '"  2(1  -+-  ?««)>       ' 


dy  3n;»-  -^  \bm  —  a 

dm 


i(l  -^  fH»)' 


dx 


En  dehors  do     m       0     (lui  annule    -; — ,     mais  sans  clj.ingemenl 

dm 

de  signe,  cliacui\e  des  deux  dérivées  admet  une  racine  positive  el  une 

dx  ,    ,, 

nô;;alive  ;  soient  ï  et  3,     3  ■<  3.     les  deux  laoines  de     -; —     el  a,  ?, 

du\ 

celles  de    — '— :     il  faul  classer  00s  quatre  nombrfs.    Pour   cola,  nous 

dm 


lirons  m-  do  la  proniioro  équation  : 

/>m'  —  4/n/j  —  36  =  (*. 


4«im-+-36 


/i20 
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-4-  X 


r 

?/' 

y 

a 

'± 

0 

-\- 

croit 

croit 

0 

Max. 

décroit 

0 

0 

croît 

décroit 

Max 

(lécioîl 

— 

h 

0 

^ 

(lécroîl 

décroit 

iniii. 
croit 
a 


iiiiii. 
croit 


et  nous  portons  dans  le  second  trinôme  ;  nous  avons  le 
signe  de  i \'ia- ^  lkb^)vi -^  %ah  ;  la  racine  positive  du 
premier  trinôme  est  donc  au-dessus  de  celle  du  second 
(2  >  3).  Nous  tirons  de  même  m-  de  la  seconde  équation 
et  nous  portons  dans  le  premier  trinôme  ;  nous  avons  le 
signe  de  —  {{'la'^ -^  W)m  —  ^ab  ;  laracine  posilive  de  la 
seconde  équation  est  donc  comprise  entre  les  deux  racines 
de  la  première  et  nous  avons  le  classement 

h 

En  outre, est  en  dehors  de  l'intervalle  (a.  31 

a  '  ' 

et  dans  rinlrivalle  (a',  £').  Nous  pouvons  donc  maintenant 

construire    sans  peine     le  tableau  relatif   aux    variations 

simultanées    de    x    et  de   y    et  en  déduire  la  forme  de  la 

courbe.    Elle  est  tangente  à    A'C  au  point  A',    à    B'C  au 

point    ir,    et  on   vérifie  facilement  qu'elle  est  tangente  à 

A'B'  en  un  point  qui  correspond  à     m  =  — 

h 

Dans  le  cas  où     a  =  h,     la  courbe  est  symétri(jne  par 

ra[)p(>rt  ii  la  première  bissectrice  de  l'angle  des  axes  et  a  la 

forme  d'un  bicorne. 

A.  MACÉ  DE  LÉIMNAV. 


Bonnes  solutions:  MM.  C.  Giii.lebmk 
:\  Relair  ,  J.  Souuaicné,  à.  Mont-de-Marsan 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  J.  Ottbmieimeu 

IIKN    :    NvKr.AARl). 


\.   liousSEAU  ;    J,    Dkssihu:r, 
(.,  SiMo.N  .    ('■.   Este- 


GEOMKTHIi:  DKSCKIPTIVI- 


1944.  —  On  donne  los  cinq  droUrs  X,  \,  G,  G',  H  qui  xonl  :  1"  \,  X'  l'axr  :  2°  G. G'  tine  générnirice 
d'une  surface  gauche  de  révolution  ;  3"  R   la  direclion  des  lignes  de  rappel. 

Construire  les  contours  apparents  et  une  section  plane  de  la  surface,  en  n'emptogant  qw  deux  équerres 
fausses  {bien  entendu  les  arêtes  des  équerres  sont  rigoureusement  rectilignes). 

1.  —  Trouver  le  symétrique  d'un  point  M,  par  rapport  à  une  droite  D,  à  t'aide  d'une  équerre  fausse 

On  place  l'un  des  C(')tés  di>  l'équerre  sur  la  droite  I),  en  faisant  passer  l'autre  côté  j)ar  le  point  M. 
Ceci  permet  d'obtenir  successivement  sur  D  les  deux  sommets  du  triangle  isocèle  .\.MH. 

Doux  opérations  analogues  aux  précédentes,  faites  de  l'autre  côté  de  la  droite  i),  donneront  le 
losange  AMBM'  dont  le  sommet  M'  sera  bien  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  D. 

Uemaiique.  —  Pour  ce  |)roblème  uniquement,  le  côté  de  l'équerre  avec  lequel  on  trace  A\\,  BM, 
AM',  BM'  peut  être  une  courbe  quelconque.  Il  en  est  de  même  aussi  du  côté  de  l'équerre  que  l'on  peut 
se  contenter  d'appuyer  par  deux  points  sur  la  droite  D,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  faire  coïncider  le  som- 
met de  l'équerre  successivement  dans  les  quatre  opérations  avec  les  points  .\,  B. 

En  résumé,  à  l'aide  de  deux  équerres  fausses  mais  droites,  on  peut  : 

1'^  Mener  par  un  point  la  parallèle  à  une  droite  donnée  ; 
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2"  Abaisser  d'un  point  quelconque  du  plan  la  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  ; 

o°  Mener  par  un  point  d'une  droite  la  perpendiculaire  sur  cette  droite  ; 

4°  Trouver  le  symétrique  d'un  point  par  rapport  à  une  droite. 

Dans  une  épure,  nous  pourrons  donc  aussi  résoudre  tous  les  problèmes  d'intersection  de  plans,  de 
droites  et  de  plans,  de  plans  et  de  surfaces  réglées  dont  on  connaît  de?  génératrices,  ainsi  que  ceux 
relatifs  aux  droites  et  plans  rectangulaires. 

IF.  —  Construction  d'une  nouvelle  génératrice  de  In  surface  gauche  de  révolution. 

Tout  plan  méridien  mené  par  l'axe  d'une  surface  de  révolution  quelconque  est  un  plan  de  symé- 
trie pour  la  surface.  Donc,  si  l'on  construit  la  symétrique  de  la  génératrice  donnée  G,  G'  par  rapport  à 
l'un  de  ces  plans  méridiens,  on  aura  une  nouvelle  génératrice  de  la  surface,  et  cela  en  nombre 
illimité. 

Pour  simplifier,  prenons  comme  plan  méridien  de  symétrie  le  plan  vertical  X  qui  projette  hori- 
zontalement l'axe  XX'.  Choisissons  ensuite  sur  G,  G'  un  point  arbitraire  m,  m'.  Prenons  alors  le  symé- 
trique Wi  de  m  par  rapport  à  X  et  projetons  verticalement  ce  point  wt,  en  m\  sur  la  perpemliculaire 
aux  lignes  de  rappel  R  menée  par  m'.  Nous  aurons  ainsi  en  ?/i|,  m\  le  symétrique  do  m,  m'  par  rap- 
port au  plan  méridien  vertical  X. 

En  répétant  la  même  opération  une  deuxième  fois  avec  le  point  n,  n'  de  G,  G',  on  aura  en  m,;»,, 
m[n[  une  nouvelle  génératrice  de  la  surface. 

Il  est  vrai  que  nous  trouvons  ainsi  une  génératrice  particulière,  mais,  d'après  ce  qui  précède,  les 
mêmes  constructions  peuvent  s'appliquer  ù  un  plan  méridien  quelconque.  Dans  ce  cas,  de  m,  m'  on 
abaisse  la  perpendiculaire  sur  le  plan  méridien  choisi.  Soit  p,  p'  son  pied.  Pour  trouver  maintenant  le 
point  »},,  m,,  on  commencera  par  construire  sur  mp  un  parallélogramme  quelconque  rnpqr,  et  il  suflira 
de  compléter  le  nouveau  parallélogramme  qrpm^.  C'est  cette  dernière  construction  <iu'il  conviendrait 
d'employer  si  l'axe  X,  X'  était  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Pour  simplifier,  on  peut  choisir  comme  deuxième  point,  l'intersection  de  la  droite  G,  G'  avec  le 
plan  méridien  choisi,  ce  point  étant  à  lui-même  son  symétrique. 

III.  —  Pour  ramener  l'étude  d'une  surface  i:auche  de  révolution  définie  par  son  axe  et  une  géné- 
ratrice, à  celle  d'une  surface  gauche  quelconque  du  second  degré,  il  suftit  do  construiie  à  l'avance  trois 
génératrices  de  même  système. 

Soit  G  la  génératrice  initiale  donnée,  pui.s  (î,  sa  symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  .\,  t-l 
enfin  II,  sa  symétrique  par  rapport  au  plan  de  bout  X'. 

Gonstruisons  alors  II  symétrique  de  G,  par  rap[)oil  au  plan  do  bout  \'  ot  iMisuit--  K  .symétrique 
de  II,  par  rapport  au  plan  vertical  X.  Nous  avons  ainsi  finalement  en  (G,  (i'),  (H,  H'),  iK,  K')  trois  géné- 
ratrices de  même  système  (|ui  permettent  de  résoudre  les  (piestions  jiroposée?  sans  l'emphu  du  compas, 
et  avec  seuloment  deux'  é((uerres  fausses,  n)ais  droites. 

IV.  —  Tour  trouver  par  oxi'inplo  le  point  d(>  contact  de  (î  avec,  le  contour  apparent  horizontal, 
considérons  le  plan  vertical  G,  il  coupe  11,11  eu  a,  a',  K,  K  en  3.  3',  et  pir  suite  la  surface  suivant  a?,i'3' 
qui  rencontre  G,  G'  au  point  demandé  /»',  m. 

Ainsi,  m  est  un  p(»iiit  du  contour  apparent  horizontal,  la  tangente  en  ce  point  étant  (t. 

V.  —  Choix  de  l'angle  de  Vrijurrre.  —  Pour  l'exactitude  des  constructions,  il  faut  evii.T  .r..n>i.'.>\  .>r 
(les  droites  se  coupant  sous  des  angles  Iroj)  petits. 

Si  l'angle  (h;  rê(jMerre  était  exaclemiMit  de  (il)",  toutes  le<  inlerseclions  de  MA  ou  Mli  avec  l»  et  de 
MA  avec  MB  se  feraient  sous  ce  même  angle  de  tiO".  ('.(Muine  les  angles  AMU,  .M\H  varient  on  sons 
contraire  puiscpie  AMU  h  ^MAH  =  2  droits,  il  convient  précisément  de  choisir  cet  angle  do  60* 
ou  environ. 
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VI.  —  Il  est  intéressant  de   se  rendre  compte  de  la  valeur  de  l'erreur  commise  au  §  I,  lorsque 
rêquerre  employée  est  trop  épaisse. 

Dans  ce  cas,  les  angles  des  deux  faces  opposées  de  l'équerre  ne  sont  pas  rigoureusement  iden- 
tiques, mais  durèrent  néanmoins  d'une  quantité  très  petite  //. 

Appelons    a    les  angles  M'AP),  M',nA    et     an-//     les   deux    angles    M'RA,    M,AB.    Soit  enfin    n  la 
moitié  do  AI». 

L'erreur  commise  dans  le  résultat  est  mesurée  par  l'angle  <•>  de  M'Mi  avec  la  perpendiculaire  ii  AB 
menée  par  0,  milieu  de  AR. 

Prenons  comme  origine  ce  point  0  et  pour  axe  des  x  la  droite  AB.  Les  coordonnées  de  M'  seront 
y  =  OM'  cos  (0,     X  =  OM'sin  (->. 

y  OM'  cos  M 


D'ailleurs,  tg  M'AO  =:  tga  = 

et  Ig  M'BO  =  tg  (a  4-  h) 


«  —  X         a  +  O.M'  sin  w 
y  OM'  cos  (•) 


n  —  .;  n  —  OM'  sin  «J 

De  ces  deux  égalités  on  tire 

sin  M  lg(a  -i-  h)  —  tg  a 

=    tg  10    =rr   ; —  . 

cos  o)  "  2  tg  a  tg  la-h  /O 

L'erreur  //  étant  (rès  petite,  la  quantité     tg(a       /?)  —  ts;  a     a  pour  limite   -— .    donc 

cos-  a 

/,  I 

t"-  M    — 


cos^  7.  '  "  2  Ig-  3t         2  sin-  a 

v/J  2/t  .  2/j 


Dans  le  cas  où  l'angle  a  est  de  00°,     sin  ^  =  -^ .     tg  m  =  —      et.  par  conséquent,     «j^-t-* 

L'erreur  commise  sur  le  résultat  est  donc  encore  plus  petite  que  l'erreur  de  l'équerre  ;  elle  sera 
donc  négligeable  si  l'équerre  est  suffisamment  mince. 

Nous  dirons  donc  pour  conclure,  que  même  avec  des  instruments  médiocres,  on  peut,  dans  bien 
des  circonstances,  arriver  quand  même  àdes  résultats  suffisamment  exacis. 


J.  CARON. 
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2004.  —  L'('quation  ^.r'"  -)-  ^-  fcx'"-  '  -|-  '-^^-^ Lcj-m-2  _j.  . . .    -_  q^ 

dans  huiueilo  on  siippcse  h-  —  ar  —  0. 

ne  peut  avoir  (outcs  ses  racines  réelles  que  si  elle  a  toiiles  ses  racines  égales.  (Après  avoir  donné  une  démons- 
tration par  le  théorème  de  Rolle,  on  donnera  une  vérification  en  exprimant  riivpotlièse  au  movcn  des  racines 
a,  'h  7,    ...)■  '  ■  G.  F. 

2005.  —  litiuiicr  la  surface  d'équation         x'  +  xii  -\-  z  —  Q. 

C'est  une  surface  réglée.  Construire  géométriquement  une  gén('Talrice.  Construire  géométriquement  \\x\ 
point  de  la  ligne  de  striction.  Trouver  les  traces  et  les  contours  apparents  sur  les  plans  de  projection. 

Gaston  Beauvais. 


ALGÈBUE 


t.M 


DEUXIÈME   PARTIE 


1966. 


On  a 


Trouver  le  quotient  des  déterminants 
1  1 


ni  ne 

lLGÈBRE 

mts 

l 

1 

1 

a 

h 

c 

a- 

b^ 

c 

(^>P}- 


et 


a' 

/y 

c^ 

a^ 

^;^ 

c'^ 

1 

1 

a 

6 

a' 

62 

=  ^*c^  —  c='/j''  -h  c^a'  —  a^c^  H-  a^'/v^  —  b^a^ 


=  (6  — c)(C  — a)(a  — i»), 


Nous  avons  donc  à  calculer  le  quotient 


(/v  —  c){c  —  a){a  —  b) 
Examinons  d'abord  le  cas  particulier  bien  connu  où     ^  =  I.     Nous  avon? 

a^{b  —  c)  -h  b\c  —  a)  -f-  c^{a  —  h) 


r  g^  b^  c" 1 

|_  (a  —  6);a  -  c)  "^  (/y  —  C){b  -a)  ^  (c  —  a)(c  —  b)  J 


^'•'  (^_c)(c  — a)(a  — /!;) 

Nous  allons  montrer  que  ce  quotient  est  égal  à  la  somme  de  tous  les  termes  obtenus  en  remplaçant 
dans  — /l'iy'c''  les  exposants  p,  7,  ;•  par  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  nulles  vériliant  la 
relation    p  -\-q  +  >'  =  «  —  2. 

On  vérifie  aisément  que  l'on  a 

Om  =  —  1.  Qs.i  =  —  {(i-+-  b  -ho,  O;,,  =  —  (a-  -f-6-  -f-  c-  f-  bc  {- ca  -^ab),  . . . 

Supposons  la  lui  vraie  pour  (J^,,  et  démontrons  qu'elle  est  vraie  pour   O,^, ,.    On  a 


Qot.M  —  <'*^*a.l    = 


b-  C 


{b  —  c]{c —  a)(a  —  b) 
ou  Ua4M  =  aUa.i— (^'~'-H  c4'-^ -hc-6' ^-1  •••4-0'  '). 

Cela  démontre  la  proposition,  car  «Oa.i  est  la  somme  de  tous  les  termes  —  a''b'»c'^  \p  -^q-^  r  étant 
égala  a  — 1)  dans  lesquels  />>  l,  et  — {b'  '+- c6^~^ -h  •••-+- c'')  est  la  somme  des  termes  ana- 
logues dans  lesciuels    p  =  l). 

On  peut  donc  écrire  n,  ,  ^  —  '£.n''b''c''  {p-\-q  -\-  r  =  2  —  -2). 

Je  dis  maintenant  (juc  Ton  a,  ((iiels  que  soient  a  et  f>, 

Eu  cH'cl,  le  second  membre  s'écrit 


6" 


(a-/v(a  — r)        (/>_r)(6-r0         (c-«)(c- 6)  JL  (<«  -  ^){«  —  O        (6--c)(6-a) 


Jl 


// 


]l 


1»-^-' 


c-*)J 

—  ci(6  — a^       (c— rthc  — 6)J 


(tt  — />)(a  — c)         {b-c](b-a)        {c  —  u)[c  —  b)   \[^(a  —  b){n- C)        (6 

Uapprochons    les    termes    correspondanis    de    ces    doux    produits.    Les    termes    de    la    Tonne 
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obtenus  en  multipliant  des  termes  de  même  rang,  disparaissent.  Si  l'on  multiplie  des 


(rt  —  '^/"(a  —  c)- 
lermcs  de  rangs  diirérents,  on  obtiendra  des  différences  telles  que 


[b  —  c){h  —  a){c  —  a}{c  —  bj 


ou 
b'T} 


(b  —  c)[b  —  a){c  —  a)c  —  b) 


ou  encore 


{b  —  c){c  —  a)(a  —  b) 

On  retrouve  ainsi  tous  les  termes  du  quotient  0^,^  sous  la  forme  (I). 

La  formule  (2)  est  donc  établie.  En  remplaçant  alors  Q^^,,,  Q.,,'    •  ■  •  par  leurs  valeurs  on  obtiendra 
Qa,o  sous  forme  d'une  fonction  symétrique  de  a,  b.  c. 

Par  exemple  Q^n  =  Q>iU:;-i  —  U,,-iU.m. 

ou         Q„,3  =  (Sa^-H  i;a'^^  ^  la^b'  -+-^^a'bc -^^ila'b'C}^^'!   -  (ïa'  -r-  ïa'i  -h  la^^  -i-  ^a^jc/^ld^  +  lab). 


GEOMETRIE  l)i:sCKiniVE 


1957.  —  Pas  de  titre  extérieur.  Titre  intérieur  :  Ombres. 


ZT= 


45^ 


d'       K' 

c 

b'        H' 

a'  «5\1> 

a 

b 

c 

a 

Cadre  27ciii  sur  45ciii.  La  ligne   de  terre   xij    e?t  noir  est  à  .3cin  au-dessous  du  petit  axe  du 
cadre. 

x(i)  =  toi/,         loa'  =  i'^i'ijO,         a'a  =  lOcn",         a'b'  =  0^",         a'c'  z=  12^'".         a'd'  =  15^^^'", 5. 
(Jn  hyperboloide  de  résolution  à  une   nappe  dont   Vaxe  est  vertical  a  pour  centre  le  point 
c,  c'  ;     le  rayon  du  cercle  de  gorge  a  l'"',o  et  les    génératrices  rectilignes  font    avec  le  plan 
horizontal  un  angle  de  60". 

Il  est  limité  aux  deux  plans  horizontau.r  K'  et  11'. 

On  déterminera  la  sphère  inscrite  dans  l' hyperboloide  le  long  du  parallèle  situé  dans  le  plan 
horizontal  K'.  On  ne  considérera  que  la  partie  de  cette  iphère  située  au-dessus  du  plan  K'. 

Le  plan  W  coupe  l' hyperboloide  suivant  un  cercle  pir  lequel  passe  un  paraboloide  de  révolution,  dont  le  sommet 
est  a,  a'.   On  considère  seulement  la  portion  située  au-dessou.s  d»  plan  II'. 

Les  trois  corps  précédents  forment  un  solide  dont  on  demande  les  projections  ;  on  trouvera  ensuite  les  ombres 
propres  et  portées  sur  les  deux  plans  de  projection,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  la  droite  L,L'. 

Les  contours  d^ombres  qui  existent  vus  et  cachés  seront  tracés  à  l'encre  noire  ou  à  l'encre  bleue  ;  on  mettra  des 
hacliures  sur  les  surfaces  vues  qui  so)it  dans  l'ombre  ;  la  distance  de  deux  hachures  consécutives  ne  sera  pas  la 
méine  dans  l'ombre  propre  et  dans  l'ombre  portée. 

Nota.  —  Les  constructions  seront  faites  à  l'encre  rouge,  traits  pleins  plutôt  fins.  On  déterminera  les  points  et  les 
tangentes  remarquables.  Les  tangentes  seront  dessinées  en  traits  rouges  un  peu  plus  accentués  aux  environs  des 
points  de  contact  (flèches  inutiles). 

(l£cole  Centrale,  concour:<  de  1911.) 

Construction  du  solide.  —  i.e  contour  apparent  vertical  du  solide  se  compose  des  contours  apparents  des  trois 
surfaces  définies  par  l'énoncé  et  limitées  aux  parallèles  M'  et  K'.  On  a  immédiatement  le  cône  asymptote  de 
l'hyperboloïde  puisque  la  génératiice  fait  l'angle  de  6U"  avec  le  plan  horizontal,  soit  cf,  c'f.  Il  donne  les  asymp- 
totes de  l'hyperbole  méridienne  dont  le  demi-axe  transverse  c'e'  est  connu,  et  l'on  peut  construire  cette  hyperbole 
par  points.  En  lui  menant  la  normale  en  g.  g',  on  a  le  contre  o'  de  la  sphère  inscrite  le  long  du  parallèle  R'  et  le 
rayon  est  o'g'.  La  parabole  méridienne  du  paraboloide  qui  limite  le  solide  à  sa  partie  intérieure  est  déterminée  par 
sou  axe  a'b',  son  sommet  a'  et  le  point  /'.  On  en  trouve  le  foyer,  et  par  suite  le  paramètre  en  construisant  la  sous- 
tangente  du  point  l'  qui  coupe  Taxe  au  point  À'  tel  que  a'/'z^a'b'.  Enjoignant  /.'/'  on  a  la  tangente  et  on  en 
déduit  la  normale  en  /',  dont  la  projection  sur  l'axe  donne  le  paramètre.  On  a  donc  tout  ce  qu'il  faut  pour  cons- 
truire la  parabole  méridienne  a'I'  qui  complète  le  contour  apparent  vertical.  Le  contour  apparent  horizontal  se 
compose  du  parallèle  bl,  base  commune  de  l'hyperboloïde  et  du  paraboloide,  et  du  cercle  équateur  of  de  la  sphère. 

Ombre  propre.  —  L'ombre  propre  sur  la  surface  sphérique  est  le  grand  cercle  dont  le  plan  est  perpendi- 
culaire à  la  direction  L,  L'  ;  il  se  projette,  en  raison  de  la  symétrie  des  projections  L  et  L'  par  rapport  à  xy, 
suivant  deux  ellipses  égales  sur  le  plan  vertical  et  sur  le  plan  horizontal.  On  a  le  petit  axe  o'p'  de  la  projection 
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verticale,  par  exemple,  en  rabattant,  sur  le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère,  le  plan  debout  qui  projette  la 
direction  L,  L'  menée  par  le  centre  ;  la  perpendiculaire  à  cette  direction  rabattue  donne  la  trace  du  plan  de 
l'ombre  propre  sur  ce  plan  de  bout,  c'est-à-dire  le  diamètre  dont  la  projection  verticale  est  le  petit  axe  de 
l'ellipse,  o'p'.  Le  grand  axe  est  le  diamètre  o'q'  perpendiculaire  à  la  direction  L'.  L'ombre  propre  sur  l'hyper- 
boloïde  est  l'hyperbole  dont  le  plan  est  conjugué  de  la  direction  L,  L'  ;  ce  plan  est  le  même  pour  le  cône  asvmp- 
tote  et  pour  rhyperboloïde.  Nous  l'obtenons  en  menant  les  plans  tangents  au  cône  parallèlement  à  L,  L',  et  pour 
cela,  par  la  trace  -;,  y'  de  cette  direction,  menée  par  le  sommet  du  cône,  sur  le  plan  H'  que  nous  lui  donnons 
pour  base,  nous  menons  les  tangentes  à  cette  base;  elles  déterminent  les  génératrices  de  contact  côi  dont  le 
plan  est  le  plan  cherché.  La  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  H'  coupe  le  parallèle  de  l'hyperboloïde  aux  points  ôo, 
d'où  part  l'hyperbole  d'ombre  propre  qui  a  pour  asymptotes  les  projections  des  génératrices  co,,  c'ô,'.  On  peut 
donc  tracer  cette  hyperbole  par  points;  on  en  a  les  points  tels  que  p,  p'  situés  sur  le  parallèle  K'  en  prenant 
l'intersection  de  ce  parallèle  avec  la  trace  du  plan  diamétral  co^r;^  déterminé  précédemment;  ces  points  coïncident 
avec  ceux  où  l'ellipse  ombre  propre  de  la  sphère  rencontre  ce  même  parallèle,  puisque  la  sphère  et  l'hyperbo- 
loïde ont  les  mômes  plans  tangents  tout  le  long  de  ce  parallèle. 

L'ombre  propre  du  paraboloïde  est  la  parabole  située  dans  le  plan  conjugué  de  la  direction  L,  1/  ;  ce  plan  est 
d'ailleurs  vertical  comme  l'axe  de  la  surface  ;  nous  en  aurons  la  trace  horizontale  en  amenant  par  une  rotation 
la  direction  L,  L'  à  être  de  front  et  en  menant  à  la  parabole  méridienne  une  tan;:enfe  parallèle  à  la  direction 
ainsi  obtenue.  Le  point  de  contact  r[  donne  le  sommet  de  la  parabole  dont  le  plan  serait  alors  de  protil  et  nous 
le  ramenons  à  sa  vraie  position  par  une  rotation  inverse,  en  r,  r' ;  la  tangente  vr  à  l'arc  rtr  donne  la  projec- 
tion horizontale  de  l'ombre  propre,  la  projection  verticale  étant  la  parabole  dont  l'axe  est  la  verticale  du  point 
r'  et  dont  on  connaît  le  sommet  et  deux  points,  v'  ;  on  peut  donc  la  tracer  comme  on  Ta  fait  pour  la  parabole 
méridienne  en  menant  d'abord  les  tangentes  O'u'  aux  points  v'.  On  remarquera  que  ces  points  r,  v'  ne  coïn- 
cident pas  avec  les  points  82,  Oj  où  l'ombre  propre  de  l'hyperboloïde  coupe  le  même  parallèle  H',  car  les  sur- 
faces ne  se  raccordent  pas  le  long  de  ce  parallèle. 

Ombre  port re.  —  L'ombre  portée  par  la  surface  sphériiiue  est  l'ellipse  intersection  du  cylindre  circonscrit 
parallèlen)ent  à  L,  L'  avec  le  plan  vertical  ;  le  petit  axe  de  cette  ellipse  est  perpendiculaire  à  la  direction  o'ic' 
et  égal  au  diamètre  de  la  sphère;  le  demi  grand  axo  est  précisément  la  longueur  o"i\,  puisque  l'on  peut  regar- 
der q'i\,  comme  le  rabattement,  sur  le  plan  de  front  du  centre  0.  0',  de  la  génératrice  du  cylindre  qui  est  dans 
le  plan  de  bout  projetant  la  direction  L,  L'  sur  le  plan  verlical.  On  peut  donc  tracer  celte  ellipse,  dont  le  centre 
w'  est  connu.  On  peut  déterminer  directement  les  points  où  la  tangente  est  horizontale  en  remarquant  qu'ils 
proviennent  des  points  de  l'ombre  propre  où  le  plan  tangent  à  la  sphère  est  parallèle  à  xi/  ;  ce  sont  donc  les 
points  où  la  courbe  d'ombre  propre  traverse  le  méridien  de  profil  de  la  sphère.  De  môme,  les  points  où  la  tan- 
gente est  verticale  proviennent  de  ceux  011  la  courbe  d'ombre  propre  traverse  l'équateur.  Il  n'y  a  pas  d'ombre 
portée  sur  le  plan  horizontal,  puisque  toute  l'ellipse  est  située  au-dessus  de  ce  plan. 

L'ombre  portée  par  l'hyperboloïde  est  la  trace,  sur  chaque  plan  de  projection  du  cylindre  hyperbolique  qui 
a  pour  directrice  l'ombre  propre,  ses  génératrices  étant  parallèles  à  L,  L'.  Les  plans  tangents  à  ce  cylindre  le 
long  de  la  courbe  d'ombre  propre  sont  les  mômes  que  pour  l'hyperboloïde. 

On  a  donc  immédiatement  les  asymptotes  de  chaque   hyperbole  en  prenant  les  traces,  sur  chaque  plan  de 
projection,  dos  plans  tangents  au  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde   parallèles  à  L,  L'.  On  a  ainsi,  pour  la  pro- 
jection horizontale,  les  asymptotes  cru  et  pour  la  projection  \erticale  les  asymptotes  •.'•/.  On  coiin;iit  d'ailleurs 
sur  l'hyperbole  horizontale  les  points  v,  oïi  elle  se  raccorde  avec  l'ombre  portée  par  le  parallèle  horizontal  H' 
et  (jui  n'est  autre  qu'un  corde  égaL  de  centre  y-  Ces  points  ^  sont  en  effet  les  ombres  portées  par  les  points 
ô.>,  Sô.  On  est  donc  ramené  à  construire  une  hyperbole  connaissant  deux  asymptotes  H  un  point.  En  particulier, 
on  a  les  points  /,  oïi  elle  coupe  xi/  par  la  construction  connue.  Nous  avons  construit  la  moyenne  proportion- 
nelle p-rj'.y  entre  les  segments  Zoi  et  ^p2  déterminés  par  les   asymptotes  sur  la  parallèle  à  xy,  et  nous  avons 
ensuite  construit  les  longueurs    V^'i^    et   v',3>,  dont  on   a    la  différence    S|v..   et   la    moyenne   proportionnelle 
'-''•'i  =  p.'?2-     <-es  longueurs  donnent  les  distances  v'/,  que  l'on  cherche.  L'ombre  portée  sur  le  plan  vertical  est 
l'hyperbole  décentre  ■-',  d'asymplotes  y'i'  et  passant  par  les  points  r,.  On  sait  de  plus  qu'elle  se  raccorde  avec 
l'ellipse  obtenue  précédemment  aux  points  tJ,    ombres  des  points  p'  communs  aux  d(>ux  courbes  d'ombre 
propre.  On  peut,  comme  pour  l'ellipse,  construire  les  points  de  l'hyperbole  où  la  tangente  est  perpendiculaire 
à  xy  en  [irenant  l'ombre  des  points  où  l'hyperbole  d'ombre  propre  traverse  le  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde. 
L'oml)re  portée  par  le  paraboloïde  est  la  parabole,  section  du  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  L,  L'  et 
qui  a  pour  dirocirice  la  parabole  d'ombre  propre,  par  le  plan  horizontal.  En  nous  servant  de  la  rotation  qui  a 
donn('  le  sommet  de  la  parabole  d'ombre  propre,  nous  obtenons  au  point  t[,  U  la  position  qu'aurait  le  sommet 
de  la  parabole  d'ombre  portée  si  les  rayons  lumineux  conservaient  la  même  pente  mais  étaient  de  front.  En 
ramenant  ce  point  en  t,  nous  avons  le  sommet  cherché.  D'ailleurs,  la  parabole   d'ombre  portée  passe  par  les 
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points  w,  ombres  des  points  v,  et  se  raccorde  en  ces  points  avec  le  cercle  y  dont  il  a  déjà  été  question.  On 
peut  donc  construire  cette  parabole  connme  les  précédentes,  connaissant  l'axe,  le  sommet  et  les  points  te 

On  voit  que  les  courbes  d'ombre  portées  parle  paraboloïdeetriiyperboloïdesur  le  plan  horizontal  sont  réunies 
l'une  il  l'autre  par  les  arcs  de  cercle  v:^,  qui  donnent  l'ombre  poitée  par  les  arcs  du  pHralléle  H'  qui  séparent 
les  points  où  ce  parallèle  rencontre  les  deux  courbes  d'ombre  propre.  Elles  sont  tani,'entes  à  ces  arcs  de  cercle, 
comme  nous  l'avons  dit,  puisque  en  chacun  des  points  tels  que  v  le  plan  tangent  à  la  surface  considérée  passe 
par  la  tangente  au  parallèle,  en  sorte  que  sa  trace  horizontale  donne  la  tangente  à  l'ombre  portée  par  le  paral- 
lèle aussi  bien  que  la  tangente  au  point  w  à  l'ombre  po  tée  par  la  surface. 

La  visibilité  des  courbes  d'ombre  pro[)re  n'oflre  aucune  difficulté,  et  il  en  est  de  mi'Tne  des  courbes 
d'ombre  portée. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Amblahd,  h  Ruines  (C;intal)  ;  A    Koosskai;,  à  Fournes-en-Weppes. 
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5788.  —  Etant  données  deux  droites,  trouver  leur  perfiendiculaire  commune,  sa  vraie  grandeur  et  porter  sur  les 
droites  données,  à  partir  des  points  A  et  B  de  rencontre  avec  la  perpendiculaire  commune,  des  longueurs  égales  à  cette  vraie 
grandeur.  Soient  1)  et  C  les  points  obtenus.  Construire  le  parallélépipède  d'arêtes  AD,  .\H,  BC. 

5789.  —  On  donne  un  triangle  uljc,  a'h'c',  base  d'un  prisme  dont  la  direction  des  arêtes  est  connue  ;  le  prisme  n  une 
hauteur  h  ;  le  déterminer. 

5790.  —  On  donne  un  quadrilatère  dans  un  plan  de  bout  ;  c'est  la  base  d'un  prisme  dont  les  arêtes  ont  une  direction 
donnée.  On  demande  sa  section  droite  par  un  plan  passant  par  un  point  doimé  de  la  ligne  de  terre. 

5791  —  On  donne  un  pentagone  régulier  dans  le  plan  horizontal;  il  a  un  eAté  parallèle  ii  la  ligne  de  terre  Osl  la 
base  d'une  pyramide  régulière  dont  le  sommet  est  dans  le  second  bissecteur.  On  coupe  la  pyrann  le  par  un  plan  borizonlal  ; 
on  forme  ainsi  un  tronc  de  pyramide.  Lignes  vues  et  cachées;  ombres  propre  et  portée,  les  rayons  lumineux  étant  a  45". 

5792.  —  On  donne  deux  prismes  :  l'un,  dont  la  base  est  un  quadrilatère  du  plan  horizontal,  a  des  génératrices  de  front, 
l'autre  a  pour  biise  un  triangle  du  plan  vertical  et  des  génératrices  horizontales.  —  Intersection. 

5793.—  On  donne  deux  droites  {ab,  a'b'),  (cd,  c'd'};  les  faire  tourner  autour  d'une  verticale  donnée,  de  façon  que  leurs 
projections  verticales  deviennent  parallèles. 

5794.  —  On  donne  deux  droites,  sur  la  première  un  point  (a,  a'),  sur  la  seconde  un  point  {c,  c').  A  partir  de  ces 
points,  on  porte  sur  les  deux  droites  dans  des  directions  données,  des  segments  de  longueur  /.  .Soient  ab,  a'b',  ed,  c'd'  les 
deux  segments  obtenus.  Amener  par  une  rotation  le  segment  oh,  a'b'  à  coïncider  avec  l'autre,  le  point  |fi.  a')  venant  en 
(c,  c')  et  le  point  {b,  b')  en  ((/,  (/').   Angle  de  rotation. 

5795.  —  On  donne  deux  droites  {ab,  a'b'),  (cd,  c'd')  ;  une  horizontale  (ef,  e'f)  s'nppuie  sur  ces  deux  droites  en  {f,  e')  et 
(f,  /')  ;  lieu  du  point  (m,  m')  qui  divise  {ef,  ef)  dans  un  rapport  dotuié,  quand  l'horizontale  varie. 

579t>.  —  On  donne  un  plan  PiQ'  ;  une  conique  est  dans  ce  plan  et  sa  projection  horiiontale  est  un  cerri»  donné.  — 
Trouver  la  vraie  grandeur  de  cette  conique. 

5797.  —  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent  en  (o.  u')  et  dans  le  plan  de  ces  deux  droites  une  ellipse  dont  l«  projec- 
tion horizontale  est  un  cercle  ;  soit  ensuite  un  iioint  (s,  s)  (|uelcon(|ue.  Chercher  les  contours  app.irents  du  cànfi  de  sommet 
(s,  s')  et  dont  la  directrice  est  la  conique  doimée. 

5798.  —  On  donne  ime  droite  horizotitale  (.\,  A')  ot  un  point  [n,  ii"^  ;  dans  le  plan  «lêllni  par  la  droite  et  I  n 
donne  un  cercle  dont  le  rabattement,  sur  la  gauche,  autour  de  l'honzonfale  (A,  A)  est  donné  en  C.  llherrhei  :< 
apparents  d'un  cvlindre  dont  la  directrice  est  le  cercle  du  plan  et  les  génératrice-,  -ont  p.^rallè|is  h  une  directh>n  i.iin.f. 
(inelconque. 

5799.  —  On  donne  un  cAne  oblique  de  sommet  (.>î,  s'),  dont  In  b.ise  est  un  cercle  du  plan  verlic.il.  —  Trouter  St»«  »xw 
principaux.  —  .Mener  i\  ce  C(^ne  un  plan  tangent  perpendiculaire  h  un  plan  donné. 

5809.  —  On  dorme  un  plan  par  une  horizontale  et  une  droite  de  front  ;  leur  point  <le  renrontre  est  le  renlre  d'un  «"crfle 
de  rayon  doimé  du  plan.  Ce  cercle  est  la  section  druile  d'un  cylindre.  Mener  à  ce  cyhndre  un  plan  l.tngrnt  f.iisant  un  .inglo 
a  avec  le  plan  vertical. 

ÔSOI.  —  On  donrre  urr  cArre  de  révolulioii  par  son  a\e.  ((uelconque,  sou  sommet  et  l'une  de  se»  gén^mtrtcct.  Mener  un 
plan  tangent  à  ce  C(^ne  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

5802.  —  On  donne  derrx  droites  {xn,  s'a'),  ($h,  s'b']  ;  la  première  rsl  génér.itrlre  d'un  rAnf  d«*  r^T*>luMftn  de  sommet 
(s,  s'}  et  d'axe  (sb,  s'b).  Mener  par  lur  point  (c,  c')  urr  pl.ui  tangent  n  ce  cAno.  —  IMnu  iU.\  r  '>r(ie«  vitII- 

cales  dans  le  ct^ne.  —  lilarU  ilorruée  la  projection  verticale  ilirn  point  du  c.\ne,  trouver  «a  i 

5H0;j.  —  On  dorme  un  cAne  dorrt  la  bise  l'-il  un  cercle  ilu  plan  horiitonl,d  ;  trouver  le  cAu^  »up|>léuit.'itUir«  «f*nt  mJ^me 
sommet  ((ue  le  cOiie  donrré.  —  Trouver  la  trace  horizont.ilo  ;  tangente  en  un  point,  points  ài'tnflni. 
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5804.  —  On  donne  un  ccne  oblique  de  «oirimet  (s,  s')  dont  la  bnse  est  un  cercle  C  du  plan  horizontal.  On  donne 
ensuite  une  droite  (D,  I)') .  Trouver  une  normale  connmune  à  la  droite  et  au  cône. 

5805.  —  On  donne  un  cercle  du  plan  horizontal;  c'est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
direction  quelconque.  On  donne  ensuite  un  cône  de  sommet  (.5.  s')  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  vertical.  Normales 
communes  aux  deux  surfaces. 

5806.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces.  Une  courbe,  dans  ce  plan,  se  projette  horizontalement  suivant  un  cercle; 
c'est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (,s,  s')  pris  sur  .r//.  Contour  apparent  horizontal.  On  considère  le  plan  vertical  mené  parle 
centre  du  cercle,  perpendiculairement  au  plan  donné.  Point  courant  et  tangente  à  l'intersection  du  cône  parce  plan  vertical. 

5807.  —  Dans  un  plan  PaQ'  donné  par  ses  traces  se  trouve  une  ellipse  dont  la  projection  horizontale  est  un  cercle. 
Cette  ellipse  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  (.ç,  s')  est  sur  la  ligne  de  terre;  sa  est  une  génératrice  du  contour  apparent 
horizontal  du  cône.  —  Intersection  par  un  plan  vertical  dont  la  trace  est  parallèle  <à  sa.  —  Axe  et  sommet  de  la  courbe  en 
projection. 

5808.  —  On  donne  un  cylndre  par  sa  base,  f|ui  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  et  la  direction  de  ses  génératrices. 
—  Déterminer  la  section  droite  du  cylindre  par  un  plan  mené  par  un  point  donné  de  la  ligne  de  terre. 

5809.  —  Mener  par  une  droite  (D,  1)'),  de  front,  un  plan  (jui  coupe  suivant  une  parabole  un  cône  oblique  de  sommet 
(s,  .s')  et  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  horizontal. 

5810.  —  On  donne  un  cylindre  par  sa  base  et  la  direction  de  ses  génératrices;  mener  par  un  point  donné  {a,  a'}  un 
plan  qui  détermine  une  section  circulaire  dans  le  cylindre  donné. 

5811.  —  On  donne  un  plan  vertical  P  et  dans  ce  plan  une  cohicjue  dont  la  projection  verticale  est  un  cercle  donné; 
cette  conique  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (s,  s').  On  coupe  le  cône  par  un  plan  vertical  dont  la  Irace  est  parallèle  à  la 
projection  hoiizontale  d'une  gf^nératrice  de  contour  apparent  horizontal  du  cône.  Intersection.  .Mener  ensuite  d'un  point  donné 
du  plan  sécant  une  tangente  à  l'intersection. 

5812.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  que  l'on  coupe  par  un  plan  PaQ'.  Trouver  les  sommets  en 
projection  horizontale,  puis  dans  l'espace.  Trouver  de  même  les  foyers  en  projection,  puis  dans  l'espace. 

5813.  —  Intersection  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  avec  le  premier  bissecteur;  la  seclion 
est  la  base  d'un  cylindre  de  génératrices  données.  Trouver  le  contour  apparent  de  ce  cylindre. 

5814.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical;  on  le  coupe  par  un  plan  de  bout.  On  demande  la  trace  horizon- 
tale d'un  cône  de  sommet  (/,  l')  donné,  ayant  pour  base  la  sfction  du  cône  par  le  plan  de  bout.  Trouver  a  priori  les  points 
de  la  trace  qui  sont  siu-  la  ligne  de  terre. 

5815.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical.  —  Tracer  sur  ce  cône  une  ellipse  égale  à  une  ellipse  donnée. 
5810.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  donné,  d'axe  de  front,  par  un  plan  quelconque. 

5817.  —  On  donne  un  cercle  et  un  triangle  dans  le  plan  horizontal;  le  cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  une  ligne  de  front  donnée  ;  le  triangle  est  la  base  d'un  prisme  dont  les  génératrices  sont  parallèles  k 
une  direction  donnée,  également  de  front.  Intersection  du  piisme  et  du  cylindre. 

5818.  —  On  donne  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  vertical  tangent  à  la  ligne  de  terre;  ses  génératrices 
sont  parallèles  à  une  direction  horizontale  donnée.  On  donne  ensuite  un  cône  lie  révolution  d'axe  vertical.  Ombres  propre  et 
portée  du  solide  coinman  aux  deux  surfaces  (rayons  à  4.jo).  Intersection  du  cylindre  par  un  plan  donné  par  ses  traces. 
Tangente  de  front  à  la  section. 

5819.  —  On  coupe  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  par  un  plan.  On  développe  la  courbe  d'intersection  :  trouver 
les  points  de  la  section  qui  donnent  des  points  d'inflexion  dans  le  développement. 

5820.  —  On  donne  une  droite  (I),  0)  ;  trouver  un  point  sur  cette  droite,  tel  que  la  somme  des  carrés  de  sa  cote  et  de 
son  éloignement  soit  une  quantité  donnée. 

5821.  —  \1ener  par  un  point  donné  une  droite  dont  les  distances  à  deux  droites  données  soient  /  et  À.  —  Pour  faire 
l'épure,  l'éprendre  l'une  des  droites  données  verticale,  l'autre  de  front. 

5822.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  d'axe  vertical,  limité  par  deux  plans  horizontaux.  Sur  ce  cylindre,  on 
place  un  deuxième  cylindre  de  rayon  plus  grand  et  limité  par  un  troisième  plan  horizontal.  Ombres  propre  et  portée  du 
solide  formé,  les  rayons  lumineux  étant  à  45°. 

5823.  —  On  donne  un  cercle  du  plan  horizontal  comme  base  d'im  cône  de  révolution  de  sommet  donné,  au-dessous 
du  plan  horizontal.  On  coupe  ce  cône  par  le  plan  horizontal  :  on  forme  ainsi  un  tronc  de  cône  dont  on  demande  les  ombres 
propre  et  portée  (rayons  lumineux  à  'i5o). 

5824.  —  l'n  cône  de  révolution  a  pour  base  un  cercle  de  centre  o,  o'  dans  un  plan  de  bout  Q'  ;  le  rayon  du  cercle  est 
donné,  l'axe  du  cône  est  une  perpendiculaire  h  Q'  et  le  sommet  \s,  s')  est  donné.  On  coupe  le  cône  par  \\\\  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe;  on  a  ainsi  un  tronc  de  cône  ;  le  déterminer.  —  Trouver  son  ombre  surles  plans  de  projection,  la  direction  des 
rayons  lumineux  étant  donnée. 

5S25.  —  On  donne  deux  cônes  dont  les  bases  sont  deux  cercles  du  plan  vertical  et  les  sommets  deux  points  du  plan 
horizontal  sur  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

5826.  —  On  donne  deux  cônes  dont  les  bases  sont  deux  courbes  situées  dans  deux  plans  de  bout  et  projetées  horizon- 
talement suivant  deux  cercles.  Les  sommets  de  ces  cônes  sont  sur  une  même  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Intersection  des 
deux  cônes. 

5827.  —  Points  à  l'infini  dans  l'intersection  de  deux  cônes. 

5828.  —  On  donne  deux  cercles  concentriques  C  et  C,  dans  le  plan  horizontal:  le  premier  est  la  base  d'un  cône  de 
révolution  d'axe  vertical  et  de  sommet  (.s,  s'),  le  second  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
génératrice  de  front  du  cône.  Intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

5829.  —  On  donne  deux  cercles  tangents  intérieurement  dans  le  plan  horizontal  :  soit  (a,  a')  le  point  de  tangence.  Le 
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plus  grand  des  cercles  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (s,  î)  donné  ;  le  plus  petit,  la  base  d'un  cUindre  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  sa,  s'a'.  Intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

5830.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  et  une  ellipse  tangents  en  un  point  {m,  m')  ;  le  cercle  est  la  base 
d'un  cône  de  sommet  [s,  s'),  l'ellipse  est  la  b.ise  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  sin,  s'm'.  Intersection  du 
cône  et  du  cylindre. 

5831.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  daxe  vertical  ;  on  donne  ensuite  dans  le  plan  hnrizontal  une  ellipse  dont  le 
grani  axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  dont  un  sommet  du  grand  axe  est  le  pied  de  l'axe  du  cône.  Celte  ellipse  est  la 
base  duii  cylindre  dont  les  g'înératrices  sont  parallèles  à  une  génératrice  de  contour  apparent  vertical  du  cône.  Intersection 
du  cône  et  du  cylindre. 

5832.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  du  plan  horizontal,  et  dans  le  même  plan  une  hyperbole  qui  est 
la  bise  d'un  cylindre  à  génératrices  Je  front,  intersection  des  deux  surfaces. 

5833.  —  Un  cône  est  donné  par  son  sommet  (s,  s'),  quelconque  et  par  sa  base  qui  est  un  cercle  dans  le  plan  hori- 
zontal ;  on  a  aussi  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  vertical  et  donl  les  génératrices  sont  de  bout.  Intersection 
des  deux  surfaces . 

5834.  —  On  donne  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  horizontal  et  dont  le  sommet  (s,  5)  est  tel  que  l'une  d.is 
génératrices  de  contour  aj)parenl  horizontal  soit  de  front  ;  on  donne  ensuite  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan 
vertical  et  dont  une  génératrice  est  une  horizontale  passant  par  (s,  s').  Intersection. 

5835.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  de  bout  et  le  sommet  en  (.?,  s'):  puis  un  cylindre  vertical  dont 
la  base  est  un  cercle  G  du  plan  iiorizontal,  tangent  à  la  projection  horizontale  de  l'une  des  génératrices  de  contour  apparent 
horizontal  du  cône.  Intersection  du  cône  et  du  cylinilre.  Développement  du  cône  et  de  la  courbe  d'mtersection. 

5830  —  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  C  du  plan  vertical  et  jiour  sommet  (s,  s')  ;  (sa,  s'a')  est  une  génératrice  de 
contour  apparent  verlical  de  ce  cône.  On  donne  ensuite  un  cylindre  dont  la  base  est  une  hyperbole  du  plan  horizontal,  et 
donl  les  génératrices  sont  parallèles  a  [sa,  s'a').   Intersection  du  cône  et  du  cjUndre. 

5837.  —  Oti  donne  une  droite  du  plan  horizontal  et  un  point  sur  cette  droite.  Ce  point  est  le  sommet  d'un  cône  de 
révolution  d'angle  au  sommet  donné  et  dont  la  droite  est  une  des  génératrices  On  donne  ensuite  un  cylindre  de  révolution 
de  rayon  donné  et  tangent  au  plan  horizontal  suivant  cette  môme  droite.  Intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

5838.  —  On  donne  deux  cylindres  dont  les  bases  sont,  dans  le  pian  horizontal,  pour  l'un  un  cercle,  pour  l'autre  une 
hyperbole  dont  une  asymptote  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Les  génératrices  des  deux  cylindres  sont  de  front.  InlersecUon 
des  deux  cylindres,  l'oints  a  l'infini  dans  linlersection  de  deux  cylindres  en  général. 

5839.  —  On  donne  deux  hyperboles  dans  le  plan  horizontal  ;  ce  sont  les  bases  de  deux  cjlindres  dont  la  direction  des 
génératrices  est  donnée.  Intersection  des  deux  cylindres. 

5840.  —  On  donne  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal;  c'est  la  base  commune  des  deux  cylindres;  on  donne  la 
direction  des  génératrices  pour  chacun  d'eux  ;  trouver  l'intersection. 

5841.  —  Déterminer  une  sphère  de  rayon  donné  qui  passe  par  trois  points  tlonnés  d'un  même  plan  verlical. 

5842.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  deux  points  donnés  [a,  a),  (b,  b'j  et  tangentes  au  plan  horizontal. 

5843.  —  On  donne  une  sphère  et  deux  plans  dont  l'un  est  de  bout  et  l'autre  quelconque.  Ces  deux  plans  coupent  la 
sphère  suivant  deux  petits  cercles.  Déterminer  un  grand  cercle  de  la  sphère  tangent  aux  deux  petits  cercles. 

5844.  —  On  donne  une  sphère  (o,  o')  et  un  plan  PaQ'  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  petit  cercle.  Mener  par  un  point 
(a,  a'j  de  la  surface  un  grand  cercle  perpendiculaire  au  petit  cercle. 

5845.  —  Mener  d'un  point  (a,  a')  le  cône  circonscrit  à  une  sphère  donnée.  Couibe  di-  cuutact.  Ktanl  donné  un  pl.in 
(lui  coui)e  une  sphère,  trouver  son  pôle. 

584G.  —  Plan  tangent  commun  à  trois  sphères. 

5847.  —  Mener  un  plan  tangent  à  une  siihère  donnée  faisant  l'angle  a  avec  une  horizontale  donnée  et  l'angle  js  avec 
une  droite  de  front  donnée. 

5848.  —  Angle  au  sommet  d'un  cône  de  révolution  passant  par  les  trois  droites  {sa.  s'a'),  {sb,  s'6'),  {SC,  t'c'). 

5840.  —  On  donne  deux  droites  {sa,  s'a'),  {sb,  s'b);  ce  sont  les  axes  de  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet 
(s,  s'),  dont  on  donne  les  angles  au  sommet.  Mener  un  [dan  langent  commun  à  ces  deux  cônes. 

5850.  —  On  donne  deux  [dans  par  leurs  traces;  on  considère  un  trièdro  formé  par  ces  deux  plans  et  le  plan  lioritontal. 
Construire  le  cône  de  révolution  inscrit  dans  ce  trièdre. 

5851.  —  On  donne  une  sphère  et  un  cylindre  circonscrit  h  cette  sphère,  de  génératrices  parallèles  à  une  direction 
donnée.  Intersection  de  ce  cylindre  avec  une  droite  (luelcoïKjue  ob,  ab   et  plans  tangents  aux  points  de  rencontre. 

5852.  —  Ombres  propre  et  portée  d'une  sphère  donn''o,  tangente  au  plan  horizontnl,  les  rayons  Itimineus  él^nt  k  4  ••. 

5853.  —  On  donne  une  sphère  par  ses  contours  ap|)arenls,  un  plan  vertical  P  et  un  polnl  {s,  i')  Chercher  la  lr.ic«  du 
cône  de  sommet  (s,  s')  ayant  pour  directrice  la  section  de  la  sphère  juir  le  plan  P. 

5854.  —  On  donne  une  sphère  et  un  cône  de  révolution  donné  par  son  sommet,  son  «xe,  quelconque,  cl  son  .ingle  au 
sommet.  Normale  coiniiiune  aux  deux  surfaces 

5855.  —  Mener  par  un  [loinl  \(i.  n'\  un  [diin  (|ui  Lf^-c  :i\oi-  h-  pi  m  h  iriz'inlal  un  angle  s  et  avec  un  plan  vertical  donné 
un  angle  [i. 

585(>    —  Mener  par  la  ligne  de  terre  un  plan  faisant  l'angle  a  hncc  un  plan  donné. 

5857.  —  Mener  par  un  point  0  de  l'espace  une  droite  qui  soit  i\  une  dislan -c  a  d  un  pouil  donné  \  et  a  une  distance  ? 
d'une  droite  donnée,  l'aire  l'épure. 

5858.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  ;  I'  une  face  et  les  deux  dièdres  alj.-iccnU:  2*  deux  face»  el  le  diMrc  com- 
pris; :i"  deu\  faces  et  le  dièdre  opposé  il  l'une  d'elles;   J"  deux  dièdres  et  la  face  opposée  il  l'un  d'eux 
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5850.  —  On  tionne  un  lore  d'.ixe  vertical,  puis  la  projection  verticale  m'  d'un  point  'le  ce  tore.  Trouver  sa  projection 
horizontale,  le  plan  tangent  en  ;«.  m'  et  déterminer  la  section  du  tore  par  ce  plan  tangent. 

5860.  —  Une  verticale  tourne  autour  dune  droite  de  front.  Etant  donnée  la  projection  verticale  d'un  point  Je  la 
surface  engendrée,  trouver  sa  projection  horizontale.  Plan  tangent  en  ce  point. 

5801.  —  On  donne  une  droite  de  front  {ab,  ab')\  dans  le  plan  de  front  ab,  on  a  un  cercle  (o,  o'].  Ce  cercle  tourne 
autour  de  (ah,  a'b'}  et  engendre  un  tore.  Connaissant  la  projection  verticale  dun  point  du  tore,  trouver  sa  projection 
horizontale. 

5862.  —  On  donne  une  ellipse  dans  un  plan  de  bout  1*'  :  elle  se  projette  horizontalement  suivant  une  ellipse  dont  le 
grand  axe  est  parallèle  à  .r//  L'ellipse  donnée  tourne  autour  de  la  verticale  ;,  :'  d'un  foyer  f  de  sa  projection.  Trouver  la 
méridienne  de  la  surface  engendrée. 

5863.  —  l'ne  surface  de  révolution  da\e  vertical  est  engendrée  par  une  conique  d'un  plan  de  front:  cette  conique  a 
pour  projection  verticale  un  cercle.  Trouver  la  méridienne  principale  de  la  surface. 

5864.  —  On  donne  un  cylindre  oblique  à  bise  circulaire  dans  le  plan  horizontal.  On  le  coupe  par  un  plan;  on  fait 
tourner  la  section  autour  d'un  axe  vertical.  Trouver  la  mérilienne  de  la  surface  ainsi  engendrée. 

5865  —  On  donne  une  droite  de  front,  un  plan  de  front,  et  dans  ce  plan  un  cercle.  Ce  cercle  tourne  autour  de  la 
droite  donnée.  Trouver  la  méridienne  de  la  siuface  engendrée. 

5866.  —  L'n  paraboloïle  de  révolution  a  pour  axe  une  droite  de  front  (.\,  A'i:  il  p.asse  par  deux  points  (a.  a'),  {b.  b). 
Trouver  la  mérdienne  principale  (construire  une  parabole  connaissant  l'axe  et  deux  points). 

5867.  —  On  donne  une  droite  D,  D';  c'est  l'axe  dune  surface  de  révolution  engendrée  par  un  cercle  de  centre  donné, 
de  rayon  donné,  dans  un  plan  de  profil  donné.  On  demande  1>'S  contours  apparents  de  lu  surface. 

5868.  —  Mener  à  un  ellipsoïde  de  révohition  d'axe  vertical  les  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné:  distance  des 
deux  plans  tangents. 

5860.  —  On  donne  un  ellipsoïde  d'axe  de  front.  Mener  prir  un  point  donné  in,  a}  un  plan  tangent  tel  que  le  point  de 
contact  *oit  :  1"  sur  un  parallèle  donné:  2°  sur  un  méridien  donné. 

5870.  —  On  donne  un  tore  d'axe  vertical:  mener  un  pi. m  tani'ent  au  tore  en  un  point  d'un  plan  méridien  donné  et 
parallèlement  à  une  droite  donnée. 

5871.  —  On  donne  un  tore  d'axe  vertical.  On  demande  de  mener  à  ce  tore  un  plan  tangent  parallèlement  à  un  plan 
donné  par  ses  traces. 

5872.  —  On  donne  un  tore  d'axe  de  front  engendré  par  un  cercle  du  plan  de  front  de  l'axe.  Mener  les  plans  tangents 
au  tore  parallèlement  à  un  plan  donné. 

5873.  —  Soit  un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical.  Lui  mener  un  plan  tangent  par  une  droite  donnée  ;  cas  d'une 
droite  de  front. 

5874.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical  Ombres  propre  et  portée  de  cet  ellipsoïde,  parallèlement 
à  une  (iireclion  donnée. 

5875  —  On  donne  un  hyperboloï  le  de  révolution  d'axe  vertical  engendré  par  une  droite  \le  front.  Déterminer  les 
contours  apparents  du  cône  de  sommet  {s,  $')  circonscrit  à  l'hyperboloïde. 

5S76  —  On  donne  une  droite  de  front  qui  tourne  autour  dune  verticale.  Contours  apparents  du  cylindre  circonscrit 
à  l'hyperboloïde.  de  gén'Tatrices  parallèles  à  une  direction  donnée. 

5877.  —  On  donne  une  verticale  et  une  droite  (D,  0')  (luelconfjue.  qui  tourne  autour  de  la  verticale.  On  considère  le 
cône  de  sommet  (.<.  s'i  donné,  circonscrit  k  Inyperboloîde  engendré.  On  demande  l'intersection  d'une  droite  lA,  A)  avec  ce 
cône. 

5878.  —  On  donne  un  paiaboloïde  de  révolution  d'axe  vertical.  On  considère  le  cylinilre  circonscrit  dont  les  péné- 
ratrices  sont  paralb-les  à  une  direction  (A.  ^  |  donnée.  Sur  ce  cylindre  on  prend  un  point  dont  la  projection  verticale  est 
»('.  Trouver  la  projection  horizontale  ?«.  Plan  tangent  en  \m,  m'). 

5870.  —  On  donne  un  paraboloïde  de. révolution  d'axe  vertical.  Trouver  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit 
dont  les  génératrices  ^ont  parallèles  à  une  direction  donnée. 

5880.  —  On  donne  un  tore  d'axe  vertical.  D'un  point  qut^lconque  *.<,  s')  on  mène  un  cône  circonscrit  au  tore.  Trouver 
la  courbe  de  contact . 

5881.  —  On  donne  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical  engendrée  par  une  courbe  projetée  verticalement  suivant 
une  drone  et  horizontalement  suivant  un  cercle.  Courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  surface  et  de  sommet  (s,  »')  donné. 

5882.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical.  Cas  d'une  droite  de  pr.)ûl. 

5883  —  On  donne  deux  points  (a,  a),  [b,  b'}  sur  une  «iroite  de  front,  puis  une  autre  droite  (D,  D).  Trouver  sur\D.  D') 
les  points  tels  que  la  somme  de  leurs  distances  aux  deux  points  \  et  B  soit  égale  à  2d. 

5884.  —  Intersection  d'une  droite  qui  rencontre  l'axe  d'un  hyperboloï  le  de  révolution  avec  cet  hyperboloïde. 

5885.  —  On  donne  la  verticale  oz,  o'z'  comme  axe  d'un  ellipsoïde  de  révolution  ;  le  grand  axe  du  contour  apparent 
vertical  situé  sur  o'z'  est  donné.  Cet  ellipsoïde  passe  par  un  point  {a.  a)  donné.  Intersection  de  cet  ellipsoïde  avec  le  plan 
passant  par  (a,  a)  et  la  ligne  de  terre. 

5886  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  de  front.  Intersection  de  cet  ellipsoïde  avec  un  plan  vertical  donné 
par  sa  trace  horizontale.  Sommets  de  la  section  dans  l'espace.  Contour  apparent  horizontal  de  l'ellipsoïde. 

5887.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  d'axe  vertical  engendré  par  une  droite  de  front.  —  Section  plaoe  de 
cet  hyperholuïde  par  un  plan  le  bout.  —  .Axes  et  sommets  de  la  section. 

5888.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  droite  de  front  tournant  autour  dune  verticale.  — 
Section  par  un  plan  donné;  point  et  tangente  ;  nature  de  la  section. 
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5880.  —  On  donne  un  hyperboloïde  dn  révolution  d'axe  vertical  engendré  par  une  droite  de  front  ;  on  donne  ensuite 
une  droite  quelconque  (A,  A')     Mener  parcelle  droite  un  plan  coupant  l'iiyperljoloïde  suivant  une  hyperljole  équilatere. 

ijSOO.  —  On  donne  un  paraboloide  de  révolution  d'axe  vertical  ;  on  le  coupe  par  le  premier  plan  bissecteur.  La  section 
est  la  base  d'un  cône  de  sominel  {s,  s')  donné.  On  demande  la  trace  horizontale  de  ce  cône. 

r)8î)l.  —  On  donne  un  plan  de  bout  P'  dans  lequel  se  trouve  une  ellipse  projetée  horizontalement  suivant  un  cercle. 
On  fait  tourner  cette  ellipse  autour  dune  verticale.  Trouver  la  seconde  lourbe  d'intersection  du  plan  P'  avec  la  surface 
ainsi  engendrée.  Mener  ensuite  par  un  point  (a,  a')  un  plan  qui  coupe  la  surface  suivant  des  courbes  se  projetant  horizon- 
talement suivant  des  cercles. 

58i)2  —  L'n  paraboloide  de  révolution  d'axe  vertical  passe  par  quatre  points  donnés  (//,  a'),  (h,  l/),  (e,  c'),  (d,  d).  Déter- 
miner ce  paraboloide. 

r>893.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  d'axes  verticaux,  situés  dans  un  même  plan  de  front  et  dont  les 
sonimeisont  même  cote. 

5894.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  d'axes  verticaux  et  de  même  angle  au  sommet.  Sommets  de  la 
courbe  fi'intersection. 

5895.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical,  puis  dans  le  plan  de  front  de  l'axe,  on  donne  deux  droites 
dont  les  projections  verticales  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  Ces  deux  droites  forment  la  méridienne  principale  d'un 
cylindre  de  révolution.  Intersection  du  cône  et  du  cylindre,  l'oints  dans  le  plan  de  symétrie.  Tan;^entes  en  ces   points. 

5896.  —  On  donne  une  droite  de  front  [ah,  a''>'),  axe  d'un  cône  de  révolution  de  sommet  (.?,  s')  et  dont  une  R'^nératrice 
(se,  s'c']  est  parallèle  a  la  ligne  de  terre.  On  donne  ensuite  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  ligne  de  terre 
et  dont  une  génératrice  est  {se,  s'c').  Intersection  des  deux  surfaces. 

5897.  —  On  donne  deux  cônes  de  révolution  île  sommet  commun  s,  s'  ayant  pour  axes  deux  droites  de  front  et 
engendrés  par  une  même  droite  sd,  s'd'.  Intersection  des  deux  cônes 

5898.  —  Intersection  d  un  cône  de  révolution  donné,  d'axe  vertical,  avec  une  sphère  ayant  son  centre  dans  le  plan  de 
front  du  sommet  (.s,  s)  du  cône  et  son  contour  apparent  vertical  tangent  en  s'  à  la  projection  verticale  d'une  génératrice 
de  contour  apparent  du  cône. 

5899.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati,  d'axe  vertical.  On  donne  ensuite  >m  cône  de  révolution  dont 
l'axe  est  la  verticale  du  point  le  plus  à  gauche  de  l'ellipsoïde  et  dont  une  génératrice  est  la  droite  qui  joint  le  point  le  plus 
à  gauche  au  point  le  plus  bas.  Intersection  des  deux  surfaces. 

5900.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati,  à  axe  vertical,  avec  un  cône  de  révolution  de  sommet  <i,  i'), 
dont  l'axe  e.st  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  dont  nne  génératrice  est  {sa,  s'a'),  [(s,  s')  point  le 
plus  haut  de  l'ellipsoïde,  (a,  a')  point  le  plus  à  gauche]. 

5901.  —  On  donne  un  ellipsoïde  à  axe  vertical,  et  dans  le  plan  vertical,  un  cercle  qui 
coupe  la  méridienne  principale  de  l'ellipsoïde  C'est  la  base  d'un  cylindre  k  génératrices  de 
bout.  Intersection  des  deux  surfaces.  Développer  l'intersection  sur  le  «ylindre. 

5902    —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  do  front  (:,  :')  ;  soit  in,  a'i  un  point 
de  cet  axe  ;  on  mène  par  {a,  a')- une  liurizonlale   \alt,  n'Ii'),  puis,  dans  le  plan  horizontal  qui  li 
I  I  ;  contient,  la  droite  ;l),  U'i  parallèle  à  (rt't,  a'W).  La  droite  D,  D'  en  tournant  autour  de  iu/i,  a*') 

_] \ 1  engendre  un  cylindre  de  révolution.  Trouver  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  du  cylindre.  Tan- 

J7j  I  ,y       gente  en  un  point  de  cette  intersection. 

;  I  1  5903.  —  Un  cercle  d'un  plan  de  front  dont  la  projection   verticale  est  C   tourne  autour 

— ^ + V-        d'une  verticale  oz,  o'z'  quclconciue.  On   donne  ensuite  un  cylindre  de  bout  dont  C  est  la  base. 

"^  Intersection  des  deux  surfaces  de  révolution. 

5Î)0^.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  d'axe  vertical,  engentlré  par  une  droite  de  front,  puis  un  cône  de 
révolution  dont  le  sommet  est  sur  l'axe  de  l'hyperboloïde,  dont  l'axe  est  iiarallèle  à  la  ligne  de  terre  et  dont  une  génératrice 
est  donnée.  lnter.sectioii  des  deux  sui faces. 

5905.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  de  front  avec  un  hyperboloïJi  dont  l'axe  est  dans  le  même  plan 
de  front  que  celui  du  cône. 

5906. —  On  donne  une  droite  de  front  A,  A',  axe  d'un  hyperboloïde  de  révolution  dont  une  génératrice  est  B.  B'  (de  front). 
Soit  ensuite  un  [)oint  (s,  .s')  dont  la  projection  horizontale  se  trouve  sur  A;  c'c<t  le  simm-'t  i  un  c'ine  le  révoludon  dont  l'axe 
C,  C'est  lie  front  et  dont  o;i   doiiiio  uti'!  i,'éiiér.itrice  I).  I)'.  de  front  é.,Mlemi'iit.  Intersection  des  deux  surfaces  ainsi  déttnies. 

5007  —  Points  à  l'iutinidans  l'intersection  de  deux  hyperboloïde-*  de  révolution  quelconques. 

5008  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical  avec  une  sphère  dont  le  centre  (w,  **")  est  dans  le  plan 
de  front  du  centre  de  l'ellipsoïde. 

5009.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical,  et  une  sphère  passant  par  un  point  donné  (o,  a')  et  le 
cercle  de  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  horizontal  de  son  centre.  Intersection  «le  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère. 

5010.  —  On  donne  dans  un  même  plan  de  front  deux  ellipses  ayant  même  petit  axe  ;  la  droite  (|ui  contient  les  Rrinds 
axes  est  verticale  l.a  plus  grande  ellipse  tourne  autour  de  son  grand  axe,  la  p  us  petite  autour  de  sou  petit  axe.  On  demande 
l'intersection  des  deux  ellipsoïdes  de  révolution  engendrés. 

5911.  —  On  donne  un  p  :irabr>loï  le  de  révolution  d'axe  vertical  et  de  .sommet  ,s,  s').  I)an<  un  plan  debout  P',  on  a  une 
courbe  dont  la  projection  hoiizontale  est  le  cercle  C.  Cette  courbe  est  la  bise  d'un  cône  dont  le  sommet  est  un  jwunt  [a,  a'J 
du  paralioliiïile.   Intersection  des  deux  surfaces. 

5012.  —  On  donne  deux  paraboloï  les  de  révolution,  d'axes  verticaux,  de  sommets  la.  a'),  {b,  b')  et  de  méridiennes  A 
et  H'.  Di'terminer  un  point  de  l'intersection  et  la  tan^rente  en  ce  point.  Sommets  de  la  courbe  de  l'espace. 

50l:{.  —  IntiTsei^tion  d'un»!  sphère  {a,  o')  et  d'un  tore  d'axe  verlical. 

50111.  —On  donne  un  tore  d'.ixiî  vertiral  ;  on  demande  linlersertinn  de  ce  tore  aver  un  e' '  "■'  ''  '■•-■•    ■  "  ■■••   "ro- 

jection  viMticali'  uiie  ilioiM"  el  pour  projeclioii  horizontale  un  cercle  et  dont  b-  sommet  est  un  «î. 

5015.  —  On  donne  un  tore  d'axe  vertical,  puis  un  point  {a,  n'i  sur  son  axe.  l'ar  (d.  <i  \  pi-  ■  un 

diMixiiini'  tore  dont  la  méiidienne  est  sitme  dans  le  plan  horizontal  de  I  horizontale  donn-'C.  Inbisoi  iiou  d««  v«'»  dtui  l.»ri'« 

r,;HO  —  On  doime  deux  cercles  dans  un  même  plan  horizontal  H.  Ces  deux  cercles  l<iurn»Mit  I'um  oiiinur  d#>  (rt^.  a'^j. 
l'autre  autour  de  [cd.  c'd'),  droites  situées  dans  un  même  plan  de  Iront.  Intersection  des  deux  - 

5017.  —  Démontrer  que  deux   surfaces  du   seiond  ihv'ié  qui  sont    t,uij:entes  en   deux    i  C^néral 

suivant  deux  coniijues.  Deux  cônes  sont  circonsirils  à  une  même  s|ihere  donné«- ;  leurs  «omiii*  i.-.  » ......  .»   i  •■..  Je  frool 

du  centre  de  la  sphère,    luterseclion  des  deux  cônes. 

5018  —  On  donne  un  (\llipsoide  de  révolution  d'axe  vertical;  on  considère  le  cône  de  »ommot  (t.  *'(  clrcuiisci-il  * 
l'ellipsoïde,  puis  le  cvlnidre  lirconscnt  le  long  do  l'équateui  .  Intersection  du  cône  et  du  oyllndr«' 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


5019.  — On  donne  les  projections  horizontale  et  verticale  d'une  ellipse  de  l'espace.  Trouver  une  deuxième  ellipse 
ayant  les  mêmes  projections.  Angle  des  plans  des  deux  ellipses. 

5920.  —  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  ont  une  courbe  plane  commune  se  coupent  suivant  une  seconde  courbe 
plane.  Intersection  de  deux  quadriques  ffui  ont  deux  génératrices  communes  :  1°  de  systèmes  différents;  2°  de  même  système. 

5921.  —  Recherche  des  points  doubles  en  projection  dans  l'mtersection  de  deux  surfaces  du  second  degré. 

5922.  —  Un  donne  une  sphère  de  centre  (o,  o')  et  un  cône  de  sommet  (o,  o)  dont  la  directrice  est  une  ellipse  donnée 
dans  le  plan  horizontal    Intersection  des  deux  surfaces.  Tangente  horizontale. 

5923.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  d'axe  vertical,  puis  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan 
horizontal  et  dont  les  génératrices  sont  de  front.  Intersection  des  deux  surfaces.  Génératric^'S  du  cylindre  tangentes  à  l'ellipsoïde. 

5924.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  et,  dans  le  plan  horizontal,  une  hyperbole,  base  d'un 
cylindre  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée.   Intersection  des  deux  surfaces. 

5925.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  est  engendré  par  une  droite  de  front  qui  tourne  autour  d'une  verticale.  On 
donne  ensuite  un  cylindre  dont  la  base  est  une  ellipse  du  plan  horizontal  passant  par  la  trace  horizontale  de  la  droite  de 
front  donnée  et  de  génératrices  parallèles  à  cette  droite  de  front.  Intersection  de  l'hyperboloïde  et  du  cylindre. 

592G.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  d  axe  vertical  engendré  par  une  droite  de  front  A,  A';  sur  A.  A'  on 
prend  un  point  (a,  a')  et  on  considère  la  seconde  génératrice  de  l'hyperboloïde  qui  passe  par  ce  point.  Soient  c  et  d  les 
traces  horizontales  de  ces  deux  génératrices.  On  donne  ensuite  un  cône  de  sommet  (a,  a'i  et  dont  la  base  est  une  conique  du 
plan  horizontal  passant  par  c  et  d.  Intersecticn  du  cône  et  de  l'hyperboloïde. 

592  7.  —  Un  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  par  un  plan  directeur  vertical  P  et  ileux  génératrices  horizontales. 
Tracer  une  autre  g'niératrice.   Ayant  la  projection  verticale  d'une  génératrice,  trouver  sa  proj-'Ction  horizontale. 

5928.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  un  quadrilatère  gauche  donné,  de  côtés  indéfinis.  On  donne  un 
point  du  paraboloïde  sur  un  des  côtés  du  quadrilatère  ;  mener  la  deuxième  génératrice  qui  passe  par  ce  point.  Direction  de 
l'axe  du  paraboloïde. 

5929  —  On  doime  un  paraboloïde  hyperbolique  <à  plan  directeur  horizontal  par  deux  génératrices  inb,  n'h'),  (cd.  c'd'), 
puis  un  point  {e,  e'\.  Mener  par  ce  point  ir,  e)  un  plan  tangent  au  par.ib  )loiile  donné  ;  point  de  contact  Ombre  portée  par 
le  |)ar.iboloï  le  sur  le  plan  horizontal,  les  rayons  lumineux  émanant  de  le,  e')    Plan  polaire  de  (c,  é  ). 

5980.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  de  i)lan  directeur  horizontal  délini  par  deux  droites  de  front.  Mener 
au  paraboloïde  un  plan  tangent  [laralltde  à  un  plan  donné. 

5931.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices  quelconques. 
Trouver  l'axe  et  le  sommet  de  la  surlace. 

5932.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  de  plan  directeur  horizontal  par  une  génératrice  verticale  et  une 
autre  quelconque.  Intersection  de  ce  paraboloïde  par  un  plan  de  bout  P'. 

5933.  —  Mener  par  une  droite  un  jdan  (|ui  coupe  un  paraboloïde  hyperbolique  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

5934.  —  On  donne  un  paraboloïde  hvperbolique,  dont  un  ydan  din-cteur  est  le  plan  horizontal,  par  deux  génératrices 
[ah,  a'b'\,  [cd,  c' d').  On  donne  ensuite  une  droite  horizontale  11,  H'.  .Mener  par  celle  droite  un  plan  tangent  au  paraboloïde 
doiuié. 

5935.  —  Une  droite  variable  s'appuie  sur  trois  droites  données  (dont  l'une  est  verticale)  et  engendre  une  surface.  Con- 
naissant la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  surface,  trouver  sa  projection  verticale.  Génératrice  parallèle  à  une 
génératrice  donnée. 

5930.  —  Intersection  d'un  paraboloï  le  hyperbolique  de  plan  directeur  horizontal  délini  par  deux  génératrices  et  d'un 
cylindre  de  bout  dont  la  base  est  un  cercle  donné  du  plan  vertical. 

5937.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  à  [«lan  directeur  horizontal  ;  une  génératrice  est  verticale  et  l'autre 
génératrice  donnée  est  (|uclconque.  Intersection  avec  une  si)hèie  doiniée. 

5938.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  le  plan  directeur  est  un  plan  vertical  P  et  défini  par  deux 
génératrices.  Intersection  de  ce  paraboloïde  avec  une  sphère  donnée. 

5940.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  à  F)lan  directeur  horizontal  délini  par  deux  droites  (A,  A'),  (B,  B'), 
puis  un  paraboloïde  de  révolution  d'axe  de  bout  (Z,  Z),  dont  le  sommet  (s,  :')  est  dans  le  plan  vertical.  Intersection. 

5941.  —  On  donne  deux  paraboloïdes  hyperboliques  avant  comme  plan  directeur  commun  le  plan  horizontal;  le 
premier  est  délini  par  deux  droites  quelconques  (.\,  A),  (li,  B'i,  le  second  par  une  verticale  et  une  ligne  de  front.  Inter- 
section des  deux  surfaces. 


QUESTIONS  PKUPOSÉES 


2006.  —  Etant  doiint!  un  leclaii^le  ABCD,  on  considère  l'enveloppe  des  droites  qui  partagent  l'aire  de  ce 
rectangle  dans  le  lapport  k,  et  l'on  demande  d'étudier  les  lormes  prises  par  celle  enveloppe  quand  k  varie  de 
0  à    -1-00  . 

Evaluer  l'aire  comprise  à  l'intérieur  de  la  courbe  l'ermée  qui  forme  l'enveloppe  cherchée. 

Quelles  sont  les  dimensions  du  rectangle  d'aire  minima  circonscrit  ii  celle  courbe  et  celles  du  rectangle 

d'aire  maxima  '? 

A.  S.\i.\TE-LAi;cii. 


2007.  —  Uésoudre  Ictiualion 


cos  2a;-|- cos  ,'  —  1  =  sin— -■ 


X 


En   formant  l'équation  en    sin  —,    constater  que   celle  équation  du  4'^  degré  a  pour  racine     sin  —  =1 
{x  —  180"),     et  calculer  les  trois  autres  racines.  E.  N.  B.\risien. 


BAR-LE-DDC.    —   IMP.    COMTE- JACgUK  1. 
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REVUE    DE    MATHÉMATIQUES   SPECIALES 


PREMIERE    PARTIE 


FOKMULb:  [)\i  TCmiBlTClŒFF 
par  M.  A.  Sainte-Laguë,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


Le  calcul  d'uiie  intégrale  définie  se  rainrne  en  pratique  à  l'évaluation  de  i'aiio  d'un  trapèze  nii.xli- 

ligne  tel  que  ABB'A'.  Parmi  les  formules  d'approximation  qui  permettent 
d'évaluer  celle  aire,  il  y  en  a  une  plus  précise  que  toutes  les  autres 
pour  des  calculs  de  même  longueur:  c'est  la  formule  de  Tchéhiicliell". 
Divisons  .\A'  en  deux  parties  égales  par  le  point  0,  et  posons 
OA  =  OA'  =  a  ;     portons,  de  part  et  d'antre  de  0,  des  abscisses 

a  =  OP  =  OP'  =  0,^67  fl,  i  =  OQ  =  on  =  0.'ti2'/, 

v=  011=  OR  =  O.HfiBrt. 

Désignons   par    y^,  y\,  y-.,  y'-.,  y^,  y\  les  six   oidonin'cs    cnnt'Sh.in- 
dantes. 
1/aire  à  évaluer  est  approximativement 

S  =  -3-  (!/a  +  y'.  -H  î/s  +  î/'?  -^  ?/y  +  ?/t)- 

On  obtient  celte  formule  comme  il  suit  :  (') 

Nous  supposerons  pour  simplilier  que     OA  =  OA'  =  a     est  l'unité  de  longueur.  Nous  allons  mon- 
trer ({ue  la  formule  de  Tcli<'l)ilchell'  est  rigoureuse  pour  toutes  les  courbes  d'équation 

y  =  A  4-  Bx  H-  Cx-  -+-  l)x^  -+-  Ex*  -h  Vx^'  -+-  Cix'', 

paraboles  du  sixième  ordre,  dont  ré(jiiation  ne  cliant^'e  pas  de  loi  iii'-  pour  toulf  translation  dos  axes  ou 
pour  toute  homotbétie  de  centre  arbitraire.  Ces  courbes  c.omprt'iment  toutes  les  paraboles  dordro  moin- 
dre, en  |)arli(ulier  les  paraboles  cubicjues,  les  paraboles  du  second  degré  et  les  droites  du  plan  ;  ilsunU 
en  ell'et  d'annuler  les  derniers  cocf(i(;ients. 

l/aire  limitée  par  une  telle  coui'be  eniri-  les  ordonnées      -    1     <'t       il     st»  déduit  de  lintéjfrale  in- 
(h'finii' 


.1-  .t'  .r^  x"  X* 

Ax  4-  B  —  hC  —  -I-  1)  --  -t-  E  —  4-  I"  — 

ti  .{  ï  5  t» 


X' 


Ou  trouve  ainsi 


S  =  2(A-^^-4-y 


t) 


(1)  Nous  ne  connaissons    pas  la  .tîmonstralion  de  IVJit'Iiitcii.ir  :  il  i-st  tr.\s   pro|.nl>lo   .|uVII.'  «««t   analogue  A  clic  <|Ul  p«I 
'tonnée  ici. 
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Cherchons  d'autre  part  6  abscisses  a,  — a,  ^,  — ,i,  y,  — ■;,  telles  que  l'on  ail,  quels  que 
soient  les  coefïicients  A,  B,  G,  D,  E,  F,  G,  la  même  valeur  pour  S,  en  prenant  le  produit  par  2  du 
sixième  de  la  somme  des  ordonnées  correspondant  à  ces  abscisses,  c"est-à  dire 

S  =  -^{y,  -h  /A  ^  ?/?  +  './'',  +  2/r  H-  .V'r)  =  ~  (2A  +  2Ca^  +  ;2Ea^  +  2Ga''  -h  2A  +  2Cfi-  -^  2Ep'  -j-  'iGp' 

4-  i  A  H-  ->Cy-  -h  2Ey'  -h  2Gy'J 

=  -P    3A  +  C(a^  -^  |i-^  H-  Y^)  -^  E('/  -+-  3'  +  Y*)  +  <j(=''  -H  3^  -f-  y^)'  . 

L'identification  des  deux  valeurs  de  S  n'est  possible^  quels  que  soient  les  coefficients,  que  si  l'on  a 

3  3  3 

a?  4-  B'-  H-  v2  =  _  =  1 ,  a'  H-  ^*  H-  f  =    j- ,  aS  +  ^6  -(-  yS  =    1-  . 

S  o  / 

On  voit  que  les  nombres  a^,  i^,  y^  sont  racinos  d'une  équation  du  troisième  degré  qui,  tous  calculs 
laits,  est  la  suivante  :  lOoX^  -  lOoX-  +  21X  —  I  =  0. 

Le  calcul  de  a,  S,  y  donne  précisément  les  valeurs  ci-dessus  : 

y.  =  0,267,  ?  =  0,422,  y  =  «'«"'R, 

à  un  millième  près. 

La  démonstration  qui  précède  suffit  à  montrer  la  supériorité  de  cette  méthode  sur  celles  des  trapèzes 
ou  de  Simpson,  qui  ne  donnent  des  résultats  exacts  que  pour  la  ligne  droite  ou  la  parabole  du  second 
degré.  D'ailleurs  la  méthode  de  Tchébitcholf  peut  évidemment  donner  une  approximation  aussi  grande 
qu'on  le  vt>ut,  tout  comme  les  autres  méthodes,  car  il  suflit  de  découper  AA'  en  segments  égaux  et 
d'appliquer  cette  formule  à  chaque  segment. 

!^]n  pratique  la  méthode  de  Tchebitcheff  donne  pour  six  ordonnées  des  résultats  aussi  exacts  que 
la  méthode  de  Simpson  pour  dix  ou  douze  ordonnées. 


l-niATlOX  TANilKNTlKLU-:  D'UN   CONUinK 
par  M.   R.  Blum,   professcm-  a  Douai. 


On  i)cul  obtenir  très  simplement  l'équation  tangenti<>lle  d'un  conoïde  admotiant  pour  plan  directeur 
le  plan  des  xy  et  i)our  direct rice  l'axe  des  z. 

L'équation  ponctuelle  d'un  tel  conoïde  est,  avec  ces  axes, 

/'  ?/ 


(1)  -  =  /■.. 

X 


Un  plan  de  coordonnées  langentielles  u,  o,  //',  h  sera  tangent  a  la  surface  au  point  x,  »/,  :,  t,  si  on  a 

'  \  .r  /      X-  '  \  X   '      X  '  \  X  / 

On  obtient  alors,  eu  éliminant  .r,  y,  z,  t  et  À,  l'équation  tangentielle  du  conoïde 


(2)  _JL  =     '        " 


Il  sullit  donc,  pour  passer  de  l'éciuation  ponctuelle  à  l'équation  tangentielle,  de  remplacer     —    par 

h              XI                    u  .  .  , 

—      et  -^    par >     ou  encore  de  remplacer  x,  y.  :,  l  par  i"^     — «,     h,     — w. 

IV  X  V 

Exemples.  —  i"  Paraboloide  hyperliolique . 

z  ax  -\-  ôy 

Equation  i)onctuelle  :  —  =  — ; rj—> 

^  '  t  a'x-^b'y 


EQUATION  TANGENTIELLE  D'UN  CO.NOÏDK 
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Équation  tangentielle 

2°  Cytindroïde. 
Équation  ponctuelle  : 
Équation  tangentielle 


av  —  bu 

a'v  —  b'u 


h(u^  -t-  V-)  =  giv{u^  —  v^). 


D 


d 


=£0. 


Généralisation.  —  D'une  manière  plus  générale,  soit 

R  /Q 

(3)  Y  =  Kf 

i'équation  d'une  surface  réglée  dont  les  génératrices  rencontrent  les  droites  U  et  A,  dont  les  équations 

sont 

P  =  UiX  -+-  biy  H-  c,z  -hdil  =  0,  (  R  =  a^x  +  b^y  h-  C32  h-  d^i  =  0, 

Q  =  a^x  H-  b^ij  -I-  CoS  H-  ^2^  =  0;  (  S  =  ai,x  h-  bi,y  4-  c^z  -\-  dil  =  0. 

On  suppose,  bien  entendu,  que  D  et  ^  ne  se  rencontrent  pas;  on  a  donc 

(Il  bi  C|  t/| 
(12  b>  Ci  do 
a.i  b:i  C3  di 
a.     bi     Cl     ^4 

Faisons  la  transformation  de  coordonnées  fournie  par  les  formules  suivantes  : 

X  =  Oix  -+-  byy  -\-  c,:  -h  dit, 
Y  =  a^x  -h  b^y  H-  c^z  -f-  d^l, 
Z  =  a^x  4-  63J/  +  C3Z  -I-  dj, 
T  =  c/i-r  H-  biy  -\~  c.z  ~-  dj. 

Si  M,  u,  <t',  A  sont  les  coordonnées  tangentielles  d'un  plan  dans  le  premier  système,  si  U,  V,  W, 
H  sont  les  coordonnées  tangentielles  du  même  plan  dans  le  second  système,  on  a  entre  u,  v,  tr,  h, 
U,  V,   W,  H  les  relations  (Ai,  Bi,  C|.  D,,...   sont  les  mineurs  de  d  relatifs  à  ai,  6,,  c,,  (/i,...): 

U  =  wA,  -+-  l'Bi  -+-  wC,  -^  //Di, 
V  =  uAî  4-  uB.  -f-  /rCo  -+-  //!),, 
W=  uAjH-  yBa  +  n'C^-hliD,, 
H  =  «A4  -+-  vbi  -+■  icCi  H-  AD4. 

Or  l'équation  (8)  se  transforme  en  l'iMpialion 
et  l'équation  tangentielle  de  cette  suifaco  dans  ce  système  est 

W        V     V  ' 

huuc,  on  faisMul  la  tiansfoi  iiialioii  iiivcise,  l"équatit)n  tangentielle  de   la  suifaco  dont  l'équation  (")  osl 
rtMiualioii  ponctuelle  s(>ra 

uA«-hoB4H-/t'C4-f- AD*    _     /       mA,  h-  vB,  -t-  »  C|  H-  AD, 
iTj"  "~  °\       uAj  -I-  l'Bo  -4-  M'C.j 


W 


UA: 


yB, 


/"C:,-|-/'D, 


Al). 


) 


Kemauoiik.  —  Si  les  (Miualions  (3)  et  (i)  sont  algébri(|Uos  et  si  on  les  met  sous  forme  entière, ces 
(i<»ux  é(iuati()ns  regardécîs,  rmic  comme  fonction  de  .r,  7,  :,  /.  l'aulre  romnu'  fonolitindo  m,  e,  u-,  h,  sonl 
du  môme  degré,  et  on  a  ain^ti  le  lln'orènie  suivant  (cas  particulier  d'un  thoor»"ine  plu»  général)  : 

(t  Lue  surfitcf  (ihirluKjUf  réylee  (jui  adnnt  dctt.t  diicclrirt's  rectiliijnvs  n  une  ciasse  égale  à  son  ordrt,  • 
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Ce  théorème  est  presque  évident  géoinétriquemeril.  Kn  efTet  les  plans  tangents  menés  par  une  droite 
A,  quelconque,  k  la  surface  considérée,  sont  les  plans  déterminés  par  la  droite  A  et  les  génératrices 
passant  par  les  points  d'intersection  de  A  et  de  la  surface. 


ÉCOLE   I>()LYTECIINIQUE 
Concours  de  1911. 


1947.  —  On  donne  ii-qualion  diffêrenlklle 

où  a    cl    h    désignent  deux  conslanlex  réelles. 

I.  Trouver  une  série  entière     )>o  H- À|X  4- )o '--+-... ,     qui  vérifie  l'équation  (l)   et  s'assurer  quelle  est 
convergente  . 

II.  Constater  : 

'\°  Que  les  coefficients    À„   et    \   demeurent  orhitraircs ; 

'îL''  Que  la  série  peut  s'écrire     l„o{x,  a,  h) -\-'/./^  x,  n,  h),     o    et   •!/   désignant  deux  séries   entières  eu   x 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de   a  et   b  ; 
3"  Que  ces  fondions  satisfont  à  l'équation  (1); 

4"  Que  leurs  dérivées    oî  et   (!/x    satisfont  chacune  à  une  équation  de  même  forme  . 
m.  /'exprimer   o'x,  a,  b)    et   •y(x,  a,  b)   en  fonction  de     o(x,  a,  b  —  1)     et     '1>(t,  a,  b  —  1). 

IV.  Quand   b    est  un  entier  positif,  suivant  qu'il  est  pair  ou    impair,   la  série    ^    ou  •!/   devient  un 
polynôme. 

V.  Discuter,   d'après   le  signe  de   a,    la  réalité  des   racines  de  ces  poh/nomes    o    ou   '\    suivant    la 
parité  de    b. 

Si  on  pose 

y  =  l^  -f-  X,x  -h  liX^  -h  . . .  -+-  \iX"  -4-  . .    , 

on  a  ?/'  =  '■!  -+-  2Xj,T  -f-  .  . .  -h  ?/À„.r"-'  -+-.... 

y"  =  -2Xj  -h  3  .iiXar  -h  .  .  .     H  n{n  —  1  )X„.r"   '■'  -^  .  .  . , 

et,  en  écrivant  (\\ie     ay"  —  xg'  -+-  bg     est  identi(|uenienl  nul,  on  obtient 

b\  -f-  -ial.;,  =  0, 

{b  —  l)>,-h3.-2À30  =  0, 


(n  -+-  '^){n  +  1  )rtA„^,  -H  (6  —  n)i„  =  0. 
Ceci  nous  donne  de  suite  la  loi  de  succession  des  coellicients  : 

^■' ~         a    ■    {.2'  ^''  2.3       "a'  ■■"  ^"-^-  („^i)(„_H2)    ■    rt' 

Par  conséquent,  en  parlant  de  >o,    on  pourra  calculer  tous  les  coellicients  d'indices  pairs,  tels  que 

^4,  ^G.  ..-thn',     et,  en  partant  de    À,,    on  pourra  calculer  tous  les   coellicients  d'indices    impairs,   tels 

que  A3,  X5,  . . . ,  k2,l_^_^.     On  aura  ainsi  successivement 

2n  —  2  —  6       >.,„_o 


(2»  —  1  yin  a 

<^n  —  i  —  b  Xj,,^ 

(2n  —  3)(2»  —  2)  "  ~a" 
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1    _  ^'  '« 

_  l,i^  _  ^)f  4  _/,).. .  (2«  —  'i  —  b)      ).„ 

d  où  A,„  = -— — ■ 

2n  !  a" 

2n  -  i— ^        >,„_, 


De  mémo,  >-2n+i  = 


et  ).,„,,  = 


2n(--'»-hi)  « 

2n  -  3  —  /y 
(2n— !2)(2»  —  1) 

1  —  /y  À, 


2 . 3  a 

(1_6)(;3_^)  ...(2n  — 1— 6)       "/, 


f^in  4-  I  )  !  a» 

Nous  li'ouvons  bien  ainsi    pour    y    une  série  de  la  f'oime      /jCi^r) -(-/.,<l/fx'),     où     ç(x)     et     iCal 
désignent  les  deux  séries 

,   ,        ,  b     x2         è(2  _  6)  /  ar^  \  2  6(2  -  6).  .  . (2n  —  2  -  6)  /  a-^  y. 

■^■"^  =  ^-r7T — 4!— (— ) ^;n (— ,)-^-' 

'^   '         1  3!        «  ■)!  ,r-  (2n-f-l)!  u" 

'■In 2  —  b        X- 

Dans  la  première  série,  le  rapport  d'un  ternie  au  précédent  est    — — - —  • et,  dans  la 

^  '  1  t  1  (9„  _  i)2n         a 

'in—  l b      x^ 

seconde,     — — -•  •  — ;     il  a  donc  pour  limite  U  quand  /;  augmente  indéliniment.  Par  consé(iuent. 

2n(2?î  -h  1  )       n  ^  ^  " 

les  deux  séries  sont  convergentes,  quel  que  soit  x,  et  chacune  d'elles  représente  et  délinit  une  fonction 

pour  toutes  les  valeurs  de  x,  c'est-à-dire  dans  tout  intervalle.  Ces  fonctions  sont  continues  et  pourvues 

de  dérivées  :  elles  satisfont  évidemment  à  l'équation  diflerentielle,  d'après  la  manière  même  dont  elles 

ont  été  trouvées;  et,  par  suite,  la  fonction     )-o'f(a)  +  ^^'i'\>(x)     y  satisfait  aussi,  quels  que  soient  )o  Pt  ), 

Les  dérivées  de  ces  séries  sont 

b  //(-2  — 6)a.-»  6(2  — /;)... (2n-  2— />)   x»"-' 

o'ix,  a,  b)  = x — — — — •■•' 

'  ^   '    '    '  a  3  !         a-  (2n  —  1)  !  u" 

,      i  —  b  x'      (1  -  b)i:i  —  b)  x' 

2  !        <i  I-'  (i- 

Mous  voyons  donc  immédiatement  que 

'y',(x',  (I,  h)  =  o(x,  rt,  b  —  1),  et  K{^t  a,  b)  = •l{x,  a,  b  —  !). 

Quant  au  fait  que  les  dérivées  de  cç-  et  de  'l  satisfont  à  une  équation  différentielle  de  intMue  forme 
il  s'nperçoil  immédiatement  en  dérivant  une  f<ns  l'éijuation  proposée  ;  on  trouve  ainsi  : 

ay'"  —  xy"  -+-  (b  —  l)y'  =  0. 

Dès  lors,  en  appelant  z  l'une  des  dérivées  o'  ou  'V,  on  a  la  relation 

az"—xz'-h{b—  1):  =  0, 

ce  qui  est  bien  une  (''(|iialion  dillérc  iiliclie  de  même  foiine  (|U('  la  pioposée  ;  elle  n'en  difTèie  (jue  par  le 
changement  de  b  vu  b — I.  Tous  ces  résultats  se  compicleiil  nuiturll<Mn(  ni  il  le  diMuier  que  nou> 
venons  d'obtenir  ('\pli(|ue  le  piH'cédent. 

Ouand  b   désigne  un  nombie  entier  pair,  2»,  le  coeflicient  duleiiut'en        —  )  est  cml  et  tous 

'' 

les  suivants  le  sont  au.-si  dans     <f^.r,  a.  b    ;     donc  celte  st ne  se  réduit  à  un  polM>eme  entier  de  degré 
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2n,  qui  est  du  degré  »  en    ( — ■)» 

_  2n     x'        ^n(2n -2)  f  x'- Y  ,^      ^^^  2n(in —  2)  ...  i—'i) 


-f-  -  «r  -^ :r-' — 

2n  .  \  a  J 


\  .t    a  4  :  \  n 

Quand  b  désigne  un  nombre  entier  impair,     2)i  —1,     c'est  la  série  L  qui  se  réduit  à  un  polynôme 
entier  de  degré     2n  —  1 , 

2/?-2    a:^         (2n  —  2)(-2h,  —  i)    x'  ^   l—])"^'   (2n  -  2)^2»  —  4)  ...  (-  2)    x'-"  ' 


•  ~  3  !  a  o  !  a-  '  2»  —  -2)  !  a"   ' 

Pour  les  valeurs  négatives  de  a,  tous  les  coeilicients  ont  le  même  signe,  et  il  est  évident  que  le 
polynôme  «  a  toutes  ses  racines  imaginaires  et  que  le  polynôme  <]'  n'a  pour  racine  réelle  (pie  le 
nombre  0. 

Si  a  est  positif,  au  contraire,  chacun  des  polynômes  n'a  que  des  variations  et  il  peut  avoir  toutes 
ses  racines  réelles.  Il  est  facile  de  voir  d'abord  qu'au  début  toutes  les  racines  sont  réelles.  Si  on  fait 
n  =  1  dans  a-  ou  n  =  2  dans  <\i,  c'est  évident.  Admettons  que  cela  soit  vrai  pour  une  valeur  quel- 
conque de  n  et  vérifions  que  c'est  vrai  pour  la  valeur  suivante. 

Prenons  d'abord  ».  L'é(piation  différentielle  devient,  en  gardant  la  notation  Ij,      b  —  2n), 

—  h-flx,  a,  b  —  2)  H xi'ix,  a,  b  —  [) -+-  ho(x,  a,  b]  =  0. 

Le  polynôme     •]/(.r,  a,  6  —  1)     admet  la  racine  0  et     n  —  l     racines  positives  par  hypothèse 

Le  polynôme  o[x,a,b — 2),  qui  est  la  dérivée  de  'l(n,  (t^  b —  {),  admet  h— 1  racines  posi- 
tives, Si,  [i2,  . .  .,  p„._i,  comprises  dans  les  intervalles     (a„  a,^,), 

Pour  0  il  est  positif;  pour  ot,,  négatif;  pour  r.,,  positif,  etc. 

Donc  si  (jn  substitue  les  nombres  0,  a,,  ï.,  ...,i„  i,  qui  annulent  •lix,a,h—  1),  dans 
o(x,  a,  b),  on  aies  signes  -f-,  —,  -(-,  —,  etc  .  .  (  —  1)"^';  d'autrepart,  -h  x  donne  le  signe 
(le    (  —  1)".     Donc  toutes  les  racines  de  «p  sont  r ''elles,  les  n  valeurs  de  x'  étant  positives. 

On  procédera  de  même  pour  '^{x,  a,  b),   on      h  =  "in  —  I. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Dki'krrois,  à  Cliartres  ;  A.  Uousseau,  à  l'ournes-en-Weppes  ;  Jean  deBACuoin  ;  G.  I-ach,  à  Hodez  ; 
L.  Pkrrih,  a  Sainl-I'ltienne. 

Assez  bonnes  solutions  :  .MM.  Soibaicnk,  à  Mont-de  Marsan  ;  F,  Mabcanh,  école  des  .Anglais,  à  Lyon  ;  A.  Coi'nrois. 


1948.   —  On  donne  Irais  n.cex  de  coordonnées  rectanquldires   ()x,  Oy,  ():. 

1"  Trouver  les  équations  de  la  parabole  (P)  qui  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

Son  foyer  a  pour  coordonnées  x  =  1,  ;/  =  0,  2=0;  son  axe  est  parallèle  à  Oj/ ;  elle  passe  par 
0;  enfin  elle  tourne  sa  concavité  vers  les  y  positifs. 

2''  Montrer  qu'à  chaque  point  M  de  l'espac  correspond,  en  yénéral,  un  point  R  de  l'axe  Oz  et  un 
seul.,  autre  que  0,  tel  que  la  droite  MR  rencontre  [P). 

Calculer  OR  en  fonction  des  cordonnées  de  M. 

'^'^  Parmi  les  droites  MR  ainsi  définies,  on  considère  celles  qui  sont  parallèles  au  plan  z  =  Ix.  Trouver 
et  étudier  leur  lieu  géométrique. 

4°  On  imagine  que  M  soit  la  position  d'un  point  matériel  libre  de  masse  égale  à  l'unité  et  que  le  vecteur 
MR  représente  la  force  unique  qui  agit  sur  lui. 

Que  peut-on  dire  du  mouvement  projeté  sur  le  plan  xOy  '■' 
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Que  peut-on  dire  du  mouvement  lui-mt''me  quand  la  vitesse  initiale  de  M  est  dans  te  plan  MOc  ? 
5"  Faire  l'étude  complète  du  mouvement  avec  les  conditions  initiales  suivantes  : 

Coordonnées  du  point  M  ;     x^  =  —  2,     j/o  =  0.     Zo  =  0  ; 

Projections  de  sa  vitesse  :     xi  =  0,  j/ô  ^  0,     c,',  ^=  3. 

1.  Le  foyer  ayant  pour  coordonnées  1,  0,  0  el  la  directrice  étant  parallèle  à  Ox,  la  parabole  a  pour 
équation  {x  —  if -\- y' =  {y -^ 'if . 

D'autre  part,  elle  passe  ii  l'orij^ine  ;  donc     p^  =  1,     j3  =  ±  1. 
Si  nous  prenons     ^  =  I,     nous  avons  l'équation 

x'^  =  2(a- -+-!/), 

dont  le  paramètre  a  pour  valeur  algébrique     -+- 1  ;     c'est  donc  bien  la  parabole  demandée  ;  d'ailleurs  les 

i 
coordonnées  du  sommet  sont     x  —  \,     y  —  —  —  ?    ce  qui  fournit  encore  une  vérilication. 

2.  Appelons  a,  p,  y  les  coordonnées  du   point  M  et  z„  l'ordonnée  du  point  R  :  la  droite  .MR  aur;i 

X  —  a         >l  —  P  ^  —  '{ 

pour  équations  =  - — - —  =  , 

=>■  ?  T  —  =0 

et  si  nous  écrivons  qu'elle  rencontre  la  parabole  nous   aurons  So-   Appelons    p    la    valeur  connn  une  des 

rap[)orts;  nous  avons     r  =  a(l  +  pj,     y  =  P(i  -\-  p),     et 

a2(l  -h  0)2  =  '2a{{  +  p)  +  2S(1  -h  ?), 

équation  qui  nous  donne     p  =  —  1,     (jui  correspond  à  l'origine,  et 

2a  H-  23—  a2 

x\i  -+-  p)  =  2a  -^  2p,  p  =  ^ 

a- 

Or,  pour  le  point  de  rencontre  avec  la  parabole  (P),  z  est  nul  ;  donc 

Y  2a  -H  2p  —  a-' 


P  = 

Y  — So  a- 

(2a-f-2p)Y 


et,  par  suite,  Zo        ^^_^,^_^. 

Telle  est  la  valeur  de  OR. 

3.  Pour  que  la  droite  MR  soit  parallèle  au  plan     z  =  Lr,     il  faut  que 

(t  —  =o)  =  l^  ; 

—  Y^" 

or    Y  —  -0    est  égal  à — --;     l'équation  du  lieu  est  donc 

2a  -h  2[î  —  a^  ^ 

_Ya2  =  /a(2a-|-2^  — a*), 

ou,  après  suppression  du  facteur  a,  ay  =  /(a^  —2a  —2'^). 

Ceci  est  le  lieu  du  point  a,  p,  y;  mais,  comme  le  point    a,  ^,  -f  pst  un  point  quelc<inque  de  la  droite 

MR,  c'est  bien  le  lieu  de  celte  droite  elle-iniMne.  Ce  lieu  est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Y  a* 

4.  Les  composantes  de  MR  sont    0  —  a,    0—^,     -o  ~  Y-     c'est-à-dire     —a,     —  i,      -^^ — -: 

les  équations  du  mouvement  sont  donc 


d'<x  d-'^  d^  Y» 


=  —  a. 


-7:^=  -  ^, 


df'  '  rf/»  ''  (//-  2a  -+-2fJ  -  a» 

Sur  le  plan  des  xy,  le  mouv(Mnont  est  produit  par  une  force  centrale  attractive,  égale  à  la  distance 
du  point  VI  à  l'origine.  C(î  niouNonieui  est  dune  un  niouNcuuMil  vibiali)ire  ellipliqur.  Quand  In  vitesse 
initiale  est  dans  le  plan  MO:,  le  mouvrmcnt  est  plan  el,  sur  le  plan  dt^s  jj/,  c'est  un  mouveinonl 
vibraloiie  simple  (|ui  s'etlectiie  sur  la  trace  horizontale  mi)  du  plan  .MU:. 

5.  Les  coordonnées  du  point  a,  j5.  y  en  fonction  du  temps  sont 

a  =  Acos  /   (  A'siii  /,  ^  =  ii  cos  /  -+-  R'sin  /. 

En   tenant  compli»  des  circonstanct's  initiales  du  mouvcnienl,  on  a       x  =  —  tcosi,      ^  =  0;     la 
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troisième  équation  différentielle  devient 


dt^         —Aco&t  —  Acoa'^t 


d'^'(  cos  / 

ou  — -  -+-  Y =  0 

dt^        '    1  -h  cos  t 

Cette  équation  admet  la  solution  évidente     y  =  1  -h  cos  l     et  elle  s'intègre  en  posant 

Y  =1  ;  (1  4-  ces  t). 


Nous  avons  ainsi 


et  l'équation  devient 


-— —  =  z"  (1  +  cos  0  —  -='  sin  t  —  z  cos  t, 
dt- 


'({  -4- cos 

i)  =  22' sin 

i. 

=  — 

2  - 

(1  H- cos  t)' 
1  H-  COS/ 

•' 

L  ■ 

1 

(1  H-C0S/j2 

C 

G 

(1  + 

■  cos  ^)2 

...  l 

Ceci  peut  s'c'crirc 


,       Cdt    ^"^T-^^"''T 

dz  =  


4  / 

cos*  — 

C  /        <         ^^'  ^ 
Par  suite  :  =  — \  tg f ^  /  -hC 

2  \  °   ^  3 

D'autre  part,  1 -h  cos  <  =  


'-'.=  4 


par  conséquent 


T  = 


c.(3tg  j-^tg^-i)  ^c; 


i^tg^^ 


C,  et  C,'  étant  d'autres  constantes;  C  est  égal  à  trois  fois  la  constante  C,. 

Au  temps     /  =  0,     7  =  0,     y'  =  3.     La  constante   C,'  est  donc  nulle. 

I^^n  outre  Y  =  ;(l-hcosn,  /=='(*+ cos  <)  —  =  sin  <  ; 

3                                                      C 
z'  est  donc  égal  à  —  pour     /  =  0.     Or     :'  = -;     par  suite,  pour     /  =  0,     G  =  6,     C,  =  i. 

z  (1  -H  cos  1)^ 

La  valeur  de  y  est  donc 

3t^^|-+-tg4 


*+^c-'^- 
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Les  équations  du  inouvernent  sont 


a  = —  2  cos  t. 


et,  comme 


p  =  0, 


cos^  = 


,,  —  9 

3 

t               t 

tg  T  +  ^g'  7 

1          "* 

l4-tg^i 

l  +  tg2 
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nous   avons 


a  =  — 2 


3u 


en  posant 


^  =  tg- T' 


Le  mouvement  total,  s'il  est  possible,  est  un  mouvement  périodique 
de  durée  2-  et  la  trajectoire  est  une  cubique  unicursale,  dont  réquation 
cartésienne  est 

f(x  _  2)  -h  (a  ^  2)(4  —  a;-  =  U, 

et  dont  la  forme  est  immédiate. 

Quand  t  part  de  0,  le  mobile  part  du  point  A(a  =  — 2,  ■/  =  0)  et 
il  parcourt  l'arc  ABC  avec  une  vitesse  qui  croît  indéfiniment.  Le  niubile 
serait  àTinOni  au  temps  t  =  t^  ;  par  conséquent  le  mouvement  ne  peut 
réellement  se  produire  que  du  temps  /  =  0  au  temps  /  =  -  —  :  et 
le  mobile  parcourt  alors  l'arc  ABC  depuis  A  jusqu'en  un  point  très 
éloigné. 

Nule  de  la  RédacLion.  —  La  méthode  que  nous  publions  est  celle  (jue  nous  ont  envoyée  tous  nos 
correspondants.  Elle  présente  toutefois  un  inconvénient,  celui  de  conduire  à  une  équation  dillérentielle 
du  second  ordre  que  l'on  ne  peut  intégrer  qu'en  se  servant  d'une  solution  particulière  ;  cette  solution  est 
évidente,  c'est  vrai,  mais  elle  peut  n'être  pas  aperçue  par  un  candidat  et  ceci  donne  à  la  méthode  un 
caractère  un  peu  artificiel. 

On  peut  éviter  cette  difliculté  en  remarquant  que  la  force  MH  est  centrale  et  passe  par  le  point 
X  =  2,  ]i  =  0,  3  =  0,  où  la  parabole  rencontre  O.r.  il  n'y  a  qu';\  porter  les  axes  en  ce  point  et  se 
servir  de  l'équation  des  aires  pour  obtenir  une  équation  du  premier  ordre  (jue  l'on  sait  intégrer. 

Ikinaïques  de  M.  J .  SouOai'jnc.  —  L'équation  difléreutielle 

d^z  z  cos  t 


dl- 


-f- 


peut  s'écrire 


1  H-COS^ 


0 


(1  -H  COSO 


(/-; 


df- 


-+-  z  cos  t  =  0, 


d\  (1  -+-COS  /) 


puis 


dl 


d( 


d{z  sin  0    ^  ^^ 
dt 


On  obtient  donc  immédiatenieul  une  première  intégrale 

.  dz  ,       . 

(  I  4-  cos  t)  -r h  :  sin  /  =  L  =  l>, 


4i^ 
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et  Ton  est  ensuite  ramené  à  une  équation  différeiitielie  du  premier  ordre,  linéaire. 

L'hodoLiraphe  du  mouvement  a  pour  équatÏDiis  paramétriques 

dx        ,     . 

1  sm  l, 


dt 

dz  ^    .  /         2  -t-  cos  < 

~-  =  —  2  sm  /  tir  —  H 

dl  "  :2  t 


ou 


en  posant     o  =  tg  — 


iO 


02 


_  0*  --}-  3 


Cette  courbe  est  aisée  à  construire. 

lîonnes  solutions  :  jMM.  Ulaoijikiik-Vikii,  à  Montpellier  ;  G.  Licii,  à  Rodez  ;  J.  Souuaigné,  à  Mont-de-Mursan  ;  A.  Rousseau, 
à  Fournes-en-Weppes  ;  K.  Ausciier  ;  L.  Godillot. 


1950.  —  Applicalinn  de  la  règle  à  calcul  à  ta  fonction     y  = 


où  X  représente  le  rapport  de 


l'arc  au  rayon. 

l"  JJresser  une  Lahle  df  la  fonction  en  faisant  croître  x  de  0  à  100  grades  par  échelons  de  10  grades. 

2°  Fournir  un  moyen  d'>''tcndre  l'usage  de  la  lahle  en  dehors  de  ses  limites  et  calculer  la  table  auxiliaire 
nécessaire  à  cet  effet. 

3"  Application  :  Calculer  y  pon)'  un  arc  de^ii  grades,  au  moyen  des  df.ux  tahlrs  construites. 

1,  Nous  plaçons  dans  la  deuxième  colonne  du  tableau  ci-cuntre  les  valeurs  de  x,  exi)rimées  en  radians, 

correspoiidanl  aux  valeurs  10  grades,  20  grades,  ...  1)0  grades, 


Valeurs 

Valeurs 

Valeurs 

de  X 

de  x 

de- 

en 

en 
radians 

X 

f^rades 

sin  X 

0 

0 

\ 

10 

0,157 

1 ,  00  '. 

20 

(),3i4 

lOKi 

30 

0,471 

1.037 

iO 

0,028 

1.1)08 

îiO 

0,785 

J,  115 

00 

0,012 

l,H\i 

70 

1 ,  090 

1,233 

80 

1 ,  2ot) 

1,32 

00 

1,413 

1,43 

100 

1,57 

1,  57 

N'aleuis 
de 


20,  I 

10,1 
0,91 
5,34 
'h  41 
3,88 
3,52 
3, 30 
3, 18 
3,14 


100  grades.   Comme    -    correspond    à   200  grades,     — —    un 

0,lo7   correspond    à    10   grades,       0,157x2       ou     0,311    à 
20  grades,  .  .  .  etc. 

T 

Cela  l'ait,  i)our  calculer  la  valeur  de    — conesiiondaut 

si  ni' 

à  l'une  lies  valeurs  de  x  de  cette  colonne,  nous  prenons  la 

valeur  de  x  sur  l'échelle  supérieure  de  la  régie,  et  en  face  de 

ce  nombrt'  nous  amenons  le  Irait  de  l'échelle  des  sinus  ([ui  cor- 


respond à  l'angle  X  (eu  degrés).  Le  quotient 


sera  lu  sur 


la  graduation  supérieure  de  la  régie  au-dessus  du  trait  1  de  la 
réglette. 

Nous  obtenons  ainsi  la  troisième  colonne  du  lableau. 

2.  Pour  étendre  l'usage  de  la  table  en  dehors  de  ses  limites. 


il  sullit  de  former  une  nouvelle  table  donnant  les  valeurs  de 


sm  X 


Pour  cela,  au  moyen  de  la  règle, 


nous  diviserons  le  nombre  -  ou  3,14  par  les  diverses  valeurs  de  sin  x,  ce  qui  nous  donne  la  quatrième 
colonne  du  tableau. 

3.  On  a    512  =  GOO  -58  =  3  x200  —  58,     et  par  suite 
arc  542r         3:^  —  arc  58^ 


sino42^ 


sin  58^ 


=  3 


sin  58- 


arc  oS- 
sin  5H^ 
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arc  o8s     ,        ~  ,       , 

l'our  calculer    — -. — — -  ei  — ^ — — —    an  moyen  des  deux  tables  nui  précèdent,  nous  admellrons  que 
sinoH^  sin  08-  i       i  ^  1 

dans  un  intervalle  de  10'''  la  variation  de  chacune  de  ces  fonctions  est  proportionnelle  à  la  variation  de  x. 
On  aura  donc,  en  désignant  par  f{x)  l'une  de  ces  fonctions, 

fiàTC  58?)  —  /"(arc  50'-^)  S 


ou 


Par  suite 


/■fnrcbO''')  — /"(arcSO^'j         10 
/•(arc  08^)  =  /Tare  50^)  -f-  0,8[/"(arc  (W)  —  /(arc  oO'-')^ 

=,  l,Ho-l-0,8(l,16't- 1,115]  =  1,154 

-^  =  /(,U4-0,8r3,88  — 4,44'  =  3,9«». 
58'= 

La  valeur  demandée  est  donc     3  X  3,ÎM) — 1,154     ou     10.8. 
Honnes  soliilions  |>rir  MM.  ('•.  I,.u;fi,  à  IJoilez  et  A.  llbujsioAu,  à  rournns-en-Weppes. 


.1.  de  BAL'DOL'IN. 


1952.  —  hlnnt  donné  un  é.chanlillon  de  trichlorure  de  phosphore  impur  cl  sachant  que  cet  état  est  dû 
à  la  présence,  dans  l'échanlillon,  de  10  pour  100  d'une  substance  élranfjère  unique,  constituée  par  un 
composé  binaiie  chloré,  on  demande  de  déterminer  la  nature  de  celte  impureté  d'après  les  considérations 
suivantes  : 

(a)  Une  certaine  quantité  de  V échantillon,  mise  en  contact  avec  une  proportion  d'eau  suffisante,  s'y 
dissout  totalement  et  la  solution  précipite  en  jaune  quand  on  la  traite  par  l'hijdro'ji'ne  sulfuré. 

[b]  Le  liquide  provenant  de  la  réaction  de  l'eau  est  chauffé  n  iJbullition  avec  de  l'acide  azotique  et 
neutralisé  ensuite  au  inoyen  du  carbonate  de  sodium  ;  l'évaporation  à  sec  fournit  un  résidu  blanc.  Quand  on 
mélange  ce  résidu  avec  du  charbon  et  qu'on  chauffe  le  tout  dans  un  tubf  à  essais,  à  une  température  voisine 
du  romje,  on  observe  qu'il  se  sublime,  sur  les  parois  du  tube,  un  corps  gris  à  éclat  métallique.  Ce  corps 
gris  possède  la  propriété  de  se  dissoudre  dans  les  hypoclilorites  alcalins. 

Après  avoir  déduit  de  ces  observations  la.  nature  de  l'impureté,  on  tn  indiqu-;ra  la  formule  et  calculera 
son  poids  moléculaire,  en  tenant  compte  de  ce  fait  que  la  densité  de  vapeur  du  f)roduit  impur,  indépendante 
de  la  température,  est  égale  à  4,88.  On  déduira  ensuite  de  ce  poids  moléculaire  le  poids  atomique  de 
l'élément  combiné  au  chlore  dans  l'impureté.  Connaissant  C''s  résultats,  on  procédera  alors,  avec  le  mélaugc^ 
aux  deux  opérations  suivantes  : 

(A)  On  prend  U)-^  du  chlorure  impur  et  on  les  met  en  présence  de  chlore  gazeux  parfaitement  sec ^  de 
façon  à  en  réaliser  la  saturation  complète, 

(H)  On  prend  à  nouveau  une  rerlaine  quantité  de  chlorure  impur  que  l'on  traite  par  de  t'i'au  ;  puis,  o 
la  soiuti(ni  ainsi  obtenue,  on  ajoute  du  chlora  le  de  potassium  en  quantité  su  ffisaate  pour  produire  une  réaction 
complète. 

Indiquer  : 

1"  Le  poids  (la  produit  résultant  de  l'action  du  chlore,  sans  tenir  compte  du  gaz  qui  pourrait ''tre  retenu 
autrement  i/u'à  l'i'-lat  de  combinaison  (opération  \)  ; 

i2"  La  nature  des  substances  en  solution  après  l'action  du  chlorate  de  }iolassium  {opération  H). 

poids  atomiqur-i  :     VA  =  35,5;     I'  =  31. 

a)  Le  trichlonirc  de  pii.>spliore  se  décompose  au  contact  de  Teau  (mi  pr.Mlui«Rnl  de?  «oi«l<»»  phospho- 
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reux  et  chlorhydrique.  Dans  ces  conditions,  l'apparition  d'un  précipité  jaune  au  contact  de  Ihydrogène 
sulfuré  peut  suggérer  les  hypothèses  suivantes  : 

l"  L'impureté  est  du  chlorure  de  cadmium  CdCP,  que  l'iiydrogène  sulfuré  précipite  à  l'état  de  jaune 
de  cadmium,  même  en  liqueur  acide. 

2°  L'impureté  est  du  chlorure  ferrique  Fe^Cr',  que  l'hydrogène  sulfuré  réduit  à  l'état  de  chlorure 
ferreux  avec  précipitation  de  soufre,  en  supposant  toutefois  que  ce  chlorure  ferrique  n'ait  pas  été  déjà 
réduit  par  l'acide  phosphoreux. 

3°  L'impureté  est  du  chlorure  d'arsenic  AsCF  que  l'eau  a  d'abord  transformé  en  acide  arsénieux, 
lequel  a  été  changé  par  l'hydrogène  sulfuré  en  orpiment  As^S^ 

b)  Les  deux  premières  hypothèses  sont  incompatibles  avec  la  suite  des  réactions  :  les  oxydes  de 
cadmium  ou  de  fer,  que  laisserait  comme  résidu  l'évaporation  à  sec  de  la  liqueur  traitée  successivement 
par  l'acide  azotique  et  le  carbonate  de  sodium,  seraient  en  effet  plus  ou  moins  fortement  colorés. 
L'arsenic,  au  contraire,  aura  été  transformé  en  arséniate  de  sodium  blanc,  en  même  temps  que  le  phos- 
phore en  phosphate  également  blanc.  L'hypothèse  du  chlorure  d'arsenic  se  trouve  confirmée  par  la 
dernière  indication  :  l'arséniate  de  sodium,  réduit  au  rouge  par  le  charbon,  dégage  bien  de  l'arsenic 
qui  se  sublime  sur  les  parois  du  tube  en  un  anneau  gris  métallique  soluble  dans  les  hypochlorites  alcalins. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  chlorure  d'arsenic  a  pour  formule  AsCP.  Soient  M  son  poids  moléculaire  et 
d  sa  densité  de  vapeur.  Le  chlorure  de  phosphore  PCP  a,  d'après  les  poids  atomiques  donnés,  pour 
poids  moléculaire  l.'57,5  ;  soit  d'  sa  densité  de  vapeur.  (]onsidérons  le  mélange  proposé  dont  100  grammes 
doivent  contenir  10  grammes  de  chlorure  d'arsenic  poui'  00  grammes  de  chlorure  de  phosphore  et  écri- 
vons que  le  volume,  à  l'état  de  vapeur,  de  ces  100  grammes  est  égal  à  la  somme  des  volumes  des 
éléments  du  mélange  : 

10        90  _    lOO 
~d~~^~d^  ~    \,HH  ' 

D'autre  part,  d'après  la  loi  d'Avogadro,  les  poids  moléculaires  M  ot  l.'JT,.-)  sont  liés  respectivement 
aux  densités  d  et  d'  par  les  formules 

M  =  28,88rf  et  137,5  =  28,88rf'. 

Eliminons  d  et  d'  entre  ces  trois  équations,  il  vient 

—  = d  ou  M  =  1 8 1 .  / 

M  28,88x1,88        137,3 

En  retranchant  de  ce  poids  moléculaire  le  poids  de  trois  atomes  de  chlore,  soil  10G,5,  on  a  le  poids 
atomique  de  l'arsenic 

As  =  75,^2. 

Nous  avons  déjà  fait  remarciuer  (V.  /ievne  de  .juillet  1911)  que  le  coefficient  28,88  avec  lequel  nous 
venons  de  faire  le  calcul  et  qui  nous  conduit  presque  exactement  à  la  valeur  bien  connue  du  poids  ato- 
mi(|ue  do  l'arsenic,  n'est  pas  tout  à  fait  celui  qu'il  conviendrait  d'employer  dans  le  cas  de  ga/c  parfaits. 

1 

D'autre  part,  il  résulte  de  la  forme  de  l'expression  de   -—    que  les  moindres  variations  de  ce  coefficient 

introduisent  des  divergences  considérables  dans  le  résultat  ;  ainsi,  en  faisant  le  calcul  avec  des  coeffi- 
cients variant,  par  exemple,  de  28,8  à  29,  on  trouve  des  résultats  compris  entre  69  et  85,3.  La  méthode 
serait  donc  très  mauvaise  pour  déterminer  le  poids  atomi(jue  en  question. 

A.)  Au  contact  du  chlore  gazeux  en  excès,  le  trichlorure  de  phosphore  se  change  en  pentachlorure 
PCP,  tandis  que  le  chlorure  d'arsenic  ne  se  modifie  pas.  Les  9  grammes  de  trichlorure  de  phosphore  se 
changent  en  un  poids  x  de  pentachlorure  tel  que  l'on  ait 

X         PCP         208.3 


9         PCP         137,5 
Le  poids  du  produit  linal  est  donc  14^,647. 


d'où  X  =  13,647. 
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B)  Au  contact  de  l'eau,  le  chlorure  do  phosphore  donne  la  réaction 

PCP  --  -àW-O  =  PO^H-'  +  :JHC1. 
Le  chlorate  de  potassiunri,  au  contact  de  l'acide  chlorhydrique,  donne  du  chlore  : 

ClO^K  -\-  6HC1  =  3H20  -+-  KCl  -f-  3C1^ 
Ce  chlore  détermine  l'oxydation  de  l'acide  phosphoreux  : 

PO^H^  -i-  Cl-  +  \V0  =  POMV^  4-  2HC1. 
Pour  avoir  la  réaction  globale,  ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié  par  3  la  première 
et  la  troisième  : 

3PCP  4-  QiV-0  +  ClO^K  -4-  KCl  =  Sl'O'^H^  -+-  OlICl. 
L'excès  de  chlorate  détruira  ensuite  cet  acide  chlorhydrique  conformément  à  la  deuxième  équation. 
Le  chlorure  d'arsenic  donnerait  lieu  à  des  réactions  analogues  et  serait  transformé  de  même  en 
acide  arsénique. 

Ilestàremarquer  que,  sans  la  présence  de  l'acide  chlorhydrique,  le  chlorate  de  potassium  oxyderait 
sans  doute  directement  l'acide  phosphoreux,  mais  il  serait  sans  action  sur  l'acide  arsénieux. 

Bonnes  solutions  de  M.  Jean  de  Baudouin  et  de  M.  !..  Simon  à  P'ourmies. 
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2008.  —  1°  Trouvor  les  courbes  intégrales  de  l'équation  dilTérentiello 

x{x  —  yy')  -h  2j/'  =:  0, 
les  Umgcntes  en  leurs  points  d'inflexion  et  le  lieu  de  ces  points.  Quels  sont  les  points   qui    leur  correspondenl 
dans  les  inverses  de  ces  courbes  par  rapport  à  l'origine  des  coonlounées  ? 

2»  On  considère  la  courbe  intégrale  qui  rencontre  Ox  en  un  point  A  bd  que  OA  =  a,  t'I  on  la  l'ait  rouler 
sur  l;i  pai-abole     y"  =  a(x  —  a).     Montrer  que  tout  poiul  de  la  droite  0.\  décrit  une  conclioïde. 

3»  Les  paraboles  ayant  pour  sommet  le  point  A  et  pour  foyers  les  diver-s  |)oints  de  la  parabole  précédente 
rc|iiésentent  chacune  à  un  certain  instant  l'enveloppe  des  tangentes  aux  trajectoires  des  dillérents  points  iluiie 
(Iroile.  Eu  déduire  l'enveloppe  de  ces  paraboles. 

BENOIT-riF.NIN. 

2009.  —  Discuter  réqualion  x'^ -\-px  +  q  —  Q.  (1) 
Soit  M   un  point  de  coordonnées  p  et  5  ;  soient  a  et  fi  deux  racines  de  l'équation  (1).  Dans  quelle  région 

du  plan  peut  se  ti-ouver  M  pour  que  a  soit  toujours  comprise  entre  deux  nombres  a  et  b,  et  ^  entre  deux 
nombres  c  et  d.  Cette  région  est  limitée  par  quatre  droites  tangentes  à  une  courbe  (<;).  Quelle  est  cette  courbe? 
Du  point  M  on  mène  les  tangentes  à  la  courbe  (G).  Elles  coupent  l'axe  îles  y  en  des  points  .\,  15,  C.  Les 
normales  aux  tangentes  en  A,  K,  C  coupent  l'axe  des  x  en  des  points  A',  15',  C  dont  les  abscisses  sont  racines 
de  l'écpialion  x'^  -\-  px  +  q  =:  0. 

(iaston  Mfac\.ms. 

2010.  —  Ou  cousidérc  (ouïes  les  (•oui(pies  (C)  conjuguées  par  rapport  à  un  triangle  0.\R  rectangle  en  0 
r(  i|iii  sont  viM's  sous  un  angle  droil  du  soinuicl  V,  ilii  rcclangh-  ('(uistruit   sur  (>.\  et  OH  l'I  oppose  à  o. 

1"  [''ornKU'  ré([uati(ui  géucrali'  de  ces  ((iniipu's  cl  trouver  le  liei;  de  leurs  reulre>. 

2"  Trouver  reu\(dop|)e  de  la  polaiie  ilii  |ioiul  C  el  le  lieu  du  |>(iinl  de  eoutael  iliiue  tangente  menée  de  ce 
point  à  la  coniipu!  variable  (C). 

:{oTroii\er  le  lieu  d'iiM  |i<iiiil  \!  Ici  (pic  |c>  |udaires  du  |Hiiut  C  pai"  rapport  aux  di'U\  coniques  qui  passent 
en  ce  point  soient  reelaugulaiivs. 

K     II. 


4'i6 
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1941.  —  On  considère  un  diamî' Ire  fixe  AB  d'un  cercle  et  un  point  M  variable  sur  ce  cercle .  Sur  le 
prolongement  de  AM  on  prend  une  lotigucur  MC  =  ?».MB  et  sur  le  prolongement  de  MB  une  longueur 
Ml)  =  ».MA,     7H,  n  éAant  des  constantes. 

^^  Lieux  des  centres  et  enveloppes  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  AMD,   BMC,   ACD,   BCD. 

'ÎL°  Lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  Al).    BC. 

.3°  LJnveloppe  de  la  droite  CD. 

.MA  I 

1.  Dans  le  triangle  AMD,  rectangle  en  M,  on  a     tg  D  =  — —  =  —  •      L'angle  D  e.st  donc  constant, 

par  >nile,  le  lien  dn  point  D  est  un  cercle  (v),  passant  par  les  points   .\  et  B,  et  dont  le  centre   lo   est 

situé  sur  le  dianièfre  0//  perpendiculaire  à  AB  et  sur  la  perpendiculaire 
à  .\D  en  son  milieu  D'.  D'ailleurs,  ce  point  D'  est  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle   AMD.    On  en  conclut  que  le  lieu  de  ce  point  est 

le  cercle  (y')  honiothéliquc  de  (v;  dans  le  rapport  — .    le  centre  d'Iiomo- 

llictie  étant  le  point  k. 

Comme  le  cercle  a  un  point  (ixe  .\,  son  enveloppe  est  homothé- 
tique  (dans  le  rapport  ^,  centre  .\)  de  la  podaire  du  point  .\  par  rap- 
port au  cercle  (y),  lieu  du  centre  h',  l'ur  suite,  cette  enveloppe  est  la 
podaire  du  point   A    par  rapport  au  cercle   (y). 

Bésullats  ail  ilfjguos  pour  le  cercle  circonscrit  au  lriaiii;le    BMC. 
Le  point   C   décrit  un  cercle    (yi)    ayant  pour  centre  le  point   w,. 
situé  sur   Oy,  et  TenvelopiJe  du  cercle    BMC   est  la  cardioïde,  podaire  de   B   par  rapport  à  (y,). 

Considérons  maintenant  le  triangle  ACD.  Son  cet)lre  est  le  point  L  intersection  des  perpendi- 
culaires à  AD  et  AC  en  leurs  milieux  D'  et  C  Les  deux  angles  (oI"J|  et  (jAD  ont  leurs  C('»tés  perpen- 
diculaires ;  donc  ils  sont  égaux.  Or  l'angle  CAD  est  constant,  car  sa  tangente  est  égale  à  n.  Donc 
l'angle  ojlto,  est  constant  et  le  lieu  du  point  I  est  encore  un  cercle  (y,.)  passant  par  les  points  loetto,. 
Lt  l'enveloppe  du  cercle  .\CD  sera  liomotliéti(|Ui'  (rap|)ort  t.  centre  A),  de  la  podaire  de  A  par  rapport 
au  cercle  (y.^).  Ce  sera  donc  un  limaçon  de  Pascal. 

2.  Soit  I']  le  point  de  rencontre  des  droites  AD  et  BC.  L'angle  L  du  triangle  EAB  est  supplémen- 
taire de  la  somme     EBA  +  ÊAB'    ou     CBM  4- Nm^  +  ÎUM -+- .VTaÏ).      Or   CBM   et  MAD   sont    constants, 

car  leurs  tangentes  sont  respectivement    m  et  n,    et  la  somme      .MB.A-f-B\M     est  égale  à   —•     Donc 

l'angle  E  est  constant  (>t  le  lieu  du  point  E  est  un  cercle  passant  par  les  points  A  et  B. 

3.  Nous  traiterons  cette  dernière  partie  analyli(|uement,  en  prenant  comme  axe  des  x  le  diamètre 
AB,  et  comme  axe  des  y  le  diamètre  perpendiculaire. 

^    .  o  -i  H-  - 

Soit  f  l'angle  de  OM  avec  Qx  ;  BM  et  AM  l'ont  respectivement  avec  Or  les  angles  -^  et    -^— - —  • 


Nous  avons 


AM  r=  2Rsin  — . 


BM  =  2Ucos-^. 

y) 
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U7 


et  par  suite 
d'où 


MC  =  2Rmcos-,  MD  =^  2R/!  sin-^, 

5  9 


AC  =  2111  siu  ■^-{-  mcos-f-  ]^ 


BD 


2[l(  cos—  -h  >i  sin  -^  ) 


'V  -i-  r:  c;  H-  - 

Les  cosinus  directeurs  de    AC    étant    cos  — — - —    et     sin  -^ — ; — >     les  coordonnées  du  point    C 

2  y  r  "-■ 


sont 


X  =  Il  -t-  AC  cos  -î— - — 5  y  =  AC  sin 


ou  X  =  Il  —  2R(  sin  —  -|-  m  cos  ~  ]  sin  -4-5  '/  =  2R(  sin  -^  h-  ?/i  cos  — 


cos- 


ou  encore  a;  =  R(cos  » — r/i  sin  cç),  j/  =  H[sin -i -^  j/i  C0S9  h- m  . 

D'autre  Dîii'L- les  cosinus  directeurs  de   RI)  sont   cos  -^   et  sin-^>    donc  les  coordonnées  du  noint 

,     r  ^  O 

D  sont  X  =  —  R  H-  BD  cos  -^î  y  =  RD  sin  -^  1 

2  2 

/  'i  es    \  'X,  /  -^  c   \  cj 

ou  r  =  —  R  -f-  2R     cos  - — h  n  sin  -^     cos  — >  y  =  'ilil  cos  -^  H-  «  sin  -^     siu  —-, 

\2  2/2  \2  "i  /  ^1 

ou  encore  x   =  R  (cos  «p  H-  n  sin  'f).  y  =  R(sin  o  —  h  cos  cp  +  »  . 

L'équation  de  la  droite   CD  est  alors 

X  y  1 

|{(cos  9  —  m  sin  <p)  R(sin  o  -t-  ?/i  cos  9  -h  7u)         1         =  0, 

R(cos  ç  -f-  ri  sin  cp)  H(sin  o  —  n  cos  9  h-  »)  1 


ou,  en  développant, 

\{m  -+-  n)  cos  o 
ce  qui  peut  s'écrire 


X  î/ 

\{m  -+-  /?)  cos  o  H-  wt  —  nj h  {m  4-  /()  sin  9 (?/i  -  n)  cos  o  —  2?nn  sin  9  —  (m  -f-  /i  1  =  0, 


cos  9[(m  H-  n) [m  —  n)\  -h  sin  o[{m  -i-  ») 2wn|  -i-  (m  —  n) (m  -i-jj  •  —  0. 

R  '  R  R 

On  en  conclut  que  l'enveloppe  do  cette  droite  a  pour  équation 

X  y  X 

[(m  -h  n)- (m  —  n)\'  +  [(m  -\-  11)- 2mn]-  =  [(m  —  n)  — {m  -f-  «)]*• 

R  R  "  li 

,.                   ,,,,.,,                           ,                          ...                      m  —  )i                     2hj>j 
On  reconnaît  1  «'quation  d  une  conique  admettant  pour  lover  le  point     x   -  U ,     y  =  [{ 

VI  —  n 


m  -T-  Il 


pour  directrice  correspondante  la  droite     (m  —  n) {m  H-  n)  =  0,     et  pour  excentricité 

R 

Dans  le  cas  où     m  =  m,     celte  coni([ue  est  un  cercle. 

.\.   KUL'SSE.XU,  à  lM)urnos-en-\Veppes. 

Itoiines  solutions    [lar   M.M.  Hi,.\muiicuk-\iki,  lycée    de  Montpellier;    loau   Dts.siniK.»,  à  rieuiieii\-siu-i'Arbre^le  (Rhoiio   ; 
(i.  I..VC11,  à  Rodez;  J,  OnENiii:i.MKu,  lycée  do  Nancy  ;  Henri  Kkcoing  ;  J.  Souinm.Né,  à  Mont-de-Marsan  ;  E.-N.  IUrisien. 


1945.  —  h  ans  un  IrUuKjlc  ARC,  inscrit  dans  un  cercle  fixe  de  centre  O,   le  sointu'i   \  rsi  jucct  ion  a 

Air  +  AC  =  /.-,  li-  étant  une  constante. 

Trouver  et  construire  : 

i"  Le  lieu  de  la  projection   II  du  point  A  sur  IJC  ; 
2"  Le  lieu  du  centre  10  du  cercle  circonscrit  au  triamjle  (il>C  ; 
H"  Le  lieu  du  centre  de  gravité  du  trianyle  ORC  ; 
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4"  L'enveloppe  du  côlé  BC  ; 

5"  L'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triaiujle  OBC. 

Prenons  comme  origine  le  point   A,    comme  axe  des   x  le  diamètre    AO   et  comme  axe  des    y   la 
tangente  au  cercle  au  point  A.   L'équation  du  cercle  est  alors     x^-t-  y^  — 2Rx  =  0. 

Soit     y  =  mx^  p     l'équation  de  la  droite  BC  ;  nous  allons  chercher  quelle  est  la  relation  qui  doit 

exister  entre   m  et  p  pour  que  l'on  ait    AB'  +  AC  =  k'^. 

Les  abscisses  x'  et  x"   des  points    B  et  C   sont  racines  de  l'équation 

x^  -^  {7nx  +  p)''  —  2Rx  =  0,  ou  x\i  +  m-)  —  f>x{R  —  mp)  -hp^-  =  Q; 

elles  ordonnées   y'  et  y"   de  ces  points  sont     y'  =  mx'-hp,     y"  =  inx"  -\-p. 
On  doit  avoir 

x"' -+-  y'-^  ■+-  .x"^  H-  y"-^  ^  k\  OU  x"^  +  x'-  H-  (mx'  H-  p)^  -H  {mx"  -H  pY  =  k\ 

ou  encore  {x''^  -+-  x"^)(l  +  rii"^)  -t-  lLmp{x'  -\-  x")  -+-  2p-  —  k-  =  0. 

^2(R  — m;j)  ,  „  p- 


Or  X'  -+-  x"  = 


1  -f-  m'^  1-1-  m- 

A(R  —  mpy  tp- 


x"^  =  [x'  -+-  x")^  —  'ix'x"  = 


(1  H-  7/l2/^  1  4-  7U2 


4(R  —  7n/j)-        ^    ,        4mn(R  —  7/iu)        ^   „ 
on  a  donc  — -; ^-^ 2//^  H ^ -^  +  ^p'  -  k-  =  0, 

ou  enfin  4R(R  -  mp)  -  /c^(l  -+-  m»)  =  0.  (1  ) 

C'est  la  relation  cherchée. 

1.  On  aura  le  lieu  du  point    H    en  éliminant    m    et    /;    entre  les   équations  des  droites    BC,   AH, 

y  =  mx  t-p,     X -\- my  ~  0,     cl  la  relation  (I). 

X                 x'-  H-  '/■ 
Los  deux  picmières  nous  donnent     m  = »     p  =  = — i     et,  en  portant  ces  valeurs  dans  (Ij, 

u  y 

nous  avons 

4K2  ^  4li  ^'^■'■''  "^  y^   ^  /.i / 1  4_  _^  Y     ou     4Ra'(.i-  -f-  j/-)  -h  ( iR-  —  /.-jv^  —  /.-^j--  =  0. 
!/■"  \  ,'/'  / 

Cette  équation  représente  une  cubique  circulaire  ayant  un  point  double  à  l'origine.  Les  tangentes 
sont  réelles  et  distinctes  «i  k-  <<  ill-  ;  en  particulier  pour  k^  =  211-  on  a  une  strophoïde.  Le  point 
double  est  isolé  si  /.'^  >  4R-.  Enfin  pour  k-  =  4R-  le  lieu  se  décompose  en  l'axe  des  y  et  le  cercle 
de  diamètre  OA. 

D'ailleurs,  dans  ce  cas,  la  relation  (I)  devient  m{p  -4-  Rm)  =  U  ;  elle  exprime  ou  bien  que  BC  est 
parallèle  à  Ox,   ou  bien  que   BC   passe  par  le  point  ().  Nous  exclurons  dans  la  suite  ce  cas  particulier. 

2.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  OBC  fait  partie  du  faisceau  linéaire  défini  par  le  cercle  donné  et 
la  droite  BC.  Son  équation  est  donc  de  la  forme 

a;2  _|.  y  2  _  ^f^  j,   ^  l^y  _   „^J^  _  jj^   ^    Q, 

et  nous  déterminerons  l  en  écrivant  qu'il  passe  par  le  point  0     (x  =  R,     y  =  0);     nous  obtenons  ainsi 

R^  R2 

)  = 5     et  l'équation  du  cercle  devient     x-  ■+-  y-  —  2Rx (y  —  mx  —  p)  =  0. 

mR-\-p  mR-hp 

Les  coordonnées  du  centre  sont 

R^OT  R^ 

(2)  2x  — 2R-+--— =  0,  2y =0; 

niR-^p  mR-i-p 

le  lieu  de  ce  point  s'obtiendra  en  éliminant  m  et  p  entre  ces  équations  et  la  relation  (1). 

Des  équations  (2)  on  déduit  d'abord     m  =  — >     ce  qui  était  à  prévoir,  puisque  le  centre  du 
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R2 

cercle  est  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  BC  ;  puis     mK-f-p  =  — — » 

K-           ,          R^         R(./;  -  K)          \{(ix  —  R) 
ou  p  = rnli  =  — 1 =  — -— 

tij  2//  y  ty 

.r  —  R                        Wiix  —  R; 
Il  n'y  a  plus  ({u  à  remplacer  dans  la  relation  (1)  m  par et  p  par    — ■ — 

4R^(-2x- -  R)(x- —  R)        ,r-         (x-\iY-\ 
On  a  ainsi  4R'^  -\ ^ —f^ —  lA  1  h-  ^^ ^     =  U, 

ou  2R2[2)y2  -+-  (i>,x  —  K){x  —  R)]  —  k''[[x  —  Ry  -h  y-'\  =  U. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point  0  ;  cette  équation  devient 
2R2[2(/^  +  {ix'  +  R\z-'J  —  k'Hx''  4-  y-)  =  0,  ou  enlin  (4R-  -  k-){x''  -t-  */-)  4-  ^R''x'  =  U. 

Le  lieu  est  donc  un  cercle  normal  en  0  au  diamètre  AB. 

R  -h  x'  H-  x"  y'  -h  y" 

3.  Le  centre  de  gravité  du  triangle  OBC  a  pour  coordonnées     x  = >      y 


3  ^  3 

'■2([{ inn\  R  —  nin 

Or    x'  +  .x"  =  — ^ —,    et  la  relation  (1)  nous  montre  que     est  constant  et  éiial  à 

1  H-  m'^  1  -+-  iii- 

A'-'                                                  /c2                                                                                                                 iR 
-— -  ;    on  a  donc     x'  +  .x"  =  — —    et  l'abscisse  du  centre  de  .gravité  est  égale  à     x  = ;    elle 

est  constante,  donc  le  lieu  de  ce  point  est  une  perpendiculaire  à  AO. 

4.  De  la  relati 
seul  paramètre  vi 


4.  De  la  relation  (1)  on  tire     p  =  —^ ->     et  l'équation  de    BC   s'écrit,  t^n  fonction  du 

4Rm 


4R2  —  k\i  -^  ni') 

y  =  ^-'-+ în^ — -• 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  cette  droite  en  écrivant  ([ue  cette  équation  en  m  a  une  racine  d')ul)le. 
L'équation  ordonnée  s'écrit  w-(4R.r  —  k-)  —  Âlirinj  -h  4R-  —  A-  =  0  ;  pour  qu'elle  ait  une  racine  double, 
il  faut  qu'on  ait     AKhf'  —  (4Rx  —  A--)(4R-  —  k-)  =  0 . 

L'enveloppe  est  une  parabole  ayant  pour  axe  la  droite   \t). 


5.  Nous  avons  vu  précédemment  que  ré((uation  du  cercle  circDiiscrit  au  triamrle  (»!><.  l'sl 

x2  +  y-^  —  'il{.i: (,,  _  nu  —  p)  =  0,       ou       (///R  -h  /J)(r-  H-  j/'  —  "^R-t)  —  li-L'/  —  "'J-'  —  P'  =  ^  • 

mli-i-p 

4R^  —  A:-(i -f-m-)  ,.,.  .  j       j,,     _  ,. 

Remplaçons-y  ;j  par  sa  valeur    ^ ->    et  posons  puni' sun[)lilier     .«- h- (/*  —  ïKj  ^  L. 

nous  av(ins 

OU,  en  chassant  le  di'nominateur, 

('111=*  —  /c2)C(I    I-  VI-)  —  \\-[\l{m{y  —  m.n  —  411-  -H  k''(l  -f-  m");  =  0. 
ou,  en  ordonnant  [)ar  rap[)ort  à  m, 

,H-^(4R2  _  A--)(.;  -t-  4K'x  —  B-A-!  —  iWviy  -h  (iR''  —  k'HC  -h  R-)  =  0. 
Si  l'on  tiansporte  l'orij^ine  au  point  O     {x  -^  R,  ;/  —  0),     réqualion  se  simpliUe  et  devient 

,n2|  (4R-  —  k''){x'  -h  y»)  -i-  4R'./|  -  4R'mv  -4-  MV  -  k')[x*  -h  y»)  =  0. 
Lcrivons  maintenant  (pie  cette  equalion  ;i  une  racine  double  en    m  ;    nous  obtenons 
'i  U'\7'^  —  ('iR-  -  k-'){x-   t-  tf)\{\\\*  —  k'){Ji''  -+■  y']  -^  •ilt'-r!  =  <V 
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ou  (4R-  —  k'-f-{x^  -^  y'-y-  -h  4R3(4R-^  -  k')x{x^  -h  y-)  —  ARhf  =  0. 

On  reconnaît  l'équation  d'une  quartique  bicirculaire  ayant  un  point  de  rebroussement  à  Torigine. 

Passons  aux  coordonnées  polaires,  nous  avons 

^'iK^  —  A-2)'y  +  4R3(4R2  _  /.2^,  (30s  (o  —  4R6  sin2  w  =  0, 
ou  [(4R-  —  A--^)  p  4-  2R^  cos  <o]2  =  /iR% 

ou  encore  (4R2  —  k^)?  -^  "-IW  cos  w  =r  ±  2R^ 

Il  suffit  de  prendre  dans  le  second  membre  un  signe  quelconque,  le  signe     h-     par  exemple,  et  on 
conclut  que   l'enveloppe  du  cercl'^  circonscrit  au  triangle  OBG  est  une  cardioide  qui   a  pour  é(|uation 

211^(1  — cos  œ) 

polaire  ?  =  ^^TZl? ' 

le  point  0  étant  le  pôle,  et  le  diamètre  AB  l'axe  polaire. 

Jean  NYECAARD,  39*  d'artillerie,  à  Toul. 


M.  E.-N.  Barisip.n  a  trouvé  pour  aire  de  la  cubique  obtenue  jilus  liaut  ta  valeur 


—  .     Si    fc  =  2R,    cette  expres- 


ttR^ 


sion  se  réduit  à  - —  ,  aire  du  cercle  de  diamètre   AO;    si     le  =  Ry/a.     l'aire  de  la  1)0uc1p  est  équivalente  à  l'aire  comprise 
4 


entre  le  reste  de  la  courbe  et  l'asymptote. 


Solution  géométrique.  —  Soit  M  le  milieu  de  H(î  ;  on  a 

CM  comme 


AB^  +  AC'  =  2MAV:iMB% 
k'-  =  2¥7\-  -h  2H2  —  2MÔ^ 


MB'  =  R' 

h- 


MO" 


ma'  —  MO-  =  ^ W. 


Le  lieu  du  point  M  est  donc  luie  droite  A  perpemliiMilaire  à    .\().    Pour  la  constnnro.  il  suffit  de  tracer  les 

/< 


T.,  imaginaii'cs  dans  le  cas  contraire. 
Or  iï) 


deux  cordes  égales     AP  =  .\Q  =  -y-  î     la  droite  PU  est  la  droite  cherchée. 

V  - 

;j2 

Elle  rencontre  AO  en  un  point  I.  ot  on  a     AI  =  -r-r- • 

tn 

L'enveloppe  de  BG  est  alors  la  parabole  -  (|ui  a  pour  foyer  le  point  0  et 
pour  tangente  au  sommet  la  droite  A. 

Le  lieu  du  point  II,  projection  de  A  sur  RC,  est  la  podaire  de  cette  para- 
bole par  rapport  au  point  A. 

(l'est  une  cubique  circulaire  .lyant  le  point  A  pour  point  double,  et 
symétrique  par  rapport  à  OA,  puisque  le  point  A  est  sur  l'axe  de  la  para- 
bole. Les  tangentes  on  A  à  la  podaire  sont  perpendiculaires  aux  tangentes 
issues  du  point  A  à  la  parabole  -.  Celles-ci  sont  réelles  si  A  est  extérieur  à 


lA  -I-  AO  =  H  -  4t 
4  H 


tR2 


VR 


Donc,  si  h  <2R.  u  tourne  sa  concavité  dans  le  sens  AO,  A  est  extérieur  à  tt,  et  est  par  suite  un  point 
double  à  tangentes  réelles  de  la  cubique  ;  au  contraire,  si    k  >  2R,     A  est  un  point  double  isolé. 

Lorsque  h  =  2R,  les  droites  BG  sont  parallèles  à  AO  ou  passent  par  le  point  0.  Le  lieu  de  ti  se  com- 
pose de  la  tangente  en  A  au  cercle  0  et  du  cercle  décrit  sur  AO  comme  diamètre. 

Lorsque  A:  =  Hy/2,  la  droite  A  est  perpendiculaire  au  milieu  de  AO  ;  le  point  A  est  sur  la  directrice  de 
-,  le  lieu  de  H  est  une  stropboïdo. 

ÔG  2 

Le  centre  de  gravité  G  du  triangle  OBG  est  situe  sur  la  droite  OM,  et  l'on  a     -^^  =z  —  .    Le  lieu  du  point 

OM         3 
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G  est  une  droite  homothi'-lique  de  A,  le  contre  d'Iiomothétie  étant  le  point  0  et  le  rapport  d'honiolhélie  étant 

égal  à  -| . 

Soit  T  le  pôle  de  B('  ;  ce  point  est  sur  la  droite  O.M,  et  l'on  a  cJm.ÔT  =  R^.  Il  en  résulte  que  le  point  T 
décrit  le  cercle  OPQ,  inverse  de  la  droite  PQ  par  rapport  au   point  0,  la  puissance  étant  It^  Le  centre  i-j  du 

cercle  OHG  est  le  milieu  de  OT;  il  décrit  donc  le  cercle  (y)  liomothétiqueducercle  OPQ  (centre  0,  rapport  —  ), 

Enfin  le  cercle  ORC,  passant  par  le  point  fixe  0,  et  dont  le  centre  w  décrit  un  cercle  (-;)  passant  par  ce 
point,  enveloppe  unecardioïde  de  pôle  0,  d'après  un  résultat  bien  connu.  Cette  cardioïde  n'est  autre  d'ailleurs 
que  la  podairc  du  cercle  OPQ  par  rap[»()rt  au  point  0. 

J.  SOLBAI(..\É,  à  Mont-de-Marsan. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Ki.\giJiKfiE-Vie(j,  lycée  de  .Montpellier;  Jean  Des5Ih[er,  à  Fleurieux-sur-l  .\rbresle  :  G.  Estf.be.n  ; 
G.  FoucHV,  à  Reims  ;  Charles  (iUille^imk;  G.  L\ch,  à  Rodez  ;  .1.  Ottenheimeh,  lycée  de  Nancy;  A..  Rousseau,  ;i  Fournes-en- 
Weppes  ;  L.  Simon,  à  Fourmies. 


1967.  —  Sinent  P,  Q,  II,  les  pieds  des  trois  normales  à  l'ellipse  abaissées  d'un  point  M  variahle  de 
Cellipse.  Les  perpendiculaires  élevées  en  M.  à  MP,  MQ,  MR  rencontrent  QR,  Rp,  PQ  en  trois  points  en 
ligne  droite.  EnveÀoppe  de  cette  droite  quand  M  se  déplace  sur  l'ellipse. 

Première  solution.  —  Prenons  comme  axes  de  coordonnées  la  tanjjcente  et  la  normale  au  point  M 
à  la  conique  ;  réquation  de  cette  courbe  est 

(  1)  f{x,  y)  =  \x^  -f-  2Bxy  -h  G>f  -+-  2E.v  =  0. 

Nous  allons  former  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  normales  issues  du  point  .M  à  celle 

conique.  Écrivons  que  la  normale    au  point   (t,  y),      ^— =  ^-^,     passe   par  Torigine  ;   nous 

/'  /.v 

X  y 

avons    —  =  -^'     ou 

fx  f'J 


Ax  -^  Ri/         Rx  -h  Gy  h-  E 

Les  points  P,  Q,  R  sont  donc  définis  par  les  équations  (I)  et  (û)  ;  si  nous  rendons  ces  équations 
homogènes,  et  si  nous  éliminons  la  variable  d'homogénéité  entre  les  équations  obtenues,  nous  avons, 
après  un  calcul  facile,  "IHij^  -+-  (^A  —  C).xi/"^  -i-  Ax^  =  0, 

équation  qui  représente  l'ensemble  des  droites    MP,  .MO,  .MR,  t>t  eu  y  rempla(;ant  .v  pari,  »/  par  m, 
nous  obtenons  ré(|ualion  aux  coenicienls  angulaires  de  ces  droites: 

(:i)  2Bm'  -^  {2A  —  C)/»/'  -h  A  =  0. 

Soient  ?/;, ,  »«;,,  W;,  les  laciiies  de  cette  équalion,  ces  nombres  étant  respeclivt'intMil  les  coeflicients 
angulaires  de   MP,  MQ,  MR. 

Nous  allons  former  r(M)uali()M  ûc  la  droite  (^\{.  Pour  cela,  désignons  pai'  ur  -,-  ri/  =  I  l'équation 
(le  colle  droile;  formons  l'équation  de  l'ensemble  des  droites  joignatit  l'origine  .M  aux  points  de  ren- 
contre de  cette  droite  et  de  la  conique, 

( 4 )  A.r=^  -+-  2 Ra-y  -i-  Ci/ *  -h  ii Ei/ (  ux  -hvy)  =:  0, 

et  écrivons  que  ces  deux  droites  ont  pour  coellicients  angulaires    ut,    et  »»j.  Cela  revient  à  écrire  que 

réipjatiua  (-2Ey  -1-  {])in^  H-  2(1<:m  -+-  H)m  -h  A  =  0 

a  pour  racines  m-,  et   »»,,  ce  (jui  donne 

2(EuH    Ri  A 


2Eo  -f-  C  =  — 


m.,  -+-  j«  I  f»»mn 


A(»//... -4-m,)-f-2B7n.^jW;,  A  — Cm»,hij 

On  en  lire;     (h)  ii  = ^ ' ,  v  =  — r=: • 

2E»i.,»i:,  :îKm,»»i, 

Désignons  niaiiitenanl   pai-  I"  le  point  ilcreneimtre  dc^  QM   r\  i|.«  la  perpendiculaire  en   M  ;\   MP.  Les 
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coordonnées  de  ce  point  vérifient  les  équation>     ux-^v>/  =  i,     x-hm^y  =  0;     par  suite  son  ordonnée 

est     '    ou,  en  v  ictn plaçant  u  el  v  par  leur  valeur  (5), 

y  —  unii 


A  —  Cnujn^i  -t-  \{mn  -+-  ?«3)»!,  -r-  :2Bm,?H2'«:i 


Con:ime  m,,»*.,,  wij  sontracinesderi^quation  (3),on  a     inim.2rn>  = ——-,     ?/iim^  +  rH.m.. -h  j/iim,  =  0; 


pai' suite  l'ordonnée  du  point  P'  s'écrit 


2E7rt.,mj  2E 

ou 


—  (.Inurn.,  —  Xm^ni^  A  -^  C 

Il  rt'sulte  de  là  que  les  points  Q'  et  II'  où  les  [)erpendiciilaires  en   M  rencontrent  HP  et  PO  ont  aussi 

2E  2E 

pour  ordonni'c     —   — •     Pai' suite  les  tiois  poinls  P',  O',  R' sont  silués  sui' la  droite     ?/  = 


A-t-C       ^ "' ■'  A  +  C 

2E 

Mais  il  est  facile  de  vérififr  (lue est  l'ordonnée  du  point  de  Premier  relatif  au   point  .M. 

A  -h  C 

('ar  si  on  écrit  rpu^  les   droites  (4)  sont  perpendiculaires  on   obtient  la  condition      A-l-C-+-2Ky  =  0, 

2E 
qui  exprime  que  la  droite     ux-f-v;/  =  I     passe  par  le  point  fixe     v  =  0,     y  = —^ — —  ■ 

A  — t—  Li 

Nous  en  concluons  que  la  droite  P'<j'R'  est  la  parallèle  à  la  tang:enle  en  M,  menée  par  le  point  de 
Frégier  correspondant  au  point  .M;  c'est  sur  cette  propriété'  que  nous  nous  appuierons  pour  obtenir 
l'enveloppe  de  cette  droite. 

Prenons  maintenant  comme  axes  de  coordonnées  les  axesde  l'ellipse,  et  désignons  par  a  cos  i,  0  sin  o 
les  coordonnéc's  du  point  M.  .Nous  déterminons  h  point  de  Prégier  correspondant  par  l'intersection  de 

la  normale  à  l'ellipse  au  point  M,     — '■ -r^ c-  =  0.     (.'t  du  diamètre  de  l'ellipse  (symétrique 

cos  9         sm  o 

du  (iiamèlie  OM  f)ar  rapport  aux  axes),  qui  e.^t  vu  du  point   M  sous  un  an;;le  droit.  E'e(iualioQ  de  ce  dia- 
mètres étant     — '■ = r —  1     on  en  conclut  que  le  puinl  di-  Frégier  a  pour  coordonrK'es 

Il  cos  o  II  sin  c 


ar- 


bc- 


— -cos  es,  // = —  sm-i. 


~    a-  -4-  //-       ■   •'  "^-(-  Ir 

Menons  par  ce  |)oinl  nue  pai'alléle  à  la  tangenti-  en  .M, 

m:'-  \    cos  o         ,  hc^         .       \   sin  o 

(.,2_^_    /y2  /  „  \  a-   -f-   b-  I  h 


—  cos  Ci  -h -f-  sin  o ^ —  ces  "1'^  =  0. 

(i  '        b  a--ho- 


Telle  est  l'équaiion  de  la  droite  P'Q'Il'. 

Pour  étudier  ['(inveloppe  de  cette  droite,  dérivons  son  éi|uation  par  rapport  à  o  :   nous  obtenons 

X                y                    20=* 
sm  'f  +  -7-  cos  Ci  H ; — -  sm  ±i  =  0  ; 

a  b         '        (I-  -T-  0- 

puis,   résolvons  ces  deux  équations  par  rapporta    x  el  y:    nous  avons  les  équations  paramétriques  de 
l'enveloppe 

ac'                                                                     oc 
X  =   — —  cos  9(1  +  2  sin2  o),  y  =^ _.  sin  9(1  -^  2  cos^  9). 


.   b 
Il  suffira  de  faire  varier  9  de  U  à  —,    et  de  prendre  les  symélriquesde  la  portion  de  courbe  obtenue 

par  rapport  aux  deux  axes. 
On  trouve  aisément 
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do 


^ac 


a}  H-  b' 


et 


sin  'f>(2sin-  y  —  1), 

dy 
dx 


dy  3/jc- 


do         «2  ^  h- 


cot  o. 


-cos  -if?  sin-  ^  —  1), 


dx         dy      ^  ^  ,11  ~        I 

Comme  —r-  et  -r^  s  annulent  pour  la  même  valeur  de  o,     o  =  —,      la  courbe  présente  unrebrous- 
rfo        d'f  •  A  " 

sèment  au  point  correspondant. 

On  a  d'ailleurs  le  tableau  de  variations  suivant 


cp 

0 

4 

2 

X 

ac^ 

croît 

«2  +  62 

décroît 

u 

a-  -+-  b' 

0 

décroît 

be-sjt 

a2  -f-  h' 

croît 

bc' 

.'/ 

a'^h'- 

On  en  déduit  la    branche  de  courbe  AGB,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  achever  par  symétrie  par  rapport  aux 

deux  axes. 

On  vérifie  aisément  que  les  tangentes  aux  points  de  re- 
broussement  sont  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur 
les  axes  de  l'ellipse. 

A    ROUSSEAU,  à  Fournes  tn-Weppes. 

Deuxième  solution.  —  Étant  donnés  un  triangle  quelconque 
PQR  et  un  point  M  dans  son  plan,  si  p;ir  le  point  M  on  inèno  des 
perpendiculaires  à  MP,  MQ,  MR  qui  rencontrent  rospectivemcnl 
les  côtés  QR,  RP,  PQ  aux  points  P'.  (Y,  R',  ces  trois  points  sont  en 
ligne  droite. 

En  effet,  transformons  la  figure  par  polaires  réciproques  en 
prenant  comme  conique  directrice  un  cercle  de  centre  M.  Aux 
points  P,  g,  K  correspondent  des  droites  (p),  [q),  (r)  perpendiculaires  respectivement  à  MP,  MO.  MR.  .\u  Cl^lé 
QR  correspond  le  point  P,,  intersection  des  droites  (q)  et  (r),  et  à  la  droite  MP'  correspond  le  point  à  linlini 
dans  la  direction  MP.  Par  suite  au  point  P'  correspond  la  droite  passant  par  le  point  P,  et  parallèle  à  MP  '»ii 
perpendiculaire  à  (p).  Cette  droite  est  donc  une  hauteur  du  triangle  (0)  formé  parles  droites  (p),  (9),  (r). 

On  voit  de  même  (ju'aux  points  Q'  et  R'  correspondent  les  deux  autres  hauteurs  du  triangle  (0).  Coinuit'  les 
trois  hauteurs  de  ce  triangle  se  coupent  en  un  point  H,  les  points  P',  (J'.  R'  sont  sur  une  même  droite  a, 
polaire  de  II  par  rapport  au  cercle  directeur. 

Supposons  mainlenanl(iue  le  point  M  soit  sur  une  ellipse  E  et  i|ue  les  points  P,  (J,  R  soient  les  pieds  des 
normales  menées  du  point  M  à  l'ellipse.  Par  la  même  transformation,  l'ellipse  se  change  en  une  parabole  dont 
ladirection  asymptotique  est  lanormale  MN  à  l'ellipse,  etcette  parabole  est  inscrite  dans  le  triangle  (0),  lespoinls 
de  contact  des  côtés  (p),  {q),  (r)  étant  respectivement  sur  les  droites  MP,  MQ,  MR.  puisque  ces  points  de  con- 
tact sont  les  pôles  des  tangentes  en  P,  Q,  R  à  l'ellipse. 

Il  en  résulte  ({ue  le  triangle  (0)  est  circonscrit  à  la  parabole,  les  points  de  contact  des  côtés  étant  les  pieds 
des  normales  issues  du  point  M  à  cette  courbe.  On  sait  dans  ce  cas  que  la  droite  Mil,  qui  joint  le  point  M  au 
point  de  concours  des  hauteurs  H  du  triangle,  est  parallèle  à  l'axe  de  laparahole.  Oouc  le  point  II  est  sur  la  droite 
MN,  et  par  suite  la  droite  a,  qui  joint  les  points  P',  Q',  R'  et  qui  est  la  polaire  du  point  II  par  rapport  au 
cercle,  est  perpendiculaire  à  M.N  en  un  certain  point  I. 

Or  le  point  I  est  évidemmiMit  le  point  de  Krcgier  de  l'ellipse  correspondant  au  pmnl  M.  car  sa  polaire  par 
rajiporl  au  cerchï  est  la  directrice  de  la  parabole,  et  celle-ci  est  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peu!  mener  deux 
tangentes  rectangulaires  ;i  la  parabole. 

On  est  doiu'  conduit  aux  nièines  Cl)llclu^illus  (pie  dans  la  priMnicre  -olutiou. 

Boiuie  solution  :  M.  J.  S()iii);uniu',  à  Mont-de-Marsan. 
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1980.  —  Par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy  de  la  feuille  (Ox  étant  parallèle  au  petit  bord),  on  donne  les  points 
(a,  a'),  [b,  b')  et  (s,  s')  définis  par  le  croquis  ri-contre  (ou  les  cotes  sont  données  en  cm). 

En  tournant  successivement  autour  de  la  verticale  du  point  (a,  a')  et  de  la  droite  (sa,  s'a'},  la  droite  (sb,  s'b') 
enger  dre  un  hyperboloide  et  un  cône  de  révolution. 

On  demande  de  représenter  la  partie  restante  de  l'hyperboloïde  ent'nvé  par  le  cône, 
en  supposant  cet  Ityperboloide  limité  à  la  partie  com/>rise  entre  le  parallèle  du  point  {s,  s') 
et  le  parallèle  décote  3,7. 

On  tracera  en  noir  les  lignes  de  contour  du  solide  représenté,  celles  qui  sont  cachées 
étant  en  pointillé. 

Les  lignes  de  construction  seront  tracées  en  rouge,  et  la  partie  retranchée  du  contour 
apparent  de  la  portion  considérée  de  Vhyperboloide  en  bleu. 

{École  des  Voiilf.  et  Ctiaussées,  cours  préparatoires  ;  concours  de  iOli .) 


s' 


J3,l 


t« 


\\J2,5 


i;  I/h_v|)('rl)()loïck'  et    le  cône   ont    pour  plan  de  syinrtric  le    plan  vcilical   passant  par- 

^  leurs  axes  de  révolution  SAa.  Connue  ils  ont  en  commun   la   génératriee  SB,  ils  en  ont 

une  seconde,  sym(Hii«iue  de  celle-ei  pai- rapport  à  ce  plan  \ertical.  Leur  intersection  se 
composera  donc  de  ces  deux  ifrnrralrices  et  d'une  courbe  plane  (|ue  nous  allons  déter- 
miner. 

Le  coriloui'  appaicnl  vertical  de  l'hyperboloïde  se  compose  de  l'Iiyperbolc  nn^ridicnne  limitée  aux  deux 
()lans  horizontaux  donnés  dans  l'énoncé,  et  des  projections  des  parallèles  situés  dans  ces  plans.  On  a  d'ailleurs 
les  sonunets  de  l'hyperbole  en  amenant  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  \a  le  pied  ('•,  c')  de  la  perpendiculaire 
commune  à  cet  axe  et  à  SB,  soit  {d,  d')  ;  les  asymptotes  sont  les  projections  verticales  des  deux  génératrices  de 
front  de  la  surface,  dont  on  a  les  projections  horizontales  en  menant  la  tangente  f;i  au  cercle  de  gorge,  leurs 
traces  horizontales  sur  le  parallèle  inférieur  étant  les  intersections  de  cette  tangente  par  la  circonférence  de 
rayon  ah,  d'oîi  /"lu'  et  g'^a'.  On  peut  donc  construii-e  la  méridienne  par  points.  Le  contour  aftparent  horizontal 
se  compose  des  deux  parallèles  de  rayons  as  et  ah  et  du  cercle  de  gorge  de  rayon  ad. 

i>e  cône  de  révolution  ayant  son  axe  SA  oblitpie  sur  les  deux  plans  de  |)rojection,  prenons  un  plan 
\citical  auxiliaire  parallèle  à  SA,  soit  x\yi,  sur  le(iuel  nous  projetons  l'axe  en  s\a'^  et  la  génératrice 
en  .'•'^b'^.  Nous  amenons  cette  génératrice  à  ôtre  de  front  par  ime  rotation  autour  de  SA  et  du  point  (a,  a'^)  de 
l'axe  nous  menons  la  perpendiculaire  a',a',  à  cette  génératrice  de  front,  ce  qui  donne  le  rayon  de  la  sphère  ins- 
crite de  centre  A.  En  décrivant  les  contours  apparents  de  cette  sphère  siu- chaque  plan  de  projection  et  en  leur 
metuint  les  deux  tangentes  par  la  pi'ojection  correspondante  du  [xdnt  S  mius  avcms  les  contours  ajtparenls  du 
cône  sur  les  trois  plans  de  projection. 

Cette  sphère  ayant  son  centre  au  |)oint  de  rencontre  des  axes  des  deux  surfaces  et  touchant  la  génératrice 
coimnune  SB  est  insciite  à  la  fois  au  cône  et  à  l'hyperboloïde,  les  plans  des  courbes  de  contact  ('tant  :  pour  le 
cône,  le  parallèle  projeté  sur  a',^,  ;  |)Our  l'hyperboloïde,  le  parallèle  horizontal  passant  par  le  point  de  conlacl 
de  la  splièi'e  et  de  SB,  et  dont  les  points  ■/',  et  S',  doiment  les  points  où  rhyi)erbole  méridienne  du  plan  vei'- 
tical  xiyi  touche  le  contour  a|»parent  de  la  sphère  inscrite.  Ces  detix  plans  forment,  on  le  sait,  avec  les  plans 
des  courbes  communes  aux  deux  surfaces  un  faisceau  harmonique.  Or  nous  avons  la  trace  verticale  s\h'^  ûw 
plan  des  génératrices  communes  ;  donc  nous  aurons  la  trace  vei'ticale  du  |)lan  de  la  seconde  courbe  en  menant 
par  le  point  a,,  projection  de  la  droite  commune  à  t(uis  ces  plans,  la  quatrième  droite  t,;;  du  faisceau  har- 
monique délini  par  <:[{oL'fi\h\).  Ce  plan  de  bout  ^'^^\  coupe  le  cône  suivant  une  ellipse  dont  on  a  immédiate- 
ment le  grand  axe  ■r,'^Ç^  et  le  centre  i;.  Sa  projection  horizontale  est  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  est  r,Ç, 
raulr(^  ayant  pour  longueur  la  corde  de  bout  projetée  en  i\  et  intérieure  au  parallèle  qui  passe  par  ce  point. 
Il  siiflit  de  rabattre  ce  parallèl(>,  dont  le  centre  est  j\,  pour  avoir  la  longueur  i\\x.2  du  demi-axe  cherché,  que  l'on 
reporte  eu  i|i.  perpendiculairement  à  tr^.  On  peut  alors  tracer  cette  ellipse  en  projection  horizontale  et  obtenii- 
ainsi,  en  y  joignant  les  génératrices  sh  et  sk,  la  projection  horizontale  de  toute  l'intersection  des  deux  surfaces. 

En  piojectiou  verticale,  l'ellipse  donne  une  autre  ellipse  dont  nous  pouvons  avoir  un  diamètre  en  projetant 
le  diamètre  (i\p\,  ip)  suivant  p'i',  son  centre  étant  le  point  i'.  Ce  diamètre  donne  la  direction  conjuguée  du 
diamètre  horizontal,  et  par  suite,  connaissant  la  longueur  2tjji  de  ce  diamètre  horizontal,  nous  pouvons  tracer 
de  suite  un  système  de  deux  diamètres  conjugués,  ou  un  i)arallélogTannne  circonscrit  à  l'ellipse,  et  en  déduire 
un  tracé  de  la  courbe  par  points. 

Le  solide  étant  limité  au  plan  du  parallèle    f'g',    il    faut   encore  conslriiii-e  l'intersection  de  ce  plan  et  du 
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cône  :  c'csl  une  cllipsi'  doiil  la  projoctidii  xcrlicalc  sur  x,i/i  se  réduit  à  son  grand  axo  'i\yi:  on  oldienl  son  |)('lil 
a\('  en  cheiclianl  la  lonyucni'  de  la  corde  de  bout  qui  se  |>rojelle  en  son  centre  -\  dans  le  parallèle  passant  |)ar 
ce  point  et  que  nous  avons  rabattu  en  pi^ô^'i-  U  suffit  df  reporter  la  longueur  -\C  en  -/  perpendiculairement  à 
Ti^  pour  obtenir  le  demi  petit  axe  de  la  projection  hoi-izonlale  dont  -â  est  le  demi  grand  axe.  On  peut  alors 
tracer  l'ellipse  pai-  points. 

Points  remarquables.  —  On  détermine  directement  le  point  m'  où  s'b'  louche  Thyperbole  méridienne  en 
rappelant  le  point  m  d'intersection  de  sb  avec  le  ))lan  méridien  de  front,  puis  les  points  oii  l'ellipse  touche 
rhyperl)ole  méridienne  en  cherchant  la  droite  de  front  du  plan  de  relli|)se  située  dans  le  plan  méridien  de  la 
surface,  et  prenant  les  points  oii  elle  coupe  l'hyperbole. 

En  pi'(tjecti()n  horizontale  on  obtient  les  points  n  et  r  oii  chaiiue  ellipse  touche  le  contour  apparent  du 
cône  en  prenant  la  projection  verticale  des  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  sur  le  plan  xij/i,  .soit 
.s',r',,  et  en  prenant  les  points  n\  et  r\  oii  elle  traverse  les  plans  de  bout  de  chaque  ellipse. 

'Visibilité.  —  Puisqu'on  enlève  le  cône,  on  doit  supprimer  l'arc  hh  du  parallèle  inférieur  qui  est  intérieur  au 
cône  ainsi  que  l'an;  cdu  du  cercle  de  gorge  qui  est  aussi  à  l'intérieur  du  cône,  il  ne  reste  du  contour  apparent 
lioiizoïital  du  cône  que  les  segments  nr  des  génératrices  compris  entre  les  deux  ellipses.  I,e  plan  du  parallèle 
supérieur  de  Ihyperboloïde  cache  d'ailleurs  tout  ce  qui  se  projette  à  l'intérieur  du  cercle,  en  sorte  (ju'on  \\v  voit 
sur  l;i  projection  horizontale  que  les  arcs  de  l'ellipse  du  jdan  inférieur  compris  entre  les  deux  projections  des 
parallèles  limites. 

En  projection  verticale  on  doit  supprimer  les  arcs  de  l'hyperbole  niei'idieune  qui  >ont  intcrieiu's  au  cône, 
tels  yn'v'  et  w'z';  on  (l('con\re  la  portion  de  génératrice  SU  qui  va  du  sommet  s'  au  point  où  s'h'  traverse  l'arc 
d'elliftse  situé  en  avant  et  i|ue  la  génératrice  ne  coupe  pas  dans  l'esiiace  ;  l'autre  gé'uératrice  s'W  est  enlièrenuMil 
vue,  et  toute  l'ellipse  est  \ue  sauf  lare  (|ui  va  du  contour  ap[iarent  ir'  au  point  oii  elle  traverse  la  projection 
s'il'  de  la  g(''U(''rali'ice  qui  est  en  avant.  Les  |iortions  de  gem^ratricrs  de  ci  iilom'  apparent  vertical  du  cône  inte- 
l'ieui'es  à  Ihyperboloïde  sont  cachées. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


2011.  —  1"  On  deinandi'  (rinli'grer  l'cqnation  dillcrenlirllc 

x-ij'  —  xy  -\-  ir  =  0 
et  (le  (lélerniinrr  celle  de  .^es  intégrales (|ni  |U'end  la  \aleur  I  potn-     .>•=!.     Etudier  cette  fiUH'lion  et  construire 
sa  combe  repr(''sentalive. 

•2  Ti'oiivei-  la  pente  maximum  des  tangentes  à  cet  le  eoiii-be.  le  point  d'inilexiou.  et  le  lieu  de  ces  points 
(piand  la  constante  d'intégration  \arie. 

Mêmes  (pR-slions  pour  l'eipialion  x-y'  -{-2xy  — //-  =  0.  et,  en  pins,  trouver  les  li-ajectoires  orlh(»gonales 
des  courbes  inlégi'ales.  E.  H. 

2012.-  Le  sommet  A  d'un  angle  BAC  se  meut  sur  une  droite  I)  et  ses  côtés  AU  et  \C  passent  par  deux 
points  lixcs  H  et  C.  On  prend  sur  AI5  et  AC  les  points  l)  et  E  tels  que  lU)  =  CM  =  K.  Trouver  l'enveloppe 
de  la  droit(!   DE.  .N.  Ar.n  \.mescc. 

2013.  —  On  c(Hisi(lcre  une  paralnde  et  le  triangle  ufUinal  eircimscril  qui  c(M'respoiiil  ii  un  point  .M  du 
plan  (le  cette  parabole. 

1"  TrouNcr  le  lien  des  |toinl>  .M  p(uir  les(iuels  ce  liiangle  est  isoc(de.  ainsi  ipu'  le  lieu  du  s(uimiet  i^oi'i  se 
(■(Uipeul  les  côtés  égaux.  Ti-ouver  aussi  le  lieu  des  deux  autres  somnuds. 

2°  l.e  lieu  du  point  M  est  une  cnbii[ue  U.  Tronxei-  les  parties  de  cette  cnbi(|ue  (pii  c(U'respondent  aux 
points  M   pour  les(|nels  le  triangle  in(li(pH''  est  ré(d  et  dire  (inellessont  les  positions  coi'res])ondantes  du  point  N. 

:i"  Voir  ce  qui  arrive  (juand  le  point  M  est  un  des  points  réels  d'intersection  de  la  cubiqiu'  H  avec  la  para- 
bole ou  avec  la  développée  de  celte  parabole.  Où  est  le  point  .M  (jui  correspond  à  un  triangle  équilatéral  ? 

Cv.MlLLE    MaSSING. 


(AR-LK-hlU..    —    IMP.    COMTK-iACOVET. 


Le  Itéducleur-dérani  :  H.  VUlBbRT. 
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REVUE    DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


PROPRIETE  DES  POLYGONES  REGULIERS 
par  M.    Mathieu  Weill. 


Théorème.  —  Si  l'on  considère  la  circonférence  circonscrite  à  un  polygone  réguUrr  d'un  novxhre 
impair  de  côtés ^  la  somme  des  distances  d'un  point  M  de  cette  circonférence  aux  sommets  numérotés  i,  -i, 
5,  .  . .  est  égale  à  la  somme  des  distances  du  point  M  aux  sommets  numérotés  2,  4,   6.    ... 

Considérons,  par  exemple,  un   polygone    régulier  de  neuf  côlés  ;  désignons  lare  Ml  par  ^y,  et 

l'arc   —   par  to. 

\  2,  La  distance  Md  a  pour  valeur,  le  rayon  de  la  circonférence  étant  l'unité, 

\  2  sin  ?/; 

}         la  distance  1V12  a  pour  valeur     2sin(yH-(o); 
/^       la  distance  M3  a  pour  valeur     ^sin  (y -t- ^w)  ; 
et  ainsi  de  suite  ;  la  distance  MG  a  pour  valeur 

2  sin  (4w  —  y). 
la  distance  iVI7  a  pour  valeur  i2sin(;}w  —  y).    .. 

L'égalité  à  démontrer  est  donc  la  suivante  : 
sin  y  —  sin  {y  -+-  w)  -f-  sin  (y  -+-  2oj)  —  sin  {y  -+-  'Sm)  -+-  sin  {y  h-  Am) 

—  sin  (4w  —  y)-\-  sin  (3co  —  ij)  —  sin  (2(o  —  y)  h-  sin  (w  —y)  =  0, 
ou  bien  sin  y[l  —  2  cos  co  -+-  2  cos  2w  —  2  ces  Sw  -^  2  cos  -ito]  =  0. 

Or    cos  o) -f- i  sin  t»     satisfait  à  l'équation  x' h- 1  =0, 

qui  donne  .x*  —  x"  h- a:"  ■  ••  -f-  1  =0, 


ou 
ou 


,_(.^i)^(.,  +  J,)_(...+_L)^^,.....J^)=„, 


i  —  2  cos  (•)  H-  2  cos  2to  —  2  cos  lU»  -\-  2  cos  4«o  =  0. 
Le  coefllcient  de  sin?/  est  donc  nul,  et  le  lliéorème  est  (iiMuonlit'  :  la  dénionstralion  est.  l'vidom- 
ment,  générale. 

Rkmarques.  —  1"  En  considérant  deii\  lrian,i;l(>s  é(|uilatéraii\  iii.^^i'rits  ilans  une  même  oirconférenco  ou 
M  un   Iriangle  é(Hiilaléral  el    un  penlauoiic  régulier,  ou  deux  penlaRones  n^î^u* 

liers,  ou  d'autres conibinaisons analogues,  on  obtient  des  lliétuvnies  analogues 
au  préi'édent. 

Considérons,  par  exemple,  deux  lriani;le<  tM|nilatéraux  .\IU",.    DKl':  on 
aura  MC  =  MA    t   .MIL 

ML  =  MO-^MF, 
d'où  MC  -+-  ME  =  MA  -h  MM  -h  MD  -f-  Mi- 

el, aussi.  MA       MH  +  ME  =  M(:    ■    MD   •    Ml". 


'*o8 


PRODUIT  DE  DEUX  SÉRIES 


2°   Considérons  un    pentagone   régulier  inscrit   et    un    point    M    de   la    circonférence;   on     aura 

Ml  -h  M3  -+-  Mo  =  M2  +  M4, 
tant  que   M   reste  entre  les  points  l   et  5  ;  si    M    occupe  la  position  M',  la 
relation  devient  —  \H  H-  M3  -h  Mo  =  M2  h-  Mi. 

Si  M  occupe  la  position  M',  la  relation  devient  : 

—  Mi  -+-  M3  +  M5  =  —  M-2  -+-  M4 . 
Le  théorème  est  toujours  le  même. 

3"  Considérons  toujours  un  pentagone   régulier;  en  appliquant  le  calcul 
au  problème  posé,  nous  aurons  à  écrire  une  équation  de  la  forme 
3  ^/Â  _^  y/B  +  n/C  =  v/î5  -^  v/Ë. 

En  faisant  disparaître  les  radicaux,  nous  aurons  une  équation  du  seizième  degré,  car,  pour  faire 
disparaître  les  radicaux  d'une  expression  de  la  forme 
s/â  -+-  v/^4-  v/^-h  y/ô  -h  v/e"=  0, 
il  faut  faire  le  produit   des  16  facteurs  obtenus  par  toutes  les  combinaisons 
dos  signes     (+)     et    ( — ):      l'équalion  du  seizième  degré  représentes  fois 
le  cercle  circonscrit. 

La  fonction  Ml    ,   M3  +  M5  -  M2  —  Mi. 

dos  coordonnées  du  point    M  est  positive  ijuand  le  point  M  est  au  centre  de 
'*  la  circonférence,  donc  elle  est  positive  yjou/Wo;// poi/(/  M  (/u /;/'n/,  et  s'annule, 

sans  changer  de  signe,  quand  M  traverse  la  circonférence. 


1>K0DUIT  l»K   DliUX  SEKIES 

par  M.   G.  Valiron. 


Je  me  propose  de  modilier  quelque  peu  la  démonstration  de  Merlens  (N'oir  Papelieh,   Précix  d'Algèbre, 
d'Analyse  cl  de  Trigonoinélric,  p.  136).  Je  ferai  d'abord  quelques  rem;irques. 

Soit  Wo-h  Wi -4- ■•• -h  »n  4- ••• 

une  série  absolument  convergente.  Posons     U„  =  |  ?<„  |  ,     et  soit  A   la  somme  de  la  série    de  terme 
général  U,j;  on  a  évidfunment,  quels  que  soient  les  entiers  m  et  7, 

(1)  L'mH-U„,,_,  -! hUm4-,<A. 

Soit  maintenant  wo-l-  î^i-^    •  -t-y»  H-  •• 

une  série  convergente  (]uelconciue  ;  je  dis  qu'on  peut  trouver  un  nombre  H,  tel  ([ue,  (jucls  que  soient 
m  et  q,  on  ait 


(2) 


I  <B. 


En  effet,  soient  S'  la  somme  de  la  série  v,,,  S;,  la  somme  des     n -h  i     premiers  termes,  on  peut 
trouver  un  nombre  N,  corres()ondant  à  un  nomi)re  positif  donné  ^,  tel  que,  pour     /<  >  N,     on  ait 

|s;, -s'K^ 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  définition  de  la  convergence.  On  a  ainsi 

I  s;  |<  I  S'  I  -\-'p,  ^!>N; 

et  par  suite,  si  B'  est  le  plus  grand  des  nombres 

I  s;  I ,  I  s;  I ,  . . .  I  SH  ,  |  s'  |  +  p, 

on  a,  quel  que  soit   ?i,  I  ^n  I  "^  B', 

et  par  conséquent  |  s;„.,^  — s;„_,  |  <  j  S;„^,,  |  -4-  |  S;„_,  |  <  2B', 

L'inégalité  (2)  sera  donc  vériliée  à  la  condition  de  prendre     15  =  "iM! . 
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Enliri,  si  nous  considérons  simultanément  les  deux  séries  (uj  et  («,j  précédentes,  à  un  nombre  a 
positif  donné,  nous  pouvons  faire  correspondre  un  nombre  p,  tel  que,  pour     «>»,     on  ait 

(3j  U„^i  +  U„^2  H h  U,,^,  <  a, 

(4)  I   ï^«+i  -H  U„-f-,  H h  Vn^^,  I   <  a  . 

Cette  propriété  résulte  de  la  convergence  des  deux  séries  de  termes  j^énéraux  y„  et  L'„. 
Arrivons  maintenant  au  théorème  sur  le  produit  : 

Cotisidérons  les  deux  séries  uq  -+-  Ui  -]-■■■  -h  u,,  -i-  ■■  ■ 

«o-H  w,  -H  •■■  -H  u,.  H 

la  première  étant  absolument  convergente,  et  ayant  pour  somme  S;  la  deuxième  convergente  (absolument 
ou  non),  et  ayant  pour  somme  S';  la  série  dont  le  terme  général  est 

w„  =  UqVu  h -4-  w„«,„ 

est  convergente  et  a  pour  somme     SS' ;     elle  est  d'ailleurs  absolument  convergente  si  les  deu.r  séries  don- 
nées le  sont. 

Désignons  par  S„,  S;,,  l„  les  sommes  des     n -t- i     premiers  termes  des  trois  séries  (m„),  (u„),  («•„). 
Nous  allons  montrer  que  la  dillérence  0,1  =  S„S;j —  v^^, 

tend  vers  zéro,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  c'est-à-dire  qu'on  peut  trouver  un  nombre  N,  tel  (lue, 
pour     n  >  N,  |  o„  |  <  ç, 

aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  i.  Prenons  dans   les  inégalités  (3)  et  (4),     a  = — ,     et  pre- 
nons    n  >  ii/j,     /)  étant  le  nombre  qui  entraine  les  inégalités  (3)  et  (4).  iNous  avons 
5„  =  MjU„  -+-  M.(y„.  1  4-  Vn)  +•■•-+-  u„_j,{v^,^i  H -^  u„) 

+  U,^p^l{Vj,  H h  V„)  H h  U„{Vi  -+■  Vi  -' h  v„] , 

et  par  suite 

I  5„  I  <  U,  I  u„  I  -f-  U2  I  y,.-i  +u„  I  H -+-  U,,--,,  I  i';.^!  H h  y„  I 

H-  U„..^,_^,  I  U;,  H h  y,.  I  H H  L'„  I  Uj -i-yj  H-  ■  ■  •  -+-  f,.  I  ; 

d'après  l'inégalité  (4),   la  [)remièro  ligne  est  inférieure  ou  égale  à 


ou  encore,  d'a[)rès  l'inégalité  (1),  à 


Ai 


A-+-B 

de  même,  puisque     n  —  />  -h  1  >  p,     la  seconde  ligne  qui,  d'après  l'inégalité  ('2),  est  inférieure  ou  égale 

•I  (U„_,,_^,H hU„)B, 

Re 

est  inférieure,  d'après  l'inégalité  (3),  à — > 

A  -(-  D 

de  sorte  que      |  o„  |  <  e     lorsque     n>>!2/>. 

Puisque  0,,  tend  vers  zéro,  ï,,  =  S„S,',  —  o„ 

a  pour  limite  le  produit  SS   des  limites  de  S„  et  S;,.  La  première  partie  du  théorème  est  donc  JeuionUoe. 
Si  la  série  {v,,}  était  aussi  absolument  convergente,  et  si     |  r„  I  =  V„.     la  série  de  ternie  général 

L'oV,.H hV,.L-„ 

est  convergente  ;  piiis(iu'elle  est  le  produit  des  séries  de  termes  géneianx   f,  et  V„,  et  comme 

I  "'„  I  <  U„V„H 1-  \'„l'o, 

on  voit  bien  (luo  la  série  («'„)  converge  absolument. 
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NOTE 
KELATivK  A  r,A  SOLLTION  DR  LA  TROISIÈME  l'AHTiR  DK  LA  QUESTION  1950  (Ecole  Polytechnique.  1911  . 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  tout  arc  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

a  étont  un  arc  compris  entre  G  et  100?,  n  un  nombre  entier,  p;iir  pour  les  arcs  se  terminant  sur  le 
premier  et  le  quatrième  quadrants,  impair  pour  les  autres,  i  un  facteur  égal  à  ±1,  -t- l  dans  le 
premier  et  le  troisième  quadrants,     —  1     dans  les  autres,  on  a  toujours 

a  ))-.       \ 

'   sin  a  sin  a    / 

—  X 

Cela  montre,  d'une  façon  précise,  que  l'adjonclion  de  la  table  de  — à  celle  de  — : suflil  ;i  tout, 

sm  a:  sin  r 

à  une  interpolation  [)rùs  pour  les  arcs  intermédiaires. 
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PAl!   LA   TRANSFORMATION  D  AMPKKI-    HT  SOLITION    DE  EA  (JEESTION    l'iTo 

par  M.  E.  Kéraval 


1970.  —  0)i  considère  (n  surface 

(S)  c'-J=:  (,v^  —  a'){i/  —  lj'-). 

1°  On  dc.innnde  de  déterminer  sex  lignes  asi/mptotif/ups  et  de  faire  voir  ijm  on  peut  exprimer  .t-,  j/-,  :*  en 
fonctions  raliorinelles  de  partimijlres  u,  o  tels  que  u  reste  constant  sur  rli'ujue  ligne  asymptolique  de  lu 
première  famille  et  o  sur  chaque  ligne  de  la  seconde  famille. 

2°  Quand  un  point  M  décrit  une  ligne  asgmplotique  de  (S),  le  plan  langent  en  M  esi  également  tan- 
gent au  cane  de  sommet  .M  cVun  complexe  tétraédrnl.  Ce  cdinplexc  varie  quand  on  change  de  ligne  asgmpto- 
tique^  mais  le  tétraèdre  du  complexe  ne  varie  pas  :  il  est  formé  îles  trois  plans  de  coordonnées  supposés 
rectangulaires  et  du  plan  de  l'infini. 

.l'avais  proposé  dans  ce  journal  l'étude  des  lignes  asymploliques  de  la  surface 

c^z-  =  [j- —  a-)(ii'  —  />2). 
J'ai  su  depuis  que  M.  E.  Roiiché  avait  prés(Milé  une  note   sur  la  surface  {Comptes  Hendus  de  l'Aca- 
démie, 1<S77) 

X-  q-  z-  x'^y- 


l/-  c'-  a'-h^ 

connue  en  stéréotomie  sous  le  nom  de  surface  df  l'Arrière  voussure  Saint-Antoine.  M.  Picard  en  parle 
également  au  tome  premier  de  son  cours  d'analyse.  C'est  évidemment  la  même  surface  que  la  mienne 
aux  notations  près.  Pour  l'étude  ({u'on  se  propose  on  peut  évidemment  prendre  tout  simplement  la 
sui-face  :;-  =  (•/-  —  lj(j/-  —  Ij, 

qui  en  dérive  par  une  transformation  homographiqne  simple  qui  conserve  et  les  lignes  asymploliques 
et  le  tétraèdre  fondamental  T  formé  des  trois  plans  de  coordonnées  et  du  plan  de  l'inlini. 

Je  prendrai  même  la  surface  plus  générale 

i_  _i_ 

(S)  :  =  (a;^— l)"^".(j(/^  — 1)  S 

où  a  et  [i  sont  des  constantes  liées  par  la  relation 

-  +  i  -  1 
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Si  avec  les  notations  de  Moiige  on  désigne  par  p,  «/,  /•.  s,  l  les  dérivées  de  z  par  rapporl  à  x  et  y 
du  premier  et  du  deuxième  ordre,  l'équation  diflérentielle  des  lignes  asyniptotiques  est 

rdx'^  -h  -Isâidij  -+-  idrj-  =  0. 
Ici  cette  équation  devient 

(1  —  a)a.'*    dx^         (1  -  't>)rr   dij-        _         x""  //■-  dx      du 

(a,-^  — 1)=^     .x-2  (v'— 1)'     y''  x^  —  i      y'  -  \.       X        y 

Si  on  pose     x^  =  X^,     ?y^  =  Y^,     l'équation  se  simplilie  et  devient 

dX''  dY'  ^XYdXdY         _ 

^^^  (X'^-  ir-  "^  (Y^  — 1)2     (X2  -  ijiY''— 1)  ~^- 

On  est  ainsi  ramené  au  cas  primitif  où     ^  =  2,     p  =  2. 

L'équation  (1)  s'intègre  par  un  procédé  souvent  employé.  On  change  de  variable  de  manière  à  faire 
disparaître  le  terme  rectangle,  il  arrive  alors  que  les  variables  se  séparent. 

Si  l'on  pose  \  —  l,  Y  =  /'(À,  n),  en  égalant  h  zéro  le  cooflicient  de  dM'i  on  trouve  pour  déter- 
miner /■  ré(iuatiori 

d'où  facilement  X  =  À,  Y  =  [j-J^i^  —  "/- -i-  1) 

L'équation  à  intégrer  devient 

A-    —    1  JJl-  -h   1 


/■•(/•—D 

V'  —  i 

Y  =  .u. 

1^1.^  —  ):- 

dl^ 

d^^ 

d'où  a-f-v^ix^'-h  l  =  u(X-|-  v/À-  -  l), 

\L  H-  sJ^L-  -+-  i    =    U{1  —  \/^ 1  ), 

d'où  À,   ;ji  en  fonction  de  u  et  v,  par  suite  X,  Y  et  ensuite  x,  y  en  fonctiori  de  u,  v  qui  sont  les  para- 
mètres des  lignes  asymptotiques.  Les  équations  paramétriques  de  la  surface  (S)  sont  alors 


(S')  y'  = 


(  u  -H  V)^ 


-a+?   _ 


4uw 


[Auo)''.(u-  —  \)°.{v-  —  [y 


Propriété    des   lignes   asymptotiques  des  surfaces     Si.  —  Ue  l'équation   (S)  on  tin- 

px  x'^ 

~T  ~  X»—  I  ' 
7.'/  >r 


'/—  1 


(mu  — 1)2  (mh-«)^ 

Mais  x«  =  — :; -^ — --î  j/"  = 


d'où 

/pa?         uv —  I 

les  signes  étant  coiivcnaljltMiicnl  choisis  dt'\;uit  les  riulic;Mi\.  On  «mi  dt'ilnil 

Or  cette  (Miuation  ('2)  liadiiit  la  propriclé  ciue  j'ai  tMioncéo  pour  l'asyniplolique     r  =  C".     Kn  effet 
cette   équatitin  exprime  (pian  pninl  (i.  ly,  :i  la  m.rnialc  à  la  surface  transportée  parallèlenienl  à  elle- 
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même  à  l'origine  est  sur  un  cône  du  second  degré   l.e  plan  tangent  Iraiisporlé  à  l'origine  sera  tangent  au 
cône  réciproque 


,v,^Ifl^,,xz-iïl^=xv  =  o, 


4y2         ■'  .'iv^ 

équation  de  la  forme  .lYZ — kyZ\-h{k  —  djz>^Y  =  0. 

C'est  le  cône  du  complexe  de  Chasles  pour  les  droites  telles  que  si  elles  coupent  ?/0;  en  A,  -Ox  en 


B,  xOy  en  G, 


CA 

"gb" 


=  /.-. 


Je  vais  montrer  maintenant  que  les  surfaces  (S)  dérivent  des  surfaces  tétraédrales  par  la  transfor- 
mation d'Ampère.  Gela  me  conduira  à  une  deuxième  méthode  pour  la  détermination  des  lignes  asympto- 
tiques. 

Transformation  d'Ampère.  —  C'est  une  transformation  dite  «  de  contact  ».  Etant  donné  un 
point  de  l'espace  E  (r,  y,  z)  et  un  plan  passant  par  ce  point, 

Z  —  :  =  ;)(X  —  x)  -+-  7(V  —  y), 
elle  lui  fait  correspondre  dans  l'espace  E'  un  point  {x\  y',  z')  et  un  plan  passant  par  ce  point 

Z-z'  =  p'{X-x')  +  q'{Y-y'), 
c'est-à-dire  qu'à  l'élément  x,  y,  z,  p,  7,  elle  fait  correspondre  x',  y',  z\  p\  7',  par  les  formules 

(3j  X'  =  p,  y'  =  y.  2'  =  -  —  px,  p'  =  —X,  fj'  =  q. 

Ces  formules  entraînent  l'identité 

(4)  dz'  —  p'dx'  —  q'dy'  ^  dz  —  pdx  —  qdy, 

de  telle  sorte  qu'aux  dillerenls  points  d'une  surface  S  et  à  leurs  plans  tangents  elles  font  correspondre 
les  éléments  analogues  d'une  deuxième  surface  S'. 

Théorème.  —  A  une  surface  réglée  In  (mnsfornwlion  d'Amphe  fait  correspondra  une  surface 
engendrée  par  une  conique,  et  telle  que  les  plans  tangents  à  la  surface  le  long  de  chaque  conique  enveloppent 
un  cône  gui,  naturellement,  sera  du  second  degré,  de  telle  sorte  que  la  nouvelle  surface  sera  à  la  fois  «  lieu 
de  coniques  cl  enveloppe  de  cônes  du  second  degré  »  (*). 


Soient 


^    .T  =  a:  H-  a, 

/    y  =  hz  +  p, 

les  équations  d'une  génératrice  G:  le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z)  de  cette  génératrice  aura  une  équa- 
tion de  la  forme  x  —  oZ  —  a  -f-  >(  Y  —  AZ  —  ^)  =  0. 
Si  l'on  pose     z  =  ix     nous  pourrons  écrire 

X  =  ajjL -H  a,  ?y   =   ^[jL-t-P,  z  =   [1, 

1  A 


P   = 


a  _|_  1,1  n  -+-  lit. 

En  outre,  d'après  la  loi  do  Chasles,  a,  \l  sont  liés  homographiquement .  i>a  transformation  d'Ampère 

donne  alors 

1 


fl-h  6X 
6)>[Ji  —  a 


a  4-  h\ 
p'  =  -  (aix  -+-  a), 


hl 


'  Voir  la  thèse  de  M.  Hlufel 


SURFACES  TRANSFOIIMÉES  DES  SIJIlFACES  TÉTMAÉDRALKS 


if;3 


Comme  X,  tx  sont  liés  homographiquement,  les  trois  premières  équations  montrent  que  le  point 
{:/■',  y\  z')  décrit  une  conifiue  C.  11  reste  à  vérifier  que  le  long  de  cette  conique  le  plan  tangent  passe  par 
un  point  fixe  f.x',).  ?/o?  -o)?  c'est-à-dire  que  l'on  a  une  relation  de  la  forme 

p'(x,,  -  x')  4-  q\y,,  -  y')  =  z,  —  z'. 

En  remplaçant  x',  y\  z',  p'.  q',  par  leurs  valeurs  on  trouve 

abx^l\i.  ■+-  MbxXg  -+-  bz„  —  )/o  +  !î)  -t-  aix{ax„  —  1  )  -f-  a{z^  -^  ax^,)  =  0, 
qu'il  faut  identifier  avec  la  relation  homograpliique 

A),fjL  +  B>  +  Ca-t-D  =  0. 

On  a  ainsi  trois  équations  qui  donnent  x,,,  y^,  z„. 

Dans  le  cas  d'une  génératrice  torsale,  c'est-à-dire  le  long  de  laquelle  le  pian  tangent  est  fixe,  il  lui 
correspond  une  autre  génératrice.  Je  laisse  de  côté  les  cas  particuliers. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  en  remarquant  qu'à  une  droite  correspond  un  paraboloïde  hyper- 
bolique, ayant  zOx,  sOy  pour  plans  directeurs,  c'est-à-dire  passant  par  deux  droites  fixes;  aune  surface 
réglée  correspond  l'enveloppe  de  ces  paraboloïdes  ;  or,  deux  paraboloïdos  infiniment  voisins  ont  une 
conique  commune  à  distance  finie. 

Transformée  de  la  quadrique     t/^-i--^  =  1  -f-x-.  —    Il  est  facile  de  vérifier  que  la  surface 

X         ?/         z 
(S)  et  celles  qu'on  obtient  en  changeant  x,  y,  z  en     — ,     ^,    —,    dérivent  des  surfaces  tétraédrales 

a        h       c 

par  la  transformation  d'Ampère.  Je  m'en  tiendrai  à  la  surface  de  l'Arrière-voussure  Saint-Antoine.  f*ar- 
tons  de  l'hyperboloïde 

(H)  y'-' -h  z'^  =  i  ^  x'^ 

dans  l'espace  E'.  On  peut  remplacer  cette  équation  par 

iiv  -+-  1 


(H, 


V  - 

-  u 

u  -f-u 

V  — 

-  u 

uv  - 

-1 

p  =  -.< 


donc 


Dans  l'espace  E  nous  aurons 

a;  =  —  p' 


p  X 


(S) 


?/  = 


MU -h  1 

1  —  IW 

U  -\-  V 

4uv 


jy»  -  1  = 


{i-uvy 

'uiv 

{v  -  uy 


%uv 


(1  —  uv){v  —  u) 
qui  donne  bien 


c'est-à-dire  la  surface  a  étudier.  Dans  les  formules  (n,\  u  et  v  étaient  les 
paramètres  des  génératrices  rcclilignos  ;  donc  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, sur  la  surface  (s)  les  courbes  u  =  C«"  et  o  =  C"  sont  des 
C(>ni(|uesle  long  desquelles  il  exish'  un  c«".ne  circonscrit.  Si  A.  B.  C.  D  sonl 
les  (|ualre  points  coniques  de  (1),  les  plans  dos  coniques  passent  par  AC 
ou  par  HD.  Les  cônes  circonscrits  le  long  dos  coniques  dont  les  plans 
passent  par  AC  sonl  sur  lîD  .1  réciproquement.  I/èlude  est  facile,  je  la 
laisse  de  coté. 
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Recherche  des  lignes  asymptotiques.  —  L'équalion  .i  intégrer  est 

dx-  dij'  "Ixtjdxdif 


et  nous   sommes   conduits   à    poser 

wy-t-  1  U~h  V 

y  =  -. T' 


=  0, 


1  —  Ml' 

d'ofi  l'on  tire  très  facilement 

du^  do- 


(E) 


w'  -h  H  V  H-  V 

Cette  équation,  où  les  variables  sont  séparées,  conduit  aux  fonctions  elliptiques,  et  pourtant   l'inlé- 

f^rale  est  algébrique  d'après  ce  que  nous  savons  déjà.  On  a  là  un  cas  particulier  d'une  équation  célèbre 

intégrée  par  Euler  et  qui  conduit  au  théorème  d'addition  des  fonctions  elliplitiues.  On  peut  exposer  la 

question  d'une  i'-àçon  très  élé)nenlaire  par  la  naéthode  suivante  que  j'emprunte  à  M.  Kœnigs  (Darboux, 

tome  quatre  de  la  Théorie  des  surfaces)  : 

Intér/ration  de  l'équalion  d'Euler 

„,  dx  dy 

(E')  ^-^  =  ,  ^  • 

v'/x*  -t-  mx^  -+-  nx'^  -^  px  -h  q         ±  /('/*  -h  wi?/'  ■+-  ny-  -^  py  -h  q 

Écrivons  l'équation  générale  d'une  conique 

AX^-hA'Y^-I-A"-^  i>l{Y-M>B'X-+-2ir\V  =  0, 

en  coordonnées  ordinaires.  Puis  posons 

\  =  xy,  V  =r  x  -f-  y, 

et  prenons  x,  y   pour  nouvelles  coordonnées.  I/équation  de  la  conique  devieni 

ofa:,  (/)  ~  |>(/2^2n7+ M, 

où  P  =  Ax^'^2H".r-f- A', 

n  =  \{x'  -+-  (A'  +  n'}x  -h  li, 

|{  =  A>-  -+-^Bx-i-A". 

1 

—  (ç>;)2  =  ph/  -+-  -ii'Ov  ^f-  Q2  =  if-  —  PR, 

car  P,/=-+--JO»/  =  —  R. 

Ainsi  y  (<f;)2  =  Q'  —  PR  ^  H(.r), 

et,  à  cause  de  la  syméirie  en  .c  et  //, 

Mais      o(a\  v)  =  0     donne      — -^  ax  h- -r— c/i/  =  0, 

"  ^      ^  ôx  ôy    •' 

'  dyV  _   (o'.V   _    H(y) 


Donc 


dx  J  (v,;)^         H(x) 

rfy  dx 


fUiy)         ±  mx) 
Si  on  calcule  II  on  trouve  : 

H(.f)  =  —  a"x'  -+-  'àbx'  —  [a'  -+-  W)x''  -h  Wx  —  a, 
a,  a',  a',  />,  i6',  //'  étant  les  coefficients  de  l'équation  tangentielle  de  la  conique,     a  —  A'A"  —  B-,     etc. 
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Réci|)rof|ueinent,  si  on  veut  intégrer  l'équation  (E'),  on  pose 

d"  =  -  /,  2//  =  — n  —  À,  (i  =    -  y, 

2/v  =  m,  2/y'  =  p,  a'  =  \. 

Il  reste  une  constante  arbitraire  À. 

On  a  donc  les  coniqu(>s  (l'un  faisceau  tangeiiliel  ;  de  là  on  remonte  à  l'équation  ponctuelle  en  \ 
et    Y,    puis,  en  remplaçant    \    par    .n/    ot    V    par      x -h  7,      on  a  la  relation  cherchée  en    r    et    y   : 

'i'->-;y)  =  0. 

Si  l'on  applique  ce  procédé  si  simple  à  l'équation  (E)  on  trouve,  pour  relation  entre  u  et  i', 
(A)  u^o-  -h  2X«v(m  H-  u)  +  IHu  -  vf  —  tnv  -+-  "-ïkin  -h  y)  -f-  1  =0. 

Je  dirai  que  c'est  la  relation  qui  correspond  à  la  ligne  asymptotique  À. 

Propriétés  des  lignes  asymptotiques  de  i .  —  Cherchons  d'nbord  le  degré,  c'est-à-dire 
le  nombre  dos  points  de  rencontre  de  l'asymplotique  X  et  d'un  plan 

Aa;  -H  B(/ -h  Ce  4-  D  =  U 

(pu  donne  uv  =  — ) 

en  posant         P  =  (A -h  D  —  B)m  —  (A -f- B  +  !))»,  Q  =  (D  -  A  —  B)m -|-(A  —  B  —  D)i; -!-4C. 

Kn  tenant  compte  de  cette  relation,  (A)  devient  l'équation  d'une  cubique  ayant  un  point  simple  à 
l'infini  dans  la  direction  Q  =  0.  Cette  cubique  coupe  Quu  =  P  en  8  points,  le  neuvième  pointa 
l'infini  ne  convenant  pas  comme  on  doit  le  vérifier  à  priori.  Ainsi  les  lignes  asymptotiques  sont  du 
degré  8.  Ou  vérifie  encore  plus  facilement  les  autres  propriétés  que  voici  : 

Chacpie  asymptotique  coupe  en  deux  points  les  coniques  de  la  surface  qui  passent  soit  jtar  AC 
soit  par  BD.  Elles  coupent  en  (juatre  points  chaque  droite  double  de  la  surface,  c'est-à-dire  les  droites 
de  l'infini  du  plan  sOr  et  du  plan  zOi/.  Elles  coupent  aussi  en  (piatre  points  les  coniques  x  =  C'«  ou 
y  =  G'^,  c'est-à-dire  dont  les  plans  passent  par  une  droite  double.  Enfin  chaque  ligne  asymptotique 
passe  par  les  quatre  points  coniques  A,  B,  C,   I)  qu'elle  admet  pour  points  de  lebroussemenl. 

Symétries  d'une  ligne  asymptotique  X.  —  D'abord  les  asymptoficpies  X  et  -  /  sont 
symétriques  par  rapport  au  plan  ./()//  ot  par  suite,  comme  nous  le  verrons,  par  rapport  à  zOj,  zOi/.  Ceci 
nous  permettra  de  supposer    X>().     L'équation  (A)  ne  change  pas  si  on  échange  u  et  r,  d'<>ù  syniélrie 

par  rapport  à  Ox  ;    elle  ne  change  pas  si  on  change  u  en  —  ot  v  en  —.d'où  symétrie  par  rapport  a  0:: 

1  I 

enlin  elle  ne   change  pas  non  plus  si  on  change    h  en—    ot  v  en  — -  d  ou  symétrie  |)ar  rappt>rl  a  Oy. 

Ainsi  chaque  ligne  asym{)toti(|uo  admet  les  trois  axes  Ox,  0'/.  0:  ynniv  axes  de  symétrie. 

Construction    de   la  courbe  (A).   —   A  chaque   point  île   celle  courbe  correspond  par  les 

formules  s  un  point  de  l'asymptotiquo  X. 
La  relation  (A)  peut  s'écrire  : 

(m -f- Xj^u» -+- 2(u  -  X)(Xu  -  i)i'  -h{h,-\-  I)'  =  0, 
—  (u  —  X)(Xu  —  1  )  ±  \'^^ÂW^  i)u(i  -*-  u») 


ou 


(m-hXV 

Connue     X^>U     il  faut  donc     1/       (». 

La   lurmc    change   un   peu   suivant   les    valfurs  de    X 

l'oui  no  pas  allonger  cet  artielo  je  supposerai     X>»1.     Alors  un  a  la  form»'  ci-après. 

(On  a  représenté  en  p(Mul>^  lliyporliolo     itr  —  1.) 
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A  cause  de  la  syini'trie  en  n,  v  il  sullit  de  considérer  les 
5  arcs  FdHK  et  KL,  mais  on  peut  encore  réduire.  Si  la  courbe 

^,  _'j     passe  p;ir  l(>  ])oint     .r  =  u,     y  =  v,     elle  passe  par     x'  =  — ; 

A  * 

1  '/  '/ 

y'  —  —.  =.-  —  •     Les  points  corresfjotuiants  se  trouvent 

(/  .t'  ■!■ 

sur  d'.s  droites  passant  par  l'origine.   K  et  L  se  correspondeiil. 

donc  les  aies  KH  el   LK  se  correspondent  ;   de  même  F(i   et 

IKi.  11  suKit  donc  de   déplacer  le  point  («.  v)   sur  l'arc    (iHK. 

Sur  cet  arc  on  a 

iir  -  i   <0. 

HO  >  0, 

/(  -+-  r  <^  0. 
c  —  ti  y>  0. 
^  0.     On  a  ainsi  un  morceau  de  la  courbe  situi'  dans  le 


0, 


Donc  sur  rasyniptolique  x  >  0,  // 
trièdie  O.nj'z.  Par  symétrie  on  a  une  asymptotu^ue  formée  de  't  morceaux 
superposables  par  rotation  de  180"  autour  des  axes  de  eooiilonnées  et  ^ 
complètement  séparés  les  uns  les  autres.  Quand  ou  suit  l'arc  dilK  le  point  ; 
M  qui  décrit  l'asymplotiqiie  part  de  l'infini,  va  au  point  conique  ■'  =  I.  ~^ 
1/ —  — 1,  :  =  0,  qui  est  un  point  de  rebroussement,  et  remonte  à  '< 
l'infini.  La  projection  sur  xOy  a  la  forme  indi(]uée  sur  la  lijrure,  il  est  facile  r. 
de  trouver  les  asymploles. 

Quant  à  la  surface  elle-même,  elle  se  compose  d'une  nappe  fermée  qui 
se  projette  à  l'intérieur  du  carré  AHCD,  aucinol  elle  vient  se  raccorder,  et 
de  -^i  nappes  iiidélinios  (pii  se  projettent  dans  |fs  ;in.i.Mes  droits  opposi's  aux 
anjiles  du  carré.  C'est  sur  ces  nappes  que  se  trouvent  traci-es  les  parties 
réelles  des  lignes  asymptotiques. 


// 


A 


AL(ii:Hl{E 


A  = 


1969.  —  Driiioiilrrr  t/ur  le  délermina»! 

Cs7  ilivisi/ilr  fifir  le  nirrê  dit  ilrtenninmil  dr   Vand-'nnnnde 

1  7.  a-  a-* 


\'  = 


/'roucer  h'  '/»o//>/;/. 


0 
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Démontrer  t/ue  ce  quotient  a  un  si'ine  constant  et  qu'il  ne  n'annule  que  lorsque  trois  des  quatre  quantités 
1,  fJ,  Y?  ^  *0"'  égales. 


Le  déterminant  peut  s'éciirc 


u 

A 

\^ 

c 

A 

0 

1) 

E 

B 

1) 

0 

F 

C 

E 

V 

0 

=  à. 


en  posant  A  =  (a — P;\  B  =  (a  —  y)*i  ^Ic. 

Si  on  le  (Iévelop{)e  par  rapport  aux  mineurs  formés  avec  les  deux  premières  lignes,  on  trouve  inmié- 
diatement  pour  valeur  de  ce  délerminanl 

A  =  A^K^  ^  B^jr.  _^  C^D'-^  —  2ABEF  —  ^iACDK  -  -2BGUE. 

C'est  une  expression  du  seizième  degré  en  a,  i,  y,  o. 

Posons  alors  (a  —  fi)(Y  —  o)  =  u, 

(a  —  y)(^  -  o)  =  y, 
(a  _  8)(^  —  y;  =  ir  : 
nous  aurons  évidemment  v  —  w  =  ^•{  -t-  ^o  —  ao —  'y;  =  n. 

D'autre  part,  d'apiès  ce  qui  précède, 

Zi  =  n"  H-  y'*  H-  tr^   —  ^«''y*  —  'iu'/r'  — 2y^//"  ; 
Cl  ceci  {)eut  s'éci'ire  /l  =  u''{u''  —  'iv'  — 2tt'*;  -h  u*  —  iv')^, 

on  ^  =  n^{u''  —  'io'-  —  2«'*)  -l-  («"■^  —  ir'-)''(o^  -+-  ir- ,-. 

iNous  voyons  donc  que  A  est  divisible  par  u-  ;  il  est  de  même  divisible  par  v-  et  w^  ;  dès  lors  il 
est  divisible  par  u-v-tv',  c'est-à-dire  par  le  carré  dn  déterminant  de  Vandermonde. 

Le  quotient  est  une  l'onction  du  quatrième  degré  de  a,  6,  y,  2,  c'est-à-dire  du  premier  degré  de 
u-,  u^  w'.  En  outre,  c'est  une  l'onction  symétrique  de  ces  trois  quantités;  c'est  donc  une  l'onclion  do  la 
l'orme  \{u- -\- v- -h  w-) , 

A  étant  une  constante. 

Pour  avoir  celle  constante  nous  faisons  %  —  -i.  [y  ~  \.  y  =  0,  o  =  — 1  ;  alors  u  —  \. 
V  =  'j,     ir  =  3,     et  nous  avons     A  =  1  —  2.i'  -  ^.3^ -l- 7-(16-f- 9)-  =  i!i>95i. 

Nous  avons  aussi  (u-  -t-  v'^  +  w-)u-o'-w'-  =  26  X  ItJ  X  9  ; 

en  divisant  successivement  SDQriS  par  9,   16  et  26,  nous   trouvons  8  pour  quotient;  donc     A  —  s     il 

\-  étant  le  carré  du  déterminant  de  Vandermonde 

Nous  voyons  de  suite  (|ue  le  (juotient  est  positif  et  ne  [)eut  s'ainuiler  (|ue  si  trois  des  «pianlilés 
a,  i,  Yi  ^^  sont  égales. 

H.  DONTOT,  élève  de  llù-ole  noi  malo  supérieure. 

M.  E.  .N    lÎAïusiE.N  nous  a  envoyé  une  très  bonne  dénionslr.ilion  basée  sur  ridcnlilé 

2b-c'  +  2( '-«2  -I-  2a^b-  —  a'  -  fc*  —  c*  =  (a  -f-  fc  H-  c)(it  -h  6  —  i)(a  -h  <•  -  b)(b  -+-c—a). 
Kllc  (IdiMic  (le  suilc. 

A   =    —  \^H'-  -|-  v-  -h  lC-j(u-  -I-  w-  —  lC-/l<-  -{-  ir-  —  V'<{r'-  -t    c--  u"  . 

cl  la  (|(K'sli()ii  s'aclièvc  sans  peine. 


Itoiinc  hoiulioM  ;  M.  (i.  L.m  h,  k  lloiiez. 


y\tV 


Eckelle  :  —  • 

5 
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1962.  —  Un  cube  abciH^'i^  a  pour  diagonales  les  droites  «a,  b'p,  cy,  do.  La  diagonale  an  est  verticale  ;  sa 
longueur  vaut  12  cm.  Sur  l'épure,  elle  se  projette  suivant  le  grand,  axe  de  la  feuille;  son  exirérnitè  inférieure 
fa,  a')  est  placée  de  manière  que  aa'  =  \2  cm  et  que  le  point  a  sotl  à  12  cm  du  bord  inférieur  du  cadre.  La 
diagonale  b'i  est  de  front,  le  point  b  à  gauche  du  point  ^  et  plus  haut  que  lui.  L'arête  cd  al  en  avant  du  plan 
de  front    aih'p,  le  point  c  à  gauche  du  point   d. 

Cela  posé,  on  considère  : 

i"  L'hyperboloide  qui  a  pour  directrices  les  trois  droites  bc,  d'^,  -(Z  ; 

2°  Le  paraboloide  qui  a  pour  plan  directeur  le  plan  abcd  et  pour  directrices  les  droites  6o  et  c^. 

On  demande  : 

i°  De  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces  ; 

2°  De  représenter  le  solide  limité  d'une  part  à  ces  deux  surfaces,  d'autre  part  aux  plans  horizontaux  menés 
par  les  extrémités  de  la  diagonale  verticale  du  cube.  L'arête  aS  fait  partie  de  ce  solide  ; 

3°  De  déterminer  les  ombres  produites  sur  la  surfacede  ce  solide  par  desrayons  lumineux  parallèles  à  ta  droite  b%; 

4°  de  calculer,  à  1™"'-  prés,  l'aire  de  la  section  faite  dans  ce  solide  par  le  plan  horizontal  mené  par  le  point  î. 

Expliquer  succinctement  l'épure. 

Cadre     28X44  cm. 

[École  normale  supérieure  et  bourses  île  licence,  concours  de  1911.) 

L'hyperboloïde  délini  par  les  trois  arêtes  du  cube  parallèles  à  ses  trois  dimensions  a  pour  centre  le  centre  du 
cube  et  est  de  révolution  autour  de  la  diagonale  verticale,  son  cône  asymptote  ayant  pour  demi-angle  au  sommet 
l'angle  formé  par  chacune  des  arêtes  issues  de  A  avec  la  diagonale  verticale.  Nous  avons  par  la  conslrucli<m 
bien  connue  la  projection  verticale  du  cube,  dont  la  diagonale  verticale  a  une  longueur  donnée,  a'a'  :  il  suffit 
de  décrire  la  circonférence  de  diamètre  a'a'  et  de  partager  ce  diamètre  en  trois  parties  égales,  puis  de  mener 
h'd'  et  et'  par  les  points  de  division  perpendiculairement  à  la  diagonale  pour  obtenir  !e  rectangle  a'b'a'l'  qui 
donne  le  contour  apparent  vertical  du  cube.  Son  contour  apparent  horizontal  est  l'hexagone  régulier  inscrit 
dans  le  cercle  de  rayon  ab  et  dont  un  côté,  cd,  est  de  front. 

Le  cercle  inscrit  dans  cet  hexagone  est  le  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde  et  nous  en  déduisons  les  >om- 
mets  e\,  eô  de  l'hyperbole  méridienne,  dont  les  asymptotes  sont  c'o'd'  et  la  droite  o'f,  symétrique  par  rapport 
;i  l'axe  a'a .  On  peut  maintenant  construire  l'hyperbole  et  la  limiter  aux  deux  parallèles  passant  par  les  points 
a'  et  a',  dont  la  projection  horizontale  commune  est  la  circonférence  de  rayon  og.  (\u'\  forme  avec  le  cercle  de 
gorge  oe  le  contour  apparent  horizontal  de  l'hyperboloïde. 

Le  paraboloide,  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  abcd  et  pour  directrices  bè  et  ci,  a  pour  second  plan 
directeur  lo  plan  abcd  et  par  suite  pour  axe  la  droite  ab.  Les  plans  directeurs  étant  rectangulaires,  c'est  un 
|)araboloïde  équilatère  dont  les  plans  principaux  sont  le  plan  de  front  aob  et  lo  |>lan  de  bout  ab.  Le  plan  bcd, 
perpendiculaire  à  l'axe,  coupant  la  surface  suivant  les  deux  génératrices  bc  et  6o,  est  le  plan  tangent  au  som- 
met b  du  paraboloide.  Le  contour  apparent  vertical  sera  donc  la  parabole  principale  d'axe  b'a'  et  de  sommet  b'. 
Cette  parabole  passe  d'ailleurs  par  le  point  t'  où  elle  est  tangente  à  la  droite  à'P',  car  les  deux  droites  iô  el  ^ 
sont  deux  génératrices  de  systèmes  dilférents  du  paraboloide  et  leur  plan,  qui  est  horizontal,  est  tangent  à 
la  surface  du  point  Cl,  &').  Donc  la  sous-normale,  qui  est  la  projection  de  i'/i'  sur  l'axe,  ou  ht  proioclion  de 
son  égale  a'a',  est  précisément  a'b',  en  sorte  que  le  foyer  de  la  parabole  niéridierme  est  au  point  ç.'.  milieu  de 
a'b'.  On  peut  donc  construire  celte  pai-abolc.  Il  est  facile  d'en  obtenir  (|uelques  points  remar(|ualiles.  [lar  exem- 
ple le  point  m',  intersection  des  génératrices  piqt  et  p^^o,  dont  le  plan  de  bout  donne  la  tangente  p'q'  au  point 
m',  situé  sur  c'd'.  On  détermine  aussi  le  point  h'  o\\  la  parabole  traverse  le  plandti  parallèle  a'g,,  el  qui  donne, 
par  sa  projection  horizontale  h,  le  sommet  do  la  parabole  section  du  paraboloide  par  le  plan  de  ce  parallèle. 

Le  contour  apparent  horizontal  du  |)aral)oloïdo  est  la  parabole  projection  ilo  la  section  de  la  surfare  par  le 
plan  diamolral  conjugué  des  cordes  voiticales.  Ce  plan  est  lo  |»lan  de  bout  parallèle  au  |iliin  principal  n'b'  «-l 
passant  par  le  point  <f"  où  l'Iioiizontalo  du  loyer  'f'  coupe  la  directrice  de  la  parabole  méridienne.  On  voit 
aisément  qu'on  raison  des  données  particulières  la  trace  de  ce  plan  -^'7'  coupe  le  (larallèle  n'y,  precisèmenl  an 
point  l',  oïl  la  droite  l'b'  coupe  a'g\,  en  sorte  qu'il  ne  restera  rion  do  l.i  parabole  conlour  apparent  hori/onlal 
dans  la  projection  du  solide  défini  dans  l'énoncé. 

Intersection  des  deux  surfaces.  —  On  voit  immédiatement  que  les  deux  surfaces  ont  on  commun  les  drux 
génératrices  bc  et  bîj  qui  forment  une  courbe  plane  commune  ;  elles  se  coupent  donc  >uivanl  une  seconde  courlK» 
plane.  Comme  elles  ont  toutes  doux  pour  plan  de  symétrie  le  («lan  do  front  nho,  le  plan  do  cette  seconde  courbe 

est  un  plan  <\v,  boni. 
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La  projection  verticale  de  l'intersection  est  donc  une  conique  réduite  à  deux  droites  et  ces  deux  droites 
sont  les  sécantes  communes  aux  deux  méridiennes,  l'une  d'elles  étant  la  tangente  en  b'.  Comme  la  parabole  a 
son  axe  parallèle  à  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole,  l'autre  sécante  commune  est  parallèle  à  cetteasymptote, 
et  puisqu'elle  passe  par  le  point  fi',  c'est  précisément  la  droite  a'^'.  Il  suffit  donc  de  prendre  l'intersection  dune 
des  deux  surfaces  par  le  plan  de  bout  aa'Ji'.  C'est  manifestement  une  parabole  égale  à  la  parabole  principale  du 
paraboloïde.  I.a  projection  horizontale  a  pour  sommet  le  point  S.  pour  axe  ai  et  nous  obtenons  son  foyer  en 
construisant  la  tangente  en  Ai  qui  est  la  droite  lit  telle  que  ^«  =  a^.  Comme  vérification,  on  remarque  que  la 
tangente  lit  passe  au  point  iit[  intersection  des  horizontales  de  même  cote  du  plan  sécant  a'^'  et  du  plan 
tangent  à  l'hyperboloïde  au  point  )>i,  à  savoir  le  plan  des  génératrices  /ip2  et  >)P3-  On  en  déduit  la  normale  en 
À,  et  par  suite  la  sous-normale,  qui  fait  connaître  le  paramètre.  On  peut  donc  tracer  cette  parabole  ÀitîÀj. 

La  projection  horizontale  de  l'intersection  se  compose  donc  de  l'arc  de  parabole  ainsi  tracé  et  des  deux  por- 
tions de  génératrices  lik  et  hJi. 

11  reste  à  limiter  le  paraboloïde  aux  deux  parallèles  a'g\  et  a'^/^.  .Nous  avons  déjà  dit  que  le  plan  supérieur 
donne  une  parabole  de  sommet  k  et  d'axe  hg  passant  par  les  points  h  et  1^.  Cette  parabole  étant  tangente  en 
l\  et  h  aux  deux  génératrices  puisqu'elle  touche  en  ces  points  la  parabole  de  contour  apparent  horizontal,  on 
a  immédiatement  son  foyer  et  on  peut  In  tracer  par  le  procédé  ordinaire. 

La  section  du  j)araboloïde  par  le  plan  horizontal  'x'g'.,  est  une  hyperbole  tangente  en  >>i  et  /.2  au  parallèle 
de  l'hyperboloïde  et  par  suite  qui  a  ces  points  pour  sommets.  Iln'en  reste  donc  rien  sur  le  solide  commun  défini 
par  l'énoncé. 

En  résumé,  le  solide  est  limité  :  en  projection  verticale  par  la  parabole  A'è'fi',  l'arc  d'hyperbole  g'tb'g'^_,  l'arc 
jiVç,',  le  parallèle  g'yô,  le  segment  g',l'h',  la  droite  l'b''/'  et  la  seconde  section  À'S' ;  en  projection  horizontale, 
par  le  parallèle  ag  de  l'hyperboloïde,  l'arc  hgh  du  parallèle  supérieur,  l'arc  de  parabole  /lA^2,  les  deux  géné- 
ratrices /2A1  et  lil-2  puis  l'arc  de  parabole  Ài&Xï;  il  reste  aussi  lare  du  cercle  de  gorge  p^pi  qui  est  caché  par 
la  surface  convexe  du  paraboloïde.  Toutes  les 'autres  lignes  sont  vues  ;  l'arc  Uglo  du  parallèle  inférieur  est 
caché  mais  a  la  même  projection  que  l'arc  qui  est  vu  sur  le  parallèle  supérieur. 

Ombre  du  solide.  — Cherchons  d'abord  s'il  y  a  une  courbe  d'ombre  propre  sur  la  surface  de  l'hyperboloïde 
et  celle  du  paraboloïde.  Celte  courbe  serait  la  section  diamétrale  conjuguée  des  cordes  parallèles  à  la  direction 
fea  des  rayons  lumineux.  Or  sur  l'hyperboloïde  cette  section  est  l'ellipse  debout  projetée  suivant  ft'Ji'  et  l'on 
voit  qu'elle  est  entièrement  sur  la  {jortion  de  surface  enlevée.  Sur  le  paraboloïde  la  courbe  d'ombre  serait  la 
section  principale  située  dans  le  plan  a'b'  et  cette  section  n'a  que  le  point  (b,  b')  sur  la  surface  conservée.  Donc 
nous  n'avons  (|u';i  chercher  l'ombre  portée  sur  les  deux  surfaces  réglées  par  la  surface  plane  linnlée  aux  arcs 
liçk  et  tikl.2.  L'arc  ligl>  donne  une  surface  cylindrique  k  base  circulaire  dont  il  faut  prendre  la  seconde  courbe 
plane  commune  k  l'hyperboloïde.  Ce  cylindre,  ayant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  méridien  de  front  de  l'hyper- 
boloïde, coupe  celui-ci  suivant  une  seconde  courbe  dont  le  plan  est  de  bout.  On  en  a  un  poinl  k  l'intersection 
{s,  s')  de  la  parallèle  k  b'a'  menée  |>ar  r/',  avec  l'hyperbole  méridienne,  et  on  en  a  deux  autres  points  en  ô  et  c 
sur  les  génératrices  6ô  et  bc  dont  le  plan  contient  la  direction  ba,  en  sc)rte  que  s'c'  est  la  projection  verticale  de 
la  courbe  d'ombre  ;  la  projection  horizontale  est  l'arc  d'ellipse  ose  dont  le  sommet  est  en  s  ;  on  peut  construire 
la  tangente  en  c  par  exemple  en  prenant  l'intersection  du  plan  de  bout  et  du  plan  tangent  en  c  à  l'hyperbo- 
loïde; on  obtient  ainsi   Oc. 

Il  est  manifeste  que  le  cylindre  d'ombre  portée  par  l'arc  /i///^  ne  coupe  |)as  la  portion  de  surface  du  para- 
boloïde qui  limite  le  solide  commun.  Prenons  mainlenant  le  cylindre  parabolique  de  base  /lA/.;  il  ne  coupera 
pas  l'hyperboloïde,  niais  il  coupera  la  suiface  du  paraboloïde  suivant  une  seconde  courbe  plane,  et  comme  les 
deux  surfaces  ont  pour  plan  de  symétrie  commun  aussi  bien  le  plan  de  bout  a'b'  que  le  plan  de  front  ag,  la 
seconde  courbe  plane  se  projette  verticalement  suivant  une  droite  symétrique  de  a'g',  par  rapport  à  a'b';  on 
en  conserve  le  segment  ^'ô'.  Horizontalement,  c'est  un  arc  de  parabole  ôtc,  d'axe  as,  de  sommet  ^  et  dont  on  a 
la  tangente  aux  points  0  et  c  par  la  construction  ordinaire  de  la  sous-tangente.  Nous  remarquerons  que  l'arc 
d'ellipse  05c  est  vu  sur  la  portion  de  surface  de  riiy|)erb(iloïde  qui  se  projette  dans  l'angle  Aifc/i  puis  caché  par 
la  surface  du  paraboloïde  projetée  dans  l'angle  obc,  tandis  que  l'arc  de  parabole  d'ombre  cnc  est  entièrement  vu. 

La  section  du  solide  par  le  plan  horizontal  du  point  i  se  ioni|  o.'-e  des  deux  génératrices  ^0  et  ^c  sur  le 
paraboloïde,  cl  de  l'arc  de  parallèle  obc  sui-  Ihypei  boloïde  ;  l'aiie  demandée  se  compoî-e  donc  de  l'aire  du 
triangle  équilaléral  de  côté  te  augmentée  de  l'aire  du  segment  co/,  ce  t\m  revient  à  piendie  les  deux  tiers  du 
triangle  et  leur  ajouter  le  tiers  du  cercle.  On  aura  donc  la  foi-mule 

n^A         ttR-'  W-  ,, 

lui  constatant  que    H  =  iJ'^"',6o,     on  obtient  ainsi     S  =  6U"''-,22,     avec  une  erreur  inférieure  à  0,004. 
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2014.  —  i"  Trouver  la  condilioii  pour  que  léqualion 

ax^  +  46a;''  +  &cx^  +  Mx  -+-/"=  0 
ail  deux  racines  égales  etde  signes  contraires. 

2"  Quand  l'équation  est  quelconque,  on  charjge  x  on  x -h  h  et  on  détermine  h  de  façon  que  la  nouvelle 
équation  jouisse  de  la  propriété  signalée.  Former  réqiiation  en  h  et  en  déduire  l'équation  aux  sommes  des 
racines  deux  à  deux. 

;i»  Trouver,  à  l'aide  delà  nouvelle  équation,  la  condition  pour  que  les  racines  soient  harmoniques  et  montrer 
comment  on  pourrait  résoudre  l'équation  dans  ce  cas.  E.  II. 

2015.  —  Étant  donnés  une  hyperbole  H  et  un  point  A  dans  son  plan,  par  le  point  A  on  mène  une 
sécante  variable  AR,  et  on  considère  la  parabole  P  bitangenteà  l'hyperbole  H  aux  points  .M  et  N  où  la  sécante 
AH  la  rencontre  : 

1°  Trouver  l'équation  de  la  parabole  P  ;  démontrer  que  par  tout  point  du  plan  passent,  lorsque  la  sécante 
AR  varie,  deux  paraboles  réelles  ou  imaginaires  ;  discussion  ; 

2"  Démontrer  analytiquement  et  géométriquement  que  la  tangente  à  la  parabole  P  au  point  1.  où  elle  est 
rencontrée  par  celui  de  ses  diamètres  (jui  passe  parle  point  A,  aune  équation  indépendante  du  coellicient 
angulaire  de  la  sécante  AL  ; 

3°  K  désignant  le  pôle  de  AK  par  rapport  à  l'hyperbole  11,  trouver  le  lieu  du  point  dinterseclion  de  la 
droite  Kl  avec  la  sécante  AU  lorsque  cette  sécante  tourne  autour  du  point  A  ;  nature  du  lieu  suivant  la  posi- 
tion du  point  A  dans  le  plan  ; 

4»  Lieu  delà  projection  du  point  A  sur  l'axe  de  la  parabole  P;  construire  le  lieu  et  trouver  son  aire  dans 
le  cas  particulier  oii  l'hyperbole  H  est  équilatère.  A.  M.  de  L. 

2016.  —  Soit  0  un  point  fixe  d'un  plan.  A  tout  point  M  du  plan,  on  lait  correspondn'  un  point  .M'  de  la 
droite  OM  tel  qu'entre  les  rayons  vecteurs  OM  et  OM'  de  ces  deux  points  on  ait  la  relation     OM  h — '-—  =  0. 

1"  Étudier  cette  transformation  en  supposant  a  et  6  positifs,  et,  plus  spécialement,  quand    b=  in. 

2"  Montrer  ce  qu'est  la  transformée  d'une  courbe  quelconque.  Dire  quelles  relations  existent  enlr»-  les 
angles  V,  les  sous-normales  et  les  sous-tangentes  en  deux  points  correspondants  de  ces  courbes. 

'.i°  .\ppli(iuer  à  un  cercle  passant  en  0,  à  un  limaçon  ayant  son  point  double  au  point  0  et  à  la  spirale 
d'Archimède.  L.  Mo.ntact.  k  Aker. 


Noie  sur  la  question  2009.  —  Dans  l'énoncé  de  celte  queslion.  au  lieu  de  :  soit  M    roi  point  »/»•  l'oordnnnèes 
p  et  q,  il  faut  lire  :  un  point  de  coordonnres  q  et  p. 
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Concours    de    1911 


1953.  —  Poulie  fixe  avec  frolleiiienl . 

Ou  iié(//ige  les  poids  et  les  épaisseurs  de  lu  poulie  et  île  lii  eonl'  el  un  mlmet  <jue  In  corde  ne  peut  pas 
ijlisser  sur  lu  poulie.  Lu  puissnnee  P  et  la  nsislunre  (^)  s'e.ierrrut  suiruut  lu  corde  tanijentielletnent  à  la 
poulie  et  sont  supposées  rertieales.  Soil  II  le  euipni  de  ta  poulie  rirrulaire^  W  le  rayon  de  l'ouverture  cen- 
trale rireuluire  ou  u-it  de  lu  poulie,  a  Cuniile  de  fridlemenl  de  lu  piutlie  sur  l'are  fixe  i/ui  est  un  ciflindre  de 
révoluliou  hnvizoïilul  de  ruipui  moindre  ipte  celui  de  l'iril. 

pDur  une  même  ouleur  de  0.   oti  demande  de  donner,  suus  iléinonslratiini  : 
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1"  fj expression  de  la  onlcitr  P'  de  I'  (/ni  correspond  à  l'élal  d'équilibre  limite  oii  lu  poulie   est   sur  le 
poinl  de  tourner  dans  le  .sens  de  P; 

2"  L'expression  de  la  râleur  P"  de  P  qui  correspond  à  l'élnl  d'équilihre-limite  on  hi  poulie  est  sur  le 
point  de  tourner  dans  le  sens  de  Q. 

Application  numérique.  —  On  donne      R  =  22,3.        H'  =  i,o      en  centimètres, 

P'  =  2,Uo7,     P'  =  1,377     en  kiloqrammes. 

Calculer  la  résistance  (J  et  iamjle  a  de  frottement. 

Lorsque  la  poulie  esl  sur  le  poinl  de  tourner  dans  le  sens  de  P,  la  résultante  P-t-Q  des  forces 
parallèles  P  et  O  rencontre  lœil  de  la  poulie  en  son  point  de  contact  avec  l'axe 
et  fait  avec  la  normale  à  l'œil  en  ce  point  un  angle  égal  à  l'angle  de  frotte- 
ment, a.   En  se  reportaiil  à  la  lii,'ure  on  peut  écrire  immédiatement  : 

P'XBI  =  QxAL 
d'où 

^    AI        ^    R  -+-  R'  sin  a 
lîl  R  —  R  sm  s 

Ou  aura  la  valeur  P  de  P  correspondant  à  l'état  d'équilibre  limite  lorsque 
la  poulie  est  sur  le  point  de  tourner  dans  le  sens  de  Q  en  changeant  dans  la 
formule  précédente  P'  en  Q  et  Q  en  P",  d'où 

^     R  —  R'  sin  1 

(2)  V   =Q. 


P*0  « 


R  —  R  sin  a 


A  remarquer  que 


P'xP'  =  0". 


Application.  —  La  relation  (3)  d(jnne  immédiatement 

..„_       .  ....        H'X  17^x9- 


d'où 

La  relation  (1)  donne 
d'où 
et  enfin 
d'où 

Autres  solutions  de  MM.  A.  Kousseau,  ;i  Fouines;  C.  .lAC(.it'KT,  à  Grenoble. 


V 

1  000» 

Q 

11X9X1' 

= en  kilog 

1000                      ° 

=  |kK,6S3. 

P' 

17x11'            11 

R^  R'sin  a 

u 

17X11X9           '.) 

R  —  R  sin  a 

1 1  —  î)          2          R 

lJ-^9         20          R 

R           225 

1 

■""  '  -    lOlV    "   450 

~  2  ' 

a  =  4  =  :^o^ 

(}.  LACH,  à  Rodez. 


1954.  —  On  considère  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  O.r  et  Oi/,  un  point  P  mobile  sur  Ox 
d'abscisse  a  et  un  point  Q  mobile  sur  Oy  d'ordonnée  ^  et  tels  que  :  a  +  p  =  2a,  a  étant  une  longueur 
positive  donnée . 

i'^  Sur  PQ  comme  diagonale  on  construit  le  carré  PRQS  :  montrer  que  l'un  des  sommets  H  reste  fixe  et 
trouver  le  lieu  du  quatrième  sommet  S. 

2°  Par  le  point  S  on  mène  la  parallèle  à  la  droite  dont  l'équation  est  y  — x  =  0;  elle  rencontre  la 
droite  PQ  en  un  point  M. 
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Trouver,  recounailre  et  construire  le  lieu  (Ij)  de  M  et  di-raontrer  qu'il  est  tanjcnt  à  la  droite  P(  (  au 
point    M. 

3"  Sachant  que  le  vecteur-vitesse  de  M  sur  (G)  est  la  /irojection  orthogonale  du  vecteur  MU  sio'  la 
droite  ['0,  trouver  l'équation  du  mouvement  de  chacun  des  points  P  et  Q  et  discuter  le  mouceinent  d>-  M 
sur  (G).   On  supposera  quà  l'oriqine  du  temps,  le  point   Q  est  à  l'origine  0  des  coordonnées. 

't»  Par  l'origine  0  des  coordonnées  on  mène  le  vecteur  OM'  équipollent  au  vecteur-vitesse  de  M. 
Trouver^  reconnaître  et  construire  le  lieu  du  point  M'.  Trouver  le  lieu  de  V,  extrémité  du  vecteur-vitesse 
M'V  de  M'  et  en  déduire  une  construction  géométrique  du  vecteur-accélération  de  M. 

1.  f^es  poials  il  et  S  sont  à  l'intersection  da  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre. 


y 


^nx  —  'pg  =  U, 


avec  la  perpendiculaire  à  PO  en  son  milieu   <-j, 

(')  »-|  =  y(^-i)- 

Éliminant  //  entre  ces  équations,  il  vient 

^x-  —  4ax  -I-  'x^  —  [i-  =  0, 

,,    ,  a-heS 

d'où  .x-=^_A..  (s  =  ±:l) 

Telles  sont  les  abscisses  des  points  cherchés.  Kn  portant  ces 
valeurs  dans  (I)  il  vient 

9 


II 


ou 


\l  = 


2p  '  'i 

En  |)i('riant     s  =  --hi,     et  en  tenant  compte  de  la  relation     a -f- ï  =  ^a,     on  obtient  le  point  H, 

a   -  i                     i  —  I 
X  =  ?/  =  a  ;     il  est  li\e.  En  prenant     e  =  — i,     on  obtient  le  point  S,     x  =  -^      q  =   : , 

d'où    x-\-  y  =  0  ;     ce  point  décrit  la  seconde  bissectrice  Oz'  de  l'angle  des  axes. 

Tout  ceci  s'établit  géométriquement:  les  points  H,  S  étant  les  milieux  des  d^^mi-circonférenoes 
déterminées  sur  le  cercle  POQ  par  le  diamètre  PQ,  sont  sur  les  bisse  trices  Oz,  Oz'  des  ax»'s.  Si 
a-4-[i  =  'âa,     le  point  I,  projeté  sur  les  axes  en  P  et  (J,  décrit  la  droite  AH  qui  intercepte  sur  les  axes 

les  segments  OA,  OB,  égaux  à  2rt.  Le  cercle  OPQ,  qui  passe  par  I,  passe  par  la  projection  de  0  sur  AB, 
<|ui  n'est  autre  (jue  le  point  R  ;  il  est  donc  lixii. 

2.  La  relation  a^p  =  '-2a  conduit  à  poser  a  =  aH-/,  i  =  <;  — /,  /  étant  le  paramètre 
variable;  les  coordonnées  de  S  sont  alors  x  =  /,  g  =  — /.  La  parallèle  menée  de  S  à  la  bissec- 
trice 0-  a  pour  équation  x  —  g  —  i/  =  0, 

et  la  droite  PQ        Sx-  -h  a»/  —  a^  =  0,  ou  (a  —  l)x  -h  (a  -f  l)y  —  {a^  —  /^)  =  o . 

Il  suflil  d'éliminer  /  entre  ces  équations  pour  obtenir  le  lien  de  M  ;  cherchons  plutôt  les  coordonnêos 
de  ce  point,  (jiii  nous  seront  utiles  ;  on  trouve 


(a 


l)' 


y  = 


(<i  —  iy 


Kn  remplaçant  dans  l'une  ilelles  /  par        — 
(.r-h  g  —  2a)-  —'ixg  =  0,  ou 


,'/ 


il  vieil! 


^.,  _  „)•-•  -f-  (y  -  ay  -  (^^y  =  "• 

Sons  la  première  forme,  on  voit  (jue  le  litMi  est  une  parabole  ((î)  symètri(jue  par  rapport  à  0:  el 
tan{,'ente  aux  axes  en  A  et  M.  La  seconde  è(|iialion  montre  (|ue  le  loyer  de  la  parabole  est  le  poinl  H 
et  sa  directrice  la  seconde  bissectrice,  0:'. 

Si  on  éciit  ré(iualion  de  1*0  ainsi:      i^  —  {x — J/)^ -<- "^•'  -H  J/  —  '"  = '^     on  voit  qm-  l'enveloppe  de 
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cette  droite  est  (x — yY — in{x-\-y)  -^  in^  =  0,  c'est-k-dire  la  parabole  (G);  le  point  de  contact  est 
sur  la  droite  obtenue  en  dérivant  par  rapport  à  /,  qui  est  21  —  (x  —  y)  =  0,  c'est-à-dire  la  parallèle 
menée  de  S  à  Os.   Le  point  M  est  donc  le  point  de  contact. 

Tout  ceci  est  immédiat  géométriquement  si  on  remarque  que     MR  =  MS     et  que  PQ  est  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  RMS. 

3.  La  projection  du  point  R  sur  PQ  est  w.   Le  vecteur-vitesse  du  point  M  est   à  chaque  instant 
Moj  ;  ses  projections  sur  les  axes  sont     x,„  —  x^i    et     (/,„  —  j/m,     •^"-  fn  fonction  de  /, 

a -h  /        (an-/)-    _         l{a-\-t)  ^  n—l        yo  —  l)^  ^a  —  l) 


2  2a  2a 

Elles  sont  respectivement  égales  à 


et 


2a 


2a 


dt' 


et  à 


dx         dx       dl  a  ~^l      dl 

dt         dl       dt 
dy  dy      dl.  (a  —  /)      dl 

HT  ~  ~dî  m  ~       ~ 

Par  suite,  on  a 


dl 


dl         l 


dl 
T 


irf/  =  o, 


c 


-<  =  f^; 


puis  enfin  /  =  Ce    "  . 

Au  temps     t  =  0    B  =  a  —  /  =  0,     donc     l  =  a  =  C     et,  finalement. 

/  =  ae~'>  . 

Los  mouvements  de  P  et  de  (J  ont  respectivement  pour  équations 

7.  =  a{l  -h  e-  '■•  ),  a  =  fl(l  —  e-  2  ). 

JMi  outre,  les  équations  du  mouvernenl  de  M  sont 

a  ,.  1.3 


4'1 

V) 


y=-il-r     M    . 


Le    tableau    suivant   rend   compte  du  mouvement  du  point  M  sur  la 
l)arabole  (G)  : 


—   yc 

Y 

0 

/ 

}-x 

-h  x 

\ 

2a 

\ 

a 

-f-  X 

\ 

0 

/ 

a 

y 

Ainsi,  pour    t  =  — x  ,     M  est  à  l'infini  sur  la  branche  AL  de  la  Ira- 

•^    jectoire  ;   /  croissant  de     —  x      à  0,  M  décrit  l'arc  infini  LA  ;  t  croissant 

deO  à     H- X  ,     M   part  de  A  et  décrit  lare  fini  Al,  ï  étant  le  sommet  de 
la  parabole. 

fj'élude  de  Ihodogiaphe,  qui  suit,  met  en  relief  les  particularités  du  mouvement  du  point  M. 


4.  Les  coordonnées  du  point  M'  sont  évidemment 


^  = 


lia  -  l) 


Pour  éliminer  /,  on  écrit  :       2r/\  =  —  al  —l'\      2aY  —  ni—  l^,       d'où      2fl(Y  — X;  =  2a/,      puis 
/  =  Y  —  X  ;     l'élimination  est  immédiate  et  donne 

(X  — y)2H-afX-f-Y)  =  0. 
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Telle  est  l'équal.ion  de  l'hodographe  (Hj,  lieu  du  point   M', 
C'est  une  parabole  d'axe  0:,  de  sommet  0   et  de  tangente  au  sommet 
0-'  qui  coupe  les  axes  en     ( —  a,  0)     et     (0,  —  a).     Sa  construction  ne  pré- 
sente aucune  difficulté. 

Les  équations  du  mouvement  de  M'  sont  : 


d'où 


=  —e    -Il  +ie    2  j, 
dt        4 

On  peut  donc  former  le  tableau 


2 


X 

0 

2L2 

oc 

X 

/ 

—  a 

/ 

8 

/ 

0 

00 

/ 

0 

/ 

0 

"8" 

\ 

0 

Ainsi,  t  croissant  de  — x  àO,  M'  décrit  lare  infini  \'À\  ;  I  croissant  de  0  à  L4,  M'  décrit  l'arc 
KN  ;  enfin,  t  croissant  de  L't  a     -l-x,     M'  décrit  l'arc  !S0. 

La  vitesse  du  point  M  est  à  chaque  instant  équipoUente  au  rayon  vecteur  0\1':  ses  variations  sont 
dès  lors  bien  tangibles  ;  d'ailleurs, 


OM'  =  ^X^  -^Y^  =  —T  ^e-'(i  -h  e-'). 

Le  vecteur  M'V,  qui  est  à  chaque  instant  équipoUent  au  vecteur-accélération  du  point   NL  a  pour 

d\        dY 


composantes  suivant  les  axes  —.—, 

^  dt         dt 

instant  : 


-;    les  coordonnées  :,  t,,  du  point  V  sont  par  <u\\o.  a    chaque 


',  =  X-+- 


rfX 


a  — '- 
—  e  - 
4 


dY  a      4  / 


^^  ^  _  __i_ 

dt'  ~        k    ''        ■"  '~  4  ' 
Le  lieu  du  point  V  est  la  bissectrice  0:',      Ç  +  tj  =  0.      De  plus,  le  point  V  est  à  chaque  instant 

l'homothétique  du    point     S    par   rapport   à    0    dans    le   rapport 
1 

~  T' 

On  en  déduit  la  construction  du  vecteur  accélération  de  .M  : 

On  mène  OM'  équipollent  à  Mo  ;  (Mi   prend  le    poiiil   \    sur  (•:, 

QV                 I 
toi  que = Le  seumcnl  M'V  est  équipollent  au  veclour 

OS  * 

cherché. 

Sa  longueur  à  l'instant  /  est 

M'V  =  v/X  '-  -h  Y"^  =  ^  v/F^l"Tï7-')- 


^v/i 


,1.    sol  r.MCNE,  à  Monl-th'-Marsan. 


lîonnes  solutions  de  MM.  Aixiré  C.uinois  ;  (J.  Dkpkriu.is  ;  (J.  I,u-.m  ;  l'..  Mvnln  ;  .1.  N>k..aa«i.  ;  I'k«his  l.ouis  :  A.  Ror^*KAO  ; 
C  .  ,1  »r.yiiKT. 


1955.  —  (hx  comuirvo   nu  Irni^rze   AUCD   rrrl.n„,le  eu   A   t't  r„   l)  ;  soU   K  te  point  de  rencontre  dei 
rôlrs  AI)  et   liC.   On  désujne  par    x    l'atujh-  CKI).  pnr  a   In  U>in}ueur  \W.  et    }uir  d    In    lontfueur  DK. 
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1"  Évaluer  la  longueur  de  la  diagonale  AC  en  fonction  de  a,  d,  x  cl  étudier  la  variation  de  celte  lon- 
gueur AG  quand  x  varie,  tes  longueurs  a  et  d  restant  constantes. 
ii"  Déterminer  l'angle  .r,  connaissant  les  trois  longueurs 

BC  =  a,  \)h]  =  d,  AC  =  h. 

Discuter,  indi(iuer  dans  quels  cas  ce  problème  est  possible  et  combien  il  a  de  solutions. 

4.  On  a  visiblement      AC'  =  Da'  -i-  DG^  =  a^  cos'.r  h-  d'^  lg-.r. 

Étudions  les  variations  de  la  lonclion     g  =  a-  cos'^  x -h  d^lg;^  x  ;     il  suffira 

-    .-1>  - 

de  faire  varier  ./■  de  0  a  — ■•     Galculons  la  dérivée 


)/'  =  —  2a-  ces  j;.- .  sin  X  -h  ~2d'^  tg  .r . 


'isinxid^  —  a-  cos^  x) 


cos-x  COS'X 

1"     a  <:d,     y'  est  coiistamnicnl  positive  ou  nulle,  g  croitde     a-  à     -^  oc. 

2"     a^d,     T/'  s'annule  pour     cosx=i/ —    en  passant  du  négatif  au  positif  ;  soit  a  l'angle  aigu 

défini  par  l'équation     cos  a  =  i  /  —  ;    x  variant  de  0  ii  a.  y  décroit  de  a-  à  un  minimum,     'îad  —  d'\ 

puis  X  allant  de  '-<  à  — i     y  croit  de     2arf —  d-     à     +  x  . 

2.  Voyons  maintenant  à  quelle  condition  on  pourra  déterminer  l'angle  x  pour  que  AC  ait  une  lon- 
gueur donnée,  b. 

1"  Si     a  i^  d,     le  [)roblème  n'est  possible  que  si     b^a,     et  il  n'admet  (|u'une  solution. 
2»  Si     ay>d,     le  problème  n'est  possible  que  si     b^  \/tnd — d- \     il  admet  deux  solutions  ?i  6  est 
compris  entre      \Ji.ad—d-    et    a, 

s/^ad  —  d-  <b<n 
et  une  seule  si     b^a. 

Nous  allons  retrouver  ces  résultats  en  étudiant  l'équation  du  problème 

b^  =  a-  cos-  X  -+-  d-  tg-  X. 
jurerions  tgx  comme  inconnue  ;  nous  aurons  1  équation  bicarrée 

d'  tg'  X  —  {b-  —  d-)  tg-  x-^  a-  —  b^  =  0. 
l'our     a  <ib,     cette  équation  fournil  une  valeur  et  une  seule  pour  tg^  x, 


t;r-  X 


/j^  —  d'  ^  v/(/>'  -h  d'f  —  4a-rf^ 


et  pour     a  >/v,     le  problème  n'est  possible  que  si  l'on  a  à  la  fois 

62>2«rf  — d-, 

il  admet  alors  deux  solutions,  correspondant  aux  deux  valeurs 


ty-x  = 


b'  —  d'  ±  ^l{b'  -+-  d"")*  —  \aH- 


Pour  accorder  cette  discussion  avec  la  précédente,  il  faut  d'abord  classer  par  ordre  de  grandeur  les 
limites  trouvées  pour  />-,  savoir  a^,d-,  et     tad  —  d-     (jui  est  positif  ou  négatif  suivant  que     d^ta. 

D'abord,  on  a  toujours     a-  >  'lad—  d',     ce  qui  équivaut  a    (a  —  d)'-  >  0  ;    on  aura    d^  ^'iad  —  en- 
suivant que     d'^a.     Cela  étant, 

i"     a  ^d.     On  a  la  disposition  lad — d-<^a'^<Cd^. 

Si     b<ia,     comme     b- <C  d'^     le   problème  n'est  pas   possible  ;  si     by-a,     il  admet  une  solution 
et  une  seule  ;  c'est  bien  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  la  première  discussion. 
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2'^     n'^  d.     On  a  une  disposition  dillérente, 

d^  <  'lad  —  d-  <  a^ . 
Si     h<.(i,     le  problème  n'est  possible  que  si  Ion  prend   h-  supérieur  à  la  fois  à  d^  et  à     -lad  —  d^, 
ce  qui  est  possible,  donc  yj'-lad  —  d^<ih  <Ca, 

et  il  admet  deux  solution<î.  Au  contraire  si     h  ^  a,     le  problème  est  possible  et  nadmet  qu  une  solu- 
tion. Ce  sont  encore  les  résultal^  iiouvés  précédemment. 

Bonnes  solutions  de  MM.  G.  Lach,  à  Rodez  ;  A.  Rousseau,  à  Fournes-en-Weppes;  J.  Soubaignb,  à  Mon t-de  Marsan. 


1956.  —  Calculer,  soit  en  grades,  soit  en  degrés,  Vangle  r,  l'angle  y   et  l'angle    z,  co,/tjjris  lotis  les  trois 
entre  zéro  et  deux  angles  droits,  qui  vérifient  les  équations  : 


--='\/4m,'    '-' 


Calcul  de  l'angle  x 
log  31625  =  4,5000:< 
folos  325138  =  6,48793 


3  log  COS. 0-  =  2,98796 
log  COS  X  =  I,6626;i,  3 
0-.?<>38'  46 

19.3 

—  40'     16 

—  8"       3,3 


A  =  24 


X  =  62''37'U" 


tgy  = 


_    2v/3 


2,1^4 


Calcul  de  l'angle  y 
M  =  2,15470 

0,33325         A  =  20 
14 


logtgj/=  0,33339 

650  6'  1         A  =  33 


10"      ;i,.-. 

4",  5     2,  5 


)/  =  65"  6' 14",  5 


Calcul  de  l'angle 


sin  2r 

tg  z  =  = 

^  l«  2// 


sin  (180°  — 2a 


tg(l80<'  —  2y) 
logsin^lSO"  -  2./-)  =  r,91208,4 
cologtg(180''  — 2i/)  =  r,92701,6 


=  —  tgo 


loglg(p  =  1.83910 
34037'  03 


A  =  27 


10" 


y  =     34'>37'i;i" 

=  180°  — o  =  i4r)''2î".:;" 


7 
4,5 


2  +  v/3 
v/3 


i"  -  =: 


sin  2x 


tg  -'y 

Calcul.';  auxiliaires 
3162  49996         ^  =  14 


log  31625  =  4,50003 


3251 


8 


51202         A  -   13 
3,9 
1,04 


log  325138  =  5,51207 


•2x  =  J  250 14' 24" 
180»— 2a;  =    54°  45' 36" 

logsin54»45'       =  r,91203        a 
30"  4, 3 

6*  0,9 


logsin  (180»  — 2a;)  =  1.91208.4 


v/3  =  1,73205 

2/3  =  3,46410 

2v/3 

-Y"  =  1,15470 


2y  =  130ol2'29'' 
180"— 2y=     49»47'3r 

log  Ig  49»  47'         =  0.07285         A  =  26 
30"  13,0 

r  0,43 


log  tg  (180»  —  2»/)  =  0,  07298.43 

Ucsull.ils  ,01»  degrés) 
X  =z    62»37'12" 
y  =     05*06' I.V 
ù  =  I45"'22'4.S' 
Kn  grades,  on  trouvorail 
X  ■=    69', 578 
1/  =    72r.338 
i  =  16IT.532 


lionnes  solutions  de  M.M.  J.  Soru.\n;M;  ;  (1.  Jac^ikt. 
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1958.  —  Dans  une  première  approximatio7i,  on  a  calculé  la  densité  d'une  vapeur  {déterminée  par 
la  méthode  de  Dumas)  sans  tenir  compte  d'une  bulle  d'air  observée  lors  du  jaugeage  du  ballon  et  l'on  a 
trouvé  le  nombre     d'  =  8,730. 

Calculer  la  densité  exacte  connaissant  : 

Le  volume  Vq  à  zéro  du  ballon,     Y„  =  324"^'"'  ; 

Son  coefficient  de  dilatation,     K  =  0,000029  ; 

La  température  T  et  la  pression  H  sous  lesquelles  il  a  été  fermé,     T  =  300",     H  =  733  ; 

Le  coefficient  de  dilatation  des  gaz,     a  =  0,00367  ; 

Le  volume  u  de  la  bulle  d'air  m,esuré  à  la  température  /,  et  sous  la  pression  Hi,  u  =  2^'"', 
/,  =-  16°,     H,  =  732. 

Au  moment  où  Ion  ferme  le  ballon,  on  y  emprisonne  : 

!"  De  l'air  qui  a  une  certaine  pression  h  et  rlonl  le  poids  est 

v„(i  +  ia>-A.__, 

a  désignant  le  poids  spét'ifi(iue  de  l'air  dans  les  conditions  normales  ; 
2"  De  la  vapeur  dont  la  pression  est     H  —  /(     et  le  poids 

,    II—'''         1 

\\n-hK-ï)ad  -—- — , 

/(iO       iH-al 

d  désignant  la  densité  exacte  de  cette  vapeur. 

D'autre  part,  la  densité  d'  que  l'on  déduit  des  pesées  est    précisément  la  drnsité  du  mélange  dont 

le  poids  peut,  par  conséquent,  s'exprimer  par 

Vo(l-^KTW^-— !-— . 

/()()      I  H-  a  I 


Ixrivons  que  ce  poids  est  la  somme  des  deux  premiers,  il  vient 

Il   Jl   L 

h -h  (Il  -  h}d  =  Wd',  d'où  d  =       .    ~  ,    • 

Il  —  h 

Mais  la  huile  d'aii'  occupe  un  volume  u  a  la  température  /,  et  sous  la  pression   lli,  et.  dans  le  bal- 
lon, un  volume     \\(i  -+-  KT)     a  la  température  T  et  sous   la   pression  h.  En  lui   appliiiuant  la   loi  de 

Mariotte,  on  a 

Vo(l  -f-KT)/i  //II,  ,.    ,  ,  //ll,(l  -f-sTi 

—  (I   (Ml  //    = 


Portons  cette  valeur  de  //  dans  l'expression  de  d  ;  il  vient 

_     \\(\  -hKT)H(l  -f-a<,V/'  — u||,(|  H-aT) 
Vo(l  ^-KT)H(l  -^  a/,)  — i/H,(l  +  aT) 

L'application  numéri(}ue  donne 

d  =  8,825. 

J.  SOUBAIGNÉ,  à  Mont-de-Marsan. 


1959.  —  .'\ .  Quatre  opérations  distinctes  sont  faites  avec  le  chlorure  d'amuwnium  pur  et  sec  {sel  am- 
moniac, chlorhydrate  d'ammoniaque ,  en  eue  de  préparer  un  litre  de  chacun  des  gaz  suivants  :  ]"  l'ammoniac, 
2"  l'acide  chlor hydrique,  3"  le  chloie,  '1°  l'hydrogène. 

On  demande  d'indiquer  les  réactions,  de  les  formuler  et  de  calculer  le  poids  de  sel  ammoniac  employé 
pour  chacune  des  préparations. 

B.  Dire  comment  on  pourrait,  dans  une  opération  unique,  mettre  simultanément  en  liberté  te  chlore  et 
l'azote  contenus  dans  le  chlorure  d'ammonium.  Formuler  la  réaction  proposée  et  calculer  le  volume  de 
chacun  des  deux  gaz  obtenus  en  décomposant  1  gramme  de  sel. 
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G.  Indiquer  quelles  expériences  H  faudrait  faire  pour  reconstituer  le  sel  ammoniac  en  parlant  succ-^ssi- 
vement  de  chacun  des  quatre  gaz  préparés  en  A.  Ecrire  seulement  les  réactions  proposées  sans  faire  de 
calculs. 

On  supposera  que  les  réactions  sont  complètes  et  qu'il  n'y  a  pas  de  pertes. 

On  ne  fera  pas  les  corrections  de  température  et  de  pression. 

A.  —  1°  Pour  préparer  le  gaz  ammoniac,  on  chaufiera  le  chlorure  d'ammonium  avec  un  alcali,  par 
exemple  la  potasse  :  A/H'Cl  -f-KOH  =  KCl  +  IFO  h-  Azll'. 

Avec  une  molécule,  c'est-à-dire  53*^,5  de  chlorure  d'ammonium,  on  obtient  une  molécule,  c'est-à-dire 
!^2',4de  gaz  ammoniac.  Pour  préparer  un  litre,  il  faudra  employi-r 

22,4 
2"  Pour  préparer  l'acide  chlorhydrique,  on  chaufiera  avec  de  l'acide  sulfurique  : 

2AzlPClH-SO*H2  =  SO^AzH*)^  -+-2HC1. 
Le  poids  nécessaire  pour  préparer  un  litre  sera  encore  2*'', 39. 

3">  Pour  préparer  le  chlore,  on  emploiera  la  réaction  de  Berthollet  : 

2AzH'*Cl  +  MnO^  -4-  2S0iI^  =  SO^(AzH 0"  -^  SO^Mn  -f-  m^O  +  CI-. 
Il  faut  ici  deux  molécules  de  chlorure  d'ammonium  poui    obtenir   une  molécule  de  gaz;  le  poids  de- 
mandé est  double  du  précédent^  soit  4!-', 78. 

4"  On  aura  de  l'hydrogène  en  chaufiant  le  chlorure  d'ammonium  avec  du  potassium  et  recueillant 
le  gaz  qui  se  dégage  sur  l'eau  acidulée,  pour  absorber  l'ammoniaque  : 

2AzHM:I  -t-  2K  =  2KC1  H-  2AzH'  +  H^. 
On  pourrait  aussi  opérer  à  froid  avec  l'amalgame  de  sodium  et  la  dissolution.  Le  poids  A  employer  sera 
encore  4^,78. 

Au  rouge  vif,  la  vapeur  de  chlorure  d'ammonium,  dissociée,  abandonnerait  au  bure  à  la  fois  .son 
chlore  et  son  azote  et  tout  l'hydrogène  se  trouverait  libéré. 

B.  —  Au  rouge,  le  chlorure  d'ammonium  est  dissocié  en  gaz  ammoniac  et  gaz  chlorhydrique.  et 
chacun  de  ces  deux  gaz  peut  être  brûlé  par  l'oxygène.  On  portera  donc  au  rouge  le  mélange  de  vapeur 
de  chlorure  d'ammonium  avec  un  excès  d'oxygène  : 

AzH^Cl  -^  0^  =  Az  -+-  Cl  -f-2H-t>. 
Une  molécule  de  chlorure  d'ammonium  fournit   H',2  de  chaiiue  gaz.  .Vvec  un  gramme,  on  en  aura 

^*'^  =  0',209. 


53,5 

On  pourrait  songer,  pour  brûler  l'hydrogène,  à  l'acide  azolique  ou  à  l'acide  azoteux,  mais  la   reac- 
tion serait  complexe  et  donnerait  des  composés  oxygénés  ou  chloro-oxygénés  de  l'azote. 

G.  —  1"  Diriger  le  gaz  ammoniac  dans  une  dissolution  d'acide  clibuliytlrique  ;  puis  évaporer  : 

AzH^-hHCI  =  AzIPCL 
2"  Absorber  l'acide  chlorhydrique  dans  une  dissolution  de  gaz  ammoniac  :  mém»^  roactiun. 
3°  Diriger  le  chlore  dans  une  dissolution  de  gaz  ammoniac  : 

8CH-  /.Az}P  =  3AzllM:i-f- A/. 
4"  Combiner  l'hydiogènc  et  l'azote  par  les  étincelles  électriques  en  absorbant  rammoniac,  au  fur 
et  à  mesure,  par  une  dissolution  d'acide  chlorhydri((ue  : 

AZ-+-3H   t   IICI  =  AzlPCl. 
Ou  bien  combiner  l'hydrogène  et  le  chlore  à  la  lumière,  puis  absorber  l'acide  chlorhydritjue  paruno 
dissolution  de  gaz  anunoniac. 

lue  partie  île  ce  (|iii  précède  nous  a  l'tt'  ohli^eaiuiiK'iU  »omimiiii(iiii''  l'.tr  M.    Vi-vm. 

♦ 
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QLESTlOiNS  PROPOSEES 


.,.,,.         .  x-  —  ax  -h  a- 

2017.  —  On  considère  la  fonction  y  = 


X  —  a 
011  a  désigne,  une  constante  arbitraire. 

1"  Trouver  la  fonction  Y  telle  que    \  —  ?/  =  a    et  calculer  T'  en  fonction  de  x  et  de  Y. 

2"  La  courbe  Y  est  une  hyperbole.  Étudier  sa  défornialion  et  trouver  le  lieu  de  son  centre  quand  a  varie. 

3°  Soit    Z  = •     Les  asvmptotes  des  courbes    Y    et    Z    forment  un  triangle  qui  reste  semblable  à   lui- 

X 

même  quand  a  varie.  Appelons  f{a)  l'aire  de  ce  triangle.  (Juel  est  le  lieu  du  point    x  =  a,     y  =  f[a)'! 

4»  Une  des  asymptotes  rencontre  la  courbe  Z.  Donner  les  abscisses  de  ces  points  en  fonction  de  a  et  leurs 
lieux.  H.  CoLSTv,  k  Limoges. 

2018.  —  Soient  P  et  Q  deux  points  fixes  sur  une  conique  C.  Par  P  et  M,  on  mène  deux  cordes  parallèles 
variables  PP'  et  QQ',  rencontrant  laconique  aux  points  P'  et  Q'.  Trouver  :  \°  le  lieu  du  point  de  rencontre  de 
PQ'  et  P'Q  ;  2"  l'enveloppe  de  la  droite  P'Q'.  E.-N.  Iîabisien. 

2019.  —  Sui-  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  comme  bases  on  construit  trois  triangles  isocèles  sem- 
blables PaHC,  I'hAc:.  PcAi{,  dirigés  à  la  fois  vers  l'intérieur  ou  vers  l'extérieur  du  triangle  ABC. 

1»  Montrer  que  les  droites  AP^,  BPn,  CP^  se  coupent  en  un  même  point  P. 

2"  Quand  l'angle  à  la  base  varie,  le  point  P  décrit  une  conique  I"  qui  passe  au  barycenlre  (".  du  triangle  ABC. 

3°  Les  perpendiculaires  abaissées  de  A,  B,  C  sur  les  côtes  correspondants  du  triangle  PaPrPc  se  coupent 
en  un  point  Q  de  la  conique  r- 

4»  La  corde  PU  de  la  conique  V  passe  par  un  point  fixe. 

5»  Les  côtés  du  triangle  PaPi.P..  enveloppent  tiois  paraboles  qui  ont  pour  directrices  les  médianes  du 
triangle  ABC.  ■^-  Bariua.nt.  à  Limoges. 


Question  1967  {^}.  —  Voici  deux  résultats  intéressants  sur  la  courbe  enveloppe  de  la  droite  de  renoncé, 
t»  Cette  courbe,  dont  les  é(iuations  paramétriques  sont 

X  =      "^    -  cos  g{3  —  2  cos2  o),  y  = „  '    ..:  sin  'f(3  —  2  sin^  o), 

a-  +  p-  «■*  -I-  t'- 

est unicursnle  et  du  6e  degré,  ce  ([ui  se  voit  en  jjosant     l,u  -^  =  '• 

{^'équation  cartésienne  de  la  courbe  est 

V I  x'         V^  \  (g^  -I-  b-^f        c.V\  f^        y-  c*         1         Mx-ii^a^ -{- b-'f   _ 

\_W~^   b-j         c'  ^^Wa''^  h-         (a^+b^f\-  a^b^c^ 

Z-abc'' 
2"  L'aire  de  cette  courbe  est  U  = 


i(n-->rb-^r^ 
c'est-à-dire  une  fois  et  demie  Caire  de  l'ellipse  de  Fréyirr  relative  à  l'ellipse  donnée. 

La  courbe  est  tangente    à   l'ellipse  de   Frégier  en    ses  quatre   sommets,  qui  sont  aussi   des  sommets   de 

la  courbe. 

E.-N.  BAItlSIEiN. 


1.  Késolue  ftnns  l;i   Hcvnc  de  Molli.  Spcc.  p.  431. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

PREMIÈRE    PARTIE 


SUR  LA  METHODE  D'APPROXIMATION  DE  NEWTON 

par  M.  R.  Vintéjoux,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Carnot. 


Soient  x^  une  valeur  approchée  d'une  racine     j:\,-\-h     de  l'équation    fu:)  =  0;      a,,    un  nombre 
positif  donné,  tel  que     \h\<i'*Q-     On  suppose  que,  pour  toute  valeur  de  a;  comprise  entre  Xo  et    xo-h/«, 

on  a    f{x)f"{x)  >  0    et     \f"{x)\  <  M.     Dans  ces  conditions,  on  sait  que  l'expression     x,  =  a-  —  li^îL 

A'(-ï'o) 
est  une  valeur  approchée  de  la  racine,  plus  approchée  que  a-,,  et  dans  le  même  sens,  c'est-à-dire  com- 
prise entre  x^  et    Xo -+-/(,     et  que  Terreur  k  commise  en  remplaçant    X(, -i- /i     par  x,  est  en  valeur 

absolue  plus  petite  que  le  nombre  positif     [i  =  Aaj,     où  l'on  a  posé     A  = ;; Celte  limite 

21/"'(^o)| 
supérieure  de  l'erreur  k  est,  dans  la  plupart  des  cas,  beaucoup  trop  grande,  et  par  suite  peu  avanta- 
geuse. On  augmenterait  dans  une  large  mesure  Tefficacité  de  la  méthode  en  la  rempla(;ant  par  un  nom- 
bre plus  petit. 

D'après  ce  qui  précède,  on  a  l'une  des  deux  suites  d'inégalités 

a^o  <  ^1  <  -ï'o  -!-/«<  3"i  -H  p. 

•ïo  >  x,  >  Xf,  -h  /i  >  a^i  —  p. 

Dans  le  premier  cas,     | /<  |  <  x, -+-^  —  x^  ;     dans  le  second,     | /j  |  <  Xy  —  x, -hS.     Dans  les  deux  cas, 

\h\<  ^+|.r, -xj, 
f{<,  I 


ou,  en  j)osanl     B  = 


r(-^o) 


I  /H  <  B  -^  ^ 

Dans  le  calcul  bien  connu  qui  nous  a  fourni  l'inégalité 

I  /.•  |<  Aac, 
otu  représente  une  quantité  quelconque  plus  grande  que  \h\.  On  peut  donc  y  remplacer  ^o  par     B-h^, 
d'où  I  k  I  <  A(B4-^)^ 

Ce  résultat  est  sans  intérêt  si  B -h  ^  >  ao.  Si  B  +  p  <  a,,,  on  voit  ([u'on  peut,  commo  limite 
supérieure  de  l'erreur  k,  prendre  au  lieu  de  '^  le  nombre  p,  =  A(B -h  p)*.  Ce  résultat  est  bien  connu. 
Mais  il  n'épuise  pas  l'intérrl  de  la  remarque  qui  y  a  conduit.  On  peut  en  elVot  répéter  la  m<''nu*  opéra- 
tion, et  former  ainsi  une  suite  de  nombres  positifs,  déduits  les  uns  des  autres  par  la  formuU* 

(1)  ^  =  A(B-4-P„_,r. 

et  tous  supérieurs  à  l'erreur  l/v|  commise  en  i)renant  x,  comme  valeur  approchée  de  la  racine. 

Or  la  lornuile  (1)  montre  que  p„ — p„  i  a  le  même  signe  ([ue  ?„  i— S„  ,..  Donc  si  ^^  <;  S,»  la 
suite  pi,  po,  ...,3„  est  décroissante.  ^„,  étant  positif,  1(Mu1  alors  vers  une  limite  quand  »i  croll 
indélininient.  La  formule  (I)  montre  (pie  cotte  limite  est  racine  de  rét[nalion 

(-2)  A(x-^-H)^  — X  =0. 

C'est  d'aillours  évidcminenl  l.i  plus  pelit(>  des  ileux  racines  de  cette  étpi.ition.  c;ir  l'inégalité     ^m~i  >  ?< 
jointe  à  l'égalité  (i)  entrain."  %  >  A(P„-I-  U)% 

ce  qui  montre  ([uc  ">,>  est,  quel  quo  ^oil  //,  lompris  iMitre  les  racines  de  l'équation  (2). 


4S2 


SUR  LE  HAYON  DE  COURBURE  D'UNE  KREUZGURVE 


On  a  donc 

lim.  p„  =  ■ 

"    =   GO 

Puisque     |A|  <  ^„,     on  a  évidemment 


\  —  i>AB-  v/1  —  4AB 


2  A 


l/'-l 


Pour  apprécier  l'avantage  qui  résulte  de  la  substitution  de  a,  à  Ji,  comme  limite  supérieure  de  \k\. 
il  suffira  de  traiter  l'exemple  auquel  Newton  a  appliqué  lui-même  sa  méthode.  L'équation 

x^  —  2x  —  3  =  0 
a  une  racine  comprise  entre  2  et  2,i,  Faisant    Xo  =  2,1,     a„  =  1,     on  trouve 


A  = 


0,3 
11,23 


B  =  — — —i     et      il  =  Aaj  =: 


11,-23 


11.23 


tandis  qu'on  s'assure  aisément  que     a,  < 


10000 


Le  nombre     x,  =  2,0946     fourni  par  une  applica- 


1  7 

lion  de  la  méthode  peut  donc  être  donné  comme  valeur  approchée  à    — -rrrr  près  et  non  pas  à  r- 

^  '^  2000    ^  ^  lOUÛ 


près  seulement.  En  fait,  il  est  exact 


1 


20000 


près. 


SUR   LE  HAVUiN   DR  CoUKBUnK  l>  UXK  KUEUZCURVE 
par  M.  Louis  Sire. 


Soient  M  un  [)oint  d'une  krcuzcurve,  de  centre  0  ;  A  sa  polaire  par  rapport  à  un  cercle  ayant  son 
centre  en  0  cl  de  rayon  1.  Lor.squp  le  point  .M  décrit  la  kreuzcurvo,  la  droite  A  enveloppe  une  liypo- 
cycloide  à  quatre  rebroussemenls  de  centre  0. 

Soit  N  le  point  limite  de  la  droite  A  ;  le  produit  des  raytnis  de  couibuie  aux  points  correspon- 


dants M  et  N  des  deux  courbes  a  i)0ur  valeur 


sin 


V  étant  l'auprle  du  rayon  \ecteur  O.M  avec  la 


tangente  en  M  à  la  krcuzcurve. 

D'autre  part,  si  o  désigne  la   dislance  du   point  0  à  la  droite  A,  le  rayon  de  courbure  en  N  de 
l'hypocycloïde  a  pour  valeur  3o  ;  par  suite  le  rayon  de  courbure  s  de  la  krcuzcurve  au   point  M  est 
1 


égal  a 


3^  sin-'  o 
iNous  avons  aussi 


d'où 


OM  X  5  =  1 , 
OM 


3  sin'  'f 
c  esl-à-dirc  : 

Le  rai/o)}  de  courbure  en  un  point  d'une  kreuzcurce  est  proportion- 
nel au  rayon  vecteur  joignant  ce  point  au  centre  de  la  courbe  et  inver- 
sement proportionnel  au  cube  du  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  à  la 
kreuzcurve  avec  le  rayon  vecteur  considéré. 

Par  suite,  si  nous  menons  MP  perpendiculaire  à  OM,  puis  PQ 
perpendiculaire  à  ON,  enfin  QR  perpendiculaire  à  OM,  nousobtien- 
R      drons  en  0|{    le  triple  du  rayon  de  courbure  de  la  kreuzcurve  au 
point  M. 
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ECOLE  NOUMALE  SUPERIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 
Concours  de  1911. 


Groupe  I. 


1960.  —  On  considère  trois  axes  reclanrjulairo.s  Oxyz  et  la  surface  de  révolution,  appelée  tore,  dont 
l'équation  est  (x^  +-  if  H-  z-  +  /-  cos^  Oj-  =  U\x^-  -+-  y-) , 

l  étant  un  nombre  positif  et  0  un  angle  aigu. 

1°  On  coupe  le  tore  par  le  plan  z  =  a?tgO.  Former  l'équalwn  de  la  section  dans  son  plan  et  vérifier 
que  cette  section  se  compose  de  deux  circonférences  c  et  •{,  ayant  leurs  centres  sur  Oj/.  Les  projections  de 
ces  circonférences  sur  le  plan  xOy  admettent  le  point  0  pour  foyer. 

On  déduit  facilement  de  là  qu'il  existe  sur  le  tore,  à  part  les  parallèles  et  les  méridiens,  deux  systèmes 
de  circonférences  :  les  circonférences  C  et  les  circonférences  r.  Montrer  que  deux  circonférences  d'un  même 
système  (C  oit  Y)  ne  se  coupent  jamais,  que  deux  circonférences  de  systèmes  difféi'cnts  (C  et  1")  ont  toujours 
deux  points  communs. 

2"  Trouver  les  courbes  K  qui  coupent  tous  les  parallèles  du  tore  sous  un  angle  donné  V.  Construire  la 
projection  de  ces  courbes  sur  le  plan  xOy,  d'abord  pour  V  =  0,  puis  pour  Ig  Y  =  2tg').  Comment 
peut-on  déduire  la  seconde  courbe  de  la  première  et,  d'une  manière  plus  générale,  comment  peut-on  cons- 
truire point  par  point  les  courbes  K  ? 

3°  former  l'équation  générale  des  sphères  s  passant  par  l'une  des  circonférences  C,  troucerlr  lieu  des 
centres  de  ces  sphères  et  montrer  que  chacune  d'elles  contient  aussi  une  circonférence  1". 

Montrt'.r  que  toutes  les  sphères  s  passant  par  un  point  a  passent  aussi  par  un  point  associé  a'. 

4°  On  donne  deux  points  a  et  b  non  situés  sur  le  tore;  b  est  différent  de  a  et  de  sonas^iocié  a'.  Soit  i]^ 
l'une  des  circonférences  C.  Par  Cp  et  a  passe  une  sphère  A^  qui  coupe    le   tore   suivant  une   autre   circon- 
férence I Q.  l'ar  \\  et  b  passe  une  sphère  B^  qui  coupe  le  tore  suivant   une  circonférence  C,.  Par  C,  et  a 
passe  une  sphère  A,  gui  coupe  le  tore  suivant   une  circonférence  \\.  Par  \\  et  b  passe  une   sphère  B,  qu 
coupe  le  tore  suivant  une  circonférence  G^,  et  ainsi  de  suite. 

On  étudiera  dans  deux  cas  particuliers  à  que/le  condition  la  suite  des  circonférences  C,„  C,,  C^..  .  .    es 
périodique. 

Supposant  d'abord  a  et  b  sur  0:,  o)i  montrera  que  les    centres  des   sphères  A,  et  B,  sont   alors   dan    . 
deux  plans  dont  on  se  donnera  les  équations  sous  la  forme 

;  =  /  COS  0  Ig  a.  ;  =  /  cos  0  Ig  ?. 

Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  x  et  ^  pour  que  C^,  (',,  . . . ,  C„_,  étant  différentes.  C,  soil  identi- 
que rt  C„  '!  —  Calculer  algébriquement  le  rapport     u  =  — ^      dans  le  cas  où     u  =  10. 
lin  second  lieu,  on  prendra  les  valeurs  suivantes pmtr  les  coordonnées  de  a  et  de  b  : 
o(.r  =  /  cos  0  cos  A,    y  =  l  cos  o  sin  A,     :  =  0  : 
b{x  —  /  cos') cos  B,     y  =  /  cos')  sin  R,     ;    =  0  . 
Montrer  ifue  si  Cy  at  identique  et  C„  pmir  un  ehnix  pnrliculier  de  Co.  H  en  est  de  même  quelle  qiif  soit 
C,|,  et  trouver  la  relation  de  position  entre  a  et  b  pour  laquelle  cette  circonstance  se  produit. 

1.  La  ciiconleicnco  il  i\u'\  cngondic  lo  toiv  a  pour  ('(lualiuii"^ 

//  =  0,  l-i'  — 0*  -t-  -'  ^^  /'  S'"'"' 

cl  le  plan     :  =  r  Ig ')     ouiipo  le  plan  ;0/-  suivaiil  inuMangoulf  oD  m.MU'o  ilo  0  à   la  circonfiTonce  u. 
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Pour  avoir  l'équation  de  la  section  dans  son  plan,  il  faudra,  dans  l'équation  du  tore,  remplacer 

X,  y,  z  par  les  formules  de  transformation  de  coordonnées 

x=XcosO  —  Z  .-in  0,  y  =  Y,  s  =  Xsin  0  h-Z  cos  0, 

puis  faire     V.  —  0     dans  l'équation  trouvée.   Donc   l'équation  de  la 
section  dans  son  plan  est 

(X2  cos2  ')  4-  Y^  +  X2  sin-  ')  4-  l'  cos^  O)'^  =  'd\\^  cos=  0  -+-  Y-), 
qui  peut  s'écrire         (X-  -t- Y*  —  /-cos-0)'-  =  4/^ Y- sin- 0, 
ou  X-  4-  (Y  di  /  sin  0/^  —  /^  =  0. 

Donc  celte   section  se  compose  de  deux,  circonférences   c  et  y   de 
même  rayon,  /,  et  dont  les  centres  c  et  y,  situés  sur   Oj/,  soni  tels 

que      Oc=/sinO,      0y  =  — /sinO. 
Pour  avoir  l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  .rO'y   de  cette  section,  il  suffit  de  remplacer  dans 


l'équation  précédente  X  par 


cos  0 


et  Y  par  y.  On  trouve  l'équation 


X- 


cos*  0 

X'-  +  2/2 


(j/  ±  /sinO)-  —  /- 


0, 

:    0. 


OU  encore  x-  -t-  y  —  (y  sin  0  zh  /  cos^  0/- 

Cette  projection  se  compose  donc  de  deux  ellipses  de  foyer  0,  d'excentricité     e  =  sin  0     et  de 

cos^O 


directrices    y 


l- 


sin  0 


Ces  directrices  sont  donc  respectivement  les  polaires  des  centres  c  et  y 


0, 


if  —  l-  cos^  0  —  0,     qui  est  la  projec- 


dcs  circonférences  c  et  y  par  rapport  au  cercle 
tion,  sur  le  plan  xOy,  du  parallèle  du  point  D. 

Si  l'on  fait  tourner  d'un  angle  quelconque  le  plan  ;  =  .rIgO  autour  de  l'axe  0;  du  tore,  ce  plan 
coupera  le  tore  suivant  deux  circonférences  C  et  r.  Il  y  a  donc  sur  le  tore  deux  systèmes  de  circon- 
férences G  et  r,  le  premier  système  C  étant  obtenu  en  faisant  tourner  d'un  angle  quelconque  la  cir- 
conférence c  autour  de  0:.  Le  second  système  V  se  déduit  de  même  du  cercle  y. 

Deux  circonférences  de  même  système,  par  exemple  C,  n'ont  aucun  point  commun  ;  car  elles  se 
déduisent  l'imc  de  l'autre  par  une  rotation  autour  de  0;  et  le  plan  mené  par  0:  perpendiculairement 
au  plan  du  cercle  C  n'est  pas  un  plan  de  symétrie  pour  ce  cercle.  Mais  une  circonférence  C  et  une  cir- 
conférence r  ont  toujours  deux  points  communs,  car  ces  deux  circonférences  sont  symétriques  par 
rapport  au  plan  passant  par  0:  et  l'intersection  de  leurs  i)laiis.  Donc  cotte  inlerseclion  les  coupe  toutes 
deux  aux  mêmes  points  cl  elle  les  coupe  forcément  puisqu'elle  passe  par  le  point  0  ipii  leur  est  inté- 
rieur a  toutes  deux. 

Ukmaihh'e-  —  (iciuh-alxsalion  d<'  la  propriété  précédente.  —  D'une  manière  plus  générale  considérons 

la  surface  engendrée  par  une  conique  ï  tournant  autour  d'un 
axe  0:  situé  dans  son  plan,  l^a  méridienne  de  la  surface  se  com- 
posera de  la  conique  ï  et  de  la  conique  I'  symétrique  par  rap  • 
port  à  0:.  Les  tangentes  communes  DD',  DjD',,  non  perpendi- 
culaires à  O2,  sont  symétriques  par  rapport  à  0:  et  ont  pour 
équations 

3  =  .rlgO,  3  =  -xtgO, 

si  on  prend  pour  origine  leur  point  de  rencontre  0.  La  conique  ^ 
a  une  équation  de  la  forme 

(Ax-hbz  +  if  -h  /{z'  —  X-  tg2  0)  =  0. 

'~~         ~      on 


aura  l'équation  de  la  surface 


{\\'x' 


Si  dans  cette  équation  on  remplace  x  par      s'x--\-y-, 
,  -t-  I J^  +  /[;'  -  [x'  +  î/-)  tg-  0]  =  0. 


ÉCOLE  NORMALb:  SUPÉRIEURE  HT  BOURSES  DE  LICENCE  48o 

L'équation  de  la  projection  sur  le  plan  xOy  de  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  :  =  Jtg*) 
s'obtient  en  remplaçant  dans  l'équation  de  la  surface  z  par  aetgO.  C'est  donc 

{ks/x^-hy--i-  Bx  tgO  -f  ly-  —  hf  tg»  0  =  0, 
ou  A\/x^  -h  j/2  -t-  Ba^  tg  0  ^-  1  ±  \/x  y  tg  0  =  0, 

ou  encore  X^{x^  -h  y'-)  =  (—  B.r  Ig  0  —  1  q=  \'l  y  tg  0)2. 

Donc  cette  projection  se  compose  de  deux  coniques  ayant  pour  foyer  le  point  0.  Donc  la  section 
elle-même  se  compose  de  deux  coniques. 

Mais  cette  dernière  partie  est  évidenle géométrifjuemenf ,  car  la  surface  étant  du  4'^  degré,  la  section 
sera  du  4"  degré.  Cette  section  admet  pour  points  doubles  les  points  D  et  D'.  D'autre  parties  coniques 
ï  et  r  ont  deux  points  communs  (réels  ou  imaginaires)  symétriques  par  rapport  à  0:,  qui  engendrent 
un  parallèle  double  de  la  surface.  Tout  plan  sécant  coupe  ce  parallèle  en  deux  points  qui  sont  des  points 
doubles  de  la  .«ection.  Donc  la  section  de  la  surface  par  le  plan  3  =  r  tgO  a  quaire  points  doubles. 
Donc  elle  se  décompose  en  deux  coniques. 

Dans  le  cas  du  tore,  le  parallèle  double  est  engendré  par  les  points  cycliques  à  l'infini  du  cercle  u. 
Donc  la  section  du  tore  parle  plan  z  =  xl^fi  se  compose  de  deux  cercles,  puisque  les  conique>  de 
section  passent  par  deux  points  cycliques. 

On  trouvera,  page  480  de  la  G'^ométrie  de  Roucbé  et  Coinberousse,  une  démonstration  tout  à  fait 
élémentaire  de  cette  propriété  du  tore,  qui  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  d'Vvon  Villarceau. 

2.  Les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  surface  du  tore  sont  : 

(I)  X  =  p  cos  0),  y  =  psinw,  :  —  ±  \U^  sio^O  —  (p  —  /)*, 

p  et  0)  étant  deux  paramètres  variables,  qui  sont  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  du  point  M 
sur  lo  plan  xO;/.  Cherchons  à  déterminer  p  en  fonction  de  o  de  façon  que  la  courbe  (K),  décrite  par 
le  point  M,  fasse  avec  les  parallèles  l'angle  V.  Cette  relation  entre  p  et  w  sera  précisément  l'équation 
polaire  de  la  projection  de  la  courbe  (K)  sur  le  plan  xOj/. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M  au  parallèle  sont     —  sin  w,     cos  lo,     0     et  ceux   de  la 

x'  y'  2'  ,      ,     . 

tangente  en  M  à  la  courbe  (K)  sont  1  »       .  •<      -r ,  î/ .  - 

v.r'2  -h  y''^  ■+-  z'^        \'x'*  4-  y'-  -t-  3'*        vx'-  -+-  y'-  -+-  l'- 
étant les  dérivées  de  a-,  y,  z  par  rapport  à  o. 
On  doit  donc  avoir 

x'  sin  oj  y'  cos  m 


cos  V 


/x'-  -t-  y'2  H-  z'-'        \'x'-  -h  y"  -+-  :'- 
ou  (x'  sin  w  —  y'  cos  «>)'■  —  (x'*  -+-  y"'  -+-  :'*j  cos-  V. 

Mais  x'  =  —  p  sin  oj  ■+-  -J  cos  o,  y'  =  o  cos  lo  -r  p'  sin  o,  : 


(?-/>' 


//'  sin^  ^-{?  -  /^' 


On  en  tire  .r'  sin  <o  —  y'  cos  10  =  —  p. 

,,        „       ,,_    ,       „  ^        (p  -  W         _  p^/^sin^O-fp-O^l-rc'-'/'sin'o 
X   -H?/    -4-=    -  p  -+-P    -f-  ,,^j,^,,,_(^_/y,   -  /«sin«o_(o_/)« 

Donc  l'équation  en  p  et  o  est 

3-!,7-'  sin-  0  —  (o  -  /)«1  -h  o"h  sin-  0 
/^^inM)_(p  _/)•: 

ou  p»[/ïsin»')  -(p  — /)«]sin«V  =  /V'sin'Ocos' V. 


Pour     V— 0     et     V  —  —,     les  courbes  (K)  sont  évidemment  les  parallèles  ri   les   méridion>  du 


tore. 
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Ces  deux  cas  mis  à  part,  il  faut  intégrer  l'équation 

P'  _^     tgV 


Pour  cela  on  pose 

(2)  p  =  /(l  -^  sin  0.  sin  m), 


et  Ton  a  l'équalion 
On  pose  ensuite 


psll'  sin^  e  —  (p  —  /)-  /  sin  'J 

/(l  -^  sin  0.  sin  m), 
u'  ,     tgV 


1  -h  sin  6  sin  u  sin  6 


u 


(3)  tg-2  =  '- 


et  l'on  a 


ou 


2r  ,     tff  V 


i-  -h  2<  sin  0  4-  1  '  sin  0 

2i'  ,     tff  V 


(< -h  sin  6)2 -i- ces- 6  sinO 


.,             ,                                            t-\-  sinO  ,     tg  V  ,  . 

dont  Imtégrale  est  arc  tg ; —  =  ±  itt-t-  ("^  +  '%)i 

(.)„  étant  une  constante.  En  posant,  pour  abréger  les  écritures, 

(4)  ±J|l(.4-co„)  =  X, 

f-hsinO        .    r        tgV  1 

w  ,      ^         •    ,         sin(X  — 6) 

Donc  <  =  ig  —  =  ces  0  tu  A  —  sin  0 


2  '"  cos  X 


Par  suite 

u 


sui  u  = 


^  *^  2  2  sin  (X  —  0)  cos  X  sin  (^X  —  0)  -  sin  0  _   sin  (2X  —  0)  —  sin  0 


u         cos2X-f-sin2(X-0)  1  +  cos  2X        1  —  cos:2(X  —  0)  1  —  sinOsin(2X  -  0) 

*  "*" 'o  Y  2  '  2 

r  .         sinfiX  — 0)  — sinO  1  /(l  — sin'-e) 

p  =  /(l  +sinOsin(0  =  /    l-f-smO-- — V    ^     '^^ = \    ,    .    ,' — --• 

^        ^  '         \  1  — smOsin(2X— 0)  J         1  —  sin  0  sin  (2X— 0) 

En  remplaçant  X  par  sa  valeur  (i)   on  a  entin  pour  l'équation  polaire  des  projections  des  courbes 

(K)  sur  le  plan   rOy,  l'équation 

' cos- 0 

(f>)  f 


r       fV  1 

1  —  sin  0  sin     =h  -^  (w  -f-  to„)  —  0 

p  étant  ainsi  déterminé  en  fonction  de  w  par  l'équation  (5)  les  équations  des  courbes  (K)  sont  données 
par  les  formules  (1). 

Changeons  de  variable  en  posant 

tffV  tii  V  ïî 

tgO   ^  «'  tgO    •         2 

tii-  f)    /  iT 

c'est-à-dire  (0  =  9  —  co.  dz  -^,     -:  -^  " 

tgV  \  2 

tg  'W  ~         \ 
ce  qui  revient  à  faire  tourner  l'axe  polaire  de  l'angle    —  (o„  it  -^  (  "â  "^  ^  )  ' 

L'équation  polaire  des  projections  des  courbes  (K)  sur  le  plan  xOy  est  donc 

/cos'e 

(6)  P  = 


l_sinOcos[i|^-,] 
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1"'  Cas.  —     V  =  0. 
(7) 


L'équation  (6)  est 


/  COS"  0 


1  —  sin  0  COS  o 

Elle  représente  une  ellipse  ayant  pour  foyer  l'origine,  pour  excentricité     /  =  sin  0     et  pour  grand  axe 

/  cos^  0  /  cos'^  0  "il  cos^  0 


2rt  = 


2/. 


1 — sin  0  l-hsinO  i  —  sin"  0 

Celte  ellipse  est  donc  précisément  la  projection  sur  le  plan  xOy  de  l'un  des  cercles  C  ou  r.  Donc 
Pour     V  —  0,     les  courbes  (K)  sont  les  cercles  (C)  et  (F). 


Q'  Cas.  —     t"  V 


i2tg  0.     —  L'équation  (6)  est 

/  cos2  0 


1  —  sin  0  COS  2o 

C'est  une  courbe  du  4^  degré  qu'il  est  facile  de  construire  d'après  son  équation  mais  on   l'obtient 

plus  rapidement  par  la  remarque  suivante.  Considérons  la  courbe  définie  par 

l'équation  (6)  et  l'ellipse  définie  par  l'équation  (7).  A  l'angle  polaire  f  pour 

tgV 
l'ellipse  et  à  l'angle  polaire  cpi  pour  la  courbe  tel  que     o  =  91  ■    ■^-      corre?- 

tg  ) 

pond   la  même  valeur   de   p.    Donc   à    tout    point      M(p  =  OM,      <p  =  xOM) 
de  l'ellipse,  correspond  le  point  M,  de  la  courbe  tel  que      OM,  =  OM     et 

_ ^  t^O  {'rit 

tgV  lg\ 

Enparticulierpour    tgY  =  2tgO,    l'angle  xO M,  estlamoiliéderangle  ./OM. 
La  courbe  a  la  forme  ci-contre. 

3.  Les  équations  de  la  circonférence  c  sont  : 

;  =  X  tg  0,  x^  -f-  {>/  —  /  sin  0)-  -H  :-  —  /«  =  0. 

On  obtiendra  les  équations  d'une  circonférence  C  en  faisant  tourner  c  d'un  angle  arbitraire  w 
autour  de  Oz,  c'est-à-dire  en  remplaçant  dans  ces  équations  x  par  x  ces  w  —  i/ sin  co  et  y  par 
X  sin  w  4-  y  COS  w.     Donc  les  équations  d'un  cercle  quelconque  C  sont 

(C)        z  =  (x  cos  10  —  y  sin  to)  tgO,    x^  -t-  y- -h  z^  — '2/ sin  "(x  sin  w  -t-  y  l'os  w) —  /-  cos*  fi  =  0. 
Les  équations  d'un  cercle   r   s'obtiennent  en  cbangeant  dans  les  précédentes  /  en     — /:     elles 
sont  donc 

(T)      z  =  (x  cos  w  —  1/  sin  m)  tg  0,     .x-  -1-  ?/*  -+-  :'-  •4-2/sin  0(xsin  <o  -\-y  cos  w)  —  /-  cos-  0  =  0. 
L'équation  générale  des  sphères  s  passant  par  G  est 
{s)      x^  -i-y'^  -\-  z'~  —  2/  sip  0(x  sin  i»  +  y  cos  «o)  —  /-  cos^  0  -1-  2X  :  —  (.r  cos  «o  —  y  sin  w)  tg  <•    =  0. 

L'équation  d'une  sphère  s'  passant  par  une  circonférence  1''  est 
(s')     x'  -h y^  -h  z'^  ■+-  2/  sin  0(x  sin  to'  -h  y  cosoj')  —  /'-  cos'^  0  - (-  'il'iz  —  U  cos  w  —  7  sin  '»')  tgOj  =  0. 
Pour  montrer  fpic  la  sphère  s  contient  une  circonférence  V  il  siiHit  de  |)rouver  que  l'on  peut  dé- 
terminer X'  et  "/  de  façon  que  s  et  s'  soient  identiques.  Pour  c>la  il  faut  et  il  suflii  qufl  l'on  ait 
X'  =  X,  /  sin  lu'  —  X' cos  w'  tg  0  =  —  /  sin  w  —  X  ces  10  tg  '•, 

el  /cos  (•)'  -h  X'sin  m'  tgO  =  —  /cos  «>  -f-Xsin  <o  tg  0, 

Les  deux  dernières  s'écrivent 

/(sin  <•)'  -f-  sin  to)  =  X  Ig  O(cos  0/  —  cos  w), 

/(ces  w'  -I-  cos  10)  —  X  tg 0(sin  <o  —  sin  co'), 

et  sont  toutes  deux  vérifiées  si  on  prend  '•>'  Ici  que 

„.  —o.  / 


XlgO 


Donc  loule  sphère  s  contient  un  cercle  1' 
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Les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  v  sont 

X  =  /  sin  0  sin  m  —  )-  cos  w  tg  0,  ?/  =  '  sin  0  cos  lo  +  X  sin  co  Ig  '),  :  =  —  X. 

En  éliminant  À  et  «j  entre  ces  trois  équations  on  trouve  que  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères  est 
l'hyperboloïde  de  révolution  H  d'équation 

(H)  X2_^y2_;2lg2   0_/2gin2e    =    0. 

Le  cercle  de  gorge,  situé  dans  le  plan  xO^j,  a  pour  centre  0,  pour  rayon  /sinO  et  les  génératrices 
font  avec  le  plan  xOy  l'angle       —  —  '). 

Po>)iis  associés  a  et  a'.  —  La  puissance  du  point  0  par  rapport  à  tontes  les  sphères  s  est  la  même 
que  celle  dos  cercles  G  et  1".    Elle  est  égale  îi     — /^sin-0.     Donc  toute  sphoro  s  passant  par  un  point 

rt,  passe  aussi  par  le  point  a'  situé  sur  la  droite  Oa  et  tel  que      0(j  .  ()«  =  —  /-  sin-  '). 

Remarque.  —  Solution  géométrique.  —  Lo  lieu  des  contres  des  sphères  s  passant  par  une  circonfé- 
rence C  est  la  perpendiculaire  Cs  au  plan  de  C  menée  par  son  centre,  C.  Le  lieu  des  centres  des  circonfé- 
rences C  est  le  cercle  de  centre  0,  de  rayon  /sin  f),  situé  dans  le  plan  xOy.  Donc  les  perpendiculaires  telles 
que  C^  aux  plans  des  circonférences  C,  menées  par  leurs  centres,  engendrent  un  hyperboloïde  de  révolu- 
tion II,  puisque  ces  perpendiculaires  forment  avec  le  plan  xOy  un  angle  constant,     — o. 

Enfin  toute  sphère  s  passant  par  une  circonférence  C  contient  une  circonférence  F.  Car  son  con- 
tre S  est  sur  la  génératrice  Cs  de  l'hyperboloïdo  II  perpendiculaire  au  plan  do  C.  La  génératrice  sV, 
d'espèce  différente,  de  l'hyperboloïde  passant  par  s,  est  perpendiculaire  au  plan  d'une  circonférence 
r.  Les  circonférences  G  et  T,  ayant  2  points  communs,  sont  sur  une  même  sphère,  qui  coïncidé  avec 
la  sphère  S  puisque  son  centre  est  le  môme  point  5. 

4.  Toutes  les  sphères  A,  passant  par  lo  point  «,  passent  par  le  point  associé  n'  ot  le  lieu  des  centres 
de  ces  sphères  est  la  section  de  l'hyperboloïde  \l  par  le  plan  P„  perpendiculaire  au  milieu  de  an' .  De 
môme  le  lieu  des  centres  des  sphères  R  ost  la  section  de  cet  hyperboloïde  par  lo  plan  P),  perpendicu- 
laire au  milieu  do  bl/ 

/«■■  Cas  particulier.  —  Les  points  n  et  h  sont  sur  0:.  —  Alors  les  plans  P„  et  P;  ont  des  équations 
de  la  forme  (P„)     :  =  /  cos  ')  lu  ^  (P,,)     :  =  /  cos  0  tg  S, 

1  /     Oa  /  cos  'I  \  1/06  /  cos  '» 

en  posan  t  t?  =^  =  tt   -; ; 7^ —    '  *?  /  =  "^   "; : tTi — 

^  t\l  cos  "  Oa      '  ^  '  2  \  /  cos  0  Oh 

Gomme  on  l'a  vu  dans  la  S''  partie,  à  toute  circonférence  C  on  peut  faire  correspondre  une  géné- 
ratrice de  l'"'' espèce  E  de  l'hyperboloïde  II,  passant  par  le  centre  C  de  cette  circonférence  et  perpen- 
diculaire à  son  plan.  De  môme  à  toute  circouférence  V  on  peut  faire  correspondre  une  génératrice  *  de 
S*"  espèce.  Si  on  pose 

f  =  ^C,  9  =  ^\ 

C    et    1'    étant  les  centres  des  circonférences    C    et    i',    les  équations  de  ces  génératrices  sont  respec- 
tivement : 

,r  =  /  sin  ')  cos  /"-t-  :  tg  0  sin  /',  (    .r  =  /  sin  0  cos  9  —  :  tg  0  sin  9, 


(F)      {  fl>)      . 

I    y  =  /  sin  0  sin  /"—  :  tg  0  cos  f;  f    y  =  '  sin  0  sin  9  -t-  3  tg  ')  cos  9. 

Soient  \\  la  génératrice  correspondant  à  la  circonférence  donnée  C^,,  /"„  la  valeur  correspondante 
de  l'angle  f.  Le  centre  Ao  de  la  sphère  A^  sera  l'intersection  du  plan  P,  par  la  génératrice  Ko.  Les 
coordonnées  de  ce  point  s'obtiennent  en  résolvant  le  système 

(    x  =  /  sin  6  cos  L  -+-  :  tu  '>  sin  L, 

I    y  =  l  sm  ')  sin  /„  —  z  tg  0  cos  /„  ; 
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On  trouve  pour  ces  coordonnées 

/  sin  0  /  sin  0     . 

(A„)  -X-  =  COS    /o   -  aj,  y  =  sm    /^^,  —  a),  :  =  /  COS  ')  Ig  a. 

^  COS  a  COS  a  "  '  ^  ^ 

Pour  déterniiuer  la  circonférence    r„    il  sul'lit  de  déterminer  la  génératrice  correspundanlc    'i'^   el 

pour  cela  la  valeur  o^  de  l'angle  ©    correspondant  à  cette  génératrice.   Pour  cela  on  écrit  que  le  point 

A,j  est  sur  cette  génératrice,  ce  qui  donne 

^  sin  0  , ,. 

cos  (/(,  —  oLi  —  l  siu  0  COS  oo  —  t  COS  'j  tg  %  tg  0  sin  o„. 


COS  a 

/  sin  ') 


sin  (/„  —  (xj  =z  l  sin  0  sin  v„  -t-  /  cos  0  tg  a  tg  0  cos  ■Sy . 


COS  a 

Ces  deux  éciuations  s'écrivent 

I,    COS  (/o  —  y.)  =  COS  a  COS  Oy  —  sin  a  sin  -J^  =  COS  f  Oy  -r  a), 

i   sin(/o  —  a)  =  COS  a  sin  Oy  -h  sin  acosç,,  =  sinfu^  -h  z). 
Elles  exigent  o^  +  a  =  /"^  —  a  +  2/i-. 

Mais  comme  deux  angles   ç   qui  diffèrent  d'un  multiple  de  "2-  donnent  la  même  génératrice,  on 
peut  supposer    k  =  0,     et  on  a  o,,  =  /„  —  2a. 

La  circonférence  ig  et  la  génératrice  correspondante  "i*,,  étant  ainsi  déterminées  par  l'angle  Çu,  on 
obtiendra  les  coordonnées  du  centre  b^  de  la  sphère  Bo  en  cherchant  le  point  dinlersection  de  la  géné- 
ratrice 'l',j  avec  le  plan  P;,,  c'est-à-dire  en  résolvant  le  système 
^   a:  =  /sinOcos(^-2a)  — ;tgOsin(/o  — !^a), 


'c  r 


i   y  =  /  sin  6  sin  (/„  —  2a)  -t-  ;  tg  0  cos  (/■„  -  2a)  ; 

On  trouve 

/  sin  0  cos  (A,  —  2a -+- S)  /sin  0  sinCA,  —  ian- 3) 

(Bq  x-  = ,  î/  = ■—,  :  =  /cos  0  tg  i. 

^   '^'  cos  ?  "^  cos  3  *»  ' 

l'our  déterminer  la  circonférence  C,,  il  sullit  de   déterminer  la  génératrice  correspondante  K,  el 

pour  cela  de  trouver  la  valeur  f\  de  l'angle  /"  correspondant.  Pour  cela  on  écrira  que  le  point  By  est 

sur  cette  génératrice  Fi  ce  qui  donne 

/  sin  0  cos  (/«  —  2a -4-  ^1 


cos  |i 
/sin  0  sin(/u  —  '2.1 


=  l  sin  0  cos  /"i  -4-  /  cos  o  tg  ^  tg  0  sin  ^, 
=  /  sin  0  sin  /",  —  /  cos  "  tg  fi  tg  '>  cos  /",. 


cos  ^ 
Ces  deux  équations  s'écrivent 

cos  (/■„  —  2a  -i-  fi)  =  cos  (i  cos  /",  -+-  sin  ji  sm  /',  =  cos  (,/,  —  ^), 
sin  (/;,  —  2a  -f-  p)  —  cos  p  sin  /',     -  sin  p  cos  /',  =  sin  (/,  —  i). 
On  en  tire  donc  /",  =  /u->-2(?'  —  a). 

De  même  en  désignant  par  /'.,   /".;,     ..,/,.  les  valeurs  do  l'angle  f  i|ui  correspondent  au\  circonfé- 
rences Cj,  C.„  ...,  C,i  on  trouvera 

/.  =  Au  +  ^<'>  —  «).        A  =  Au  +  ^H:^  -  »).        ■  •  •         /'.  =  Ao  -^-  ^"(P  -  =« '. 

Donc,  en  supposant  (]j,  C,,  . . .,  C„  ,  dillérentes,  i>our  (\nr  C,.  soit  idonlit|ueà  Cy,  il  faut  cl  il  sulîil 
que  fn  cl  Au  dilfèrent  d'un  multiple  de  2t:, 

/■„  =  f^^-^-'i/cr.  ou  2M(;i— a)  =  2A-n.  {k  entier.  [»romier  avec  n 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suflisante  est 

p  —  a  =  — •  (/>■,  entier  premier  avec  h) 

Alors  quelle  que  suit    C^,    les  circonférences    Co,    C,,   ...   C„  ,    seront  ililïcronlos,  luai^  C,  »era 

idcntitiuf  à  C^ . 


m 
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Si     /(  =  10,    a  et  ^  vérilieiil  la  seule  condition     i  —  y-  — 

pas  déterminé . 


Donc  le  rapport     u  = 


nest 


FiEMA-RQUR.  —  Solution  géométrique.  —  Projetons  la  figure 
sur  le  plan  xOy  et  soit  7  le  cercle  de  gorge.  Les  lieux  des 
centres  des  sphères  A  et  B  sont  deux  parallèles  de  l'hyperbo- 
loïde  H,  projetés  respectivement  en  h  et  k. 

Désignons  par  C„  F,  les  centres  des  circonférences  C,  el 
i',,  qui  se  projettent  en  c,  et  7,  sur  le  cercle  de  gorge  g,  et 
par  A,  et  B,  les  centres  des  sphères  A,  et  B,  qui  se  projettent 
en  a;  et  hi  sur  les  cercles  h  et  k.  Se  donner  la  circonférence 
Co,  revient  k  se  donner  le  point  c^,  sur  le  cercle  g.  La  tan- 
gente à  ce  cercle  en  c„  coupe  le  cercle  h  en  r/o  projection  du 
centre  A„  de  la  sphère  A^.  La  2*  tangente  a^';^  menée  de  a^ 
au  cercle  g  touche  ce  cercle  au  point  Yo-  t}"i  6St  le  centre  du 
cercle  r„.  Cette  tangente  a„Yo  coupe  le  cercle  k  au  point  b^, 
projection  du  centre  B„  de  la  sphère  Bu-  La  2^  tangente  h,c,  menée  par  b,,  au  cercle  g  touche  ce  cercle 
en  Cl  et  coupe  le  cercle   h  en  «,  et  ainsi  de  suite. 

Or  on  a  angle  {Oc,,  Oc,)  =  (Oco,  Oyo)  ^  (U-;,,,  Oc.)  =  (O7,,,  Oc,)  —  (Oyo,  Or,). 

Mais  on  voit,  sur  la  figure,  que  les  angles  (Oyo,  Oco)  et  (Oyo,  Oc,)  sont  des  angles  constants.  Si  on  les 
désigne  par  2a  et  2(3  on  aura 

(Ocu,  Oc)  =  2(^— a), 

ce  qui  conduit  aux  mêmes  conclusions  que  ci-dessus. 

?e  Cas  particulier.  —  On  donne 
fl(.r  =  /cosO  cos  A,      y  =  /cosOsinA,     2  =  0),  /j(.c  =  /  cos  0  eus  B,      »/  = /cos  OsinB,     3=0). 

Alors  les  points  associés  «'  et  b'  sont  symétriques  des  points  a  et  b  par  rapport  au  point  0  ot  les 
plans  Va  et  ?/,  ont  pour  équations 

(Pa)     x-cosA -H  ?ysin  A  =  0,  (P,,)     x  cos  B^ // sin  B  =  U. 

En  employant  les  mêmes  notations  que  dans  le  cas  précédent,  les  coordonnées  du  centre  A„  de  la 
sphère  Ao  sont  données  en  résolvant  le  système 

[   .r  =  /  sin  0  cos  f,  -h  :  Ig  0  sin  /"„, 
(l'V) 


j   y  =  /  sin  0  sin  /],  —  z  tg  0  cos  /;  ; 
Du  trouve  pour  ces  coordonnées 


(P„)     .r  cos  A  H-  g  sin  A  =  U. 


AJ  .r  = 


/  sin  0  sin  A 


Il  = 


/  sin  0  cos  A 


—  / cos  0 

tg(/o  -A) 


sin(/o  — A)'  ■'         sin(/;  —  A) 

Pour  déterminer  la  circonférence    r,    il  sullil  de  déterminer  l'angle   u^    relatif  à  la  génératrice  cor- 
respondante. 'l'„.   Pour  cela  on  écrit  que  le  point  A^  est  sur  celte  génératrice,  ce  qui  donne 


/  sin  0  sin  A 
sin  if,  —  A) 
/  sin  0  cos  A 


=  /  sin  ')  cos 


=  /  sin  0  sin  o,. 


/  cos  0 

lg(/o-A) 

l  cos  0 
tg(/u-A) 


tgOsin-^u, 


lu  0  cos  -^^ 


sm(/;,-A) 
Ces  deux  équations  s'écrivent 

-  sin  A  =  sin  (f,  —  A)  cos  o,  -+-  cos  [f,  —  A)  sin  ç,  =  sin  (90  4-  A  -  A), 
cos  A  =  sin  (/;,  —  A)  sin  o,  —  cos  (/g  —  A)  cos  '^,  =  —  cos  (9^  4-  A  —  ■^)' 
Elles  exigent  «0 -t- A  —  A  =  - -h  A. 

On  a  donc  90  =  ~  -h  2.\  —  /o* 
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i'.H 


La  génératrice  'ï\,  et  la  circonférence  correspondante  l',,  étant  ainsi  déterminées,  on  obtiendra  les 
coordonnées  du  centre  Bq  de  la  sphère  B^  en  cherchant  le  point  d'intersection  (\p  cette  génératrice  avec 
le  plan  P/„  c'est-à-dire  en  résolvant  le  système 

l    X  =  /  sin  0  cos  {--\--2A.  —  L)  —  :  tg-  f)  sin  (-  -+-  2A  —  /"„), 

^  /    y  =  l  sin  0  sin  (tt  -h  2A  —  /;,)  +  s  tg  0  cos  {-  -f-  2A  —  f,)  ; 

On  trouve 

/sinOsinB  — /  sin  0  cos  B 

(Bo)         ^  =  —rrm — v> — TT'  V  = 


'P(,)     X  cos  B  -i-  j/  sin  B  =  0, 
/  cos  ') 


sin  (2A  —  B  —  /o)  ■  •'        sin  (2A  -  V>  —  fj  tg  (2A  —  B  —  f„j 

Pour  déterminer  la  circonférence  C,,  il  suffit  de  déterminer  l'angle    /',    relatif  à  la  génératrice  cor- 
respondante F,.  Pour  cela  on  écrit  que  le  point  B„  est  sur  cette  génératrice,  ce  qui  donne 

/  sin  6  sin  B              ,    .              ^                 /  cos  0  .     , 

=  I mn  ()  cos  f, -h  - — y^^ p-^tgOsin/i, 


sin(2A-B-/-o) 
—  /  sinO  cos  B 


\<i('2\  -B— /*„ 

/  cos  0 
/sinOsin/,--^.^^^_^_^.ygOcos/. 


sin(2A-B-/-„) 
Ces  deux  équations  s'écrivent 

sin  B  =  cos  /;  sin  (2A  —  B  —  /J  -f  sin  ^  cos  (2A  —  B  —  /o)  =  sin  (/',  -i-  2A  —  B  —  /„), 
—  cosB  =  sin  /■,  sin  f2A  —  B—  /o)  —  cos^  cos  (2A  -  B  -  /"„)  =  —  cos  (/",  4-  2A  -  B  —  /"J. 
Elles  donnent  /",  =  /"„-+- 2(B  —  \). 

De  même      h  =  f,-^  4(B  -  A),        f,  =  /;,  -^  (>(»  —  A),   . .         /'„  =  /•„  ^  2n{B  -  A). 
et  l'on  voit  que  pour  que  Cj,,  C,,   . .  .,   C„_i  soient  différentes  et  C„  identique  ;\  Cn,  il  faut  et  il  sulllt  <|ue 


H  —  A  =  — -  ■        (k,  entier  premier  avec  n.) 

n 

Cela  a  lieu  alors  quelle  que  soit  Cg.  Il  faut  donc  et  il  suffit  que  l'angle  nOb   soit  éiral  ii 


k- 


Hemahoue.  —  Go  résultat  se  trouve  facilement  sans  calcul  par  la  géométrie.  I"]n  employant  les  mêmes 
ç  notations  que  dans  le  cas  précédent,  soient  Oi  et   03.  les  traces 

des  plans  P,,  et  P/,  sur  le  plan  xOij.  La  tangente  en  c^  au  cercle 
de  gorge  g  coupe  Oa  au  point  Oo.  La  deuxième  tangente  menée 
par  Oo  au  cercle  g  touche  ce  cercle  en  •;<,  et  coupe  OS 
en  hù.  Enlin  la  deuxième  tangente  menée  de  A,,  au  cercle  g 
touche  ce  cercle  en  c,. 

On  voit  sur  la  figure  (|ue 

angle     (Oo,„  Or,)  =  (Or,.,  O^o)  -H  (Oyo,  Oc.) 
=  (Oco.  0Y„^-(0r,.  Oyo) 
=  2(0r„,  Oa,.)  -2(0r„  0?) 
=  2(0a,   Op). 
ce  qui  conduit  aux  mêmes  résultats  que  ci-dessus. 

nonnes   solutions  :   MM.    .1,    Soun.\i(;Nii,   ;i  Mont-de-Marsan;    A.    Rocsskai-,   à    K.iiu'nes.cn-VVt'ppps  ;   (',.    L\r.H.   à   Rodei  : 
.1    OniMiEiMKit,  8'  ivf;iment  (l'artillerie  A  Nancy. 


19  31.  —  1°  Un  syslèrnr  optique  est  forni'^  de  deux  lentilles  simples  infiniment  minces,  cenlrres  sur  If 
iiièmi'  axe,  sépnrres  pur  la  distance  I)  et  ayant  pour  distances  focales  f  et  f.  Calculer  la  distance  focale 
du  sgsthiie  et  la  position  de  ses  foyers  et  de  ses  plans  prinripaux. 

Application  :     I)  =  't  centimètres,     f  —  .'1  cniliinctres,     f  —  il  centimètres. 

Dessiner  la  position  des  l'It'inenls  du  si/st<^iiir. 
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2"  Calculer  la  distance  D  en  fonction  de  f  et  de  f  pour  que  la  distance  focale  du  système  demeure  indé- 
pendante de  l'indice  au  voisinage  immédiat  d'une  certaine  couleur,  les  deux  lentilles  étant  faites  avec  le 
même  verre  Calculer  et  placer  les  éléments  du  système  constitué  par  deux  lentilles  identique:^,  de  5  centi- 
mètres de  distance  focale  pour  la  couleur  considérée. 

:r  Les  lentilles  précédentes  étant  disposées  de  façon  à  remplir  la  condition  demandée,  trouver  la  posi- 
tion des  foyers  et  des  plans  principaux  du  système  pour  deux  couleurs  situées  de  part  et  d'autre  de  celle  pour 
laquelle  la  condition  est  réalisée.  Faire  le  calcul  pour  les  couleurs  ayant  pour  indices  1,512.4  et  1,5294  ;  l'in- 
dice 1,5200  est  celui  pour  lequel  la  distance  focale  de  chaque  lentille  est  o  centimètres. 

4°  Montrer  que  le  système  ainsi  constitué  ne  donne  pas  d'images  achromatiques.  Calculer  l'écart  des 
images,  correspondant  aux  deux  couleurs  extrêmes  précédentes,  d'un  point  situé  sur  l'axe,  à  2  centimètres 
en  avant  de  l'une  des  lentilles. 

^"  Indiquer  dans  quelles  conditions  le  système  précédent  peut  être  employé  et  quels  avantages  il  pré- 
sente sur  une  lentille  simple  de  même  puissance  :  montrer  que  son  défaut  d'achromatisme  n'a  pas  d'impor- 
tance sensible. 

1.  La  distance  focale  du  système,  o.  est  donnée  par  la  formule  connue 

'    _  1       1       — 

1  "7  '  T~  //  ■ 

Pour  mettre  en  place  les  éléments  principaux,  considérons  les  deux  lentilles  0  et  0'.  le  premier 
,w  ^  j^       foyer  F  du  système  et  un  rayon  quelconque  FI;  la  direc- 

tion du  rayon  IK,  réfracté  dans  la  première  lentille,  doit 
passer  par  le  premier  foyer,  G,  de  la  seconde  ;  la  direction 
du  rayon  KL,  réfracté  dans  la  seconde  lentille,  rencontre  la 
direction  FI  au  point  M  etla perpendiculaire  MP,  abaisséedu 
point  M  surraxe,représente  la  tracedu premier  plan  principal. 

L'application  de  la  formule  jîénérale  des  lentilles  à  la  lentille  0  donne 


ï   0 


On  a  d'autre  part 


1 

1 

= 

1 

OK 

r 

1) 

/ 

PO 

t-OF 

/•' 

OF 


/■'-!) 


d'oii 


d'où 


OF 


OP  = 


fif-  H) 

A+/"-i> 

/-D 


De  rnrnip.  eu  désignant  par  F'  et  par  P    le  second  foyer  et  le  second  plan  principal  du  système,  on 


trouverait 


OF'  -  - 


f-^f-\) 


et 


OP   = 


/•-a-/'-!) 
L'application  numérique  donne 

(û  =  :l7:i,      OF  =  —1,25,     O'F'  ^  —  0,75,      OP  =  -  5,     OP'  =  3. 
^        ,  ^        ,  Li^s  résultats  en  sont  représentés  par  la  licrure  ci-contre. 

2.  Le   calcul  de  D   se  fait  par  une  méthode  connue  :  on    écrit 
d  I   \    \  d   ,   \    ,  \ 

r/.i  \   -r,   /  dn  \ 


P  r 


i'  1' 


dn 


f 


n  -  I  f 


on  en  déduit 


Pour  deux  lentilles  de  5  centimètres  de  distance  focale,  on  trouve     I)  =  5     et,  par  suite,     «  =  5  : 

les  foyers  et  les  plans  principaux  sont  situés  sur  les  lentilles. 

3.  Pour  calculer  la  position  des  foyers  et  des   plans  principaux 
pour  une  couleur  autre  que  celle  pour  laquelle     D=  — - — ■>     nous 


0 

1 

1    , 

|0 

r' 

F 

F'  P 

calculerons  les  variations   de    OF  et  de  OP  quand   on   passe  de  l'indice    n    à  l'indice 


dn. 


QUESTIONS  PROFOSÉI-S  \9i 


Transformons  d'abord  l'expression  de  OF 
D 

/■' 
Formons  la  dérivée  de  OF  : 


OF=-i —^ — —  =  ■J{  —  —\,         et  de  môme  OP  =  — -. — 

1         1  I)  \         /'  /  ■   I 


an  dn\  I   J        •      dn  \  f 


-r- 
dn 

(' 

-f) 

— i{ 

d 

or 

^ 

oD       dn 

F. 


f; 


Mais      — ^  =  0     par  hypothèse,  donc     rf.OF  =  

dn  /      "  —  * 

La  variation  de  OP  est  la  même,  puisque  la  distance  PF  est  constante.  De  plus,  puisque  le  sy-?tème 

est  symétrique,  les  déplacements  de  V  et  de  P'  sont  symétriques 

de  ceux  de  F  et  de  P. 

rr;—  Pour  la  première  couleur, 

'  dn  =  1,5124—  1,0^00  =  _0,007r,     et     t,  =  0,073. 

Les  foyers  F,  et  F',  sont  un  peu  en  dehors  du  système. 

Pour  la  seconde   couleur,     rin  =  l,o2l>'i  —  1,5200  =  0,009 't     et     £,=  —0,090.     Les   foyers  F.  et 

1%  sont  un  peu  en  dedans  du  système. 

4.  Le  système  ne  donne  pas  d'images  achromatiques  puisque,  pour  un  point  à  l'infini  par  ex'in[tl.% 
les  images,  suivant  la  couleur,  peuvent  être  en  F,  ou  en  V'.,. 

Soit  A  un  point  lumineux  placé  sur  l'axe,  q  sa  distance  à  la  première  lentille  et,  par  conséquent, 
q  —  E,  et  q  —  £2  ses  distances  aux  foyers  F,  et  Fo,  q\  la  distance  de  l'imaore  .\i  au  foyer  F',,  7'^  la 
dislance  de  l'image  A^  au  foyer  FJ  ;  la  distance  focale  cp  est  la  mi'-me  pourles  deux  couleur>  ;  on  a  donc, 
avec  la  formule  de  Newton, 

9i  = : et  7.;  = ■ 

7   —  £,  '-  7—    £, 

Calculons  la  distance  des  deux  images  : 

a;a2  =  a;f;  +  f;f; -h  f;a;  =  -  7; -f-s,  —  £0  +  7;  = 


7  —  £,  7  —  £j 

Réduisons  et  négligeons  les  quantités  du  second  ordre,  il  vient 

7" 
et  l'application  numérique  donne 

A;A.;  =  y^-  ><0,10:î  =  1,18. 

5.  Le  système  précédent  peut  (Hre  employé  comme  oculaire  négatif  et  présente,  sur  une  lonlilh^ 
simple  (le  mrTne  puissance,  c'est-à-dire  sur  une  seule  des  lentilles  du  système,  l'avantage  de  donner  un 
champ  un  peu  plus  grand. 

l/image  objective  devra  se  former  sur  le  verre  de  ch.iiup  et  le  défaut  (raclironiatisme  aura  la  nv-ine 
iuiportiince  que  dans  une  loupe  ordinaire,  c'est-à-dire  qu'il  ne  sera  guère  sensible,  à  la  condition  que 
l'observateur  place  l'a'il  près  de  la  seconde  lentille,  qui  sera  d'ailleurs  très  voisine  de  l'anneau  oculaire 
de  l'instrument  tout  entier. 

Boniif  solution  île  M,  Cliarlcs  (Juii.r.KUMK. 


(M  KSTIONS  IMUM'OSI'IKS 


2020.    -  Kl.iiil  (iiiniK'c  l'cipiiitioii  (liftV'n'iilii'Ilf 

..•-'(/"  —  -J.'-;/'  -f-  (2  -I-  x^)ii  =  0. 


494  ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 

trouver  lo  développement  en  série  de  y  suivant  les  piiissances  croissantes  de  x;  cela  fait,  en  déduire  un  chan- 
irement  de  variable  permettant  d"ohtenir  directement   linfégrale  ifénérale.  Construire  l(>s  courbes  intégrales. 

A.  M.  de  L. 

2021. —  Klaiil  (loiinis  ti'ois  axes  rectangulaires  cl  deux  cercles  tangents  en  0  à  Oy,  l'un  dans  le  plan  des  .r;/ 
de  rayon  a,  Tantrc  dans  le  plan  des  y:,  de  rayon  2a,  on  considèi'c  les  quadriqiies  cdnlenant  ces  deux  cercles. 

1°  Trouver  Téquation  généi-ale  de  ces  quadriques  et  discuter  leur  nature  ; 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  et  séparer  sur  le  lien  le<  portions  qui  corresi)ondenl  aux  centres  des  diverses 
espèces  de  quadriques  ; 

3°  Trouver  l'écpiation  de  la  sphère  de  Monge  relative  à  une  quelconque  de  ces  quadriques  ;  démontrer  que 
toutes  ces  sphères  sont  orthogonales  à  une  sphère  lixe  ay.iiil  son  centre  dans  b^  plan  des  a:;,  et  trouver  leur 
enveloppe.  A.  M.  de  L. 

2022.  —  Un  point  matériel  de  masse  1  décrit  la  si)ii'ale  logaritlimique  r  =  a"  sous  l'influence  d'une  force 
centrale  F.  Trouver  l'expression  de  cette  force  F,  ainsi  que  la  loi  de  la  vitesse;  réciproquement,  trou  ver  l'équa- 
tion générale  des  trajectoires  décrites  par  le  point  matéiitd  sons  linflnence  de  la  force  F  précédemment  obte- 
nue, ainsi  (pie  la  loi  du  mouvement  sur  cette  trajectoire  ;  choisir  ensuite  les  conslanlt>s  pour  que  la  trajectoire 
soit  la  s])irale  doiuK'c,  et  les  inlei'[tréter  géométi'iipiemeni.  A.  M.  de  [.. 
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ÉCOM-:   nr:S  ponts  et  CIIAUSSKES  (Cours  prépnratoirrs. 
Concours  de  1911 


1977.  —  S<ni     ?/  =  \  I  +x2. 

1"  Calculer  les  coefficients  numériques  du  développement  cnnvercjent  de  la  forme 

a,         n., 

î/  =  X  -!-  On  H 1 r  -h    ■  • 

qui  satisfait  à  cette  relation  pour  les  valeurs  de   x   suffisamment  rjrnndes,   a,,,  n,,  n.->,  .  . .    étant  des  cons- 

i 

tantes  ;  on  pourra  poser     .r  =  —  :     vérifier  la  convercjcnce  de  la  série  nlitenur. 

S**  Peut-on  ensuite  indiquer  une  valeur  positive  Xu  de  x,  nitssi  petite  que  possible  et  telle  que^  lorsque 

X  >■  Xu,     0)1  ait^  à  0,01  près,  y  —  ./  —  n,>  -| ? 

3"  Trouver,  soit  en  s'aidant  du  développement  ci-dessus  de  y,  soit  autrement,  la  limite  de  l  expression 

(1  —  CCS  :)»(y  —  -  ]   cos2(: -+-45°) 

;'^(sin  zy 
lorsque  z  tend  vers  0,    a  étant  un  nombre  donné,  positif  ou  néqatif.  A   quelle  condition  doit  satisfaire  a 
pour  que  cette  limite  soit  finie  et  différente  de  zéro  '.' 

1.  En  supposant     r  >  0,     on  peut  écrire 

\  /  i     \1 

et  si  — ^  est  plus  petit  que  1,  ou  si  x  est  plus  grand  que  I,  on  peut  développer      I  1  h -y-      par  la 
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formule  du  binôme.  On  obtienl 


y 


Il  2\2  /l  2\2  A  a  /l 

1/1  .  \  /  1 


îa-')a-^)-(i— ') 


//  !  ,f-" 

1  I  1.3         1  ,       .       .    l.3.o...2n  -:5         1 

11  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  cette  série  est  convergente  si  x  est  plus  grand  que  1.  lin  etlet, 

2n  —  3      1 
le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  en  valeur  absolue    — '  — i"  ;     pour  ji  inlini,  ce  rapport  a  pour 

limite  —;-^    quantité  plus  petite  que  1.  Donc  la  série  est  convergente. 

2.  Si  Ton  prend  pour  valeur  de   y  la  somme  des  deux  premiers  termes,     x- l'erreur  com- 

'Ix 

mise  a  le  signe  du  terme  auquel  on  s'arrête  et  est  moindre  en  valeur  absolue  que  ce  terme,  puisijue  la 

1 

série  est  alternée.  Par  conséquent,     x  +-3—     est  une  valeur  approchée  par  excès,  et  l'erreur  commise 

est  moindre  que  77-7-    Pour  que  celle  erreur  soit  plus  petite  que  — — ,    il  faut  quun  ait 


Un  aura  donc 

3.  Considérons  maintenant  l'expression 

i 


1         1 

8x''    ""   100 

ou 

Vioo 

a-o  = 

Vioo 

:2,32. 

l—coszy(y  —  —\  cos^i^z  +  jj 


;^(sin  zy 
\ 
où  l'on  a  posé     :;  =  — >     et  cherchons  la  limile  de  cette  expression  lorsque  :  tend  vors  zéro. 

Remplaçons  chaque  inlinimenl  petit  par  sa  partie  principale  :     1  —  cos  :     par  — .     7 par  — 

(en  nous  appuyant  sur  le  développement  de  y),  et  enfin  sin  :  [)ar  :,  et  envisageons  la  lunclion 

(4)'(i)'--i 

V  =  1^ » 

([ui  a  mi-nie  limile  (jue  n,  puis(jue  la  limile  de  —  est  égale  à   1. 

t^n  peut  écrire     0  =  —^ — 

Ou  eu  coiiclul  ((ue  si     at  <;  2,      va  pour  limile  zeru,  .^i     Jt  >  2,     0  est  inlime  et,  m     a  —  2,     y  .1 
pour  liinile  — — • 


A.  ROUSSE.Xl',  a  l'ournos-on-NVoppes. 


Rontu'S  solutions  par  M.M.  4.  Courtois,  U'c  d'inraiiterle,  à  Scil.in  ;  .'.  l'mr.,  .^  Aiille  (.Vuilo);    C.  Jac^ckt,  conducteur  de» 

ponts  et  ilmussi'cs,  11  (ironoble  ;  L.  Simon,  à  Kourniies. 
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1978.  —  Calculer       i  — arc  Isxdx. 

Indiquer  plus  ijénéralemcnt  un  procédé  pour  intégrer 

/-»        /y     'j  \ 

j  arc  ly  j'  dx, 

l\-i'^)  éianl  un  polynôme  en  a.- . 

x'  a* -1  +  1  .,        ^ 

On  a  =   =  ■'•-  —  1  -f- 

1  -t-  ./•-  X-  -+-  1 


et  par  suite 

r     x'-                             r                           ,         r                 dx 
—  arc  Ik  ï  dx  =  /  l.t-  —  i)  arc  tg  x  dx  -h  |  arc  V'  x • 

J     lH-.r-  ^  J  J  o  J  ^        l-+-.r- 

Ea    seconde   intégrale   du   second    membre  s'écrit    /  arc  Ig  x  rf  (arc  tjr  .<,)  ;    elle  est  donc  égale   k 
(arc  tg  ./•)-■ 


Pour  calculer  la  première,  nous  intégrerons  par  i»arlies,  en  posant     u  =  arc  igx,     de  —  (x-  —  ijdx, 
ce  qui  donric     u  =  -;-  — r. 
Nous  obtenons  ainsi 

j  arc  tg  ./(x-  -  l)dx  =  arc  tg  '(^^ "^  )  ~  /  (  ^ '')  T^^  ' 

et  nous  sommes  ramenés  au  calcul  de  l'intégrale  dune  l'onction  rationnelle. 
Nous  pouvons  écrire 

/  x^  1         __    {x-—'.)jx  (X---I— 4)x    _    X  4x 

\Ti         ■'  /  X-  -h  1  3(x2-t-lj    ~~       3(x2  +  l)        ~  ir  "  3(x-  -^  1)  ' 

//  x'  \      (/x  r  xdx         'k     r     x(/x  .»•-  -2 

(t-^)ptt  =j -r-TJ  .-TTr  =  T-T  ''"-■^■''- 

On  a  donc 

arc  tgx^^,■2  —  1  )(/x  rr^  arc  igx(-- x  \ —  ■+-  —  E(l  -i-x-j, 

r     •!■'*                      ,           (arctga;)=                     /  x"'          \        x-         2   ,    , 
et arc  [^x  dx  =  -^ 2_J_  4-  arc  ti;  x   — x ;-  -h  -— L(l  +x-). 

Soit  maintenant  à  calculer  l'intégrale       /  arctgxrfx,     où  /(x-)  est  un  polynôme  en  x-. 

J  ^^■''- 
Divisons  /"(x-)  par     x--i-l,     nous  obtenons  un  quotient  v(x*)  et  un  reste   qui  est  une  constante 

égale  à  f{ — 1),  et  nous  avons 


1  '  x'''  H-  1 


Par  suite  |  —, parc  lu  .r  (/x  =   1  o(x-)arclgx  (ix-i-/"( — 1)  j  arc  tir  .'• 

,/    x--}-l  J  J  "       1-i-x- 

Nous    avons    encore    deux    intégrales    dans    le    deuxième    membre  ;  la   seconde   est  égale   à 

(arc  igx)^ 
f( —  '') 9 '     ^^  on  calcule  la  première  en  inlégiant  par  parties. 

Si  l'on  pose     u  —  arc  k  .r,     dv  =  o(x*)t/x,     on  remarque  que  0  est  un  polynôme  qui  ne  contient 
que  les  i)uissances  impaires  de  x  ;  on  peut  alors  écrire     v  =  x'i(x-),     et  par  suite 


I  arc  Ig  x.'^[x-jdx  =  arc  lgx.x'!'(x-) —  j  ;- 
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10- 


Et  pour  calculer  celte  dernière  intégrale,  nous  divisonsencoreV.r^j  par  x- -+- 1  ;   soit^fr- )  le  quotient 


et  'U —  1)    le  reste.  Nous  avons ■ 


=  g{x^) 


1 


et 


Et  nous  n'avons  plus  qu'à  intégrer  un  polynôme. 

R.  DONTOT,  él('ve  à  l'École  normale  supérieure. 

Bonnes  solutions  par  MM.  P..  B.,  à  Nice  ;  Thi^odoreCoppEi,,  à  Paris  ;  II.  Frodkrt,  à  Vicliy  ;  L  Gobili-ot.  école  des  Anghi?, 
à  Lyon  ;  C.  Jacqiikt,  comlucteur  des  ponts  et  chaussûes,  à  Grenoble  ;  (i.  I-acii.  à  Bodez  ;  A  Le  Mahoha.vd,  à  Paris  ;  B.  )U>e«, 
il  All)i  ;  Paul  Bf.mondin,  1,54^  d'infanterie  a  Lérouville  (Meuse)  ;  L.  Simov,  à  Fourmies  ;  Wladimir  Stchtz  :  B.  Thévk.ms,  Ivcée 
de  Reims  ;  P.  Vkhgngs,  23'-  d'artillerie  ;  A.  Boussbao,  à  Fournes-en-VVeppes  ;  Savarv,  Gl»  d'artillerii-. 


1979.  —  {^  Former  en  coordonnées  rectanguliiires  r équation  île,  l'enveloppe  des  cercles  passant  par 
l'o^'igine  el  interceptanl  sur  la  droite  fixe     x  =  /     xine  corde  de  lonquour  constante  et  êqnle  à  11. 

^1"  Panser  des  coordonnées  rectangulaires  atix  coordonnées  polaires  en  prenant  l'origine  pour  pôle  et 
déduire  de  Véqualion  en  coordonnées  polaires  une  dépnilion  géométrique  très  simple  de  l'enveloppe. 

3°  Indiquer  la  forme  de  l'enveloppe  el  en  déterminer  les  points  d'inflexion. 

1.  Soit  x^  -h  y^ -h  Ix -h  iiy  —  0  l'équation  d'un  cercle  passant  par  l'origine.  La  droite  x  =  / 
rencontre  ce  cercle  en   deux  points  A  et  B  dont  les  ordonnées  y,  et  y-i  .«ont  les  racines  de  l'équalion 

y-  -+  fi?/  +  /^  H-  >  /  =  (*. 
Pour  que  AH  soit  égal  à  2/,  il  faut  qu'on  ait      |  ?/,  —  y,  '  =  9/,     ou     (i/,  —  i/..'-  =  W-,     on  encore 

(î/i  +  î/2r-4.yi?/2  =  i/-. 
Remplaçons     i/i -H  ?/o     par    — ix,      y^y.y  par    /^ -h  À/,     nous  avons 

a^  —  4(/'^  +  II)  =  4/-'. 
fx2  —  8/-^ 


d'où  nous  tirons 


).  = 


Al 


L'équation  générale  des  cercles  satisfaisant  aux  conditions  données   est  donc,  en  fonction  d»i  seul 

paramètre  a, 

X-  -hy-  -f — r  -f-  ay  =  (), 

ou  fJt-.r^  Aixlg  +  'il{i'- -h  y-  —  'ilx)  =  0. 

Nous  obtitMidnms  la  rc^urbe  enveloppe  de  res  cercles  en 
écrivant  (|ue  cctt(^  équation  on   a  a   une  i-acine  doulde,  ce  qui 

nous  donne 

'♦/-;/"  —  4/x(.r»  4-  y^  —  i/a')  =  0, 
ou  .t(.i -  -h  (/-)  —  /(?j-'  -f-  1/')  =  0. 

Celte  é(jualion  représente  une  cubique  circulaire  ayant  un 
point  (kulile  isolé  à  l'origine.  La  courbe  est  symétrique  p;»r 
rapport  à  l'axe  dt^s  .r,  et  admet  l'asymptote  réelle     .r  =  /. 

2.  Pour  passer  aux  coordotinées  polaires,  n«Mis  rempLi- 
eons    r  par  p  cos  ">  el  y  par  _:sinw;  nous  obtenons 

s  '  cos  (o  —  h^i  cos*  t'i  -h  sin*  wî  =  0, 
ou  p  cos  M  —  /(^COS*  «o  -H  !  )  =0. 

/ 


ou  cnlin 


0  =  /cOSto  -H 


COS  «o 


De  cette  é(|uation  ou  déduit   une  ddinition  géonit'tricjue  1res  simpl«>  de  l'enveloppe. 
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Prenons  sur  Ox  le  point  L  qui  a  pour  abscisse  /,  et  construisons  le  cercle  (•;)  qui  a  pour  diamètre 

OL,  et  la  tangente  A  à  ce  cercle  au  point  L. 

Une  droite  quelconque  Ou  faisant  l'angle  o>  avec  Ox  rencontre  le  cercle  (y)  au  point  A,  la  droite 

/ 
A  au  point  B,  et  Ion  a  OA  =  /cosw,         OB  = 

COS  w 

Par  suite,  si  M  est  le  point  de  l'enveloppe  situé  sur  cette  droite  Ou,  on  a     OM  =OA-h<)B,     ou 

DM  =  ÔT 

Ceci  permet  de  construire  la  courbe,  qui  se  compose  ainsi  de  deux  branches  de  courbe  symétriques 
par  rapport  à  Ox. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  A  est  asymptote.  Si  nous  menons  en  effet  Ml'  perpendiculaire 
sur  A,  et  AC  sur  0?/,  les  deux  triangles  rectangles  BMP,  0.\C  sont  égaux  puisqu'ils  ont  rbypoténuse 
égale  et  les  angles  égaux.  On  a  donc  MP  =  AC.  Mais  lorsque  le  point  A  se  rapproche  indéliniment 
du  point  0,   AC   tond  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  MP;   donc  A  est  asymptote. 

On  peut  aussi  construire  la  tangente  au  point  M. 

Posons     OA  =  Pi  =  /cosw,     OB  =  o,  =  — '■ — ,     nous  avons 

'  COS  OJ 

d'.o  d'o         rf'tj 

On  en  conclut  que  la  sous-normale  relative  au  point  M  est  la  somme  algébrique  des  sous-normales 
relatives  aux  points  A  et  \i.  Celles-ci  se  construisent  aisément,  et  sont  égales  aux  segments  OD  et  OE 

portés  sur  la  perpendiculaire  à  OA.  Nous  prendrons  sur  cette  droite  un  segment  OF  égala    OE-f-OD, 
et  la  normale  en  M  à  la  courbe  est  FM. 

3.  Les  points  d'inflexion  sont  définis  par  l'équation 

I-.YI1  =0. 


,..  11  COS  (O 

INous  avons      —  =  —  •  •     nous  on  tirons 

p  /        cos^  W  -h  1 

i  \'  1  sin^  10 


et 

et  par  suite, 


/        (COS- 10 -f- 1)- 
cos  (O      3  sin''  (ij(cos''^  to  -1-  1)4-4  sin'  <» 


/  iCOS^'-J-h  I  P 


h    -       =  -r  ■ — -I  cos^o-f-  1^  -  3sin2(.)(cos*'o-|-  1)— 4sm*ujl, 

1       /  1  \"              2coso>  .       , 

ou  -+   -       =17 î —  (ocos-'"  —  J). 

p         \  p  /  /(cOS-  "-•  -H  I)" 

La  courbe  présente  donc  deux  points  d'inflexion  symétriques  par  rapport  à  O.r,  et  correspondant 
aux  angles  polaires  dont  les  cosinus  sont    rhy— • 

E.  N.  PARISIEN. 

Bonnes  solutions  pur  MM.  ]\.  1!(iyi;r  ;  Théodore  Coppei.,  ;i  l'aris;  André  Coirhois:  J.  Dagnadx.  à  Dijon  :  J.  Fitte,  à  Azille 
(Aude)  ;  L.  Uouili.ot,  école  des  Anglnis.  Lvon  ;  C.  Jacqikt,  conducteur  des  ponts  et  chaussées,  à  Grenoble;  G  Lach,  à  Rodez  : 
A.  Le  Marcbiand,  à  Taris;  R  Mankn,  à  Albi  :  L.  INaccelms  :  Taul  IU.momu.n.  '.o4'"  d'infanterie,  à  I.érouvillc  (Meuse)  ;  A.  KorssKAC, 
à  Fournes-en-Weppes  ;  M.  Roix,  instituteui'  à  Chàlons-sur-Saône  ;  N.  SAVARy,  61'  d'artillerie;  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  Wla- 
dimir  Sturtz. 


ALGEBRE  499 


ALGEBRE 


1965.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

a^y"  —  y  =  a. 
Construire  la  courbe  intégrale  qui  passe  far  l'origine  et  qui  en  ce  point  es',  lanqente  à  Ox. 
Exprimer  Caire  de  cette  courbe  comprise  entre  un  arc    MM,,    l'axe  des   x   et  les  deux  ordonnées    .Ml'. 
M.P,. 

[exprimer  la  longueur  de  l'arc  M.M,. 

Considérons  d'abord  l'équation  différentielle  sans   second    membre,     n-y"  —  y  =  0.     L'éqiialion 

caractéristique,     ah^^  —  i  z=  0,     admet  les  deux  racines     rt:  —  :    par  suite,  l'ériuation   sans   second 

a 

membre  a  pour  intégrale  générale    Ae  "  -i-  B-?    "  ,    A  et  B  désignant  deux  constantes  quelconques. 

D'autre  part,  l'équation  proposée  avec  second  membre,     a-y"  —y  =  a,     admet  visiblement  l'inté- 
grale particulière     —  a.     On  en  conclut  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec  second  membre  est 

y  =  Ae""  -t-  Be~  ""  —  a. 

Nous  en  déduisons 

dy         A    -^        B    -^ 

dx         a  a 

^     .  ,  dy 

Ecrivons  que  pour    x  =  0    ?/  et  -7^  sont  nuls  :  nous  avons 

dx 

A-hB— a  =  0,  A-B  =  0, 

d'où  nous  tirons  A  =  B  =  — -  • 

9 

Par  suite,  la  courbe  intégrale  demandée  a  pour  équation 

a  /   ^         -J-\ 
y  z=  —-l  e"  -\-  e    "     —  a, 

X 

ou  (1)  1/  =  a  ch a. 

-^  a 

Si  on  transporte  l'origine  des  coordonnées  au   point     .r  =  0,     y  =  —  </,     l'équation  Sf  réduit  à 

.t' 
y'  =  a  ch  — 1    et  l'on  voit  sous  cette  forme  que  la  courbe  est  une  chaînette. 

Nous  conserverons  l'équation  (i)  ;  l'origine  0  est  le  sommet  de  la  courbe. 

Soient  x  et  c,  les  abscisses  des  points  M  et  M,    (ar,  >»aj:     l'aire  limitée  par  l'arc  MM,  de  la  courbe, 
l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées  MP  et  M,?,  a  pour  valeur 


A  =     /     'j/rAr  =  a  l     '  [  ch  -^ I  \dx. 

L'intégrale  indéfinie  est  égale  à     ai  a  h\\ x  1  '•     on  ;i  ilonr 


A  =  «'-(  sh  —  —  sh  —  )  — a(.r,  —  .r). 
"  a 


D'autre  pari,  on  a     dy  =  sh  —dx,     et 


<i 


ds'  =  dx^\~dir-  r^  (i-hsU*—]dx*  =  ch^—dxy 

\  al  II 
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On  en  déduit    ds  =  cli  —dx,     en  supposant  que  s  varie  dans  le  même  sons  que  x,  et  la  longueur 
(i 
de  l'arc  MM,  est 

S=:    T'cb-^-r^afsh-^-sh- 

E    CLOUEZ,  à  Flines-lez-Morlagne. 

Bonnes  solutions  par  MM.  André  CoirnTois.  à  Sedan  :  C.  .lAcocEr,  conducteur  des  ponts  et  chaussées,  à  Grenoble  ;  G.  Lach, 
à  Rotiez  ;  J.  Nykgaarp,  à  Genève;  .1  Ottknheimer,  à  Nancy;  Louis  Pehrin,  élève  à  l'école  des  mines  de  Saint-Etienne; 
A.  HoLssEAU,  (à  Fournes-en-Weppes  ;  L.  vSjmon,  à  Fourmies  ;  .1.  Socbaignk,  à  Mont-de-Marsan. 


GÉ0MÉTR1I-:  ANALYTIQUE 


1940.  —  Etant  donne  un  tnanrjle  AOB,  dont  Ips  côtrs  de  innrfle  droit  sont  OA  =  a  et  OB  =  h, 
on  considère  toutes  les  droites  A  qui  coupent  OA,  OB  et  AB  ou  leurs  prolonrjements  en  des  points  M,  N 
et  B  te/s  que  le  point  P,  situé  sur  AB,  soit  le  milieu  du  serment  MN. 

{"  Former  l'équation  générale  des  droites  A,  en  prenant  pour  axes  des  coordonnées  les  côtés  de  l'angle 
droit  du  triangle  donné. 

2"  Par  nn  point  R,  donné  dons  le  plan  AOB,  passent  deux  droites  A  du  système  considéré  ;  former 
l'équation  qui  représente  l'ensemble  de  ces  deux  droit>'s  et  déterminer  la  région  du  plan  dans  laquelle  doit 
être  R  pour  qu'elles  soient  réelles  ; 

W"  Les  deux  droites  A  gui  passent  par  le  point  \{  et  tes  deux  qui  passent  par  un  autre  point  R'  se  cou- 
pent mutuellement  en  quatre  points,  autres  que  R  et  H';  trouver  la  condition  pour  que  ces  quatre  points 
soient  sur  tine  même  circonférence  :  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  RK'  passe  par  un  point  fixe  F,  que  l'on 
déterminera  : 

4"  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  circonférence  précédente,  quand  B  et  R'  décrivent  une  droite  fixe, 
passant  par  F.  ^Montrer  que,  par  un  choix  particulier  de  la  droite  fixe,  toutes  les  circonférences  correspon- 
dantes sont  concentriques. 

(Ecole  supérieure  d'aéronautique  rt  il'-  constriiclion  mécanique,  concours  de  i9lO.  2^  session.) 

1.  Nous  prenons  comme  axes  de  coordonnées  OA  et  OB,  et  nous  désignons  par  y  =  mx -h  p 
l'équation  d'une  droite  A. 

X  ?/ 

Cette  droite  rencontre  la  droite  AB, h -f  —  1  ^  *K     <""  un  point  P  dont  labscisse  est  égale  à 

a  0 

a[)      p)^^     ^^  |,^^^  ^j^^  ^  ^^^  point  M  qui  a  pour  abscisse —■      Pour  que  le  point  P  soit  le  milieu 

h  -\-  avi  '"■ 

(\o.  MN,  il  suffit  que  l'abscisse  de  M  soit  double  d.^  celle  de  P  ;  on  doit  donc  avoir 

'2alb  —  p)  p  j.    ,   ,.       ..  '^nhm 

— !^ î—  =  —  i-,  d  ou  1  on  lire  p  =  j-' 

b  -h  am  m  «"*  —  b 

W  en  résulte  que  l'équation  générale  des  droites  a  est,  en  fonction  de  leur  pente, 

xj  =  ?/i,r  H ■ 

am  —  h 

2.  Ecrivons  que  cette  droite  passe  par  le  point  R  (a-^,  »/„),  nous  obtenons  l'équation 

^ahm 

j/o  =  mXf^  H T-' 

^^  am  —  b 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  et  en  ordonnant  par  rapport  à  m, 

(1)  ax^m-—m{bx^  +  ayo—^ab)^-by^  =  0. 
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Celle  équalion  admel  comme  racines  les  peiiles  des  droiles  a  qui  passent  au  poinl  R.  Nous  voyons 
ainsi  qu'il  passe  deux  droites  ^  par  le  point  R,  et  pour  avoir  l'équation  de  leur  ensemble,  il  suffit  de 


remplacer  dans  l'équation  (1)  m  par 

\2 


y  — î/0 


>     ce  qui  donne 


X  —  Xq 

a^oiy  —  'JoY  —  (b^o  -+-  «Vu  —  -al>}{x  -  x,){y  —  >j^)  -t-  />//o(.r  —  ^o)'  =  0, 
ou,  en  ordonnant, 
by^x"^  —  (6X(,  -+-  aj/o  —  'iah)xy  -\-  ax^y''^  -  y^djx^  —  «j/g  -+-  'iab^x  -i-  xjbx^  —  ay^  —  -<^^)!/  -^^a^x^^o  =  0. 
Pour  que  ces  deux  droiles  soient  réelles,  il  faut  et  il  suflil  que  l'équation  (1;  ait  ses  racines  réelles, 

ce  qui  donne  la  condition 

(6x0  +  rtj/o  —  2aô)2  —  kabx^y^  >  0, 

et  ceci  expiime  que  le  point  R  doit  se  trouver  dnns  la  région  positive  de  la  courbe  qui  a  pour  équalion 

[bx  -^  ay  —  '■labf  —  kabxy  =  0. 

On  voit  immédiatement  que  celle  équation  représente 
une  conique  tangente  à  Ox  et  à  Oy  aux  points  A'  et  R  qui 
ont  respectiveaient  pour  abscisse  et  ordonnée  2a  et  2//.  De 
plus,  comme  l'ensemble  des  termes  du  deuxième  degré  est 

{bx  —ay)^, 
celle  conique  est  une  parabole,  et  l'origine    0   esl  dans  la 
région  positive  de  celle  parabole. 

On  voit  de  plus  que  celle  parabole  louche  la  droite  AB  en 
son  milieu. 

Kn  résumé,  pour   que  les  deux  droiles  ^  passant  par  le 

point  R  soient  réelles,  il  faut  que  le  point  R  soit  extérieur  à  la 

parabole  qui  louche  les  axes  Ox  et  Oj/  aux  points  A'  el  R'. 

D'ailleurs  celte  parabole  est  visiblement  l'enveloppe  des  droites  A,  car  son  équalion   s'obtient  en 

écrivant  que  l'équalion  de  a  a  une  racine  double  en  711  ;  il  en  résulte  que  les  droiles  -^  qui  passent  par 

le  point  R  sont  les  tangentes  menées  par  le  point  R  à  la  parabole. 

3.  Rapportons  maintenant  la  parabole  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet;  l'équation  de  celle 

courbe  s'écrit  alors     y^  —  ^px  —  0,     et  en  désignant  toujours  par  x^.  j/o  les  coordonnées  du  poinl  R 

par  rapport  à  ces  nouveaux  axes,  l'équation  de  l'ensemble  des  tangentes  i.vsues  de  ce  point  à  la  courbe  est 

(f/l/o  -  P^  -  P^i>)-  -  (î/'  —  2pxj(iy;î  -  "ipx,)  =  U, 
ou 

p'x-  —  ^pyo-ry  -+-  ''^px^y^  h-  '■2p{yl  —  px^)x  —  "ipx^y^y  h-  p^xl  =  0. 

De  même,  l'ensemble  des  tangentes  menées  par  le  point  R'(Xi,  i/i)  a  pour  équalion 

p\r''  —  'ipy.xy  +  2/)x,?/-  -h  '2p[y]  -  px,\r  -  2/)x,j/,|/  H-//-xf  =  l). 

L"é(|ualion  générale  des  coniques  passant  parles  quatre  points  de  rencontre  de  ces  deux  faisceaux  est 

7J-(1  H-  l)x'  —  'Ipiy^  4-  À,7,)xj/  -h  2;o(Xo  +>-.r,)>/»  4-  ±p[yl  -  ^x,  -h  \{y\  —  px^)]x 

Ecrivons  (juc  celle  conique  représenta  un  cercle  ;  on  doit  avoir 


On  en  lire 


p\{-^y)  =  ^/;(xo 


et 


Ces  deux  valeurs  de  ).  devront  (Mio  égales,  ce  qui  donne  la  condition 


y.' 


;> 

•T. r 


el 
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celle-ci  exprime  que  la  droite  HH'  passe  par  le  point  qui  a  pour  coordonnées  —  et  0,   c'est-à-dire  par  le 
foyer  de  la  parabole. 

4.  Supposons  ces  conditions  remplies.  Le  centre  de  la  circonférence  a  pour  coordonnées 

^'■^1  y\  1       *  -  ,  .Vo 

;    OU,  en  remplaçant   '•   par  sa  valeur , 


X  = TT y    y  = 


(2) 


ou,  en  remplaçant   a   par  sa  valeur 


.'/ 


Mî/i  —  î/o)  "       piy>  —  Vo) 

Supposons  que   les  points    K   et  II'  se   déplacent  sur  une  droite  fixe  D  passant  par  le  point  F,   et 
désignons  par  a  et  ^  les  paramèties  directeurs  do  cette  droite;  nous  avons 


_   p  _  p 

>^o  —  ~5"~'~  ^1^0'  ■'•1  — 


et  en  remplaçant    x^,    y^,    x,,    y^    par  ces  valeurs  dans  les  formules  (^),  on  obtient,  après  avoir  divisé 
haut  et  bas  par    pi  —  Op, 


r  =  ^ 
2 


Î^ToP. 


y  =  — 


V  "  p 

Pour  avoir  le  lieu  de  ce  point,  il   sudit  d'éliminer    ■:„:,    entre  ces  deux  équations.  On  obtient  sans 

difficulté  Jx  —  ^)  —  3v  =  0  ; 

ce  qui  montre  que  le  lieu  cherché  est  la  droite  passant  parle  foyer  et  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  D. 

l'our  que  le  centre  du  cercle  reste  fixe,  quel>  que  soient  les  points    R    et  R'  de  la  droite  D,  il  faut 

que  les  valeurs  de    x  et    y    soient  indépendantes  de    p^    et    pi,    et  pour  cela  il  faut  qu'on  ait      3  =  0. 

On  en  conclut  que  la  droite  fixe  doit  coïncider  avec  l'axe  de  la  parabole. 

G.  LACII,  k  Rodez. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Anilré  Coiniois,  14'*^  d'infanterie,  à  Sedan  ;  G.  Kstkukn  ;  l?LA0Dn:RE-ViEi',  lycée  de  Montpellier  ; 
Jean  Ottenhkmkh,  lycée  de  .Nancy  ;  Paul  Rbmo.ndi.x,  154"  d'infanterie,  à  Léroiiville  ;  A.  Rocssbau,  à  Kournes-en-Weppes  ;  Henri 
IUxoing;  L.  Simon,  à  Fourmies. 
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1971.  —  Démontrer  que  les  cercles  cotijuyués  aux  quatre  Irianjles  formés  par  les  côtés  d'un  quadri- 
latère complet  font  partie  rl'un  faisceau  de  cercles  conjuqiir  du  faisceau  déterminé  parles  cercles  décrits 
sur  les  trois  diagonales  comme  diamètres,  et  que  les  points  communs  à  ces  quatre  cercles  sont  les  centres  des 
deux  hyperboles  équilatères  inscj'ites  dans  le  quadrilatère  considéré. 

Première  solution.  —  Soit  le  quadrilatère  complet  AHCDEI'  ;  considérons  l'un  des  triangles 

fornnés  par  trois  des  côtés  de  ce  ([uadrilatère,  le  triangle  ADK  par 
exemple.  Menons   les   hauteurs  AM,  UN,  EP  qui   se  coupent   au 
point  0.  Ce  point  est  le  centre  du  cercle  conjugué  par  rapport  au 
\  triangle  ADE,  et  le   rayon  R  de    ce   cercle  est  donné   par   les 

\         ^         égalités 


(i)  11-  =  OA.OM  =  OU.UM  =  OE.OP. 

Désignons  par  G,  H,  K  les  milieux  des  diagonales  AC,  DD, 
EF,  qui  sont  sur  la  droite  de  Newton  A,  et  par  (G),  (H)  et  (K) 
A.  N    B  E      ^^s  cercles  décrits  sur  les  diagonales  comme  diamètres.  Le  cercle 

(G)  passe  par  les  deux  points  M  et  A,  le  cercle  (H)  par  les  points  D  et  N,  et  le  cercle  (K;  par  P  et  E. 
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Les  relations  (1)  prouvent  alors  que  le  point  0  a  même  puissance,  H.^^  parrapport  aux  trois  cercle  (G), 
(H),  (K)  ;  donc  le  cercle  conjugué  parrapport  au  triangle  ADE  coupe  orthogonalement  ces  trois  cercles. 

Il  en  est  dem^me  des  cercles  conjugués  par  rapport  aux  autres  triangles  formés  par  trois  côtés  du 
quadrilatère  complet,  AFB,  BCE,  DGF. 

On  en  conclut  que  les  cercles  (G),  (H),  (K)  forment  un  faisceau  et  que  les  cercles  conjugués  en  for- 
ment un  autre  conjugué  du  premier. 

De  plus,  on  sait  que  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  inscrites  dans  un  Iriangle  est  le 
cercle  conjugué  au  triangle.  On  en  conclut  que  les  centres  des  hyperboles  équilatères  inscrites  dans  le 
quadrilatère  complet  sont  les  deux  points  communs  aux  cercles  du  deuxième  faisceau,  ou  les  points 
limites  du  premier.  Ces  points  sont  d'ailleurs  sur  A,  d'après  le  théorème  de  Newton. 

A.  ROUSSEAU,  à  Fournes-en-\\  eppes. 

Deuxième  solution.  —  La  solution  analytique  de  ce  problème  n'est  pas  dépourvue  de  didicultés. 
11  pourrait  toutefois  s'aborder  facilement  en  coordonnées  barycontriques,en  prenant  pour  triangle  de  ré- 
férence le  triangle  diagonal  du  quadrilatère,  ou,  en  coordonnées  tangenlielles,  en  prenant  pour  axes  deux 
des  diagonales  de  ce  quadrilatère.  Les  calculs  sont  simplifiés  dans  le  cas  particulier  où  deux  de  ces 
diagonales  sont  rectangulaires. 

Nous  suivrons  une  méthode  plus  géométrique,  basée  sur  la  propriété  classique  de  l'invariant  0 
commun  à  deux  coniques  et  sur  les  propriétés  des  faisceaux  langenliels  de  coniqu>'s. 

Appelons  G  une  conique  quelconque  inscrite  dans  le  quadrilatère  donné  et  r  un  cercle  circonscrit 
à  l'un  des  quatre  triangles  formés  par  les  côtés  de  ce  quadrilatère.  La  conique  C  est  harmoniquement 
inscrite  au  cercle  r  ;  donc  l'invariant  0  qui  contient  les  coefficients  tangentiels  de  C  et  les  coellicienls 
ponctuels  de  r  est  nul.  Par  suite,  le  cercle  r  est  circonscrit  à  une  infinité  de  triangles  conjugués  de  C. 
D'après  le  théorème  de  Faure,  le  cercle  r  est  orthogonal  au  cercle  orlhopti(iue  de  G. 

Les  coniques  C  forment  un  faisceau  linéaire  tangentiel  dont  les  trois  coniques  impropres  sont  les 
couples  de  sommets  opposés  du  quadrilatère.  En  s'appuyant  sur  le  théorème  corrélatif  de  celui  de 
Desargues,  il  apparaît  immédiatement  (juc  les  cercles  orthopli(jues  des  coniques  C  forment  un  faisceau 
linéaire  ponctuel  dont  font  partie  les  trois  cercles  décrits  sur  les  diagonales  comme  diamètres. 

Les  quatre  cercles  i"  font  donc  partie  du  faisceau  linéaire  ponctuel  conjugué  du  précédent  et  pas- 
sent aux  deux  points  de  Poncelct  ou  points  limites.  Ces  deux  points  limites  sont  les  centres  des  deux 
cercles  orthoptiques  de  rayon  nul  du  faisceau.  Ce  sont  donc  les  centres  des  deux  hyperboles  équilatères 
du  faisceau  tangentiel  (C). 

Nous  croyons  intéressant  de  terminer  celle  solution  en  indiquant  une  élégante  démonstration  du 
théorème  de  Faure. 

Lorsqu'un  cercle  i"  est  harmoniquement  circonscrit  a  une  coni(|uo  (1,  chacun  de  ses  points  est  le 
sommet  d'un  tiiangle  conjugué  ;\  la  conifjue  C  et  inscrit  dans  r.  Soient  alors  A  un  des  points  de  ren- 
contre du  cercle  1'  avec  le  cercle  orlhoptiquc  de  la  conique  C,  \li  et  AC  les  deux  langenlos  ii  la  coni- 
(jue,  H  et  C  leurs  points  de  contact.  Les  autres  sommets  du  triangle  conjugué  cjui  a  un  sommet  en  .\ 
sont  les  couples  de  points  conjugués  dans  l'involution  dont  les  points  doubles  sont  R  et  C.  Soil  ^P,  0) 
l'un  de  ces  couples.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  APO  est  orthogonal  au  cercle  décrit  sur  BC 
comme  diamètre.  Tous  ces  cercles  APQ  forment  un  faisceau  linéaire  tangent  en  A  an  rayon  lA  de  ce 
dernier  cercle  (I,  milieu  de  RC).  Or  le  rayon  lA  est  le  diamètre  conjugué  de  RC  dans  la  conique  ;  il 
passe  donc  au  centre  0  de  cette  conique  et  est  aussi  un  rayon  du  cercle  orlhoplique.  Tous  les  cercios 
APQ  sont  donc  aussi  orthogonaux  au  cercle  orlhopti(iue  eu  A.  ll'esl  le  théorème  de  Faure. 

lionnes  solutions  géomôlriques  par  MM.  U.  l».)iiT.>r.  l'Iève  à  l'école  noiiuile  Miin'iii'Uie,  t-t  K.  Ukhb,  conJurleur  Jes  ponU 
et  chausMÔcs  à  hernelle  (Algi^rie). 

Koniic  solution  unalyliquc  par  M.  J.  Soi  luiosé,  à  Monl-de-.Marsan. 
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1973.  —  Veux  barreaux  aimantés  Bj  el  13o,  fixés  parallèlement  et  suspendus  horizontalement  à  un 
/il  sans  torsion,  forn.ent  un  système  oscillant  sous  l'action  de  la  terre  avec  une  durée  d'oscillation  de 
Z  secondes.  On  retourne  l'un  d'eux  bout  pour  bout  :  la  durée  d'une  petite  oscillation  devient  5  secondes. 
Enfin  on  les  croise  à  angle  droit  ;  quelle  est  la  nouvelle  durée  d'oscillation  du  système'.' 

Dans  chaque  cas,  le  moment  magnétique  de  l'aimant  résultant,  équivalent  au  système  des  deux 
barreaux  Bj  et  Ba,  s'obtient  en  composant  les  moments  de  Bj  et  de  B.,  alignés  suivant  leurs  axes  res- 
pectifs. Soient  Mj  et  Mj  ces  moments,  I  le  moment  d'inertie  du  système,  qui  est  le  même  dans  les  trois 
expériences,  et  H  la  composante  horizontale  du  champ  terrestre. 

Les  trois  expériences  donnent  respectivement 


Des  deux  premières  équations,  on  tire 

M,-hM2=— -—  et  M,— M2==-î -, 

9     H  ^        2o     H 

d'où  v^IFTÂÎl  =  4lv'-(-Jr  ^-^  )• 

H    ^    ïJ  \  81         6-25  / 

En  portant  cette  valeur  dans  l'expression  de  x,  on  trouve 

X-  ^    ^2\S[         b25  / 


et  .1-  =  o^ec^i(3 

Hotiiie  solution  de  M.  V.  Vergnes. 


F.  BOLUCIER,  àSaint-Dié. 
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2023.  —  Ou  ctiii^idric  (k'u\  x-rics  (w)  cl  (u)  don!  les  Icrnio -éncr;ui\  »„  cl  u„  sont  (Idiiiis  par  les  équations 

Un  ^  au,i  _  ^  -+-  bv„  _  ,. 
l'„  =  au,,  _  ,  +  ir„  _  ,. 
dans  lesquelles  a,  b,  a,  [i  sonl  des  cunslaiites  coniuies. 

Calculer  l'expression  des  termes  généraux  u„  el  r„  en  roncliou  de  »„  et   vo. 

\\.  MiMbHv,  élève  à  l'Ecole  nationale  supérieure  desMines. 

2024.  —  On  considère  les  parallélogrannnes  AHCD  cii-conscrits  à  une  ellipse  et  dont  les  côtés  .sont  paral- 
lèles à  deux  diamètres  conjugués. 

Soit  F  l'un  des  foyers  de  l'ellipse. 

1»  Le  lieu  de  rorlhocentre  des  triangles  FAB,  FUC,  FlI),  FDA  est  une  sextique  ;  la  construire. 
2"  Fe  lieu  du  centic  des  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  est  une  sexli([ue  ;  la  construire. 
^"  On  a  TX-  +  FB'^H-  FC'-'  -^  ÎT)'"  =  constante. 

F.    N.   BAKlSltN. 

2025.  —  Soit  y  =  fi^x)  ré(puUion  d'une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires;  on  considère  un 
Itoint  M^a-,  y)  de  cette  courbe,  dont  on  désigne  l'ordoimée  par  PM,  et  on  porte  sur  PM  un  vecteur  P.M',  tel  que 
PM.PM'  =  a2,  a  étant  une  constante.  Quand  le  point  .M  décrit  la  courbe  (C)  envisagée,  le  point  >F  décrit 
une  courbe  (C). 

lo  Détei'Uiiner  la  coiirite  (C)  de  façon  ipie  les  tangentes  aux  courbes  C)  el  (C),  aux  deux  points  M  et  M'. 
forment  avec  l'ordonnée  MM'  un  triangle  MAFT  d'aire  constante,  h-. 

20  Déterminer  la  coui'be  (G)  de  façon  (jue  ce  triangle  MM'T  ait  pour  expression   générale  de    son   aiie  la 

.  dx 

'"^  2(a2-h)/2j  ■  H-  CousTv,  à  Limoges. 


BAR-LK-Dcc.  —  iMP.  COMTE  JACQUET.  Le  Hédacleur-Gérunt  :  H.  VUIBERT. 


22«  Année.  Juin  1912.  No  9 

REVUE    DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


EXEMI^LE  DE  DÉTERMINATION  SIMULTANÉE  DE  DEUX  COIHBES 
PAU  DEUX  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

par  M.  G.  Fontené. 


I.  Considérons  en  coordonnées  polaires  deux  courbes  (c)  et  (y)  dont  les  points  se  correspondent 
un  à  un,  pour  chaque  valeur  de  '),  de  manière  que  la  sous-normale  de  chacune  d'elles  soit  égale  en 
valeur  absolue  au  rayon  vecteur  de  l'autre  ;  on  devra  avoir 

(1)     r'  =  ?,  (-2)     ?'=z^r, 

le  double  signe  pouvant  être  écarté  pour  la  première  égalité  (•). 

Les  deux  fonctions  r  et  p  de  la  variable  0  sont  déterminées  par  un  système  de  deux  équations 
différentielles;  l'élimination  de  p  donne  le  système  équivalent 

(1)     r'  =  p,  (3)     r"  =  z^r. 

On  aura  donc     r'  =  p,     p'  =  —  r,     en  prenant 

(    )•  =  AcosO  +  BsinO, 
(    ?  =  —  A  sin  6  H-  B  cos  0, 

ce  qui  donne  deux  cercles  égaux  se  coupant  à  angle  droit,  puisque  Ton  passe  de  la  première  équation  à 
la  seconde  en  remplaçant  0  par     '^  ^ -j^  i    et  l'on  aura    >' =  p,     p  =  '',     en  prenant 

/•  =  A  cil  ')  -f-  B  sh  0, 


(5)     , 

^  ^     (   P  =  AshO-hBche, 

II.  Les  égalités  (1)  el  (2)  donnent 

'         P 
ce  qui  exprime  que  les  angles  V  relatifs  aux  deux  courbes,  pour  uul'  mrmo  valeur  de  '1.  uni  b'ur  diil^  - 

rencc  ou  leur  somme  égale  à  —  ;   dans  le  [)remier  cas,  les  tangentes  en  ileux  points  currespondunlb  sohl 

rectangulaires.  Si  l'on  demande  simplement  un  système  de  deux  courbes  jouissant  de  celle  propriélé. 
les  deux  fonctions  r  et  p  de  la  variable  0  sont  liées  par  la  seule  relation  (0),  lune  de  ces  fonctions  esl 
arbitraire,  et  les  é(iualions  dillérentielles  des  deux  courbes  sont 


la  l'ouiîtion  /'  étant  (luclcomiue  ;  on  a  donc 


r  =  e" 


(1)  ('.elle  (|ucstioii  m'a  élu  iiuli(iiii;c  aulicfois  [m-  M.  M,ilii-.ki. 
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Si  l'on  écrit  alors     r  =  :-,     ce  qui  forme  avec  la  relation  (6)  un  système  équivalent  au  système  des 
relations  (1)  et  (2),  on  a 

(7)         /•(O)o-''^^  '^^c-^ 
et  cette  relation  déterminé  la  fonction  /(O).   On  écrit 


f±—]d() 

Il      _  j_ 

-  y. 

ou,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres  et  en  multipliant  par  /, 

/'^±i  =  -/■'• 
Selon  (jue  l'on  prend  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  on  a  donc 

/•(O)  =r  tg  (a  —  0),  0.1  /-(Oj  =  lh(aH    Oj. 

11  faut  d'ailleurs  se  souvenir  que  l'on  a  différentié  la  relation  (Tj  après  l'avoir  transformée  ;  il  faut 
donc  revenir  à  cette  relation  :  les  constantes  des  deux  intégrales  qui  y  entrent,  ol  que  la  dérivation 
ellectuée  a  fait  disparaître,  ne  sont  pas  indépendantes,  et  l'une  de  ces  intégrales  fait  connaître  l'autre  ; 
on  a  dans  un  cas 

/■lg(a  — 0)(iÛ  LoglMcos(a  — 01] 


=  e 


et  il  faut  prendre 
on  a  dans  lautre  cas 
et  il  faut  prendre 


Mcos  (a  — 0), 


/-COtg(a  -  ())(/0         .,     .      ,  ., 

e  =  Msm  (2  —  0 


rHlia+O.dO  Log[Mch(a-^0)l  „    ,    , 

e''  =r  e  '  =  Mcluat  --  0;. 


fco\.\\  (a  -+  0)(iO 


=  Msli(ot  +  0); 

on  obtient  ainsi  (4')     r  =  Mcos  (a  — '»),  p  =  M  sin  (a  —  0), 

ou  (5)     r  =  Mch(a  +  0),  p  =  Msh(aH-0). 

et  ces  formules  sont  équivalentes  aux  formules  (4)  cl  (5). 

111.  Les  égalités  (1)  et  [±)  donnent  encore 

(8)     r-  +  r-  =  p'  4-  o",  ou  ds  =  d'y. 

Les  équations  de  deux  courbes  qui  ont  simplement  cette  propriété  sont  faciles  à  former  ;  on  écrit 

on  pose  -^-fj-  -  ?("),  ,.  _  ,    -   ^0)  ' 


et  l'on  a 
d'oîi 


rï(0)dO 


'  —  </() 


r  —  z  =  c 


r-do  r^ 

j   ?:'!)  ro{0)du        '    v,^ 

t>0  ^  c'  —  c" 


"il-  =  e- 
Si  l'on  écrit  alors     /'  =  p,     ce  qui  forme  avec  la  relation  (Hj  un  système  équivalent  au  système  des 
relations  (l)  ol  ri),  on  a^  avec  une  écriture  abrégée, 


c'esl-à-dirc 


ci.fi" e''  =  e"  —  e'', 


(9)     .?W-1. 


ou 


/>0,/0 


(o— l)re"H--e    j  =  0, 

r-d^-n 
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i"  Si  l'on  prend     o;0j  =  1,     on  a  donc 

(5")     r  =  Pfif»  -+-  (Je-  0,  '.  =  l^e'i  —  Qg-  0, 

et  ces  forniules  sont  équivalentes  aux  formules  (5)  ;  on  a  alors    p'  =  v    (signes  inférieurs). 
2»  Si  Ton  annule  le  second  l'acteur  dans  la  relation  (9),  on  a 


ou,  en  prenant  les  dérivées  logaritlimifiucs  des  deux  membres  et  en  multipliant  par  .;, 

on  a  donc  cf(0)  =  tg  {p  —  0). 

/tg(3-6VZ(i         i.og[Mcos([i-0)] 
On  a  alors  '■  —a  =Mcos;p  — 0), 

et  la  relation  (9)  donne  pour  l'autre,  intégrale 

/-.•otg(?-(JK/0  .      ^^ 

'•  =  —  M  SUKi  —  0). 

(Les  relations  (7)  et  (9)  ont  donné  par  dérivation  les  relations 

/■^  4-  1  =  -  /■',  o'-^i=-  o', 

de  sorte  que  les  lonclioris  /  et  o  sont  identiciues;  mais,  quand  on  re\ient  aux  relations  elles-mêmes 
pour  tirer  les  constantes  des  deux  intégrales  qui  y  entrent,  la  différence  <les  deux  relations  amène  natu- 
rellement des  résultats  diH'érents.) 

On  a  ainsi  r  -t-  p  =  M  cos  (fi  —  0^,  r  —  >  =  —  M  sin  (  i  —  0), 

ou 

r=  l-[cos(p  — 0)  — sinCi  — 0;], 

(^")  ^  M 

p  =  — -  [COS  {'p  —  Oj  -r-  sin  i'i  —  0)] , 

et  ces  formules  sont  équivalentes  aux  formules  (4) ,  on  a  ici     o  =  —r. 

Remarque .  —  En  écrivant  v^ ^- r'-  =  p'^-i-û'-,  /•'  =  p, 

on  mêle  deux  problèmes  que  la  décomposition  de  la  relation  (9)  sépare  ensuite  ;  les  deux  facteurs  d.- 
cette  décomposition  ont  d'ailleurs  des  formes  très  dillérentes. 
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Concours    de    1911  {Suite). 


Groupe  II 
1963.  —  1"  fil  cndrr  rcrldii'jul'ure.  amdoijae  ù  relui  d  un  ijalvanoinéWe  à  catin-  mobUf,  est  formr  ilr 
AOO  tours  de  /il  (le  cuicre  d'un  di.r/rme  de  tnilUmètre  de  diumitir.  Il  u  4  cenliinèires  #u/'  0  cetflinuHrcs.  Il  est 
placr  ddtis  un  rlnunp  in<i(jni}ti<iue  uniforntr,  de  uOi)  i/auss,  dont  ht  direction   est  parallcli'  à  l'un  <^ 
Calculer  iaction  ù  hnjuelle  ce  cadre  est  soumis,  ijunnd  ou  le  ferme  sur  une  piie   de  rèfistance  ii< ^ 
dont  lu  forer  (Hectroniolrire  est  de  !2  rolts. 

On  rappelle  iju'un  /il  de  cuirrr  de  I  viilliinrtre  de  diantitre  a  une  rt^^islnnce  de  20  •' 
2"  Ce  cadre,  placé  horizontalement,  est  rendu  solidaire  du  fléau  d'une  OaUtuce  dv 
ont  10  crntimrtres.  Le  champ  ma<jnéti<iue  prt'rifdent  est  aussi  Itorizontal  et  est  perpcndictUaii-e  ù  Cew^ie  du 
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couleau  (/<'  la  halancr.  L'iu/uiliOre  étant  obtenu,  en  l'absence  du  courant,  par  des  poids  placés  dans  l'un  des 
plateaux,  de  combien  faut-il  modifier  ces  poids  pour  maintenir  l'équilibre  quand  on  établit  la  connexion 
entre  le  cadre  et  la  pile  '.' 

Intensité  de  la  pesanteur  :  980. 

\.  On  peut  calculer  l'aclion  en  assimilant  le  courant  ii   un  feuillet  magnétique.  On  sait  que  l'action 
se  réduit  ii  un  couple  qui,  si  on  évalue  rinteo.sité  I  du  courant  en  ampères,  a  pour 
I      ^  momenl 

1 


— 

7'i 

l 

r 

C  —  -7^  Si5^  sin  y-, 

lu 


ce  qi]i  dnniic  ici 


C 


1 

u7 


oU0x-24xl/.  .'iOU. 


Ou  peut  au.'>ï5i  appliquer  la  loi  élémentaire  de  Laplace.  Chacun  des  cotés  AB, 
•  il),  perpendiculaire  au  champ  et  de  lonjrueur  /,  est  soumis  à  une  force 

1 


10 


/i?C>:500. 


1 


Ces  deux  forces  constituent  un  couple  dont  le  hras  de  levier  est  /'  et  le   moment      - — /I jf(? x  500  X /', 

résulhit  identique  au  précédent. 

Reste  ;i  calculer  I.  Or      1  —  — 


L(;  (il  a  une  loopueur  de     20x300=  10000  centimètres     ou 


0'"',!.  S'il  avait  un  diamètre  de  1""",  sa  résistance  serait  2"';  son  dia- 
mètre  étant  0""",l.  sa  résistance   est    100   fois   plus  grande  ou   200"'. 

Remplaçons  : 


honc     I  — 


-^ 


100 


fmj 


(:  =  _Lx:,uox2U<4 


.jOO  —  (jOOO  dyne  X  centimètre. 


2.  Le  couple,  identique  a  celui  (ju'on  vient  de  calculer,  doit  être 
é(iuilibré  i>ar  un  [xjids  ni'j  dont  le  nnnnent,  par  rapport  ii  l'axe  de  suspension  du  lléau,  est  ynyxH)  ; 
donc  Hiry>    10  =  COOO. 

(iOO 


D'où 


9«0 


=  0^6  ri. 


Groupes  I  et  II 
1964.  —  On   considère  un  point    mntériel  M,  de   masse  m,  sur   lequel   un  centre  fixe  S  exerce  une 
attraction  F  inversement  proporiionnelle  ou  carré  de  la  distance     r  —  SM      /  F  = ~  y 

1°  /ndiqurr  à  (juelles  conditions  doit  satisfaire  la  oitesse  initiale  pour  que  la  trajectoire  de  M  soit  une 
circonférence  C  :  on  calculera  la  durée  T  d'une  rrvnlutinn  complète  en  fonction  de  la  constant^  l.  et  du 
rayon  [\  de  la  circonférence  C 

'2"    In    autre  point   matériel    M ,    de   masse  m',    décrit   sous   l'action   du    même    centre   de   forces    S 

(  la  force  étant     F'  — '—rr     "^'''C     »"'  —  S\r|     une  paralmle  V  dr  paramètre  p.   Calculer  le  temps  em- 

ploijé  par  M'  pour  décrire  un  a>'r  AB  de  la  parabole  :  on  se  donnera  les  angles  %  et  '^  de  SA  et  SB  avec 
l'axe   Se  de  la  paraboh'. 
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r;uM 


3°  La  parabole  P  et  la  circonférence  C  èlant  supposées  dans  un  même  plan,  à  quelle  condition  se 
coupent-elles  en  deux  points  A  et  B  ?  Cette  condition  étant  remplie,  calculer  le  temps  T'  pendant  lequel  le 

point  M'  reste  à  l'intérieur  de  C,  et  étudier  la  variation  du  rapport  -rr  quand  le  pararnélre  p  ravie. 

4°  L'orbite  de  la  terre  étant  supposée  circulaire,  calculer  le  nombre  ma.rimum  de  jours  durant  lesquels 
une  comète,  décrivant  une  orbite  parabolique  dans  le  plan  de  l'orbite  terrestre,  peut  rester  à  l'intérieur  de 
l'orbite  terrestre. 


Le  théorème  de  la  force  vive  donne 

dmv-  m  A 


dr 


2/.- 

d(v'-)     = ;•-    f//\ 

7'" 


et,  en  intégrant,  on  a 


2/. 

V-   = \-  II, 

r 


■^-n 


D'autre  pa 


r/4Y  ," 

rt,  on  sait  nue     v-  =  C-|   \  /    -l 


résulte  que  l'équation  différenlielle  de  la  trajectoire  est 

C2 


|_  ^    du 


c  désignant  la  constante  des  aires  :  il  en 


2/.- 


d 


1 


ou 


1 


rfo 


2/.- 

"cv 


C-  \  /•         C^*  1 


L-         h 


On  en  déduit 


</0  = 


et 


0  —  0„  —  zt  ai'C  cos 


/•         C- 


v/ï 


OU 


JL    — 

~r         C- 
ou  encore,  en  prenant  pour  axe  polaire  la  droite     "  =  0„, 


cos  (  ')  —  0„  Il    /  — -  -I — 


1       /■•  ,  /  k'      b 


On  reconnaît  l'équation  d'une  coniqu(>  ayant  poui'  foyer  le  piMe  et  pour  a\e  fiu-al  l'axe  polaire. 
Si  on  désigne  par  p  et  c  le  paianuMie  et  l'excentricité  de  cette  conique,  on  a 

I 


_  _k_  e_  _     /_^         h_ 


P  = 


c- 


■2li 


La  nature  de  ctTtc  ooni(iue  dépend  du  si^ne  de  /(.  ou  ilc     r:. 

1  i  >.  j. 
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1"  Si      Un •<  0,     (?  est  plus  petit  quo    1:  la  trajectoire  est  une  ellipse. 

2A- 
2°  Si     ?;o >  0,     c'est  une  hyperbole. 

2/,- 
3"  Si     un =  0.     c'est  une  parabole. 

'a 

1.  Pour  que  la  trajectoire  soit  une  circonférence,  il  faut  que  l'excentricité  soit  nulle,   c'est-à-dire 

que  l'on  ait     1  h — — -  =  0,     ou     //  = — -i     ou  encore 

,       2/v  k'- 

"=--  =  - c~ 

Or  on  sait  que  la  constanle  (les  aires,  C,  est  égale  à    /\,?'n  sin  x,     x  désignant  l'angle  du  rayon  vecteur 

initial  et  de  la  vitesse  initiale. 

2/f  k' 


On  doit  donc  avoir  vl  — 


ou 


,        2kvl  k^- 

Tq  ?•,-  sur  a 

/i  \-       A-  cos-  a 


?■„    /  /•,-,  SI  11-  2 

Pour  que  cette  égalité  soit  vérifiée,  il  faut  qu'on  ait 

k 


>•  '  ^         -^ 


On  (Ml  conclut  que  pour  que  la  trajectoire  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suOK  que  la  vitesse  initiale  Vq 
soit  perj)cndiculaire  au   rayon   vecteur  initial,  et  que  l'on  ait     v;,  =  —  • 


v/î' 


Si  on  désigne  par  H  le  rayou  du  cercle,  on  a     /„  —  R,     r„  =  \/  — »     et  la  constante  des  aires  C 

pst  égale  à      Rv ,'  _  =  //.-u. 

C 
La  vitesse  arcolaire  est  constante  et  égale  ;i   — •    Comme  dans  le  temps  T  le  rayon  vecteur  balaie 

une  aire  égale  à    -R-.    on  a 

C         ~R-  2-R- 

TT   =   — TT—  <'ll  T    =   ^ ' 

2  T  C 

et  en  remplaçant    C    pai-  sa  valeur    //.K, 

T  =  2rRy/-| 

2/.- 
2.  Le  mouvement  est  parabolique  si     vl =  0.     L'équation  de  la  parabole  est  alors 


)' 


P  .  „.  v.„   .  .,  ^' 


i  +  cos  0 


et  l'on  a  ;)  =  — -?  ou  G  =  \/pk. 


On  en  déduit  r^—-  =  C  =  \'pk, 

dl  ' 

et  en  remplaçant  r  par  sa  valeur  en  fonction  de    0, 


(i+cosO/-       dl 


dt  =  p\/  —  . 

'  >    k     fi  +  cose)2 
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Le  temps  demandé  est  alors 

''^^^  Vu.     (l  +  cosO)-^ 
On  peut  écrire 

0 


ï-Tf        .0       2f        „o-       .0    "Y  /   l^-^'^'lj'^^^T' 


J     (1  +  cosOj^         4^     ç^g._  ^^     ^^g,_      ^^^^,  ^ 

f  t/0  1   /,      0  1  0 


L'intégrale  définie  est  alors 


J      (l-f-cosO)-^ 
et  l'on  a 


_      tiî—  H C'-! ts 1"-^ —   L 

2|_'&  2        3    "    2        ^2         3    ■      2  J 


3.  Pour  que  la  parabole  rencontre  le  cercle,  il  faut  qu'il  existe  des  ^ale^rs  de    0    telles  que  l'on  ait 
=  R,     ou     cosO  = -^ — - — .     Pour  que  cette  équation  ait  des  racine;*,  il  faut  que     i— — ; — ) 


1  4-  cos  0  H 

soit  inférieur  à  1,  c'est-à-dire  que  /)  soit  plus  petit  que   2R. 

On  aura  alors  deux  points  d'intersection  symétriques  par  rapport  à  l'axe   de  la  parabole.   Comme 


0  /l  —  cosO  .   .  0  /  -JR  — » 

tg  --  =  1  / ,    on  a  ici     tg-  —  =  \  / ■ 

2        V     1  -h  cos  0  -2        V  P 

Remplaçons  dans  la  f'orninle  M  i     tg -^     par     4-%  / ~,    et     tg  —    par     — i  /  — —^     /, 

prend  la  valeur   T'.  Nous  trouvons  ainsi 

r  =-r^{p  +  nym-^p. 

Nous  on  déduisons 

Il  _   (/)  +  R)v/2ïr—  p 
1'    ~  37:Rs/R 

On  voit  aisément  (|ue  la  dérivée  de -;p-   par  rapport  à  /)  s'annule  pour    /)  =  R,     qu'elle  est  positive 

pour    ;<  -  '  R     et  négative  pour    /O"  R- 

1'  -2  2  T' 

Par  suite  cjuand  />  croit  de  0  à  R,    -7^   cioit  de   -7-I   à    -— •     «I  quaiid  /<  croit  d»'    R    a    2R,    — - 

décroit  de    -^    à  zéro;    --    a  donc  la  valeur  maximum.  ~.  pour     p  =  iî. 
3r  i  .1- 


2T         .     I 

.1.  SOlIRAltiM..  a  M..ii|.de-Marsan. 


4.  Le  nombre  maximum  de  jours  est    ---■>     où    T  a  la  valiMir  .!(>*). 2.'>.  du  Imuvi»  ain-^i  77  jours  — • 


nonnes  solutions  par  MM.   .Ainln'  C.oi  rthis  :i  Soiliin  ;  C.  I.aiii,  à  Ito.li/  ;  A.   IIois.sbai  .  a  Foiirn<vs  .-n-Wt'ppe*. 
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AGRE(ÎATIO\  DES  SCIENCES  MATHEMATIOrES 


Concours  de  1911 


Mathématiques  spéciales. 


1968.  —  On  considère  dans  un  plan  la  parabole  fPj  et  la  droite  (D)  dont  les  équations  sont,  en  coor- 
données rectangulaires  7-  —  2px  =  0,  y  —  a  =  0. 

1°  Une  droite  variable  (A),  issue  de  l'origine  0,  rencontre  (P)  en  un  point  A  et  (D)  en  un  point  B; 
trouver  le  lieu  (G)  des  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  à  l'origine  et  conjugués  harm,oniqnes  par 
rapporta  A  et  B,  M  étant  supposé  constamment  entre  A  et  B. 

Les  tangentes  en  M  et  M'  à  (C)  rencontrent  respectivement  en  1  e/  l'  /a  tangente  en  A  à  (P);  co«- 
struire  le  lieu  (V)  d<'s  points  l  et  V  et  distinguer  sur  ce  lieu  les  arcs  qui  correspondent  à  I  des  arcs  qui 
correspondent  à  1'. 

Construire  les  tangentes  en  M  à  (C)  et  en  \  à  {V). 

2"  D'un  point  I  de  (r)  on  peut  mener  à  (C)  trois  tangentes,  chacune  d'elles  rencontrant  (C)  en  un  point 
autre  que  le  point  de  contact;  montrer  que  les  tangentes  à  (C)  aux  trois  points  ainsi  définis  concourent  en 
un  point  J  do)U  on  exprimera  les  coordonnées  en  fonctions  de  celles  de  I  ;  reconnaître  si  les  tangentes 
menées  de  I  ou  de  J  à  (G)  sont  réelles. 

Du  point  1  on  mène  à  (P)  une  tangente  autre  que  lA  ;  soit  T  S07i  point  de  contact  ;  du  point  I  on  mène 
à  (G)  deux  tangentes  autres  que  IM  ;  soient  T,  et  T2  les  points,  autres  que  les  points  de  contact,  où  elles 
rencontrent  (G)  /  trouver  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  TT,T._,. 

3''  Par  l'origine,  on  mène  deux  droites  également  inclinées  sur  les  axes  et  rencontrant  une  tangente  en 
un  point  M  de  (G)  en  des  points  Q  et  Q'  ;  l'axe  Oy  rencontre  cette  même  tangente  en  R  ;  trouver  le  lieu  des 
points  Q  et  Q'  tels  que  la  somme  des  inverses  des  longueurs  OQ,  OQ'  soit  égale  à  l'inverse  de  la  longueur  OR. 

Ce  lieu  comprend  une  partie  d'une  branche  d'une  courbe  algébrique  ;  trouver  l'aire  comprise  entre  celte 
branche  et  son  asymptote . 

Nous  prenons  sur  les  axes  des  sens  tels  que  ]>  et  a  soient  positifs. 

1.   I^n  coordonnées  polaires,  les    équations    de    (P)    et  de    (D)    sont 


2/ 
D) 

V 

/y 

-^ 

M// 

^ 

/ 

0 

'/ 

/ 

JT 

-/ 

^) 

respectivement 


zp  cos 


et      p  = 


Par    suite,    comme 


sin-  w  sm  oj 

()M  =  —  OM'  =  -t-vOA.OB,     l'équation  polaire  du  lieu  de  M.  M'  est 

2ap  ces  (.) 


sm'  M 


Cette  équation  s'écrit  encore     p-sin'-o)  —  S^y^colgo»;    l'équation  car- 


tésienne de  la  courbe  (G)  est  par  suite     y-  =  2ap  —    ou    y^ 


^apx  =  0. 


La  courbe  (G)  est  une  cubique  symétrique  par  rapport  à  l'origine  : 
elle  airecte  la  forme  ci-après;  elle  est  parabolique  dans  la  direction    Or  : 
l'origine  est  un  point  d'inflexion  dont  la  tangente  est    0)/.    Le  point    M 
décrit  la  brandie   OL  et  M'  la  branche  OL'. 

On  peut  exprimer  les  coordonnées  des  points  A,  M  et  M'  en  fonction  rationnelle  d'un  même  para- 


Fig.  1. 


1 

mètre;  il   suffit  de   poser     tg  (Ox,   OA)  = -j- 


ou     X  =  t-y.     Les  coordonnées  de  ces  points  sont 
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A  i   x  =  'ipl\  ^j  j   x=  bi\  ^j    (   x  =  -.bl\ 

'^   avec     b  =  -+-  sjtap.     On  voit  que  les  points  M  et  M'  corres- 
pondent à  des  valeurs  opposées  de  /. 
11  est  très  facile  maintenant  d'écrire  les  équations  des  tan- 

Ingénies  à  (P)  et  (C)  en  A,  M  et  M'.  Les  deux  premières  sont 

respectivement 

(t)       x—<2lhj  -i-  ^Ipl'  =  0,        et        i:  —  'M-ij -^UO  =  0. 

On  voit  que  la  cubique  (Cj  est  de  troisième  classe.  Résol- 
vons les  équations  piécédentes  ;  il  vient  pour  les  coordonnées 
du  point  I 

.X  =  —  'ilXàpl  —  2^),  y  =  —  2/(p/  —  b). 

Les  coordonnées  du  point  V  s'en  déduiraient  évidemment  en  changeant  /en  —  t  ;  par  suite,  les 
équations  précédentes  constituent  une  représentation  paramétrique  de  la  quartique  {D,  lieu  de  I  et  \ . 
On  reconnaît  sans  peine  que  cette  courbe  est  parabolique  dans  la  direction  Ox. 


iMg.    -2. 


(2) 


D'ailleurs         -^  =  —hl^{2pt  —  b), 


dt 


=  _9(2pt-b), 


EL 
dx 


I 


On  voit  que  le  point     t  =  -^—    est  un  rebrousseraenl  de  première  espèce.   Faisons  varier  /  de 
I      il     +  GO  ;     nous  aurons  le  tableau  et  la  courbe  suivants  : 


/       — 


l'ig.  0. 


dx 


// 

'Ib 

b 

00 

u 

'2p 

■3p 

l' 

-T-   X. 

-F  0   + 

0 

— 

—  X 

/   0   / 

\ 

0 

\ 

4 

—  '2b' 

P 

\ 

—  X 

-t- 

0 

Ir- 

\h^ 

— 

00 

'   (1 

2p 

\ 

y/; 

0 

' 

-  X 

(J 

/    00    \ 

\ 

« 

0 

Ceci  nous  permet  de  tracer  la  quartique  (îOHK.    L'origine  est  un  point  d'inllexion  dont  i;i  l;ini.-.nt«' 
est  0;/.  Enlin,  le  point  I  décrit  la  branche  (0,  x)  c'est-ù-dire  l'arc  OIIK  ;   le  i)oint  1   décrit  lare  GO. 


On  remarquera   que  le  rebroussement       11/— >'M    n'est   auliv    .|ue  b'    point   commun  aux  courbes 

(P),  (D)et(C). 

On  pourrait  obtenir  l'écjuation  cartésienne  de  i^l  )  en  cliMiinant  t  iMilro  k's  équations    I).  En  reIran- 
chant  ces    équations  membre   ;i   membre,   il   vient,  après  diviMun   par   /-.     ipt-  —  tbt  -\-y  ~0,     ou 

t'  = —  ■    La  seconde  équation  s  cent  alors 

^>p 


3!/ 


'Ibt  —  ;/ 


2bt 


±bL  —  y 


un 


4/»'/^  — 8Ai/f4-i/u--4-3y»  =  0. 
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Un  obtient  ainsi  deux  équations  du  second  degré  en  t.   L'élimination  est  immédiate  : 

!)/)''^i/^  -h  Apy-Çd]/-x  —  h- II)  -f-  ip-x{p-x  —  Qb'^>j)  -H  ^b'px  =  0. 

}ii 
Enlin.  en  appelant  m  la  pente  de  (A),  celle  de  (P)  en  A  est    —,  celle  de  (C; 


on  M  est  -;-   et  celle  de  (fj  en  1  est     —  •   Soit  une  paralb'le  à  Oy  coupant  Oj:  en 


1        ad 


af 


{ 


fi.  (Aj  on  h\  prenons  les  points  c,  (/,  /,  tels  que     •z:zr  =  —  >    ^^  =  — i    -n^  =  —  • 
•^         '  ~  ab  !^        ah  ^        ab  ^ 

Los  tangentes  en  A,  M  et  I  sont  respectivement  parallèles  à  Oc,  Orf  et  0/". 

2.  Lno  droite  quelconque     /x*  H-??iy -h  n  —  0     coupe   la  cubique  (G)  en  trois  points  dont  les  l  sont 
racines  de  l'équation     Ihi--  -h  mbl  -h  n  =  0.     Il  existe  entre  eux  la  relation 

fi -+-'•'  + /a  =  0. 
l'ji  particulier,  la  tangente  à  (C)  au  point  l  coupe  la  courbe  en  un  second  point  -  tel  que 

2<  —  T  =  0. 
Enlin,  chcicboiis  la  relation  qui   existe  entre  les  paramètres  des  trois  points  de  contact  des  tan- 
gentes à  (C)  issues  d'un  point  quelconque  \(Xq,  ?/j  du  plan.   En  écrivant   que  la  tangente   en  /  passe 
par  I,  on  a  l'équation  aux  /  des  points  de  contact,     .r^  —  '.^l'^y^-^-'ibl^  =  0.     Donc 

Chacune  des  trois   tangentes   coupe   la  courbe  on  un  point   -    toi  que,   d'après  ce   qui  précède, 

tj  =  —~-      En  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente,  il  vient 


ce  qui  prouve  que  les  tangentes  en  ces  points  t  concourent  en  un  point  .1.  Pour  calculer  les  coordon- 
nées r,.  ?/i  de  ce  point,  nous  cliercherons  l'équation  en  -  ;  il  suflit  de  l'aire  /  =  — ^j—  dans  l'équa- 
tion aux  /,  ce  (|ui  donne     —  i.i^  -h  •Uj^-.-  -+-  b--  —  U.     Cotte  équation  doit  être  identique  à 


par  suite 


.'/i 


^b 


.'•,  =  —  8x„. 


— - —  d'où  onlin 


î/i  =   -  ^î/u- 


On  peut  ajouter  qu'à  chaque  tangente  réelle  issue  de  I  correspond  une  tangente  réelle  issue  de  .1, 


cela  d'après  la  relation     l, 


il  y  a  d'ailleurs  réciprocité. 


Il  csl  bon  do  remarquer  que  nous  avons  supposé  le  point  1  absolument  quelconque  et  non  situé 
sur  la  courbe  i  )  comme  l'indique  l'énoncé  :  la  mé>thode  employée  généralise  donc  la  question  et  cela 
l)resque  sans  calcul. 

Si  nous  supposons  I  sur  la  courbe  (i'),  par  exemple  que  1  soit  le  point  '>  de  cette  courbe,  l'équa- 
tion aux  t  di.'s  points  de  contact  s'écrit 

hP  +  30(pO  —  b)i^  —  i)\3p'>  —  2b;  =  0. 

\i\\e   doit  admettre   la  racine      /  =  0     qui    donne  le  point  .M  correspondant  à  1  ;  après  division   par 

i  —  0,     il  reste  l'équation 

(3)  bl-  H-  0(3/>0  —  Wjl  -H  02(3/90  —  26)  =  0, 

/  26        2 /y 
dont  le  discriminant  est     o  =  30-(3/y)  —^lb){p<)  —  Ih).     Si  0  est  extérieur  a  1  intervalle      ( -77^' 


•ip       p 

l'équation  précédente  a  ses  racines  réelles;  elles  sont  imaginaires  dans  le  cas  contraire.  Prenons  sur  (r) 

26  'ib 

les  points  x  et  -  qui  correspondent  à     ')  =  - —      et     0  =  — ;     le  premier  est  sur  Ou,  le  second  est 
'  '     '  3/j  p 
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sur  l'arc  IIK,  au-dessous  de  Ox.  On  peut  dire  que  si  I  est  sur  l'arc  ai,  une  seule  des  tanij'entes  issues 
de  1  (ou  de  J)  est  réelle  ;  au  contraire  si  I  n'est  pas  sur  cot  arc,  les  trois  tangentes  sont  réelles. 

On  peut  constater  quo  le  point  p  est  sur  la  cubique  (C),  ce  qu'il  est  aisé  d'expliquer. 

Kecherchons  en  ellet  dans  quels  cas  les  trois  tangentes  à  (Cj  issues  du  point  quelconque  l(xo,  yo) 
sont  réelles.  L'équation  en  /,  ou  l'équation  aux  inverses  xj-^  —  '.iyt,t-[-20  =  0,  doit  avoir  toutes  ses 
racines  réelles  :  ceci  exige  que  xo{yl  —  b^Xo)  >  0.  La  courbe  séparatrice  se  compose  de  l'axe  Oi/  (qui 
passe  par  aj  et  de  la  courbe  (C;  (qui  passe  par  p)  ;  nous  avons  recouvert  de  liacliures  dig.  'i)  la  région 
qui  doit  contenir  le  point  L 

Ecrivons  que  la  tangente  en  t  à  (P)  passe  par  le  point  1  de  paramètre  0  de  la  courbe  {\\  ;  il  vient 
l'équation 

pi'  -+-  20(pO  —  b)i'  —  iy\:]pfi  —  26)  =  0, 

qui  admet  la  racine      /-  =  0-,     correspondant  au  point  M  ;  on  en  déduit  le  paramètre  du  point  T, 

i^  = et  par  suite  les  coordonnées  de  ce  point,     x  = —!- —■,     ?/ =  —  20(3;;0— 56). 

Nous  avons  vu  que  les  paramètres  des  points  de  contact  autres  que  M  des  tangentes  à  (Cj  issues 
de  I  sont  donnés  par   l'équation  (3);   en  remplaçant  dans  cette  équation  t  par     -,    on  obtient 

l'équation  qui  donne  les  paramètres  des  points  T,  et  'J'o, 

(4)  6t-  -  20(3pO  -  2by.  +  40^(3/^0  —  2b)  =  0. 

Appelons  (X,  Y)  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  triangle  TT/IV,  on  a 

3X  =  X  -+-  xi  -\-  a^,  3V  =  y-^-]Ji-\-  Vi- 

Mais  .,  +  .,=  H-^i  +  .|)  =  ^[(..  +  ..y  -  3.,..(.,  +  .,)]  =  "'"'^^"-yP"-^^'. 

et  aussi  t/,  + 1/-.  =  b{ti  h-  io)  =  ^0(3/?0  —  26). 

Finalement,  on  trouve 

262(3^0  —  26)2[12/j202  —  20;j/>0  +  6- j 

X  = — ; >  \    =  0. 

3p62 


et 


Le  lieu  du  point   G  est  l'axe  Oa.  Ce  point  est  d'ailleurs  en  0  pour  les  quatre  valeurs  d'' 

{5zts/f2}b 

3.  En  coordonnées  polaires,  la  tangente  ù  (C)  en  M  a  pour  ^([iialiuii 

1         3/-  sin  M  —  cos  10 
p  ~  26ri 

Posons      (Ox,  00)  =  —  (Ox,  00';  =  0,      ÔQ  =  r,      ÔQ'  =  v'  ;       on  a 

1         3r-^sin0  — cosO  1         —  3/-sin0  —  cosO  1         {         —  cosO 


ib_ 


r 


tbi^  r'  thi-^  r        f'  6<î 


1  3  3  —  cosO  'M*  ,„       4  — 9(» 

"'''''"'''    m^~'^^^   "^'"^  w^— ^;7^'  1^"'^    coso  =  _-^.    ,g«o  =  _^j_. 

L'ensemble  des  droites  00,  OlJ'  a  donc  pour  équation 

'i  — îir 

11  serait  lacile  d'éliminer  /  entre  cette  é(iuation  et  celle  de  la  tangente  en  M.  Nous  ne  ferons  pas 
ce  calcul,  qui  conduit  à  une  équation  (lu  sixième  degré  en  x  et  y;  nous  prèrérons  donnor  l'èqualion 
en  coordonnées  polaires,  (jui  est  plus  facile  A  discuter,  et  «lui  permet  en  outre  de  traiter  très  facile- 
ment la  dernièriî  partie. 
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Entre  les  coordonnées  polaires  du  point  Q,  nous  avons  les  relations 


I  Sl^  sin  o)  —  cos 

0 


—  3t^ 


cos  w  = 


26P  "  2 

En  éliminant  t  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons  successivement 

4  /  —  2  cos  w 


1         6<^sin  a)-h3f2   ^1-^2  sin 


Abt' 


4/>/ 


—  2  cos  OJ 


puis 


3       1  -h  2  sin  OJ 
Faisons  tourner  les  axes  de  deux  angles  droits  autour  du  point  0.  cest-à-dire  cliangeons  œ  en     w-h-, 

is     k  =  ^  V  —  '     nous  aurons  finalement 


et  posons 


(S) 


Av'cos  w 


1  —  2sin  w 
Cette  équation  nous  montre  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  au  pôle  et  qu'elle  s'obtient  tout 

t:  t: 

entière  en  faisant  varier  w  de    — — ■      à    -4-  — •     Nous  ne  prendrons  que  la  détermination  de  p  qui 

z  z 

correspond  au  signe     -h     et  nous  construirons  ainsi  une  moitié  de  la  courbe. 

l^our     M  —  — —^     0  est  nul;  la  courbe  part  du  point  0  langentiellemenl  à  Oy,  el,  comme  p  est 

positif  pour    (o  —  —  —-+'-,     l'arc  ainsi  obtenu  est  dans  le  quatrième  (juadrant.  Pour     oj  =  0,     p  =  /.-. 

Enfin,  pour    ^o  =  -, —  i,     ?  est  égal  à     +  oo  .     Après,  :  devient  égal  à     —  x      et  il  reste  négatif, 

T^  ,  .    ,     ,  do 

puis  redevient  nul  pour     o  =  —-       La  dérivée  de  p,  -r^  est 

do  i  —  sin  OJ  —  2sin^(.) 

d'J  2ycosa>(l  —  2sinw)* 

elle  est  toujours  positive  et  ?  croit  constamment. 

Il  nous  reste  à  trouver  l'asymptote.   La  distance  à  l'origine,  comptée  sur  l'axe  oriente  dans  le  sens 


2        6 


est  donnée  par  la  limite  de 


sin 


0  =  p  sin  (  < 


{■■'-i) 


.  /^/^r.    -    .                         ^                           ^       ' 

2 

sin  w 

—  sin  — 

0  = VCOS  w  - 


i) 


cos 


K"-t)' 


pour     OJ  =  — .     cette  quantité  devient 
o 


k^/  r. 


COS 


VÏ2 
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L'équation  de  l'asymptote  est  donc 


0  sin     M 


I: 


=  0. 


^  /      ;  1-2 

Cherchons  maintenant  comment  la  courbe  est  placée  par  rapport  à  celle  droite,  c'est-à-dire  étudions  le 

t: 
signe  de     o  —  cl    pour  les  valeurs  de  m  voisines  de  —    Nous  avons 

fi 


cos 


^-  d  = 


T-rz r  VCOS  w 


2  \         6  / 


cos-^.o  +  -j 


ou 


-d  =  h 


2  cos  ■^-f"'  +  -^  I  —  Vl2/cos  wcos 


ivlïicos  — (  «J  -+-  — 
a  \  b 


|(-f) 


Cette  quantité  est  du  signe  de  son  numérateur  et  il  suffit  de  trouver  la  partie  principale  de  i-e  numéra- 
teur pour     (.)=:— --ha.     Nous  avons  ain?i 


^  ''''  (i  "^  7)  -'^1  Vc^s  (^  -^  =')  cos^. 


N  =  v''3  cos sin V 1 2 

2  2 


cos 


— V  -7r~cos  a — -  sin  ï. 


,—  a  y.  a     / 7= 

N  =  v^icos sin cos  — V^cosa  —  s'3sm  a. 

2  '2  2 

Développons  en  série  et  prenons  les  premiers  termes;  nous  trouvons 

ou 


3a2 


s'3    1--^--    - 


\  \3 


il  donne  donc 
et  nous  avons 


le  radical  s'écrit  y  3  —  a/y  — 

Le  terme  constant  est  nul,  le  terme  en  a  est  nul  et  le  terme  en  a-  est 

_   aViî        «%;{       a-\;î   _   a-\/;{ 
~~8~  "^  ~8~  "^  ~~  ~  ~ 
N  est  positif  quand  a  est  petit,  la  courbe  est  tout  enlièrc  du  lui'iiu^  cMr  de  l'asymplote  cl  au-dessus. 
Elle  est  aisée  maintenant  à  figurer. 

La  dill'érentielle  de  l'aiie  balay»';e  pai-  le  rayon  vecteur  el   couiprise   enlrc  la  courbe  ol   l'asymptole 


est 


dK  = 


k^ 


r  1 
73 


^/<. 


2  cos  iorf<<) 


1  cos  ioa«.)     ~| 
—  2  sin  <•))'    I 


L'intéirralion  oM  immcdiale  el  donm 


)nnt' 

A  ^  4- <'"•  (••'  ——]  —  -. r-- I  -^••"'• 

i  I       ^:i         \         r.  '       1—2  sm  <.)  I 
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Colto  fonction  présonto  les  apparoncos  de  la  discontinuité  pour     (o  =  -;- :     il  faut  donc  intégrer  de 

r-      à     — —  £     et  de h  ^     à   -— ^     puis  prendre  la  limite  de  cette  somme,  si  elle  existe. 

2  ()  0  2 

Or  nous  constatons  on  posant     lo  =  -^-^-y-     et  développant  en  série  que  celte  fonction    A    reste 
continue  pour    ol  =  0  ;     par  conséquent     lim  A( -^  —  £  )  =  lim  a( -^ -r- ^  )'     et  l'aire  demandée  est 


2  /  \        :.'    '  ;}  Kl 

J.   SOL'BAIGNÉ,  à  Monl-de-Marsan. 

Très  bonnes  sointions  analogues  de  MM.  G.  Lkch.  à  Rodez  et  A.  Rocssf.^d,  à  Fournes-en-^Veppes. 


GKOMKTmr.    AWI.YTinri- 


1975.  —  On  considère  une  conique  T  lanrjente  aux  côtés  d'un  qundrilalère  et  un  point  P. 
Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  passent  par  le  point  P,  par  deux  des  sommets  opposés  du 
quadrilathe  et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  P  rt  T,  lorsque  la  conique  T  varie. 

Il  serait  facile  de  traiter  ce  problème  directement  ;  mais  il  me  semble  plus  commode  et  plus  élé- 
f>ant  de  lui  faire  subir  d'abord  une  transformation  hoino^^rapliique  qui  rejette  les  deux  sommets  opposés 
du  quadrilatère  aux  deux  points  cycliques. 

Los  coniques  T  deviennent  alors  les  coniques  homofocales  à  une  conique  donnée.   Les   coniques 

passant  par  le  point  P.  par  les  deux  sommets  du  quadrilatère  et  par  les  points  de  rencontre  de  la 

polaire  de  P  avec  la  conique  T  deviennent  des  cercles,  et  lo  problème  se  réduit  à  la  recherche  du  lieu 

des  pôles  d'une  droite  donnée  par  rapport  à  ces  cercles. 

.1'"               ?/" 
L  équation  de  l'une  quelconque  des  coniques   T  est      ^-:  — - — ^ 1  =0.     La  polaire  du 


b'  --  X 


point  P,  de  coordonnées  a  et  p,  est 

y.x  [i// 

a-  -+- 1     '    II-  4- 

et  le  cercle  onvisapé  a  une  équation  de  la  forme 


1  =  0, 


X-  ?/-  /      ^x  3»/  \  /     ar  |3i7  ,  ,         ^ 


où  il  faut  déterminer  [i.  et  /.•  de  façon  que  cette  équation  représente  un  cercle  qui  passe  au  point  (x,  p). 
La  condition  pour  que  ré(|ualion  représente  un  cercle  est 

1  a2  I  82 


—  K 


elle  donne 

c- 
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ol9 


La  condition  pour  quo  \o,  cercle  passe  au  point  (i,  Sj  est 


a^  _^  >,  /y2  _^.  >, 


/■•     =  -  l 


elle  devient 


(-J !_) 


6"  -I-  X         c/-  •  (-  A  /  \  a-  -h  X         h'-  -+-  À 


./.•)  =  - 


(fl2  _^  X^^(/^2  4_  ),j  (,^2  _^  X)^ ^2  ^  > 


=  0, 


et  donne 


/.•  = 


a-  -\-  y- 


Le  cercle  cherché  a  donc  pour  équation 

r     ^'      ,  _J!__"ir__^       y'       .  I 

L  (rt-  ^  >)'  '   [f^'^  >o'  JL  «'  -+-  >-  ^  /'' + >•     J 


c- 


?.'/ 


-1 


(ri-  -+-  l){lr  H-  X)  \  a'^  -H  X  />-  -{-  X  /  \  a-  -f-  X  /V-  H-  X 

Cette  équation  s'écrit     A(cc^  +  ?/-)  —  B.r  —  Cy  -f-  D  =  0,     avec 

B  = 
C  = 


D  =  c2 


(«'- 

+  X) 

^(*' 

4- 

^' 

a(a 

^  +  ^2 

+  a 

5 

a^  + 

X 

?(« 

'-h?2 

-O 

> 

/'2-h 

À 

.^^ 

a- 

32 

\  a-  -h  A         A-  -f-  X 
La  polaire  d'un  point  (r;,  ?/)  a  pour  équation 

X(2Aa,'  —  B  +  Y(2A//  —  C)  -  B.r  —  Cj/  -h  2D  =  0, 
et,  en  l'identifiant  avec  une  droite  fixe,     /.r  +  mj/+  n  =  0.     on  a 

2A.r  -  B  =  0/,  2A?/  —  C  =  0;» ,  Hr   I   C»/  —  21)  =  -  '•»», 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer   X   et    0   entre  ces  trois  équations  ;  ceci  se  fait  facilement  en  reniarquanl 


qu'elles  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  inconnues 

ainsi 

2a2,r  _  a(a^  -t-  jî-  H-  C-)  ï^'x 


1 


ii'--hl         /»*-»-X 
/ 


et  't.  On  trouve 


0 


2a-7  2P»?/  — W»*-+-P*  — C-)  "' 

a.r(a2  +  ^=  +  c-)  —  2c«a-  ??/(a-  -f-  ?-  —  '")  -t-  2c'?«  —  m 

I-c  lieu  demandé  est  une  conique. 

Mais  le  calcul  dont  nous  venons  de  reconnaître  la   siniplicile  se  présente  d  im.'  nianiere  plu-  .ii«.'.> 

encore,  si  on  remarque  ipic  ré(iuation  du   cerclt>  est  linéair-'  et  liomojrène  par  rapport  j^      "^J?^  ;       ^  ' 


<><.»'   .  -i 


-^  ;     ce 


'.  cercle  décrit  donc  nu  l'aisccau  liiifairr,  quand  X  varie,  el.  si  nous  posons     :^  =  ~ 


II-  ~\-  X 

l'éipuition  (In  cercle  se  simplilie  cl  divicnl 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


Le  lieu  s'obtient  facilement  alors  en  éliminant  ij-  entre  les  équations 


/  m 

n 
On  retombe  ainsi  sur  le  déterminant  précédent  dont  la  première  ligne  a  été  divisée  par    a    et  la 
deuxième  par  [B. 

Il  V 

On  peut  aussi  procéder  de  la  façon  suivante  :  on   pose     a  -i-  <jl3  = i^  = ,         et   on   a 

tr  ir 

r 
facilement,  en    appelant      — ;-    la  valeur  commune  des  rapports, 

2ii.r  —  »'(a*  H-  [i*  -+-  c-j  =  ri, 

■luy  —  r(a''  H-  ^'-  —  C-)  =  ?■??!, 

—  2c2//  —  u(a2  -h  !î-  —  c2)?/  —  ('^-  H-  /-  —  'ic^)irx  =  r??. 

n  —  r^  —  //'a  =  0. 
Le  lieu  a  donc  pour  équation 

-2x  0  «^ -+-?•■-  4-  c-  / 

2j/  —  (a2  -f-  Ê^  -  C-)  0  7» 

2c2  f a2  -f-  p-  —  c^)?/  —  (a-  -4-  32  —  ac^j-r  —  n 

i  —  fi  a  0 

11  est  visible  encore  que  le  lieu  est  une  conique  otnous  savons. d'après  la  tbéorie  des  faisceaux  linéai- 
res, que  cette  conique  est  circonscrite  au  triangle  autopolaire  commun  ii  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Bonnes  solutions  :  M.M.  V,.  Dontot,  élève  ;i  lErole  normale  supérieure;  C.  Lach,  à  Rodez. 


=  0. 


QUESTIONS  PHOPOSÉRS 


2026.  —  Un  cube  dont  les  arêtes  ooi,  661,  cci,  dd^  sont  verticales  et  ont  pour  longueur  6=™  a  pour  base 
inférieure  le  carré  abcd  situé  dans  le  plan  H  de  cote  6;  les  points  a  et  6  sont  dans  le  plan  de  profil  situé  à  S"^™ 
à  droite  du  centre  de  la  feuille  ;  les  points  c  et  rf  sont  à  gauche  de  ce  plan  de  profil,  a  a  pour  éloignement  6 
et  h  pour  éloignement  12. 

La  diagonale  dbx  tourne  autour  de  Tarète  aai.  puis  autour  de  l'arête  cirfi  ;  elle  engendre  ainsi  deux  hyper- 
boloïdes.  Heprésenter  le  solide  commun  à  ces  deux  liyperboloïdes,  limité  aux  deux  plans  de  projection,  aux 
plans  de  profil  situés  à  i)"^™  du  centre  de  la  feuille,  au  plan  de  front  d'éloignement  18  et  au  plan  horizontal  tan- 
gent au  second  hyperboloïde  et  situé  au-dessus  du  centre  de  cet  hyperboloïde. 

{Agrégation  des  Sciences  mathématiques,  Epreuves  finales  ;  Concours  de  I9il.) 

2027.  —  Déterminer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  du  cercle  qui  passe  parles  trois  points 
Ao(^o,  1/0),  Ai(a;i,  j/i),  \^i.{x>,  y-i),   en   fonction  du   rapport  anharuionique  des  quatre  points,    d  =  (MA0A1A2). 

A.   DliR.^ND. 

2028.  —  Un  cercle  C  tourne  autour  d'une  droite  D,  située  dans  son  plan.  Sa  projection  sur  un  plan  P. 
(pii  n'est  ni  parallèle  ni  perpendiculaire  à  D,  est  une  ellipse  variable  E. 

On  demande  le  lieu  des  foyers  de  l'ellipse  K. 

A.   Durand. 

2029.  —  On  donne  un  cercle  tangent  à  deux  droites  rectangulaires.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  para- 
boles tangentes  au  cercle  et  aux  deux  droites  données. 
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Di'monliT'i'  que  les  Uin^'cnlcs  au  sommet  de  ces  paraboles  enveloppent  une  courlic  di-  t'  classe  et  trouver  If 
point  (le  contaet  de  la  droite  avec  son  en\e]oppe. 
Elude  géomélri([U('  fie  la  question. 

E.  Rkme,  Conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Rernelie,  Al^-vrio. 

2030.  —  On  donne  un  système  d'axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  0-,  et  on  considère  le  cercle 

(C)  a;2  +  1/2  _  2ax  =  0, 

du  plan  des  xy,  et  les  quadriques  Q  qui  contiennent  le  cercle  (C)  et  l'axe  des  z. 

1°  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  P  par  rapport  aux  quadriques  Q  est  un  cône  F  du  second  ordre. 
Trouver  le  lieu  de  la  courbe  d'intersection  du  côn^  F  et  du  plan  P,  (piand  ce  dernier  passe  par  un  point  fixe 
de  0::.  Etudier  la  nature  de  la  section  du  cône  F  par  le  plan  des  xi/,  quand  le  plan  P  varie. 

2°  Montrer  que  les  plans  polaires  d'un  point  fixe  A  par  rapport  aux  quadriques  0  passent  par  un  point 
(ixe  B.  Calculer  les  coordonnées  de  li  en  fonction  de  celles  de  A  et  réciproquement.  Etudier  le  déplacement  df 
la  droite  AB  quand  le  point  A  varie  et  trouver  le  lieu  du  point  B  quand  le  point  A  décrit  un  plan  P. 

3°  Le  lieu  des  centres  des  quadriques  Q  est  un  cylindre  y  tangent  au  cône  r  le  loni;-  de  0;.  Trouver  l'en- 
veloppe du  plan  de  la  courbe  plane  commune  au  cône  et  au  cylindre,  (juand  le  |)lan  P  tourne  autour  d'une 
droite  ou  enveloppe  une  surface  développalile  X.  Donner  ri'quation  de  l'enveloppe  <|uand  l'arête  de  rebrousse- 
ment  E  de  la  surface  ^  a  pour  équation 

a  — at  —  al- 

^  ~    f'- -it- i- ~  t -h  i  '  '^  ~     t^  +  V^—t-{-i  '  ^  ~~    t»  -I-  i-  —  f  -H  1   ' 

et  montrer  qu'elle  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une  famille  de  cônes  à  un  paramètn'. 

4°  Trouver  les  équations  ponctuelle  et  tangentielle  de  la  trace  de  la  surface  1  sur  le  plan  des  xy.  Con- 
struire cette  courbe  et  trouver  les  régions  du  plan  d'où  l'on  peut  mener  trois  tangentes  réelles  à  la  courbe. 

Bros. 
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(iÉOMÉTRlR  ANALYTIQUE 


1972.  —  On  considère  le  cercle  C  tangent  en  un  point  M  d'une  ellipse  iH  qui  passe  par  le  rmtrr  0  de 
cette  ellipse.  Trouver  les  lieux  suivants  avec  leurs  aires  : 

I"  Lieu  du  centre  G  de  ce  cercle  ; 

2°  Lieu  du  point  de  rencontre  P  de  MC  avec  le  cercle  C  ; 

3"  Enveloppe  de  la  corde  d'intersection  QS  du  cercle  C  et  de  l'ellipse  : 

4°  Lieu  du  milieu  de  QS  ; 

5"  Lieu  de  la  projection  de  0  sur  QS  ; 

6°  Lieu  du  pôle  de  QS  par  rapport  à  Vellipse  : 

7"  Lieu  du  point  de  rencontre  de  QS  avec  OM  ; 

H"  Du  point   G    on  abaisse  les  trois  autres  normales  à  rellipse  dont  les  pieds  forment  un  triangle   S, 
Lieux  du  centre  de  gravita,  du  centre  du  cercle  circonscrit,  de  l'orthncentre  et  du  centre  du  cercle  des  neuf 
points  de  A  ; 

9°  /Je  1*  on  abaisse  les  trois  autres  normales  à  l'ellipse  di>)it  Irs  pieds  forment  le  tnanijle  S.  î^rourer 
les  mhnes  lieux  que  ceux  du  triangle  A. 

Considérons  l'ellipse  K  :r-:  b'-x- +  a-i/' —  a-b^  =  0  ;  In  tanu.ule  au  puinl  M  (n  co<  9.  Asinç)  a 
pour  équation  T  zn  bx  cos  o -\- ay  sin  ^  —  ab  =  0.  Duiln'  part,  la  corde  QS.  coniiunne  a  lollipso  cl 
an  cercle  G,  est,  en  direction.  synietri(iue  de  Y  \m\v  rapport  aux  axes;  son  équation  est  donc  dehi  formo 
DEi^^-rcoso  —  r/j/sin  9+- |Ji  =  0.     On  en  conclut  (jue  réi|uati.ui  du  cercle  G  peut  s'»*crire     K -♦- àTD  —  0. 

On  détermine  les  paramètres    X   et    ^x    en  écrivant  (jue  cetle  équation  représojite  un  cercle  p.tssant 


j22 
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par  lorigine  ;  nous  obtenons  ainsi 


et 


1)^  -f-  Ib-  cos-  ç  =  a-  —  Àa^  sin-  o, 
—  ab{a-  sin-  9  -i-  />-  cos-  'f) 


a^  sin^  Ci -f- 6^  cos^  9  '  c- 

Les  équations  du  cercle  G  et  de  la  droite  QS  sont  alors 

G  =  abi^x"^  -^y^)  —  ^  cos  o(a-  -h  c^  sin-  o)x  —  a  sin  o(^^  —  c-  cos'^  9)1/  =  0, 
D  ^  c-(èx  cos  cp  —  a?/  sin  a.)  —  ab{a-  sin-  c&  -1-  6-  cos-  œ)  =  0. 
Dès  maintenant,  il  est  à  prévoir  que  tous  les  lieux  demandés  sont  des  courbes  unicur-^ales,  symétri- 
ques par  rap[)ort  aux  axes.  Nous  en  construirons  le  quart  en  faisant  varier  ç  de  0  à  — • 


1.  Le  centre  G  du  cercle  a  pour  coordonnées 

(a-  H-  c^sin^  9)  cos  o 


Il  = 


(//-  —  c-  cos-  o)  sin  :i 


Nous  en  tirons 

dx         [a^  —  26'^  —  .3^2  gi,^2  -i  j^jp 


ihj         _  7,2  _  :^//2  _  3c-  sin-  o^  cos  o 


dy  a 

-^   = -col  o. 

dx  b 


Si     a'^  b\lt.      ~    et    —^  s'annulent  pour  une  valeur  de  s,     -^  =  a,     comprise  entre  0  et    —    et 
a-i  do 

définie  par    sin^  a  =    '   ~  "     •     Le  point  correspondant  est  un  rebroussement  de  première  espèce; 

h-  .       .    ,  . 

dans  la  même  bypothèse,  y  s'annule  pour  la  valeur     'f  =  p,     cos-  3  =  —  .     et  1  on  voit  aisément  que 

a  <  p. 

On  a  donc  les  variations  et  les  formes  de  courbes  suivantes  : 

n  >  b^'2 

7/1 

1\ 


? 

0 

croit 

•j. 

croit 

:i 

croil 

t 

X 

a 
1 

croil 

viax. 

décroit 

décroit 

0 

y 

0 

décroît 

min. 

croit 

0 

(■loll 

'ly 

dx 

X 

croît 

0 

(1  ^'  b  v'2 


Fip.  1. 


dx 


a  <  /V'2 
0  croît 


n 

"2" 

décroît 

0 

_ 

0 

croît 

f 

croît 


Pour  évaluer  les  aires  de  ces  courbes,  calculons  l'intégrale     l  —  i  - — ^—  .    Nous  avons 

xdy  —  ydx  = 


l'a^  —  2b-  —  3c-  sin-  o)ia-  cos'-  o  -t-  h^  sin"^  o) 
_ -:—- : i—rfc 

iab 
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1  -i-cos2.i             .  „               1  —  cos2'i 
ou,  en  remplaçant  cos- «p  par et  sin^'f  par -, 

la^  4-  U'f  —  2c2(a2  +  h^)  cos2o  —  3c*  cos'-  2:> 
xdy  —  ydx  =  -^ rTr-, '■ «?i 


{^nb 


ou  enfin,  en  remplaçant  cos-  2?  par 


iH-cos  i? 


[  =  i  Çxdy-xjdx  =  -i-^  r[2(a'--+-67^  -3c*  —  ic^(n^  -f- 6^)  cos2f  -3c*  cos  4-^ /if 

Il  3c*  I 

et,  en  intégrant,     I  =  -p-^    [2(a^H- /r)^  —  3c'^I?  -  2c^(a2-h6'-)sin  2^  -  —  sm  4fJ  • 


Dans  le  cas  où    a  <  b^->    (fig.  2)  l'aire  OLK  est  égale  à    1  ; ,  c'est-à-dire  à 


2^a^-4-  //^/-— 3>--      r 
64a/>  ¥ 


Dans  le  cas  de  la  ligure  1     (a  >6v/2),  si  nous  menons  la  droite  OG,  nous  avons 
aire  OLG  =  -  IS,  aire  OGH  =  W  aire  OHK  =  I  :  . 

a  et  [i  ayant  les  valeurs  données  plus  liant. 

2.  Le  point  P  est  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  G  ;  ses  coordonnées  sont  donc     .r,.  =  2j-,:  —  .im, 
ly,.  =  2(/c  -  î/m.  On  a  donc  pour  les  équations  paramétriques  du  lieu  du  point  P 


X  =  — sin^ocos  .:, 


c- 
V  = r-cos-'-iSiri  o, 


et 


dx         c~  cltj  c 

-r- =  —  sin'f(2  —  3  sin-«f),  -f    =—-7-0059(1  —  3sin-o). 

do  a  do  b  ^ 

Posons      a  =  arcsiny-;- »       ^  =  arc  sin  w -7-,     les    dtUerminations    ('tant   comprises    enlro    0 

et  —  •  On  en  déduit  les  variations  suivantes  : 

2 


? 

0 

croit 

^ 

croit 

a 

croit 

2 

X 

0 

croit 

croît 

max. 

décroît 

0 

!l 

0 

décroit 

min. 

croît 

croit 

0 

dy 
dx 

30 

0 

X 

0 

Fip. 


On  obtient  aisément 


c*  c*  c* 

xdy  —  ydx  =  — r-  sin-  'fcos'-"  odo  =  — -  sin-  29^?  =  — -  (  1  —  cos  io)d^. 


ab 


Aab 


et 


\  =  lfrd,-ydx=^(-,-^) 


L'aire  de  la  courbe  est  donc  I      ou 


Hiab  '   i 


3.  L'é(juation  (le  QS  est 

c-(bx cos  9  —  ay  sin  91  —  flA(a'sin-  9  4-  f>^  cos'  9)  =  0. 
Dérivons  par  rapport  à   v»  nous  avons 

c\—  bx  sin  9  —  iiy  cos  y)  —  nb.-2(it''  -  6*)  sin  9  cos  »  —  0 
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puis  résolvons  ces  deux  équations  par  rapport  à  x  et  ?/•   nous  obtenons 

(I  ces  o(/v^  —  c^  sin^  o)  —  h  sin  9(0^  _i_  c}  cos^  ç) 


?/ 


Posons     r  —  -^  —  'y?     ^^s  coordonnées  du  point  limito  deviennent 


ce  sont  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe. 

^,     les  coordonnées  d 
a  sin  4'(/'"  —  c^cos*'!/) 


'/  = 


—  h  cos  Ua^  -\-  c^  sin^  <!') 


En  comparant  avec  les  coordonnées  du  point  (],  on  voit  que  cette  nouvelle  courbe  se  déduit  du  lieu 

-  2ai 

du  point  C  par  la  rotation autour  du  point   0,   suivie  de  l'homothétie  dans  le   rapport    — — » 

z  c- 

par  rapport  au  point  (). 

4.  Le  milieu  de  QS  est  déterminé  par  l'intersection  de  cette  droite 

c^(6arcos«f  —  ay  sin  ?) —  ah  (r  sin- 91-  h-  cos-  =-)  =  0, 
et  de  son  diamètre  conjugué,  qui  a  pour  équation 

b  cos  ?   „ 

,-^ — ^^  =  0,         ou 

asm  'f 
En  résolvant  ces  deux  équations  on  obtient 


bx  sin  9  4-  ny  cos  -f  =  0. 


.r  =  — -  (a^  sin-o -(- //-cos''r)cosT', 


r  (^"  sin-  ';=  -h  è'^  cos-  9)  sin  9, 


et 


dx          a  r/i/                A 

-r  =  — r  V^^-'^  cos-  ©  —  a'^)  sin  '-,  —-^  = (3c-  sin-  ?  -t-  6-) 

„ .     ^  ,  ^    ,  ,          rfr        ,  a* 
Si     2r/- ^  Ab%      ——      s  annule  pour  une  valeur  1.  définie  par     cos- a  =  -^ — 

do                      ^  '                '                          3c -i 

On  a  donc  les  drux  hypothèses  suivantes  : 

2n2  >  3^2 


cos?. 


? 

0 

croit 

a 

croit 

^ 

croit 

mnx. 

décroit 

0 

?y 

0 

décroit 

décroit 

r- 

dx 

X 

00 

0 

.V 


dx 


2a'-  <  3/>2 
croit 


décroit 

0 

0 

décroît 

'la  -<?,b- 
Fig.  5. 
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On  trouve  aisément 


xdy  —  ydx  = [a^  sin-  o  ^  h'  cos»  ofd-:,  =  —JLL{a^  _^  ^2  _  c'-  cos  S'^)-^^, 


4c  ^ 


I  -r-C0s4'. 


■2 


puis,  en  eflectuant  et  en  remplaçant  cos^  2:,  par 


et 


I  =  — 


al) 

8r 


I  /  .      /,x,       <^'  1        c  0/  ,  N  sin2c 

|^(a2  4-  ^2)2  -h  —  J9  -  2c\ci^  +  6^)  -^ 


2o  C-        . 

+  -^sm^, 


L'aire  OGH  est  égale  à     —  1'    ou  à 


16 


_[-2(a-2  +  /,7^  +  c'']-. 


6  cos© 


5.   La   perpendiculaire   abaissée   du   centre    0    de   l'ellipse  sur  la    corde     OS    a    pour   ('(luation 
On  en  déduit  aisément  les  coordonnées  dupied  decette  perpendiculaire;  on  trouve 


a  sm  o 


Ce  point  décrit  l'ellipse 


1      11'-          i       T.a-^0^ 
dont  1  aire  est      . 

c'* 


(ib^^  a-h 

■X  =  cos  o,  ? /  = sin  'j. 

f-  '  '  c-  ' 


.x2 


?/' 


ah' 
c- 


c- 


r  =  «. 


6.  Les  coordonnées  x-  et  y  du  pôle  de  la  droite  OS  par  rapport  à  l'ellipse  sont  définies  parles 
équations 

X  y 

~^  1?  -     1 


c'^ôcosg         —  c^a  sin  cp        —  a/^(a-sin- 0-+- A- cos*o) 


on  en  tire 
et 


X  — 


ac'  cos  Ci 


^c'-sin  o 


a^  sin^  o-\-  b"^  cos'-'  -^ 

(J"i!   _  — ac-(a^  H- r^cos'^cp)  sin  <p 
df  (a^sin-ç-h^^cos^cp)- 


y  = 


(i-sin-  Ci  +  //•'cos*  o 


dy        — bc'-ib" — c-sin'ç)coso 
d-j    '~     ^^a-sin^'o  -h  6*  cos^  3)^ 


Lorsque    a^b^jt^      —-  sannule  pour  la  valeur       9  =  a,       déllnie  par    sin- z  = 


rfo 


b^ 


a>b^i 


0 

0 

croit 

X 

croit 

7: 

X 

ac- 
b^ 

décroit 

décroit 

0 

y 

0 

décroit 

inin . 

croit 

bc' 

a» 

dy 

d.r 

X 

U 

U 
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<*v/2 


? 

0 

croît 

T 

.;; 

OC' 

décroil 

0 

V 

0 

décroît 

dx 

X 

0 

Nous  en  tirons  xdy —  ydx  = 

et  nous  avons  ù  calculer  l'intégrale 


ahc^ 


I  =  —     I  rrf?/  —  ydx 


(a-sin-o-f-ô^cos^oj^ 


rfï. 


:2     j    (a- sin' cp -+- /^^cos- 0)=^ 

L'aire  limitée  par  la  portion  de  courbe  construite  et  par  les  axes  de  coordonnées  sera  alors  égale  à 

abc^     r -f  d-^f 

2     J(,       (a^sin-ç-h^'^cos-o)- ' 


—  {  ^ ,     c'est-à-dire  à 


On  calculera  aisément  cette  intégrale  en  faisant  le  changement  de  variable     tg  &  =  — :;     elle  se 

a 

«-  -r-  b-z- 
transforme  en  I       —. rr— «:. 


i'b'     L 


On  peut  écrire 


a'  -+-  b^z'         «■-  -  //-  -+-  62(1  ^  :-j  c- 


(1-hz 


(i-^'jy  (1-^-2)2  o-^z-^y       1 


et  I TT^r  o^z  =  f2  -71 rnr  -h  b^  /         ^ r  =  c'  -r  -+-  6"  —  = 


L'aire  demandée  est  donc 


7.  L'équation  de  0\L 


(a'  -h  b*)c'- 


Ha-b- 


V 


a  coso         b  sin 
rencontre  de  ces  deux  droites  : 

a      cos  <^{d-  sin-  0-4-^2  qqs2  ^^^ 

X  =  —  • ' 

c^*  cos  2o 

qui  peuvent  encore  s'écrire 

a    r  («2  ^  è2) 


-,    jointe  à  celle  de  QS,  donne  les  coordonnées  du  point  de 


b      sic  ç(a- sin- o -I- 6- cos^  o) 
""  c*  cos  t^ 


et  ou  en  déduit 


a    r  [u^  -^b^)  -\  b   r  a-  -{-  b'  H    . 

— c-  I  cos  o,  ?/  =  — —   ; c-  I  sin 

tc'\_    cosicp  J  Sc^Lcos^  J 

(/x         n  sin  9     c-  cos-  29  -+-  (a-  -i-  Zi-j  cos  2^  4-  2(a-  h-  A-) 
Ih   ~       te-  cos2  29  ' 

dy  /^  cos  o      c-cos2  2tj;-h(rt^ -4- ^2^  cos2o  —  2(a2-hè2) 


9; 


ILc' 


.•n«2  *^„ 


(/x 


On   reconnaît  sans  peine  que  le  trinôme  en  cos  2'f  qui  ligure  dans  —    a,  ou  bien  ses  racines 
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oïl 


•it 

- 

o 

U 

T 

^ 

s 

ab-' 
c- 

croît 

+  '^ 

-      X 

croil 

U 

y 

0 

croil 

x 

—  co 

croit 

dy 
dx 

» 

0 

imaginaires,  ou  bien  ses 
racines  réelles  et  inférieures 
à  —  1  ;  dans  tous  les  cas,  il 
reste  positif  quand  o  varie  de 

0  à    —  •  Le  trinôme  en  cos2f 

qui  ligure  dans    —-     a  ses 

racines  réelles  et  extérieures 
à   l'intervalle      ^—1,     -hl); 

il  reste  négatif  quand  9  croit  de  0  à  — •    On  en  déduit  les  variations  ci-contre. 

Cherchons  si  les  hranches  infinies  admettent  une  asymptote.  Nous  avons    —  =  — Igo,     et  pour 

x         a 


T.  Il 

G  =  —  ,  limite-^ 
4  '  X 

Ensuite 


?/ X 

a 


b(a^  sin-  o  -+-  b-  cos"^  '-p)(sin  9  —  cos  ç)  b  [a-  sin-  9  -+-  b-  cos-  ç) 


C-  cos  :2ci 


c--(cos9  -h  sin  o) 


On  en  déduit  liin.    v x     =  -= — 


L'asymptote  a  donc  pour  équation 


a  2c  V2 


Pour  avoir  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  Tasymptotc,  nous  cherchons  le  signe  de  la  différence 

y-Y  = 


6(a- sin'-cp-l- i^  cos- o)        b{a- -\- b-) 


c^(cos  cp  +  sin  o) 
pour  les  valeurs  de  ç.  voisines  de     —  •     Nous  pouvons  écrire 


2cV-i 


V  —  V  = 


tc-\l't{cos  o  -t-  sin  cp) 


[[a"-  4-  6-)(cos  9  -h  sin  o)  —  1\]'i{a'-  sin-  9  -f-  6-  cos  *  ?)  . 


La  quantité  entre  crochets  s'annule  pour     o  =  —  ;     sa  dérivée  est  négative  pour    9=  — •    Donc 

!..  ....  - 

cette  lonction  est   décroissante    pour      o  =  —   ; 


elle  est  positive  pour 


—    et  négative  pour 


Fig.  8. 


o  >• —     Il  en  est  do  niéine  pour     v  —  ^  •   ■ 

La  branche  de  courbe  AL  est  au-dossus  do 
l'asymptote,  la  branche  IJL'  au-dessous. 

Il  est  facile  do  vérifier  que  le  point  B  est  tou- 
jours au-dessous  du  point  D  ;  le  point  C  «st  a 
droite  de  A  si     <i^  >  A^(:iv^i— l\     et  a  gaucho  si 

«2  <  b\yi—  1  ). 

8.  Pour  abréger   un  peu  celle  solution   déjà 


bien  longue,  nous  nous  coiileiileroiis  iTélabUr  los  équations  paramétriques  des  lieux  demandés. 


528  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Les  pieds  des  normales  issues  du  point  C  à  lellipse  sont  à  l'interseclion  de  lellipse 

E  =  6-a;-2  +  a-y''  —  a^è^  =  o, 
et  de  rhyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  C, 

F  ^  2c^a(/  H-  b  sin  'Mj-  —  c^  cos^  -f).'-  —  a  ces  ç(a-  h-  c^  sin^  o)y  =  0. 

Ces  courbes  se  rencontrent  au  point  M  et  en  trois  autres   points  M,,  M,,  M3.  Formons  l'équation 
d'une  conique  G  passant  par  ces  trois  points.  Il  suffit  de  mettre  les  équations  précédentes  sous  la  forme 

E  =  A(a;  —  a  cos  0)  h-  B(y  —  b  sin  oj  =  0,  F  =  Mix  —  a  cos  -S)  H-  B'()/  —  b  sin  s)  =  0, 

A,  B,  A',  B'  étant  des  fonctions  linéaires,  puis  d'éliminer  x  —  a  cos  o,  y  —  /^sinç  entre  ces  deux 
équations,  ce  qui  donne  G  ^  AB'  —  BA'  =  0.  Cette  équation  représente  une  conique  passant  par  les 
points  M,,  M,,  1VI3  sans  passer  par  le  point  M. 

Nous  avons  ainsi  trois  coniques  E  =  0,  F  =  0,  G  =  0  passant  par  ces  trois  points.  L'équa- 
tion générale  des  coniques  passant  par  ces  trois  points  est  alors 

ÀE-hfxF-^vG  =  0. 

En  développant  les  calculs  on  a 
E  =  b\.e  -+-  a  cos  c?)(.r  —  a  cos  o)  +  a^[]i  -f-  b  sin  o)(?/  —  b  sin  oj  =  0, 

F  =  [chj  -f-  b  sin  ^{a"-  —  c-  cos^  ç)j(.x  —  a  cos  o)  -h  [r^x  —  a  cos  -^{b-  h-  c-  sin^  o)]{ij  —  b  sin  cp)  =  0, 
G  =  b'^c-x-  —  a^c'-rf-  -\-  ab'^  cos  o[c-  cos^  ç  —  b^)x  —  a'^b  sin  G(f- sin- ç-t-a-jj/  — a-6'^(a2  sin-94-é^  cos^ç)  =  0. 

Écrivons  que  la  conique  ÀE -h  ;jtF -h  vG  =  0  représente  un  cercle.  On  a  évidemment  [Ji  =  0, 
puisque  F  seul  contient  un  terme  en  xy\  puis  //<-  + v^^c-  =  Àa- —  va-c-,  ou  X  =  v(a- h- />-).  On 
peut  donc  prendre     v  =  1,     ).=  a--\-b-;     de  sorte  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle    A    a  pour 

équation  («^  -r  /''jE  4-  G  =  0. 

Les  coordonnées  de  son  centre  a  sont 

(b-  —  c^cos^  9)  cos  Ci  (rt--^  c^  sin-  o)  sino 

iiï)  X  = -^  y  = -, — ■ ^• 

X,  -h  X,    ;    .r,                  Vi  +  ^/2-^yi 
Le  centre  de  gravité  (I  du  triangle  a  pour  coordonnées     j:  = >     y  = 

Formons  les  équations  aux  x,  puis  aux  y  des  pieds  des  quatre  normales  issues  de  C  ;  il  suffit  d'éli- 
miner y,  puis  X  entre  les  équations     E  =  0,     F  =  0.     Un  obtient 

Ac^x^  —  4ac-  cos  <p(a-  H-  c-  sin*  o)x^  h =  0, 

4c^j/^  -\-Abc-  s\n'j[b^  —  c-  cos^  o)y^  -+-■••  =0; 
les  relations  entre  les  coeflicienls  et  les  racines  donnent 

a  cos  o(a-  4-  c-  sin-  «?)  ,    .  ,  —  b  sin  o(b-  —  c^cos-  9) 

a  cos  o -H  0^1  +  x.  +  X3  =  ^^ — >  bsin-^  +  yi-{-y,  +  y,  =^ 

c-  <-- 

Les  coordonnées  du  point  G  sont  alors 

a  cos  o(a^  —  c-  cos-  g)                        —  h  sin  J^-  -h  c-  sin-  9) 
(G)  x-  = iL_ ^,  ,,  =  3^i 

HG  2 

L'orlhocentre  11  divise  le  segment  Ga  dans  le  rapport     -^=-  =  — ;     ses  coordonnées  sont  donc 

II  i>  -^ 

2  2 

a^G  —  -^  a;,_,  î^'^  ""  "3  ^-^'-^ 


9  •'  0) 
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ou 


fH)         x  = 


[2a*  —  b^c-  —  c^a-  -^  h-)  cos*  'f]  cos  <? 


'2ac' 


V  = 


—  [26*  -h  a^c-  H-  (a-  -i-  h*)c-  sin-  -f]  sin  ç 


Enfin  le  centre  to  du  cercle  des  neuf  points  est  le  milieu  de  HQ  ;  ses  coordonnées  se  calculent 
facilement. 

9.  En  suivant  la  môme  méthode  qu'au  numéro  précédent,  on  trouve,  pour  les  coordonnées  du 

centre  a'  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A', 

c^  c- 

X  =  —  -— cos^  o  ?/  =  — -  sin'  '-i  ; 

pour  celles  du  centre  de  gravité  G', 

a  h 

X  = —  cos  o  coszo,  y  =  --  sm  9  cos  2'f  : 


pour  celles  de  l'orthocentre  H', 

(a^sin-cp —  è'^cos^cp)coso 


y  = 


fa- si  n^  9  —  6-cos-'f)sino 


et  enfin,  pour  celles  du  centre  w'  du  cercle  des  neuf  points 
[2fl^  sin^  tp  —  {a^-h  b-)  cos^  tp]  cos  «? 


4a 


[26- cos^ 9  —  (a- H-  b') sin- 9]  sin  9 
'  46 
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1986.  —  On  considère  trois  cercles  de  rayon  o^'"\  dont  les  centres  sont  les  sommets  d'un  trianyle  (/f* 
côtés  :  G*^'",  T*^'"  et  8*^'".  Quelle  est  l'aire  du  triangle  curviligne  commun  à  ces  trois  cercles  ? 

Méthode  employée. 

Nous  considérerons  l'aire  S  du  triangle  curviligne  aSv  comme  la  somme  de  Taire  ï  du  triangle  de 

sommets  a,  p,  y  et  des  aires  des  segments  de  cercle  sous-tondus 
respectivement  par  les  cordes    Sy,  ya,    iS,    aires  désignées  par 


-lA»    — it.     — n> 


Désignons  par  a,  6,  c  I(>s  loni^ueurs  des  ciités  B(',  CA,  .\U 
du  triangle  ABC  ayant  pour  soiuincts  les  centres  des  trois  cercles 
de  même  rayon,  par  A,  li,  C  ses  angles,  par  .V,  IV,  C  les  angles 

A'  =  '^  =  iïïîi  ;     H  =:  pAC  =  ^  ;     C  =  ^  =  ^BA,     par 

A,,  B,,  C,  les  angles  ?Ay,   yBa,   2C3  elenfinpar  a,  ;'.  -  »•><  .'-.lé» 
,,  du  triangle  de  sommets  a,  3,  y- 

Nous  calculfrons  A,  15,  ("-  fu  lésnlvanl  le  triangle  ABC  dont 
les  c<'»tés  sont  connus.  Ecs  angles  A',   B',  C  sont  donnés  p;ir  les  triangles  isocèles  iBC,  pCA,  ifAB,  donl 
les    trois   côtés   sont   connus;     A,,     B,,    (^    s'en    déiluisiMil   par    les     fDruiules       A|  =  B'-t-r.'  —  A; 
B,  =  (;'-4-A'— M  ;     C,  =  A'+B'  — C.     Il  est  alors  laiilc  (L'calcnler  les  longueius  d»>s  cordes  ».  >.    . 
dans  «les  cercles  de  rayon  connu  et  les  aires  des  segments  «piVlles  sous-lendent. 

Pour  abréger  les  calculs  nous  supposerons  que  le  rayon  commun  aux  trois  cordes,  soil  5"^"»,  es!  pris 
pour  unité  ;  il  nous  sullirade  multiplier  l'aire  oblenue  par  2")  pour  avoir  on  conlim«"^tres  carrés  le  résuUal 
demandé. 
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Calcul  innfïv'TujMC. 


Données 
a  =  1,0 
b  =  J,4 
c  =  1,2 
K=  1 


a  +  //  -^  c  =  2p 


"2  pi])  -  a) 


0 


Formules 


cosA'  =~-  0.8 
cosB'  r=  0,7 
cos  C  =  0,6 


P  =  2sin-i- 


'2/ 


'^' ^        /B,  =  c  -+-  A'  —  H 

t^il  ^     /(/.-a)(p-/>)f^^^  ^  A'  +  B'-C 
2  >'  ;^i79  —  c) 


^    .     A, 

2sm  -^ 

r.      .         Hl 

2sin     ' 

2 

2sin  -^ 

-  -T-  ?  +  Y 

^/(/_a)(/_px/- 

-ï) 

A|  —  sin  A| 

2 

B,  — siriB, 

2 

G,  -sinC, 

liéniUal 

=  0,14872 
-2oS=  3cn'%7J8 


CAi.t:uL  i>i:  A,   B.  C. 


Ca  le  II Is  a uxilia  ires . 


2;;  =  4,2 
p  =  2,1 

p  —  a  =  0,5 
p  —  /j=  0,7 
ji9  —  r  =  0,9 


lo^-;)  =  0,32222 
\o-(p  —  n}  =  1,60897 
log  /  r,8'to10 

logt/ ,     .  r,9:)'i.2i 


A 


C aïeuls  définitifs. 
1,88002 

T,s8898      =  Iogtg4r,o:i       d  =  h 

2.8  2 

1,20  9 


log(;>— ^)  =  1,84510 

loiï(;)  —  ri  =  T,9f)424 

colog  p  =  T,(i777S 

cologf^  — fl)  =  0,30103 


\o^{p  —  a)  =1,69897 

\oii{p  —  e)  =  r,9-)'t24 

colog;j  =  r,67778 

colog  (;)  —  /»)  =  0. 15490 


1} 


21ogti;—  =  1,48589 


log(;j  — r?)  =  7,69897 

logO^—  l>)  =  T,84.-)10 

cologp  =  r,07778 

co]ogip  —  c)  =  O,0io70 


C 


21og  tg—  =  1,20761 


A 

= 

4r,953 

A 

=  T,  74294 

= 

83^900 

B 

Î",7't291 

ogtg32M7 

D  = 

=  16 

3,2 

= 

2 

32-,  172 

B 

=  1,63380 

~- 

6  4 ',3  44 

C 
ogtg  — 

T,(;:î379 

og  tg  25  ,87 

D  = 

r  19 

0,95 
C        _ 

2         "~ 

05 

25  ,8705 

C 

51  ,7/.  1 

\év 

fication  ; 

A  = 

83-,906 

B  = 

64  •,344 

C  = 

51, 741 

A  +  B-hC  =  199 ',991 


TRIG().\OMKTH[E 


r,i[ 


Calcul  de  Aj,  B,,  C, 


Calculs  auxiliaires. 


cos  A'  ^  0,8 
lo-  cos  A'  =  r,90309 

ï,90312       =  log  cos  40-^,96        D  =  H 

—  "1,7  3 

—  0,27  3 


A' 


40^963 


cos  B'  =  0,7 
logcosB  =  r,84ol0 

r,84514       =log  cos  50^03        0  =  7 
—  3,3  3 

~0,W  7 


B' 


30^636 


cos  C  =  0,6 
logcosC  =  1,77815 

1,77818       =logcos  59^03         0  =  9 

—  2,7  3 

—  0,27  3 


C 


59',033 


Calculs  définitifs. 


B'  =    30^636 
C  =    o9-,033 


B'^C  =  109^609 
A  =    83^906 

A,  =    23^,763  =  -^^— ^TTTT- — radian- 


200 


20- 


.00  =  «•''*^« 

5  0,078o4 

0,7  0,0HÛ0 

0,0C,  0,00094 

0,003  0,00003 


A,  =  0,404()9  radians 


C  =  39^033 

A'  =  40-,g63 


C  -h  A'  =  99-, 996 
B  =  64- ,34  \ 


.,„    ,.^        35,632.-       ^. 
15,  =  Jo"^,6o2  =  ^-rrr. radian-^ 


iOO 


30  2o;y=  0,4712'. 

3  0,07854 

0,6  0,00942 

0,05  0,0007i) 

0,002  0,00003 


B,  =  0,36002  radians 


A'  =  'i0',963 
IV  =  50\636 


A'4-B'  =  91 -,599 
C.  =  31 ',741 


C,  =  39'.83S 

'"w  =  "•'•'-* 

<)  0.rti:î7 

0,8  0.01237 

0,03  O,0lM>79 

0,008         0.0(X)l:{ 


39,838. 
2ÔÔ~ 


radian.*^ 


C,  =  0.62010  nulians 


o32 


TRIGONOMÉTRIE 


Calcul  de  ï,  Sa,  ïn.  Se 


Calculs  auxiliaires. 
A,    =  25', 763 
—  =  12-, 881 


logsin2o',76    =  1,5951 5 
3  4,8 


n  =  1 6 


losfsin  Al 


=  1,59520 

T,595i7      =log  0,3937       D 

Q  C)  9 


lopj  sin  12' 


.88    = 


los  sin 


Al 


sin  A|  = 

0,39372 

=  r,  30307 

1) 

._ 

33 

3,3 

=  r,  30310 

T,30298   = 

kn 

,0,2009 

U 

= 

22 

II 

5 

sin—!-       =        0,20095 


B,   =  35^652 
-Ëi  =  17  ,820 

9 


logsin35--,05    =  1,72524 
2  2  2 


D  =  11 


losjsin  B, 


=  1,72526 
7,72526 
sin  B, 


log- 0,53120 
0,53120 


log  sin  17, 82    =1,44134 
6  14,4 


l)  =  24 


1        •     ^^' 

log  sin  — 


1,44148 

1,44138      =log0,27G3      I)  =  16 
9,6  6 

sin—!-     =        0,27636 


Calculs  définilifs. 

a  =  0,40190 
i  =  0,55272 
-;  =  0,61592 

2/  =  1,57054 

/  =  0,78527 

/_a  r^  0,38337 

/_3  =  0,23255 

/  — Y  =  0,16935 

log  0,7852    =1,89498 

7  4,2 


log/  =1,89502 

log  0,3833    =  T,58354 

7  7,7 


log  (/—a;     =  1,58362 

log  0,2325    =  r,36642 
5  9,5 


log(/—  p)    =  1,36652 
log  0,1693    =  r,22866 
5  12,î 


ln-(/  — V      =1,22879 


log  /  =  r,89502 

log(^/— a)  =  r,58362 
log  (/  —  i)  =  r,36652 
log  (/-y)  =  r,22879 


2  log  i:  =  2.07395 
log  £  =  r,03647 


1)  =  6 


D  =  11 


I)  =  19 


0  =  25 


1,03623     =  log  0,1087     I)  =  iO 
24  6 


0,10876 


A,  =  0,40469  radians 
sin  A,  =  0,39372 


2i:,  =  0,01097 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


o3:i 


Calcul  de  S,  Sa,  -h,  -c  (suite). 


Calculs  auxiliaires. 
C,    =  39-',8o8 

-^  =  19-,929 


logsin39',8o    ^  1,70781 


D  =  9 


logsin  Cl  =  1,7678!S 


1,76782     =log  0,5859      U  ==  8 
5,6  7 


siii  C, 


0,5859: 


logsin  19 -,92    =  1,48830 


I)  =  n 


9 


18,9 


logsin— î-         =  1,48819 


1,48841  =  log  0,3079      D  =  14 

8,'i        6_ 

C, 

sin— î-  =        0,30796 

2 


(.'a lents  définitifs. 

H,  =  0,56002  radians 
sinB,  =  0,53120 

2vu  =  0,02882 


C,  --  0,62610  radians 
sin  C,  ^-  0,58597 

2ï.,  =  0,04013 


2v^  =  0,01097 
Sïu  =  0,02882 
2vc  =  0,04013 

2(Sa  4- 2„-f-Vc)  =  0,07992 
v,-hv„-f-vc  =  0,03996 


Très  bonnes  solutions  de  MM.  A.  Couktois,  à  Sedan  ;  G.  Lacm,  à  Rodez;  K.  N.  Babisien. 


A.  S.   L. 


GEOMÉTHII-   DKSCKIPIIVi: 


1997. — JNTERSIiCTlO.N  o'u.N  TDHE  ET  d'u.N  CYLLNDIIE  DE  KKVOLOÏION.  —  Données  :      Oo'  =  IS*-'"',      O'a    =  û'h"  =  o'c  =Z  iciu. 

Un  arc  de  circonférence  situé  dans  le  plan   de  frotU  1  est  projeté  verticale- 
ment suivant  h'-m'c  de  centre  «'. 

Le   tore    est  engendré  par   cet  cire  de  circonférence  lourttant  autour  de  la 
verticale  du  point  o. 

Le  cylindre  de  révolution  a  pour  axe  la   droite  (I,   l'),  et  pour  contour  appa- 
rent vertical  les  deux  tangentes  à  l'arc  b'tn'c',  menées  parallèle  m  m:  't    I 

Représenter,  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  ca: 

[°  En  projc.tion  horiionlale,  la  partie  du  cylindre  extérieure  au  . 

2"  En  projection  verticale,  la  partie  du  tore  extérieure  au  eylimi' 

Le  cylindre   sera  limité  par  deux  plans  de   profil  situés  à   H  cenitmèlrcs   de 
dislance  du  point  o,  o'. 

On  représentera  en  traits  noirs  discontinus  ou  en  traits  routes  la  construc- 
tion d'un  point  ijuclconque  et  de  sa  tangente. 

Titre  et  cadre  inutiles. 

(Ecole  (/('S  \fines  de  Saint- Etienne,  coiieouri  «/c  /•'//.» 

Le  lorc  ;i  pour  contour  apparoiit  \orli»al  los  deux  porlions  /"</'  de  la  langenlo  ooiniuune  aux  deux  po»ilion> 
du  cercle  mobile  situées  dans  le  plan  (le  front  de  l'axe  oo'b'  et  les  deux  denii-cireonféronces  telles  que  /^  m'  fl 
qui  raccordent  ces  deux  tangentes  l'une  à  l'antre.  Il  l'andrait  y  joindre  les  deux  arcs  de  méridien  -  '  r'y, 

qui  se  trouvent  cachets  par  la  surface   extérieure  du  tore.  En  projection  horiAonlale  le  contour  .  »e 


9^ 


.";J".K^j£jTi£>]r 


.3*.  ht  cxUmin  i 


W'iv/ijûi  "ifîre 


T».   '     I  jitf 


LOT  t  .  L.i 


-*  li!^  .ft»  • 


-*  »(!.aai  B.ee!:  45i»  x^ 


éQffiit  i«  (iieiH!u.*-a:ve    '**  teiiflDtt  iPfsCti  «  ^^iw'ii/  fi  aattw   ifÇ;t~  1  ■^■xa£  i  »*fl»  «  (TOS-  -i3<*,  «s 


•JE  ta«nù<pf  -i~  «:ân«R.Li. 


'P^rftojŒ  re'«WQt:  é(3an:    a  pc^c-f*f   *«ir  cififtie   é 


s  -wa;  't  tav-fs-nf-    k  r«5.*  'i*  Ifinsall  ««  «  l  u 


^c  ©a  ireoipe   i^  oi/aun^e 


»  - 
IL -j  X 


'.v) 


H-  :=  t        t-'iii''     ut*    tfiinMlteS-        /    := 


-TT       *   ♦    ^ 


ijidi  f{^--:  ■■'■'■' ••'  f-i   OT< 


re  Bar 

'}   î 


X',/.  _  ^  _ 


/  i/ 


l':chell4  :  — 
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QUESTIONS  -PROPOSÉES 


La  tangente  en  w  à  la  projection  horizontale  est  la  même  qu'au  point  w  du  parallèle  du  tore,  et  par  suite 
est  perpendiculaire  sur  oic,  soit  v:-. 

Ponctuation.  —  En  projection  horizontale,  puisqu'on  enlève  le  tore,  il  faut  supprimer  les  portions  de  géoé- 
ratrices  piui  et  p2»2  intérieures  au  tore  et  la  courbe  de  section  devient  visible  jusqu'au  point  double,  à  partir 
duquel  elle  est  cachée  jusqu'au  point  de  rebroussement. 

En  projection  verticale,  le  cylindre  étant  enlevé,  il  faut  supprimer  la  portion  de  contour  apparent  vertical 
du  tore  qui  cstintérienrc  au  cylindre,  c'est-à-direla  ligne  »//■',//,;' et  la  ligne  n'jW  ainsi  que  f!,-;',  mais  conserver 
en  liait  ponctué  l'arc  c'g!,. 

On  doit  aussi  tracer  en  trait  ponctué  la  portion  m'u'  de  section  cylindrique  qui  est  intérieure  au  tore. 

Bonne  solution  :  A.  Rousseau,  à  Fournes-en-Weppes. 


Note  sur  la  solution  de  i/épihk  n»  1962  parue  dans  le  n»  d'Avril.  —  Il  y  a  lieu  d'observer  que  la  section  du 
paraboloïde  par  le  plan  du  parallèle  qui  limite  supérieurement  le  solide  est  un  arc  d'hyperbole,  puisque  ce  plan  n'est  pas 
parallèle  à  l'axe  de  la  surface,  l.a  couibe  a  d'ailleurs  le  point  A  pour  sommet,  est  tangente  en  /,  et  /;  aux  deux  génératrices 
communes,  et  ses  directions  asymptotiques  sont  les  horizontales  des  deux  plans  directeurs.  Le  cylindre  qui  donne  l'ombre 
portée  par  cet  arc  de  courbe  est  donc  un  cylindre  hyperbolique. 

Le  lecteur  aura  rectifié  le  premier  terme  de  la  formule  qui  donne  S  et  qui  est       ^      en  sorte  que    S  =  —  (2--(-3v/3), 

2  t) 

ce  qui  conduit  bien  au  chiffre  donné  dans  la  solution. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


2031.  —  I)  un  point  M,  xariablc.  d'une  paraliolc  on  abaisse  les  normales  MP,  MQ,  autres  ijuc  la  nor- 
male en  M. 

l"Lo  lieu  diii)oint  de  icncontre  de  Po  avec  la  tangenle  en  M  est  une  cuhiiiui' ; 
2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  P(J   avec  la  normale  en  M  est  une  quartiqiu'. 
Construire  ces  deux  courhes. 

E.  .\.  Haiusien. 

2032.  -  On  (•oM>i(lèie  les  coi'des  MM'  d'une  eUijiM'  qui  joigiu'ut  les  extri'inilrs  de  deux  doini-diamèlres 
conjugues,  et  l'un  des  sommets  A  du  grand  axe.  Construire  les  courhes  lieux  de  l'orlhocentre  et  du  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  AMM',  et  calculer  leurs  aires. 

E.  .N.  Mmusik.n. 


2033. 


l-]ludier  la  série  de  terme  général     t<„  =  tg(  a  -h  ■  -  ) 


a  claiil  compris  entre  0  et  -^  ri  a  étant  un  nombre  quelconque. 

G.  Lacii,  à  Rodez. 

2034.  —  Déterminer  les  courhes  i)lanes  (C)  telles  que  le  rayon  de  courbure  o  eu 
un  l'oinl  M  (I  r,in  A.M  =  i'  (  ompté  à  partir  d'un  poiiil  lixe  A  de  la  courbe  soient 
lies  |)ar  la  lelalion     p-  —  a^  =  a-     (a  étant  une  constante^. 

On  déterminera  de  prélV'ience  les  coordonnées  x  e[  y  de  M  en  fonction  d'un 
paraïuèlrc  (jui  ]»ourra  être  a. 

{Cerlifcai  d^.  Matliémaliques  yénérales,  Toulouse,  Juillet  l'jiO.) 

(G.  L). 
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N°  10. 


REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


CORRESPOiNDANCE 


Voici  une  petite  aldition  à  ma  solution  de  la  question  1879  ('). 

I  —  I.a  cubique  envisagée   est  une  conchoïde  de   René  de  Sluze,   qui   est  définie  par  la  relation 

OBBM  =  constante  =  iK 

IL  —  L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  son  asymptote  est  finie  et  égale  a  -^-^,   c'est-à-direcinqfois 
Taire  du  cercle  de  diamètre  OL. 

III.  —  Si  l'on  prend  le  point  M'  symétrique  de  M  par  rapport  à  B,  on  voit  que  le  lieu  de  M'  est  la 
cissoide  droite  x(x~  -+-  y^)  —  bj'^  =  0, 

qui  est  encore  une  conchoïde  de  Sluze,  car  on  a  aussi     UB.BM'  =  /-. 

Or,  l'on  sait  que  1  aire  comprise  entre  la  cissoide  et  son  asymptote  A  est  — - — 

II  en  résulte  que  cette  cissoide  et  la  cubique  de  la  question  1879  sont  des  courbes  de  Sluze  jumelles, 

de  même  asymptote  a. 

L'aire  comprise  entre  ces  doux  courbes  est  donc  '2-l\ 
c'est-à-dire  huit  fois  Taire  du  cercle  de  diamètre  OL  (lequel 
est  le  cercle  générateur  de  la  cissoide),  ou  deux  fois  Taire  du 
cercle  de  diamètre  OH. 

IV.  —  Généralisalion  do.  la  question.  —  Si  la  corde  inter- 
ceptée sur  la  droite  x  =  l  a  une  longueur  constante  ia,  au 
lieu  de  -J/,  on  voit  (pie  l'enveloppe  des  cercles  de  l'énoncé  est 

la  cubique 

Ixix'-  -h  y-)  =  {a-  -f-  /■-)x2  -\-l*y\ 

dont  Té(iualion  polaire  est 


If  a^ 


i 


a- 


l 


p  =  —-  COS  (o  -\ 

/  COS   !•! 


C'est  encore  une  conchoid(>  df  Slu/.e.  le  produit  OH. DM 
étant  alors  a-.  Pour  (t  =  l,  on  retrouve  la  conchoïde  cor- 
respondante de  Ténoncé.  Pour  le  point  M'  syinoliiqu'^  de  M 
par  rapport  ;\  B,  avec 


OB  = 

COS  t.. 


BM  =  BM'  =  —  cos.o, 


on  a  la  concli(Jùle  de  ^\u/.q  jumelle  de  la  conchoïde  (1' 


C"S  (o. 


COS  (o 


(I)  Voir  /((■)'/((',  11"  (le  mai  I'.)I2,  paRo  V.)7.  (Kcolo  dos  Ponts   t-l  C.li.uissr 


•ours  do  mil.) 
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Ces  deux  cubiques  ont  pour  asymptote  commune  la  droite     x  =  /. 

Les  aires  comprises  entre  chacune  de  ces  cubiques  et  leur  asymptote  sont 


Ui  - 


U. 


4P  '  ^'  4/- 

De  sorte  que  Taire  comprise  entre  les  conchoïdes  jumelles  (1)  et  (2)  est 

U  =  U,  4-  U,  -  27ra^ 
On  a  donc  ce  résultat  remarquable  que  cette  aire  est  indépendante  de  la  longueur  l  (lorsque    a  <  2/). 

Si     ay-'il,     on  a  pour     Ui  4- l  2,  l   =  "i^^  • 

Pour    a  —  U     on  retrouve  bien  les  résultats  précédents. 
Les  points  d'iiitlexion  de  la  cubique  (1)  ont  pour  coordonnées 

_3 

_    U{1'  ^  a^)  _  _^  M/^  +  g-)"^  _ 

"^  ~     4/^-ha^   '  y  -  —  ^3(4/2  _^  a-i)  ' 

Ceux  de  la  cubique  (2)  ont  pour  coordonnées 

4/(/^  — g-)  __^  \[l'  —  a')'^ 

'^'  ~     Ai'  —  g-    '  '^  fs{U-  -  g-)  ' 

Ces  résultats,  el  en  particulier  la  généralisation  de  la  question    1S7'.>,  m'ont  été  suggérés  par  M.  le 

K.  N.   B  Ainsi  EN. 


L'-Coloncl  Welsch. 


SUR  LE  MOUVEMENT  DANS  UN  PLAN  DUNI':  DHOMi:   DE  LON(iUi:ili  CONSTANTE 

ET  SUR  LA  TIIÉOHIE  DU  CI-NTHE  LNSTANTANÉ 

par  M.  Raymond  Béer. 


Soient  AR  la  position  au  temps    t    de  la  droite  de  longueur  /,    ATV  sa  position  au  temps     /-h  dl. 

Soient  a,  S.  les  angles  avec  AU  des  demi-tangentes  aux  trajectoires  des  points  A  et  H,  dans  le  sens 

du  mouvement,  a',  ji'  les  angles  analogues  aux  points  A',  B',  i  l'angle 
de  contingence  à  la  trajectoire  du  point  A  et  y  l'angle  de  A'R'  avec 
AR,  rpi'on  supposera  positif  pour  fixer  les  idées. 

Ilelalion  entre  les  vitesses  des  points  A  et  B.  —  On  considère  le 
contour  AA'B'BA  cl  on  le  projette  sur  la  demi-droite  A13  et  sur  la 

demi-droite  AN  faisant  avec  la  première  1  angle      -+-  — • 

En  se  bornant  au  1"  ordre,  il  vient 

(    /  =  v^dt .  cos  a  H-  /  —  Viidt .  cos  p, 
l   0  =  tvc/^sin  a-f- /y  —  viidt.sin'i. 
Va  et  ub  désignant  les  vitesses  des  points  A  et  B. 


En  divisant  par  dl  et  appelant  cj  le  quotient  -y-,   il  vient 

(    vx  cos  OL  —  Vu  cos  ^  =  0, 
(    Va  sin  p  —  Va  sin  a  =  /w, 
relations  bien  connues  entre  les  projections  des  vitesses  des  points  A  et  R  sur  AB  et  sur  AN. 


(i) 
(2) 


Relation  entre  les  accélérations  des  points  A  e/  B.  —  Cherchons  d'abord  des  expressions  simples  de 


d<x  d^ 

T-     et     — - 
dt  dt 
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On  a  immédiatement 


+  .  =  a' 4- Y, 


d'oii 
et 


Y' 


d'j.  z           Y 

(IL  ~    dl        lit' 

dot.    _    Vf,  d'il           «y 

dt          p^  '               dt          On           ' 

Pa,  Pu  étant  les  rayons  de  courbure  des  trajectoires  aux  points  A  et  B. 
Cela  posé,  dérivons  (1)  et  (2)  en  tenant  compte  de  ces  expressions. 
Il  vient 

do/,  .        /  i',v  \  H       r  doii 


1^  !^  cosa-..,sin.(-^ -.)]-[-';:!  cosi-..sin:^(|i-o.)]=.0, 


diis 

~     IT' 


et  en  simplifiant  en  tenant  compte  de  (1)  et  (2j, 

V 


dox  Ua^     .      \       /  dvii         ,        Un"     .    „  \  , 

-r—  cos  a sin  a    —    — -—  cos  i  —  —  sm  3     =  -h  /c 

dl  Ça  \    dl  p„  "^  ' 


dvii    . 


dt 


sin  ^  H cos  p 


—7-   sin  a  H cos  a  1  =  /  — - 


Si   1  on  remarque  que  — ; —    et   sont   les   composantes  suivanl  la    lani,'ênle  et  la  normale  de 

dt  0^ 

laccélrralion  ae  A,  on  voit  que  les  parenthèses  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  sur  AB  ut  AN 
des  accélérations  de  A  et  B. 


D'où 


proj.Au  (accélér.  de  A)  —  proj-vu  (accélér.  de  B)  =  /w-, 

d<ji 
proj  AN  (accélér.  B)  —  proj.AN  (accélér.  A)  =  ^  —• 


(3) 
(4) 


Application  à  la  notion  de  centre  instantané  de  rotation  et  de  centre  des  accélérations 
dans  le  mouvement  plan  d'une  fiyure  plane  invariable. 

L'existence   de   ces  points  rcmar(|uables  est  évidente  si  l'on  traduit  par  un  énoncé  les  formules 

(I),  {^).  (3).  ro. 


yj\ 


V^A 


.'^\ 


B\- 


■\    ''A. 


I. —  JLlant  donnés  deux  points  A  et  B  d'une  figure  piano  invariable,  la 
,,^'^.      vitesse  du  point  B  est  la  somme  i^éomélriquo  de  la  vitesse  de  A  et  de  la 
vitesse  que  prendiait  B  par  l'elTet  d'une  rotation  t-»  autour  de  A. 

II.  —  L'accélération  dt;   15  est  la  somme  j,'éomélrique  do  raccélëration 

(le    A    et    (le  l'accélération    <iue   prendrait  15  par  ItlVct  d'une  rotation  (* 
autour  (le  A. 

Centre  inshnittinr.  —  Si  l'on  porte  sur  la  normali'  à  la  trajectoire  d'un 

point  A  (iiiclcoiiquc  iint>  U)ni^u(Mir    —  dans  le  sens  convenable,  i»n  obtient 


d'après  I,  un  point   B  de  vitesse  milli'.  La  \il('>^M'  d'un  point  C  (|uelcon(|ue  est  normale  à  Rf.  et  légale  à 
BCx<". 

Le  point  B  est  évideninu'nl  uniiiut'. 


5i0     SUR  LE  MOUVEMENT  DANS  UN  PLAN  D'UNE  DROITE  DE  LONGUEUR  CONSTANTE 


Cenlre  des  accélérations.  —  Je  dis  qu'il  existe  de  même  un  point  doat  l'accélération  est  nulle 
En  effet,  d'après  II,  étant  donné  un  point  A  d'accélération  G,  un  point 

B  situé  à  une  distance  /  sur  une  droite  inclinée  de  l'ungle  aigu  a  sur  AG 

aura  une  accélération  nulle  si  l'un  a 


G    COS  V.  =   /co2, 
f/co 


/aj2 


G  sin  a  —  / 


dt 


qui  déterminent  uniquement  a  et  /  : 


1t 


B 


C/^ 


/  = 


Alors  l'accélération  d'un  point  C  (luelconque  de  la  ligure  est  la  mr^me  (jue  l'accélération  due  à  une 
rotation  (o  autour  de  B. 

Application.  —  Formule  de  Savanj.  —  Ayant  établi  l'existence  du  centre  instantané,  on   en  déduit, 
^       par  une  démonstration  clas>i(iue,  que  le  mouvement  d'une  ligure  plane  dans  son 
plan  peut  s'obtenir  par  le  roulement  de  la  courbe  C,  lieu  des  centres  instantanés 
dans  le  plan  mobile,  sur  la  courbe  Ci,  lieu  des  mémos  cenires  dans  le  plan  fixe. 
Calculons  l'accélération  dn  centre  inslanlané  I  au  temps  /. 
Soient   I|    sa  position  an  temps     t  +  dt,  !'     le  nouveau  cenlre  à  la  mi'me 
époque.  Menons  les  normales  aux  points  I,  I',  I,.  Nous  formons  le  triangle  00,0... 
[>a  vitesse   de   I    au    temps   /   étant   nulle,   et   sa    vitesse   au    temps       /  hdl 


i 

\    étant 

égal  à 

< 

0 

0 

dl 
Jii 

dr^ 


son  accélération  est  —, —  •    C'est  donc  un    vecteur    n')rmd   à  C  et 
dl- 


et 


Or  dans  le  triangle    11,1'   on  a,  en  se  bornant  au  ^"  ordre, 

II,    r=    Il  î^ 

=    Il'Xi. 

=  =  îôT  4-  foj; 

11,  R'  étant  les  rayons  de  courbure  en  I'  des  courbes  C  et  Ci. 

D'ailleurs  i  =  ix,di. 

hlgalant  les  deux  vah^urs  de   s  et  posant 1 ,  =  — >     il  vient     II'  =  a^dt. 

H         R  a 

Alors  11,  =  ,i„>-:diy- 

ct  l'accélération  de  l  a  pour  expression  aw^. 

(^ela  [)Osé  si  on  considère  un  point  quelconque  B  de  la  figure,  à  une  distance     IB  =  /     sur  une 
droite  inclinée  de  0  sur  la  normale  en  I  à  la  base,  la  projection  de  son  accélération 


(3) 


sur  IB  est  —  ■ — 


l' 


.-'B 


Pu 


La  formule  (3)  appliquée  au  segment  IB  donne  alors 


w-il  COS  0 


/w-, 


ÉGOLK  DES  PONTS  KT  CIIAUSSÉF? 


a  cos  0  =  /(  1 ], 

i 


ce  qui  est  la  formulo  nirme  de  Savar^'. 


i 


a  cos  0 
1 
a  cos  0 


l(?^-l) 


o4! 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  {Coîuours  de  1911.) 
(Cours  spéciaux  et  places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  couducteurB.^ 


1974.  —  1'^  Comment  fnui-il  choisir  les  nombres  réels  a  ci  h  pour  que  l'équation 

(1)  x^—'6a'^x-\-  0=0 

n'ait  qu'une  seule  racine  réelle  el  que  cette  racine  soit  comprise  entre  0  et  i? 

2'^  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  a  et  b  pour  que  l'équation  (I)  ait  une  racine  double  d'une  autre? 

3"  Cette  relation  rentre-t-elle  dans  les  conditions  obtenues  au  \°  ?  Pouvait-on  prévoir  qu'elle  y  rentrerait 
ou  qu'elle  n'y  rentrerait  pas? 

4°  Prenant     h  =  0,     résoudre  l'équation  (i)  lorsque  l'une  de  ses  racines  est  le  double  d'une  autre. 

1.   Pour  que  réqualion    f(x)  ^  x^  —  3a-x -\- h  =  0    ait  une  seule  racine  réelle,  il  faut  qu'on  ait 
4(— 3a2)3-f-27^'^>0,     ou     b^'  —  An'^O,     on  encore     (b —  2a^){b -{-2a')->0. 

('ette  condition  exprime  que  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a  et  b  est  situé  dans  la  région  posi- 
tive de  la  courbe  définie  par  l'équation 

((/ -  2x^X.y  +  2x')  =  0. 
Cette  courbe  se  compose  do  deux  cubiques  synnétrlques  par  rapport  ù  l'origine,  tangentes  à  l'origine 
à  l'axe  des  x  el  admettant  des  branches  infinies  paraboliques  dans  la  direction 
Oy.  Chacune  d'elles  est  symétrique  de  l'autre  par  rapport  à  Ox  et  par  rapport 
à  0//.  La  cubique  y  —  2x^  =  0  est  représentée  par  les  deux  arcs  U(i  el 
OGi  et  l'autre     y-h±t^  =  0     par  OG'  el  OG,'. 

La  région  positive  de  l'ensemble  de  ces  deux  courbes  est  la  région  ijui 
confient  0^.  Donc  le  point  (a,  b)  doit  être  dans  cette  région,  (pie  nous  cou- 
vrons de  hachures  parallèles  à  Or. 

De  plus,  pour  (|ue  runi((ue  racine  réelle  de  l'équation  soit  comprise  entre 
0  et  1,  on  doit  avoir 

/■(0)A«)<0,  ou  /,(|  _:{„2-4-6)<0; 

cl  celle  condition  ex{)iiine  que  le  point  [a,  h)  doit  être  dans  la  région  néga- 
tive do  la  courbe 

y([  -S-v'-hy)  =  0. 
Celte  courbe  se  compofe  de  l'axe  des  .r  et  dune  parabole  P.  nyant  pour 
axe  Oi/,  pour  sommet  le  point      S(.r  =  0,     y  =  —  I),      el  dont  la  concavité 
est  dirigée  vers  les  y  positifs. 

Celle  parabole  rencontre  la  eultique  y  =  ir^  en  des  points  dont  les 
abscisses  sont  racines  (le  l'éiiuaf  ion  tJ.r  '  =  3.r'*  —  I ,  ou  i»'  —  ;}.r  ' -+-  I  =  0.  ou 
encore    (x- l)-'(5.r-t  L  =  0.  On  voit  ainsi  que  cetfe  pnialioli' louche  labranohe 


OG  au  point    A(x  —  i,    y  =  2),   el  renconli»>  la  branche  OC,  an  poiiil      .N,/ x  = 


-IT'         U 


--t) 


De  mémo,  celte  parabole  P  lou.be  la  branche  OG'  au  point  .\ .   s\m.-li  i(|ue  de  A  par  rapport  à    Oy,  el 
rencontre  la  branche  OG,'  au  point  A',,  syméfri(iue  de  A,  par  rapport  nu  nuMne  axe. 
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La  région  négative  de  la  courl)e  ?/(!  —  3x-  -h  ?/)  =  0  se  détermine  aisément  ;  elle  est  recouverte  de 
hachures  parallèles  à  Ojy. 

Il  en  résulte  que  pour  que  l'équation  f{x)  =  0  n'ait  qu'une  racine  réelle  et  que  cette  racine  soit  com- 
prise entre  0  et  1,  il  faut  que  le  point  (a,  b)  soit  dans  la  région  du  plan  recouverte  à  la  fois  de  hachures 
parallèles  à  Ox  et  à  Oy,  c'est-à-dire  dans  la  région  limitée  par  le^  arcs  OAj,  OAj,  SAi,  SAj. 

?..  Soient  a,  2a  et  a'  les  trois  racines  de  l'équation.  Ecrivons  les  relations  entre  les  coefficients  et 
les  racines,  nous  avons 

(2)  3a-+-a'=0.  2a2-^3au'  =— 8a%  5a2z'  =  — 6. 

Pour  que  l'équation  fix)  =  0  ait  une  racine  douhie  d'une  autre,  il  faut  que  les  équations  (2)  aient 
un  ensemble  de  solutions  en  a  et  a'.  De  la  première  nous  tirons  a'  =  — 3ï,  et  en  remplaçant  a'  par 
cette  valeur  dans  les  deux  autres,  nous  obtenons  le  système  équivalent 


(3)  a'  =  —  3a, 


.,2    _ 


3a-  „         h 


n:   = 


7  6 

ou  encore,  en  remplaçant  la  troisième  par  le  quotient  des  deux  dernières, 

3r/2  ib 

(4)  .'  =  -3,  .•  =  ^,  ,=   ^- 

3a2         /    ~ib    y- 
Pour  que  le  système  ait  des  solutions  il  laut  et  il  suffit  que  1  on  ait      ^^  =  ^      ,      ou 

/  ^    lort-  / 

(5)  343^^  -  !»72a'''  =  0. 

C'est  la  relation  demandée. 

Si  cette  condition  est  remplie,  l'équation  admet  pour  racines    a  —  -      .,  ^      2a  et    a'  =  —3a.    Elle 
a  ses  trois  racmes  réelles. 

3.  Il  en  résulte  que  la  condition  (5)  ne  rentre  pas  dans  les  conditions  trouvées  dans  la  première 
partie  :  puisque  ces  dernières  conditions  expriment  que  l'équation  n'a  qu'une  racine  réelle. 

D'ailleurs,  lorsque  l'équation  (5)  est  vérifiée,  le  point  (a,  b)  se  déplace  sur  l'une  des  cubiques 

ces  courbes  ont  la  même  forme  que  les  cubiques  y  =  rh  2.r%  construites  précédemment.  Mais  comme 
;-^  est  plus  petit  que  2,  les  cubiques  (6)  ne  peuvent  pénétrer  dans  la  région  du  j)lan  où  il  y  a  des 
hachures  parallèles  à  O.r. 


v/ 


4.  Ecrivons  les  équations  (4)  en  y  faisant     h  =  ('»,     nous  obtenons 

a'  =  -.  3a  a'-'  =  —  a  =  — 

7  Sa- 


Pour  que  ces  équations  aient  des  solutions  en  a   et    a',  il   faut  qu'on  ait      — :r-  =  (- — -  V      ou 

/lia' y      ,     ^ 

(  — -  1    =1.     Comme  a  est  réel  par  hypothèse,  on  en  conclut 

3a2 

-^ —  =  i ,  3fl-  =  7,  et  5t  =  1 ,  a'  =  —  »L 

L'équation  est  alors    x'  —  7z-h6  =  0,     et  elle  admet  comme  racines  1,  2  et    — 3. 

A.  ROUSSEAfJ,  à  Fournes-en-Weppes. 

Bonnes  solutions  par  MM.  R.  Biykr:  Théodore  Coppel,  à  Paris;  A.  Courtoi-^,  147°  d'infanterie  à  Sedan;  C  Jacoi'et, 
conducteur  des  ponts  et  cliaussées  à  Grenoble;  0.  L\cii,  à  Rodez;  .\  Lk  M*HCHANn,  à  Paris;  R.  Mankv,  à  AIbi  ;  Paul 
RéMovDix,  154»  (l'infanterie  <à  Léronville  (Vîeuse);  M  Roix,  instituteur  à  Chalon-sur-Saône;  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  Petre 
Skrgescu,  lycée  de  SAverin  (Roumanie)  ;  P.  Veugnes,  ■23«  d'artillerie. 
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1983.  —  On  considcre  loules  les  coniques   V   passant  par  quatre  points  fixes    A,  B,  C,  D    et  une  conique 
fixe  s.    Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  conjugué  commun  à  la  conique   1  et  à 

une  conique  variable  T. 

Soient  /\x,  ?/,  z)  =  0,  g{x,  y,  ::)  =  0  deux  coniques  de  base  du  faisceau  formé  par  les  coniques 
r,  et     h(r,  y,  z)  =  0     l'équation  de  la  conique  fixe  s.  L'une  des  coniques  r  a  pour  équation 

f{^\  y,  =)  -H  >i7Cï',  y,  z)  =  0, 
où  À  a  une  valeur  donnée,  et  le  faisceau  formé  par  celte  conique  et  la  conique  s  a  pour  équation 

f -+- "kg -h  i^h  =  0, 
[jt  étant  un  paramidre  variable.  Le  cercle  cherché,  C,  est  harmoniquement  circonscrit  à  toutes  les 
coniques  de  ce  faisceau  et  déterminé  ainsi.  L'invariant  0,  qui  contient  les  coefûcients  ponctuels  de  C  et  les 
coeflicients  tangentiels  de  la  conique  du  faisceau,  est  donc  nul  quel  que  soit  jx.  Or  il  est  du  second  de^ré 
en  (Ji;  cela  nous  donne  trois  équations  linéaires  par  rapport  aux  coefficients  du  cercle  et  du  second 
degré  en  X.  En  éliminant  À  entre  elles  et  le  coefficient  constant,  c,  du  cercle,  nous  aurons  le  lieu  du 
centre  (a,  b)  de  ce  cercle. 

Mais  on  peut  éclairer  la  question  par  les  considérations  suivantes  :  le  cercle  C  est  orthogonal  aux 
cercles  orllioptiques  de  toutes  les  coniques  du  faisceau  [jl,  en  particulier  aux  deux  directrices  des 
paraboles  de  ce  faisceau  ;  son  centre  est  au  point  de  croisement  de  ces  deux  droites  ;  de  plus,  il  passe 
par  le  centre  de  l'hyperbole  équilatère  du  faisceau  ;  il  est  donc  ainsi  déterminé. 

Chacun  des  coefficients  ponctuels  de  la  conique  f+lg-{-iih  =  0  est  de  la  forme  a -h  X^ -+- uv  ; 
les  coefficients  tangentiels  sont  donc  de  la  forme     K,-  =  A.iji-  -h  2B,).a  -i-  C.X^  4-  2D,X  -+-  SIC.îjl  h-  F,. 

Soient  K,,  Ko,  K3,  Ki,  K-,  K'c,  les  coefficients  de  W^,  v^,  iv-,  tvir,  'iiru,  2hv.  La  condition  pour  que 
cette  coni([ue  soit  une  parabole  est     K3  =  0,     et  la  directrice  correspondante 

2Kg.r  4-  21(4?/  —  K,  -  K2  =  0. 

Soit  alors  (,r,  y)  le  point  de  rencontre  des  deux  directrices;  en  exprimant  que  l'équation  précédente 
est  vérifiée  par  ce  point,  nous  avons  une  équation  du  second  degré  en  ,u  qui  doit  avoir  les  mêmes 
racines  que  l'équation    K3  =  0.     Développons  l'équation  de  la  directrice  ;  elle  prend  la  forme 

P(x),  Q(x)  et   ]{(x)  étant  trois  fonctions  linéaires.  La  première  est    aA^x -t-SA^»/  —  A,  —  A.>  =  0; 
la  deuxième,  4(85X4- K^x-i- 4(B4X4-I%)i/  —  2B,X  —  2E,  —  2BnX  —  2E^  ; 

et  enfin,  la  troisième  est 

2(C,X»  -^  2D,X  +  F-;)x  -h  2(C,X-  +  ^2D,l  4-  Fi);/  —  (C,X-  +  2D,X  4-  F,)  -  (C^Xs  +  2n,X4-  F,). 
Fn  identifiant  avec  l'équation     K3  =  0,     nous  avons 

H(.r) 


P(x) 

jQ(^) 

A:, 

XO,(x-] 

~    Ba^+Ka 

1  -+-  Q.(.r) 

C3X'^  4-  2U:,X  4-  Fa 
équations  qui  peuvent  s'éciire 

V{.v)   _   XQ,(x-)  4-  Q,(.r)    _    X''R,(.r)4-2XR,(j')4-H3(x) 
A;,     ~         B;,X4-K3        "  C3X-4-2I)3X4-F 

L'élimination  de   X  ontic  ces  deux  équations  est  évidente;  nous  avons  d'abord 

,    _   A;.Q,(x)-K3P(.r)  , 
Ïl,\\.r)-A,{),[.r)  ' 
puis,  en  portant  dans  l'équation  en  X-,  nou><  aurons  uni'  éMjnation  du  troisième  dogré*  en   r  cl  y.   Li^  lion 
demandé  est  une  cubique,  en  général. 

II.  noMivr. 
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1976.  —  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Oxyz,  un  point  mobile  M(.x,  y,  z)  de  masse  1  est  sol- 
licité par  un  point  A,  de  masse  i,  par  une  force  attractive  F  =  —  (jl'X  AM,  pendant  que  le  point  A 
décrit  ["axe  des  x  d'un  mouvement  uniforme  de  vitefse  k;  au  temps  i  =  0,  le  point  A  est  en  0  elle 
point  M  part  du  point  U^'x^^y,^,  Zq)  avec  une  vitesse  initiale  dont  les  composantes  sont  a,  b,  c.  1»  Trouver 
les  expressions  de  x,  y,  z  en  fonction  du  temp'i  ;  2"  démontrer  que  lliodographe  du  mouvement  est  une  courbe 
plane,  et  trouver  sur  quelle  ligne  doit  être  le  point  Mo  pour  que  cet  hodographe  soit  une  circonférence  ; 
3"  trouver  In  condition  que  doivent  remplir  les  conditions  initiales  pour  que  la  trajectoire  soit  une  courbe  plane; 
dans  le  cas  particulier  oit  le  plan  de  cette  trajectoire  est  le  plan  des  xz,  et  oii  on  a  en  outre  [jl  =  1, 
k  =  a,     o-o  =  2«,     z^  =  a,     et     c  =  0,     construire  la  trajectoire. 

1.  Les  coordonnées  du  point  A,  i\  l'époque  t,  sont    x  —  kt,     y  =  0,     c  =  0;     celles  du  point  M, 

X,  y,  z.  Les  composants  de  AM  sont  alors  x—  kt,  y,  z.  et  celles  du 
vecteur  MF  =  —  [jl^x  AM,  sont  \  =  —  a»(.r  -  kt),  Y  =  —  .a^y, 
Z  =  —  u'-:. 

Les  équations  du  mouvement  du  point  mobile  M  sont  donc 

d'x 

HF 

dhj 

IF 

d'z  _ 

"'/  IF  ~~  •"''• 

Ce  sont  des  ('>quations  dilTérentielles  linéaires  du  second  ordre  à 
coefficients  constants,  et  la  solution  de  chacune  des  équations  sans  second  membre  est  de  la  forme 
A  cos  lit  H-  B  sin  iJ.t.  D'autre  part,  la  première  admet  comme  solution  particulière  x  =  kt  ;  donc  les 
solutions  do  ces  éqiiaiions  sont  de  la  forme 

/  X  =  kt  +  A  cos  [xl  -+-  A'  sin  ;jl/, 
(i)  )  y~  B  cos  fi/ -h  B'sin  [j/, 

(   z  —  C  cos  [Ji/ -h  C  sin  II/. 

Ce  sont  les  expressions  de  .r,  y,  z  en  fonction  du  temps. 


=  —  ix'X- 


l^'kt, 


-r'î/> 


2.  Los  coordonnées  de  riiodographe  sont 

dx 
~dt 


— —  =  a-,  =  k  —  Au  sin  jjt/  -j-  A'a  cos  iit. 


du  ,  ^, 

— p-  =  ?/,  =  —  Hu  sm  \i.t  -\-  B  [JL  cos  (ji/, 
dt 

—j^=Zi=  —  C'A  sin  [j-t  4-  C'fi  cos  [xt. 


Le  point  (.r,,  y,,  :,,)  se  meut  donc  dans  le  plan 

x,  —  k            A  A' 

?/.                I''  B' 

:^               C  C 


=  0. 


L'équation  de  ce  plan  résulte  de  l'élimitiation  de  sin  u^  cos  -xt.  considérés  comme  inconnues  indé- 
pendantes, entre  les  équations  qui  définissent  j"i,  7,.  :,.  Eu  outre,  les  équations  paramétriques  du  lieu 
sont  bien  connues,  et  l'on  sait  qu'elles  définissent  une  ellipse  située  dans  le  plan  dont  nous  venons  de 
donner  l'équation,  et  qui  a  pour  centre  le  point  {k,0,0). 


MÉCANIQUK  5i5 


Pour  iivoir  maintenant  les  directions  asymptotiques  de  cette  ellipse,   il   est  commode  de  prendre 

pourparamètre  variable     )-  =  tg^  et  de  remplacer  sio  mt  par    — — — ,     ptcos  a/nar     ^   ~  *' 

-  I   4-À2  •     '  1  __>.: 

Les  paramètres  directeurs  du  rayon  OiM  sont  alors 

k{i  -4-  X^)  —  2AhiX  +  AV(1  -  A2), 

-  2B|jlX -^  B';jl(1  -X2j, 

-2C|jlX-^G'.u(1— X2), 
et,  pour     X  =  /,     ce  sont 

A' -Ai,  B'— Bi,  C— Ci. 

11  n'y  a  plus  qu'à  exprimer  que  ces  nombres  sont  les  paramètres  d'une  direction  isolr-qx^.  (■t'si-a-dirt'  que 

(A'  -  ki)^  +  (B'  —  Bi)2  +  (c  -  ay  =  0, 

ce  qui  donne 

A'^  -  A'^  -h  B'^  —  B2  +  G'2  —  C2  =  0  et  A  A'  +  BB'  -^  CC  =  0. 

Introduisons  maintenant  les  circonstances  initiales  du  mouvement  :  pour     /  =  0,      j-,  y  et  :-  se  rédui- 
sent à  a-p,  î/„,  Cq  et  .X-,,  y,,  :,,  à  ti,  />,  c  Ceci  nous  donne 

Il                        /^                        .  /        ^  —  /''  ,         Il 

A  =  X,,  B  =  i/„  C  =  :„,  A'  = B'  =  —  C  = 

H-  ;-t 

Les  valeurs  de  x,  y.  z  sont  donc 

a -A-    . 
X  =  kt  -^  .x-(,  cos  (Ji/  H sm  ;jt/, 

a 

h       . 
y  =  y^i  cos  al  -\ Sin  [J-t, 


C 


C       . 

cos  (!<  H sm  [Ji/, 


et  celles  de  Xi,  yj,  Zi, 


x^  =  k  —  [xj-f)  sin  [Ji<  -H  (a  —  k)  cos  (if, 

i/i  =     —  [Ji(/„  sin  }i.<  -f-  ftcos  |ji^, 

Zi  =     —  fx3„  sin  [it  -h  c  cos  a^ 
Les  relations  qui  expriment  que  ce  point  [x,.  »/,,  :,)  décrit  un  cercle  deviennent 

y-K^l  -<-  î/g  -H  2,i)  =  {a  -  A)'  ■+-  b'  -f-  c2,  («  —  k)x,  -H  6i/„  -t-  cz,  =  0  ; 

elles  montrent  que  le  point  M,,  doit  être  sur  un  cercle. 

3.  Four  que  la  trajectoire  soit  une  courbe  plane,  il  faut  qu'il  existe  des  nombres  r/,  v    ir,   r  tels 

que     ux  -h  vy  -\-  wz  -+-  r     soit  identiquement  nul,  ce  (pii  donne 

sin  lit 

{uXg  -+-  ut/o  -+-  //-:„)  cos  [il  -\-  <u{<i  —  li)  -+■  vh  H-  irc\ r  km  -t-  r    ^  u. 

Ceci  exige  u  =  0,  r  =  0,  M.r„  H- y/(, -h  //':„  =0  et  ii(a  —  k) -i- vb -^  irc  =  0;  ««m  u'  v..ii  Iium- 
lement  en  donnant  à  l  diverses  valpurs  parliculit.res  :     /  =  oo  ,     /  =  0,     t  =  t..     etc. 

Cos  relations  se  réduisent  à  u  =  0,  r  =  0  et  yi/„-+-«'3„  =  0,  vl>  +  irc  =  0;  li>s  deux  der- 
nières donnent      -^  =  —  -  ;     elles  expriment  que    la   vitesse   initiale   est  pitu»>e  dans   le   plan  OxM,,  el 

l'on  conçoit  lacilcMneiil  alors  ipie  le  |)()iut   !\1   reste  dans  ce  plan. 

Four  (lue  le  plan  de  celte  trajectoire  soit  le  plan  des  :.r,  il  laut  en  outre  qn»»  ir  soit  nul.  .Mors  les 

relations  donnent    ?/„  =  0,     A  =  0;     si  on  y  ajoute     [1=1.     k  -  :  a,     .r«  =  2(i.     z^  -    ■•     •••      «•       " 

on  trouve,  pour  valeurs  d(;  x,  y,  z, 

X  =■  (il   \-'ia  cos^ 

z  =  a  cos  /, 

y  =  <>• 

Ces  é([iiations  nietlenl  bien  en  <\  idencc  ce  lait  ipie  la  Irajeetoirt'  est  uni>  eourbe  piano  du  plan  dos  zr. 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Si  on  cliange  t  en  t -h  2tt,  x  se  change  en  x  +  2a-  et  ;  en  :.  Donc  la  branche  décrite  par  le 
point  M,  quand  t  varie  de  0  à  Sti,  se  répète  un  nombre  indéfini  de  fois  à  l'aide  de  translations  paral- 
lèles à  Ox  et  d'amplitudes  toutes  égales  à  'lar..  11  suffit  donc  de  construire  celle-ci.  Or  les  variations 

dx 


de  z  sont  évidentes;  celles  de  x  découlent  de  l'élude  de  la  dérivée, 

1  -  - 

nule  pour     sin^  =  — ^     c'est-à-dire  pour     t  =  —     et     '  ~  ~  "  "p" 


dt 


=  «(1  —  2sin  l),      qui  s'an- 


Alors,  deO  à  — •    x  croît  depuis  2a  jusqu'à     «;3H--;r-'     et  :  décroît  depuis  a  jusqua  — p  ;   le 
t) 


a- 


point  M  décrit  l'arc  AB.  Ue   -^   à    — r-' 

b  o 

tir. 

X  décroît  depuis     (u'i-\ — ^^     jusqu  à 

b 

>«in-i)  ,r  — : ^V^»     6t  3  décroît  depuis  — -— 

"       '  '  b  2 

jusqua ; — )      en  passant  par  U, 


pour     /  =  -—  I  .r  =  — -  );     le  point  M 


décrit  l'arc  liC.   Ensuite,  de  — ^   à  -,    x  croît  depuis     —7^ a^/^    jusqu'il     a- —  2fl     et  :•  décroit  de 

D  n 


ay/3 


à     —a;     le  point  M  parcourt  l'arc  CU.   Puis,  de  -  à  2t,     x  croit  depuis     a- — 2a     jusqu'à 

'■\-    .  3aTt  \ 

^ar.-\-ta     et  z  croît  de     — a     à     -i- a,      en  passant    par  0   pour     /  —  —^  \x  —  —^  |;      le  point   M 

parcourt  l'arc  DEE.   Il  n'y  a  plus  (ju'ii  répéter  un  nombre  indéfini  de  fois  celte  branche  de  courbe. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Coihtois  ;  K.  HovEn,  lycée  de  .Nice  ;  L.  .JAMMts,  lyct'e  île  Toulouse  ;  A.  BoinÉ,  lycée  de  Nancy  ; 
L.  MAniE,  école  des  Anglais,  à  Lyon  ;  Kayoïond  Chirol,  h  .Moulins;  (i  Lach,  à  Kodez  ;  J.  Da<.nau.x,  a  Dijon  ;  A.  Pahmkntier,  à 
Dijon . 


CUNCOUHS  Di:   I!tl2 


Kcoij-:  iM»i.Yri:(:iiMorK 


Algèbre  l't  Trigonométrie. 


\.  —  2035.  '>n  donne  l'équalion  dilVi'renliellc 


siii  2x  —  =  (3  -1-  2  cos  a;  —  2  sin  a;  -H  cos  2x)y  -|-  a  sin  a;  -+-  6  cos  a;  -h  6. 
dx 

lo  Procéder  à  la  recherche  des  intégrales  de  celte  iqualion. 

Déterminer  les  valeurs  que  doivent  prendre  les  constantes  a  el  6  pour  que  toutes  les  fonctions  y  de  la 
variable  x  qui  vérifient  celle  équation  soient  des  fonctions  ralionnelles  de  sin  j;  et  de  cos  x. 

J)ans  ce  cas  seulement,  achever  la  recherche  de  l'iulégiale  i;énérale  de  l'équation  différentielle  proposée. 

2»  I  es  fonctions  y  comprises  dans  Li  formule  trouvée  peuvent  être  représentées  par  des  courbes  K. 
Combien  passe-l-il  de  ces  courbes  par  un  point  quelconque  du  plan".' 


ÉCOLE  POLYTECHNIOUE 


Points  exceptionnels.  Montrer  que  certains  de  ces  points  jouissent  de  la  propriété  suivante:  Les  courbes  K 
qui  passent  en  un  tel  point  ont,  pour  ce  point,  le  aième  centre  de  courbure. 


n.  —  2036.  Etudier  la  vi.rialion  de  la  fonction     y  =   ^2^}^ ^^l^L     ,.t  |a 

1  -f-  sin  a; 

On  déterminera  les  constantes  A,  H,  C  de  manière  que    y  — 


représenter  par  une  courbe. 
B 


37: 


3Tr  >2  3- 

2    ;  2 


C    tende  vers  zéro 


lorsque  x  tend  vers   — 

On    calculera,  avec  des  erreurs  inférieures  ùO,l  le  maximum  de    ij    et   la  valeur  correspondante  de    x 
comprise  entre  0  et  2-. 

N.-B.  I-cs  candidats  sont  autorisés  k  se  servir  de  la  règle  à  calcul  dans  toutes  les  compositions. 

(7  juin,  de  7  h.  à  1 1  h.) 

Géométrie  analytique  et  Mécanique. 

L  -  2037.  lo  Trouver  l'équation  de  la  surface  réglée  S  qui  admet  les  trois  directrices  : 

(   y  =  0, 


i  -\-sfo 

Z   =1   X 


X  =  0  , 


\    x^  -  ,/'  -  Il  -  0. 


2°  Montrer  (jue  S  est  coupée  par  la  surface  S'  qui  a  pour  équation 

z"-  —  x"-  ->r  \J  =0 

suivant  la  même  courbe  G  que  la  surface  qui  a  pour  équation 

X-  +  2/2  —  -"  —  ^'j'  —  y  ^  0. 

X 

Exprimer  en  fonction  du  paramètre     <  =  —      les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  C. 

3o  Trouver  toutes  les   quadriques   Q    ne  passant  pas  par  l'origine,  ayant  leurs  axes  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées  et  tangentes  à  la  courbe  C  en  quatre  points. 


II.  —  2038.  Trie  sorte  d'arbalète  est  formée  dun  tube  rectiligne  et  dun  lil  élastique.  Le  lil  C.MI)  e.st  lixe 
par  ses  extrémités  à  deux  points  G  et  D  de  l'arbalète.  Il  sert,  par  son  élasticité,  à  lancer 
un  projectile  M  guidé  par  le  tube  dont  l'a.xe  AOH  est  perpendiculaire  au  milieu  n  de  CD. 

Ouvert  en  i>,  feruié  en  A,  le  tube  est  évidé  latéralement  de  A  en  <•.  de  ra(;on  à 
laisser  libre  passage  au  fil. 

Pour  lancer  le  projectile,  on  l'acnène  à  l'extrémité  A  de  sa  course,  de  façon  à  tendre 

le  (il  élastiiiue  ;  puis  ou  l'abandonne  à  la  réaction  du  lil. 

4(1 
On  donne     OB  ri:  OC  =  CD  =  a  ;     OA  =   — •     l.f  h!  a  une  section  et  une  masse 

négligeables.  Non  tendu,  il  a  pour  longiu'ui-  naturelle  Gl).   l'eudu  suivant  la  lii,'nt'  brisée 
GMO,     il  agit  sur    M,   pendant    le   mouvement,  comme  la  corde  agit  sur  la  poulie,  dans 

l'étude  stati(|ue  de  la  poulie  mobile.  Sa  tension,  iiroporlioimellc  à  l'allongement,  a  pour  expression     k    " 

Le  projectile  est  assimile  à  un  |)oinl  matériel  île  masse  »><  ;  l'action  du  lul)e  sur  lui  est  assimilée  à  cello 
d'un  plan  incliné  qui  aurait  pour  ligue  de  plus  grande  pente  l'axe  du  lube,  le  eoenicieut  de  frollenient  f  ayant 
la  mèm(>  vahuir  au  départ  et  pendant  le  mouvement. 

t"  Déterminer  k  et  /'  par  les  conditions  suivantes  :  l'arme  étant  verticale,  la  masse  »«  doit  élre  portée  à 
H2»f    pour  que  son  poids  sulllse  à  faire  desctmdre  le  lil  élastique  jusqu'au  point  .\.  Gi'lle  masse  demeure  en  A 

pour  toutes  les  positions  de    liA    taisant  avec  la  veiticale   ascendaiile    un    angle  f'  inférieur  à     ^  .       mais  elle 

part  dès  que  fi  dépasse  —• 

2°  Avec  les  valeurs  tiouvees  pour  h  et  /',  mais  pour  le-^  di\er-<es  valeurs  intagiuables  de  m.  étudier  en 
fonction  de  0  la  portée  de  l'arbalète,  c'est-à-dire  li  dislance  du  point  I!  de  l'arbalète  au  point  de  oluite  du 
projectile  sur  le  plan  borizoutal  du  point  B. 

(»>in,  d*  7  A.  ci  //  A.) 
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ÉCOLE  POF.YTECHNIQUt: 


f> 

s: 

se 

%■-- 

„_ 

\ 

g; 

4/ 

"^ 

^ 

\^ 

"/ 

A 

ï--- 

.._\ 

1/ 

Bord  in/(iru'iir 
de  la  /cnULc 


B 


Epure   de   gèomélrie   descriptive. 

2039.  —  Le  carre  abcd  représente  la  projection  hori/onlule  d'un  tétraèdre  régulier 
ABCU  dont  les  arêtes  ont  I2cin  de  longueur,  l'arête  de  bout  Alî  étant  au-dessus  de  l'arête 
horizontale  CI),  projetée  verticalement  en  c'd'. 

Dans  le  plan  horizontal  de  l'arête  CI),  on  considère  les  deux  droites  qui  ont  pour  pro- 
jections horizontales  ad  et  bc.  Par  ces  droites,  on  fait  passer  deu\  paraboloïdes  ayant  pour 
génératrice  communi!  AB  et  pour  plan  directeur  commun  un  plan  perpendiculaire  à  AB. 

i°  Représenter  par  ses  deux  (irojections  le  solide  coin  pris  dans  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre,  au-dessus  du  plan  horizontal  de  l'arête  CD  et  au-dessous  des  deux  paraboloïdes  ; 

2»  Figurer  les  ombres  déterminées  sur  ce  solide  par  des  rayoris  lumineux  dont  la 
direction  a  pour  projections  {{  et  H'. 

(10  juin,    de   7   h.    à   11   h.) 


Calcul. 
lèche  CM  d'un  arc  de  cercle  AMB  ont  [)Our  longueurs     AB 


31 '".30 


M 


/i  2040.  —  La  corde  AB  et 

"         et     CM  =  l'",t(i. 

1»  Calculer  la    longueur    /    de   l'arc    A.MB    parles  tables  de  logaiithmes  à  cinq  décimales,  avec 
l'approximation  que  ces  tables  comportent. 
^  2°  Calculer  l  avec  la  même  approximalion,  sans  faire  usage  des  tables. 

A  ilO  juin,    de   5    h.    à   G    h.) 

Phi/siijue. 

I.  —  Le  conducteur  creux.  Ses  propriétés  et  ses  applications  électriques. 

II.  —  2041.  Soit  un  crown  et  deux  flints  c,  V  et  F".  Leurs  indices  de  réfraction  pour  la  raie  D  sont  respec- 
tivement nz=l,rîl007,  ■/!'  =  1,57524  et  n"  =  1,640  8").  La  dispersion  de  chacun  de  ces  trois  verres,  dans  le 
spectre  visible,  est  définie  par  le  tableau  suivant  (|ui  fait  connaître  les  valeurs  de  l'accroissement  om  de  l'in- 
dice quand  on  passe  de  la  raie  D  respectivement  aux  raies  C,    il.  F,   il.-. 

on  on'  Zn" 

—  0,00265  —  0.00405  —  0,00545 

+  0,00280  -f- 0.00449  -h  0,00616 

-1-0,00603  -1-0,00991  -1-0,01382 

-4-0,01085  -t- 0.01831  -1-0,02576 

On  forme  avec  le  crown  c  une  lentille  mince  biconvexe  L  dont  les  rayons  de  courbure  antérieur  Bi  et 
postérieur  \\i  ont  pour  valeurs  absolues  respectivement  0"',50  et   I"'. 

■     pour  la  raie   I). 


C 
Tl 
F 


1.  Calculer  la  convergence  —  et  la  distance  focale  o  de  la  lentille 


2.  Dans  le  but  d'achromatiser  la  lentille  L  poiii'  les  raies  D  et  F,  on  veut  nnistruire,  au  moyen  du  Ilint 
F',  une  lentille  L'  destim-ek  être  collée  sur  la  face  de  1™  de  rayon.  Calculer  : 

1"  Le  deuxième  rayon  de  courbure  R|  de  la  lentille  L' ; 

\ 
2°  La  convergence — ,-   et  la  distance  locale  <j>'  de  la  lentille  composée  l-L'. 

3.  Résoudre  le  même  problème  en  remplaçant  le  llinl  F'  par  le  tlint  F'. 

4.  Examiner  les  aberrations  chromatiques  de  L,  de  LL'  et  de  LL"  pour  les  raies  C,  Tl  et  II.,  par  rapport 
à  la  raie  D,  de  façon  à  classer  les  trois  lentilles  par  ordre  de  préférence  à  ce  point  de  vue. 

5.  nn(>  lentille  composée  LL'  étant  achromatisée  pour  deux  raies  D  et  F.  trouver  une  ex[)ression  (jui  carac- 
térise son  aberration  chromatique  pour  une  troisième  r.iie  H  et  ijui  soit  seulement  fonction  des  six  nombres 
suivants  :  n  et  n',  indices  de  la  raie  D  ;  /',  /',  /i  et  h\  accroissements  de  ces  indices  quand  on  jiasse  de  la  raie 
D  respectivement  à  la  raie  F  et  à  la  raie  II. 

On  indiquera,  dès  le  début,  avec  précision  les  conventions  de  signes. 
Les  calculs  seront  faits  avec  l'apiiroximation  de  la  règle  à  calcul  . 

(7  juin,   de  2  h.  à  d  h.) 
(Jiiinie. 

I.  —  Les  acides  phosphoriques  ;   préparation,  caractères. 

IL  —  2042.  On  traite  de  l'acide  azotique  par  un  excès  d'un  mélange  de  sulfate  ferreux  et  d'acide  sulfurique. 
poison  soumet  le  gaz  provenant  de  cette  réaction  à  la  température  du  rouge  vif. 
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Le  gaz  quiaainsi  subi  l'action  de  la  chaleur  et  qui  provenait  de  la  décomposition  d  un  poids  d'acide  azo- 
tique correspondante  ôf.SO  de  AzO-*H,  est  mélangé  au  gaz  résultant  de  l'attaque  de  5e,85  ^&  chlorure  de 
sodiuui  par  un  excès  d'acide  sulfuriqiie  concentré  ;  puis  oa  fait  passer  ce  mélange  sur  des  boules  d'arpile 
imprégnées  d»'  chlorure  de  cuivre  et  maintenues  à  une  température  de  450°  environ.  11  se  produit  une  réaction 
qui  donne  naissance  à  un  gaz  A. 

Ce  gaz  A,  après  avoir  été  desséché,  est  dirige  sur  un  poids  de  li*^  de  sodium  légéreiuenlchaulTé  ;  on  obser>e 
que  le  métal  subit,  dans  ces  con  ditions.  une  augmentation  de  poids  de  4^,616. 

Déduire  de  ces  données  la  composition  qualitative  et  quantitative  du  gaz  A,  après  dessiccation. 

D'autre  part,  le  produit  de  l'attaque  du  sodium  par  le  gaz  A  est  traité  par  l'eau  et  le  liquide  qui  en  résulte 
est  additionné  d'une  solution  d'azolate  d'argent;  il  se  forme  un  précipité.  En  indiquer  la  composition  ;  dire  s'il 
se  modifie  sous  l'ai^tion  delà  (;haleur  et  en  donner  le  poids  après  calcination  à  la  lempératuie  de  JioO'. 

N.  B.  — On  admettra  qu'à  la  température  à  la([uelle  le  sodium  a  été  chauffe  au  contact  du  ■^a/.  A,  il  ne  peut 
pas  se  combiner  à  l'hydrogène. 

Poids  atomi(iues  :     Cl  =  35,5;     0  =  16;     Na  =  23  ;     Az  =  14;     Ag=l08. 

{H  juin,    de    2    h.    à    i   h.) 
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Groupe  I. 

Mathématiques . 

2043.  —  On  considère  trois  axps  Ox,  Ot/,  Oj,  les  axes  Ox  et  Oy  étant  rectangulaires. 

On  donne  trois  circonférences  réelles  (Ci),  (C2),  (C3)  rencontrant  l'axe  Oj  et  situées  dans  des  plans 
distincts,  [)arallèies  au  pian  xOy;oï\  désigne  par  Oi,  Go,  On  les  centres  de  ces  circonférences  et  par  (ai.  .-i.vi' 
(«2,  p2,  72),  (a;t,  i:;,  Ya)  Jeufs  coordonnées. 

l»  former  l'équation  des  quadiiques  passant  par  deux  des  courbes  (Ci),  (Cj),  (C3). 

Toute  conique  rencontrant  chacune  des  courbes  (Ci),  (Co)  en  deux  points  à  distance  Unie  est  silui'e  avec 
(C))  et  (Co)  sur  une  même  quadrique. 

A  (luelles  conditions  doivent  satisfaire  les  données  pour  que  (Ci),  (C2),  (C3)  soieni  situées  sur  une  uu^mo 
quadrique  ? 

On  supposera  dans  la  suite  que  ces  conditions  ne  sont  pas  vériliees. 

2"  Déterminer  les  plans  P  coupant  chacime  des  trois  courbes  (Ci),  (C2).  (C3)  en  deux  points  à  distante 
Unie,  les  six  points  obtenus  étant  situés  sur  une  même  conique,  soit  fS). 

Montrer  ([ue  bis  phitis  1>  sont  parallèles  ù  une  direction  tixe 

Lorsqu'on  assujettit  les  plans  P  à  passer  par  un  point  donne  li.  la  eoniqiu^  (SI  engendre  uiu'  surfare 
cubique  (S). 

Pour  quels  points  lî   la  surface  (S)  est-elle  décomposée,  c'est-à-dire  l'orniie  d'un  plan  et  dune  qtiadrique  ? 

Comment  se  coupent  deux  surfaces  (S)  ? 

3"  Toutes  surl'ac(!  cubique  passant  par  (C|),  ((^2),  (Cj)  peut-elle  être  obtenue  d'après  In  génération 
j)récédente  ? 

On  formera  I'('"([uation  de  la  siiiface  et  on  iliercbera  à  l'écrire  à  l'aide  di-  Mirlaces  cubiques  di-compa^oe» 
vérifiant  les  conditions  imposées. 

4°  On  choisit  les  <'.irconferences  (Ci)  et  (C..)  de  rayon  nul  lO,  et  0..  étant  alors  >ur  »»-i.  les  plans  de  ces 
ciicoiilérences  étant  symétriques  par  rapport  au  plan  .'tti/,  et  le  centre  de  la  circonlérence  (Cj)  dan*  le 
plan  xOj. 

On  désigne  [)ar  (S|)  la  surface  (S)  coirespoiidaiil  a  ces  données  et  passant  par  les  axes  Oi  el  ('y. 

Les  sections  de  la  surface  (Si)  par  les  plans  panllèles  à  .rUy  et  par  les  plans  p.assanl  par  O;  comprennent 
des  circ'onférences  ((î)  et  des  hyperboles  (II). 

Indi(nu'r  la  forme  de  la  surface  (S»)  en  tra»;ant  ces  sections. 

;)"  l'ixprimer  les  coordonnées  d'un  point  (pieliniique  de  la  surface  (S|)  h  l'aide  de  deux  paramètres  tuant 
la  position  des  plans  des  courbes  (C)  et  (II)  passant  parce  point 

Les  laiigeiiles  aux  courbes  de  l'une  des  laiiulles  (C)  ou  00  aux  points  de  rencontre  avec  une  courbe  arbi- 
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trairement  choisie  dans  l'autre  famille  engendrent  une  surface  réglée.  De  quelle  nature   sont  los  surfaces 
réglées  ainsi  obtenues? 

Comment  sont  constitués  les  cônes  circonscrits  à  la  surface  (Si)  et  dont  les  sommets  sont  situés  sur  Oî? 
les  cylindres  circonscrits  dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  plan  xOy  ? 

{Durée  :  (!  heures.) 

2044.  ^Un  point  matériel  M,  de  masse  égale  à  un  gramme,  est  attiré  par  un  point  tixe  0  avec  une  force 

.  ,  1 

mesurée  en  unîtes  C.  G.  S.  par    -y  ,   r  désignant  la  dislance  OM.  (Force  invei-se  du  cube  de  la  distance.) 

1°  Discuter  la  forme  de  la  trajectoire  T  du  point  M  d'après  la  position  et  la  vitesse  de  ce  pointen  un  instant 
particulier  to,  et  caractériser  sur  cette  courbe  les  deux  arcs  correspondant  respectivement  aux  instants 
postérieurs  et  aux  instants  antérieurs  à  io. 

2»  Calculer  les  coordonnées  de  M  en  fonction  du  temps.  Indiquer  les  circonstances  essentielles  du  mouvement. 

3°  La  valeur  arithmétique  de  la  vitesse  à  l'instant  tt,  étant  donnée  et  supposée  égale  à  v,,,  déterminer  le 
domaine  où  doit  se  trouver  M  à  ce  même  instant  pour  que  M  décrive  une  spirale,  quelle  que  soit  la  direction 
initiale  du  mouvement.  M  n'appartenant  pas  à  ce  domaine  à  l'instant  to,  dans  quel  angle  doit  être  dirigée  la 
vitesse  vo  pour  que  l'arc  suivi  par  M  appartienne  à  une  spirale  ? 

4°  Déterminer,  quand  elles  existent,  les  asymptotes  de  T.  Pour  une  des  branches  t  de  T  et  son  asymptote  A, 
calculer  l'aire  comprise  entre  -z,  A  et  deux  rayons  vecteurs  issus  de  0. 

5"  Etant  donnés  deux  points  Mo  et  M,  déterminer  les  valeurs  de  t-o  telles  que  le  mobile  partant  de  M» 
avec  une  vitesse  initiale  égale  à  V(,  et  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  OMo  passe  en  M  dans  le  cours  ultérieur 
de  son  mouvement.  {Durée  :  4  heures.) 

Physirjue. 

\.  —  Comiucnt  trouve-t-on  oxpérimcntaleinent  les  positions  des  foycM-s  et  des  plans  principaux  d'un 
système  optique  centre  dont  l'épaisseur  n'est  pas  négligeable  ".'  (Les  milieux  extrêmes  sont  identiques.) 

Si  l'on  désire  seulement  la  v;ilenr  de  la  distance  focale  principale,  (|uels  procédés  pouri'a-l-on  employer 
|t(Mir  la  mesurer?  On  prendni  ((niinie  exemple  un  objectif  photograpliiiiue. 

Montrei-  (jifon  peut  trouver  la  distance  focale  d'un  objectif  en  faisant  l'expérience  suivante  :  un  (d)je(  plan, 
normal  à  l'axe  de  l'objectif,  donne  une  image  réelle  i[ue  l'on  reçoit  sur  un  écran  E  ;  on  nu-sure  le  rappful  //i 
des  dimensions  de  l'image  et  de  l'objet.  Ceci  fait,  on  di-place  l'objet  suivant  l'axe  optii|ue  de  façon  que  l'image 
reste  léelle.  mais  se  forme  à  une  distance  de  robjeclif  nettement  ditî'érente.  Un  cherche  de  (|uelle  longueur  / 
il  faul  déplacer  (parallèlemenl  à  l'axe)  l'écran  E,  à  partir  de  sa  positiftn  pi-imitive,  pour  (|ue  l'image  soit  à 
nouveau  exactement  au  point  sur  cet  écran.  Enfin  on  délermine  la  nouvelle  \aleur  iji  du  rapport  des  dimensions 
linéaires.  —  Cette  nu'thode  es!  employée  \iO\\r  &>?■<.  ohjen  ifs  de  microscope.  Indiqiu'z  brièvenu'nt  comment  vous 
disposeriez  pr;ilii|Memeii(  re\p(''iience  dans  ce  cas  pîu'lieulier. 

II.  —  2045.  liie  liouleille  de  \erre  est  munie  d'un  système  de  fermeture  (pii  permet  de  la  fermer  hermé- 
ti(iuemeut  el  d'isoler  à  l'intérieur  un  vobnne  exactement  détini.  Toutefois  la  dilatation  de  renvelop|)e  (coelTuient 
de  dilatation  cubitpu'  h  =  0,000025)  p(Mit  faire  varier  légèrement  le  volume  ainsi  emprisonné.  On  emporte 
cette  bouteille  au  sommet  du  mont  iîlanc.  Là,  on  l.i  rem|dil  d'air  sec  à  la  pression  almospliéri(pu>  el  à  la 
température  ambianle  {U  =  —  7*',0)  el  (ui  la  ferme.  Siul  m  la  masse  de  l'air  sec  conlenu  dans  la  bouteille, 
Vi  son  volume  ;u'tuel 

La  bouteille  fermée  est  emportée  (ian>  un  liii)or;iloire,  à  Pai'is,  où  on  l'.iil  les  opérati(Uis  suivantes: 

A.  On  mesure  avec  un  b.iromèti'e  noruiiil  la  pression  atmosphérique  et  on  l'ait  la  correction  de  température. 
Soit     II  =  764,9  millimètr(>s  cette  pression  corrigée  qui  est  ainsi  évaluée  en  iiiillinu''tres  de  mercure  à  0  degré. 

B.  On  place  sur  un  des  plateaux  d'une  balance  une  lare  de  2000  grammes,  ii  laquelle  on  ne  touchera  pas 
par  1,1  suite,  sur  l'autre  plateau  la  bouteille  et  \\\w  masse  Pi  =  1084, '.i  grammes  nécessaire  pour  établir 
re(|uilibre. 

C.  On  plonge  alors  le  col  de  la  bouteille  dans  un  large  cristallisoir  renfermant  de  l'eau  distillée.  Cette  eau 
est  à  la  température  ambiante  h  ■=■  -H  17°, 0,  sa  densité  est  d  =  0,90'.i.  On  ouvre  la  bouteille  :  au  bout  d'un 
certain  temps,  pendant  hMjuel  l'air  qui  y  est  contenu  prend  la  température  de  l'eau  et  se  sature  de  vapeur,  le 
niveau  (le  l'eau  à  l'intérieur  se  tixe  à  une  hauteur  A  =  8[,.j  millimètres  au-dessus  du  niveau  extérieur.  On 
ferme  alors  lu  liouleille,  on  s'assure  que  le  niveau  de  l'eau  à  l'intérieur  n'a  pas  changé  :  l'air  humide  contenu 
dans  la  bouteille  a  ainsi  gardé  le  même  volume  v.  I,a  bouteille,  essuyée  extérieurement  avec  soin,  est  placée 
sur  le  mèuu'  plateau  de  la  balance.  Il  faut  maintenant,  pour  rétablir  l'équilibre,  placera  côté  d'elle  une  masse 
p.,  =  1326,4     grammes. 
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D.  Eiitin  on  icmpiil,  coinplèlemcnt  celte  fois,  la  bouteille  d'eau  à  la  mêine  température  empruntée  au 
ci-istallisoir,  et  ou  la  pèse  encore  comme  précédemment.  Il  faut  cette  loi.s,  pour  l'équililire,  une  masse 
Pa  =z  704,4     grammes. 

Pendant  CCS  diverses  opérations,  ni  la  lempéi-alure  ambiante,  ni  la  pression  atmosphérique  n'ont  varié  de 
(juantités  appréciables. 

On  demande  : 

lo  De  calculei'  le  volume  v  occupé  par  l'air  dans  la  bouteille  au  moment  où  on  l'a  fermée,  dans  l'expériencT 
G,  et  le  volume  intérieur  V2  de  la  bouteille  à  ce  moment; 

2°  D'évaluer  avec  la  même  unité  que  H,  cest-à-dire  en  millimètres  de  mercure  ilu  baromètre  du  laboratoire, 
supposé  à  0  degré,  la  pression  atmosphéi-i(pic  x  ([ui  existait  au  sommet  du  muni  Blanc  au  moment  où  la 
bouteille  y  avait  été  fermée  ; 

3°  (Juellc  sei"iil  la  marche  à  suivre  si  l'on  voulait,  connaissant  cette  valeur  de  x,  calculer  la  quantité  de 
chaleur  qui  était  nécessaire  ce  jour-h  au  sommet  du  mont  Blanc  pour  porter  1  kilogramme  d'eau  à  sa  tempé- 
rature d'ébullition  et  pour  la  transformer  en  outre  complètement  en  vapeur? 

4»  Si  on  avait  consulté  au  sommet  du  mont  Blanc  un  baromètre  à  mercure  normal,  à  l'instant  où  on  a 
fermé  la  bouteille,  et  (ju'on  ait  ramené  le  résultat  à  ce  qu'il  aurait  été  à  0  degré,  aurait-on  lrou\é  exactement 
la  valeur  de  x  calculée  précédemment  ?  .Ne  peut-on  pas  piévoir  théoriquement  une  diflérence  systématique 
dont  on  peut  estimer  l'ordre  de  grandeur  ? 

Montrer  que  la  mesure,  faite  avec  un  manomètre  à  liquide,  de  la  pression  d'un  gaz,  ou  de  la  tension 
maxima  d'une  vapeur,  ou  encore  d'une  tension  de  dissociation,  permettrait,  si  elle  était  faite  avec  une  précision 
suffisante,  de  comparer  les  valeurs  de  l'accélération  de  la  pesanteur  aux  diftérents  points  du  globe.  ln(li<iuer 
brièvement  les  avantages  et  les  inconvénients  de  cette  méthode,  comparée  à  celle  habiluellenu'nt  employée. 

Données  numériques  : 

Tension  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  I7o  :     f  -—  14,4     milliniètres  de  mercure  (Regnaull). 
Densité  du  mercure  à  0»  :     D  =  1.3, 60. 
Altitude  du  mont  Blanc  :  4810  mètres. 
Altitude  (lu  Laboratoire  à  Paris  :  60  mètres. 
Latitude  du  mont  Blanc  :  46°. 
Latitude  de  Paris  :  49». 

Valeur  de  g  pour  un  point  au  ni\eau  de  la  mer  cl  de  lalilude  L  : 

g  =  980,61(1  —0,00255  cos2L). 

(Durée  ,-  G  heures.) 

Groupe  II. 

Physique. 
l.  —  Lois  de  l'électrolyse. 

IL  —  2046.  1°  Quel  est  le  diamètre  de  l'image  réelle  du  soleil  donnée  par  une  lentille  eon\ergenle  de  50 
centimètres  de  distance  focale  et  dont  l'axe  optique  est  dirigé  vers  le  centre  du  soleil  ?  Le  >oleil  est  \u  de  la 
terre  sous  le  même  angle  (ju'un  disque  de  I  centimètre  de  dianu'lre  pl;ué  mu'nialemeut  à  la  ligne  de  visée  k  108 
centimètres  de  l'ceil. 

2"  Soit  h  le  rappori  entre  les  dimensions  linéaires  de  l'image  réelle  d'un  ohjet.  lUumee  par  une  lentille 
convergente,  et  celles  de  l'objet.  L'objet  es!  plan  et  son  plan  est  iu)rmal  à  l'axe  opliiiue,  la  lentille  a  une 
distance  focale  f.  Quelle  est  la  distance  D,  comptée  sur  Taxe,  entre  lObjet  et  >on  image?  I)is»-uler  l'expres^sion 
trouvée  en  |)renant  comme  variable  le  rapport  A. 

3"  Un  olijet  lumineux  a  la  forme  d'un  dis(iue  enciilaire  |i|.in  idacc  \rrliealeuieut  ;  ou  ne  peut  dfpliieer  lU'l 
()l>jel.  A  une  dislance  I)  =  250  cenlimèlres  se  trou\e  un  nuir  |)arallele  au  plan  tle  l'objet  et  sur  lequel  cnI  fixe 
un  grand  écran  hlanc.  Quelle  lenlille  convergente  lauilrait-il  a\oir  pour  qu'on  puisse  former  sur  ci-l  .•,  r.iii  une 
image  dont  les  dimensions  soient  ileux  fois  plus  grandes  que  celles  de  l'objel  ? 

4°  Si  l'on  ne  dispose  [tas  d(>  la  lenlille  nécessaire,  mais  d'une  leutill(>  ayant  une  distance  foealr  pm^  ^inm.  , 
montrer  qu'on  peul  encore  a\oii  >iii  I  ( n m  une  image  ayaiil  les  dimensions  exigées,  ujais  «lonl  le  oenirt*  no  sera 
|dus  sur  la  perpendiculaire  à  l'écran  passant  par  le  centre  de  l'objet,  eu  faisant  rellecliir  les  rHVons  successive- 
ment sur  deux  miroirs  plans,  parallèles,  l'aisanl  Ions  deux  un  angle  dièdre  de  45  degn-s  avec  le  plan  de  I  «"craii 
et  placés  il  une  (lislaiicr-  coiiM'nalilc. 

5°  Si  enlin  lUi  ne  |io>srde  que  des  Inililles  doiil   la  dislance    locale   »'sl  trop '■*■    >'   ,,l.i.-mr  .lir.'.  l.'oinii 
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sur  Irccin  l'image  noiiIuc.  iiKintrcr  (jifon  pcul  encore  ,ii-i'iver  au  résultat  clierché  en  employant  deux  lentilles 
I i-a versées  successivemi'iil  par  les  rayons  liimiiienx  etilniil  les  axes  optiques  se  confondent  avec  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  cenlre  de  l'objet  sur  l'écran,  pourvu  que  l'une  de  ces  lentilles  soil  convei"ii,ente  et  ait  une  dis- 
lance focale  exactement  double  de  celle  de  l'autre. 

{Durée  :  6  heures.) 

Chimie. 

I.  — Hydrogène.  —  Pi'océdes  pi'atiiiues  de  préparatifin  et  applications  ;  propriétés  pliysiipaes  et  chimiques  ; 
métliodes  ji,eru''rales  d'hydroiiénation  en  chimie  minérale  et  en  chimie  organique. 

II.  —    2047.   Application.   —  Analyse   d'une   doiomie  (carbonate    double   de  calcium   et    de  magnésium). 
a    On  alla(|ne  (i,4ii9  gramme  de  la  matière  à  analyser  par  de  l'acide  chlorhydrique  étendu.  Il  se   dégage  un 

gaz  {bj  dont  on  mesui'e  le  volume,  et  on  obtient  une  dissolution.  Celle-ci  est  rendue  franchement  aumioniacale, 
puis  additionnée  d'oxalate  crammoniaque  eu  excès.  11  se  forme  un  précipité  que  l'on  sépare  et  une  dissolution  (c) 
(|ue  l'on  met  à  ]»art. 

Le  pi-écipité  est  redissous  dans  une  petite  quantitc' d'acide  chlorhydrique.  A  la  solution  ainsi  obtenue  on 
ajonte  de  l'acide  sulfuri(iue  étendu  et  l'on  y  verse  peu  à  peu,  en  chauflaut  légèrement,  uiu'  li(puMir titrée  de  per- 
manganate de  potassium  renfernuint  15,8  grammes  de  ce  sel  par  litre. 

Il  faut  verser  exactement  12  cm^  de  li(iueur  titrée  pour  obtenii'une  coloration  l)el•si^tante. 

On  calculera  la  composition  de  la  doiomie  et  l'on  \erra  si  cette  composition  ne  [teut  pas  èti'c  représentée 
pai'  une  foi'inule  relativement  simple. 

On  ne  se  préoc(;upera  pas  de  l'action  possible  de  l'acide  chlorhydiiipie  sur  le  penuanganate  et  l'on  prendra  : 
0  =  16,     C  =  12,     Mg  =  2i,35,     .Mn=:;V.l.     K  =  30,1,     Ca  =  iO,i. 

b.  Uu(d  est  apj)ro\miativenumt  le  volume  du  ga/,  ilégagé  {b)  à  ii».  sous  la  pression  normale  de  760 
iiiillimèlres  de  UHM'cure  ? 

c.  Dans  la  li(|ueur  (c)  on  verse  une  quantiti"  sulïisaule  de  sel  ammoniac  et  un  léger  excès  de  phctsphate  de 
soud(î.  Uiicl  est  le  jioids  du  précipité  formé  après  que  celui-ci  aura  été  lavé,  séché  et  calciné  au  rouge  ? 

On  prendra     P  =  31,04. 

{Durée  :  4  heures.) 
Scienrps  naturellrs . 

Adaptation  aux  divers  régimes  et  genres  de  vie,  chez  les  Vertébrés,  des  appareils  servant  aux  fonctions  de 
relation  et  de  nutrition. 

On  développera  plus  spécialement  ce  qui  a  trait  aux  appareils  locomoteur,  digestif  et  respiratoire,  en  insis- 
tant sur  la  corrélation  qui  |)iMil  exister  entre  les  modilicalioiis  de  ces  divers  appareils. 

{Durée  :  4  heures.) 

Mallit'iiialitjues. 

I.  —2048.  Intégrer  l'équation  dill'erentielle 

y"  —  2//'  -I-  (1  —  a-)_i/  ■=  e'  -^  sin-  x, 

dans    huiiielle    ^    désigne   une  constante    réelle    donnée.    Discuter   suivant   les    valeurs   de    a. 

II.  —  2049.  Lrie  courbe  plane  (C)  est  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Or,  (»//  ;  la  normale  au  point 
M  à  la  courbe  (C,)  rencontre  Ox  en  N  et  la  parallèle  à  <»(/  nu^née  par  N  rencontre  au  point  T  la  tangente  en 
M  à  la    courbe  (C). 

1°  Déterminer  la   courbe    (G)    de  manière  que  la  longueur    NT   soit  égale  à  une  longneur  donnée    2n  ; 

2"  Soil  (Co)  celle  des  courbes  C  qui  passe  par  O;  désignons  par  0'  celui  des  points  de  rencontre  de  celte 
courbe  (Co)  avec  0.t  qui  est  le  plus  rapproché  du  point  0.  Démontrer  que  l'aire  S  comprise  entre  l'arc  O.M  de  la 
courbe  (Co)  et  les  segments  rectilignes  MN  et  NO  est  proportiomiplle  à  l'abscisse  du  pied  .M  de  la  normale;  cal- 
culer l'aire  So  comprise  entre  l'arc  00'  et  la  corde  00'. 

3»  Déterminer  la  position  du  point  M  de  manièie  que 

o  =:  -T—  oo^ 

4 

et  calculer  ses  coordonnées  avec  deux  décimales  exactes  en  supposant,  pour  ce  calcul,  «  =  1. 

[Durée  :    4    heures.) 


ALGÈBRE  c53 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


2050.  —  On  donne  une  ellipse  (E)  et  un  [loint  P  dans  son  plan. 

10  Montrer  qu'il   existe  une  inlinilc  de  triangles  circonscrits  à  (E)  et  conjugues  k  l'hyperbole  dWpolloniiis 
relative  au  point  P. 

20  Trouver  le  lieu  d(>s  sommets   de  ces    (rianglcs.  le  lieu  des  cenires  des  cercles  inscrit  et  exinsi-rils,  du 
centre  du  cercle  circonscrit  et  l'enveloppe  de  ce  cercle. 

A.  Dabjim'j. 

2051.  —  On  considère  une  conique  (C)  et  les  tangentes  PA,  PB  issues  du  point  P.  Le  cercle  circonscril 
au  triangle  PAI>  rencontre  (C)  en  deux  autres  points,  G  et  D. 

\<>  Montrer  que  le  pôle  P'  de  CD  par  rapport  à  la  conique  (C)  est  sur  le  cercle  PAR. 
20  P  décrivant  une  courbe  (r),  P'  décrit  une  courbe  (r');  relation  entre  (r)  cl  (r')- 

A.   D.\H1I0N. 


DEUXIÈME   PARTIE 


ALGEBRE 


2002.  —  Démoniror  la  formule  de  sommation 

1111  I  {n-  1^3»» 


fil  en  conclure  la  série 


92  _  1      :\^—\       A''  —  1       52—1  »•--  1  'i/i(/i  -f- 1) 

111  :\ 


22  -  1       :i2  _  i       4-  —  1 


Première  solution.  —  On  a  idenliquornont 

I  r     I 


-^_^if_! L_1. 

Donnons  il  n  successivement  les  valours    2,  3,  .,.,     »—i,     n  ;     nous  oblenon- 

_i_  =  iri_i|. 


A-  —  1 


! =  ![_!_  _I|, 

(,i_  1^2  _  1  iln  —  î         n    \ 

__i___j_r i_      _i 

n-  —  1    ~   7  L  n  —  1    ~  n  -^i 


Ajoutons  Miernbro  à  nuMnbrc^  nous  av()ns 


I  I  ^     —  '  1 1     L    J__     ' 


92  _   I  ,{ .  _   l  ;|2  —  I  -J    I  "i  II  H  H-  I 

ou,  en  siiniMilianl,  — 1    — ; ,_j-..._f-. — . ^ 

'  i'-— 1         3---    I  M»  -  1  ïfi(.H-n 
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Le  second  membre  est  le  quotient  de  deux  polynômes  du  deuxième  degré  en  n  ;  lorsque  n  augmente 

3 

indéfiniment,  ce  quotient  a  pour  limite  le  rapport  des  coefficients  de  n-,  c  est-à-dire  — . 

L.  NAUCELLK. 

Deuxième  solution.  —   La  formule  est  vraie  pour     «  =:  2  ;     car  pour  celte  valeur  le  premier  membre 

se  rL'diuta     — on  a  —,  et  le  second  membre,     ■ 7-7-^ — - — ,     prend  la  valeur  -  „  „  ,  ou  — . 

2''— 1  3  in[n-hi)  ^  4  2.3  .i 

Il  suffit  alors  de  démontrer  que  si  la  formule  est  vraie  pour   n,    elle  est  encore  vraie  pour     n  +  i  ;     tout 

revient  à  établir  qu(^  Ton  a 

(n— ))(3n  +  2)  1  _         n(3n  +  5) 


4n:n-(-l)  (n-t-1)-  — 1    ~    Mn -h  i  ){n -h '^) 

Le  premier  membre  s'écrit  successivement 

(n— t)(3n-l-2)                1  (n  —  l)r3« -t- 2)(rH- 2) -t- 4(rH- () 

— H ,  ou  ■ 

4?i(n-t-0               «(n -+- 2)  4rt(n-t-  l)(n -h  2j 

ou  encoie                              — ,  ou  on  lui 


4n{n-j-  i){n-i-2)  4^n -t- 1  )(n -(- 2) 

H.  MANEN,  ;i  .\lbi. 

Bonnes  solutions  par  MM.  A.  Hiai*,  à  Vcrsniiies  ;  A.  Hokik,  lyri'p  de  Nancy  :  H.  HovEn,  lyci'o  de  .Nice  ;  Raymond  Chibol,  à 
Mniilins  ;  André  Connoi';,  14';''  d'iiilanterie.  a  Sedan  ;  Pierre  Ijkg/.tt,  ii  Nancy  ;  L.  Dontot.  élève  à  l't'cole  normale  supr-iieure  ; 
15.  1)1  iiiKSNK,  lycée  Cliarlcmagne  ;  Maurice  FomMAt..  école  des  Anglais,  à  l.yon  ;  .M.  (ionn.LOT,  école  des  Anglais  ;  OnAinE,  lycée 
Sainl-I.ouis  :  ('•.  Lacii.  à  Donai  ;  .1.  I.e  Huas;  H.  iValai>e,  à  binain  ;  Louis  P'hkvost,  42'-  d'infanterie,  ,i  In  Fére  ;  A.  Koo.-iSKAU,  à 
Fournes  rn-XNepiK's  :  M.  lioi.x,  instituteur  à  Clialon-sur-Saùno  ;  N.  Savahv,  r,1<=  d'artillerie  ;  K.  Simon,  à  Fourmies;  .M.  Wilmkt, 
lycée  Sainl-I.ouis. 


GI-OMI-TRIi:    ANALYTIOUE 


1981.  —  Soient  S  cl    S'  h's  crnlres  desiviililnd'' d'un  cercle  rariable  F  avec  deux  cercles  C  et  G'  </u"j7 
rouj)e  orthorjoualcnient.  Trouver  l'evvelopj.e  de  la  droite  Ss'  et  le  lieu  du  milieu  de  SS'. 

Prenons  pour  axe  des    .r   la  ligne  de- centres  de   (]   et  C   cl  pour  axe  des   y   leur  axe  radical.  Les 

équations  de  ces  cercles  sont 

(.r  —  f/)2 -h  j/-  =  R-. 

{x  —  a'i-  -hy-  ^  H'^ 
avec  la  condition 

(1)  ^2  _  J^2    ^    ^'i  _    H'2. 

Le  centre  dun  cercle    F  orthogonal  à  C  et  à  ("/  est  situé  sur  leur  a\e  radical,  c'est-à-dire  sur   Oi/. 
L'équation  générale  de  ces  cercles  est  donc 

avec  la  relation  a- -if-'^-  =  R2_f-o2_ 

Par  suite,  en  tenant  compte  de  (1),  on  a 

p2  -  ji^  =  ai  -  R-2  =  n'i  —  li'2  =  /.2. 

Soient  S  et  S,  les  centres  de  similitude  externe  et  interne  do  C  et   F,  S'  et  S;   les  centres  de  simi- 
litude externe  et  interne  de  C  et  F. 

Les  coordonnées  de  ces  qualrc  points  sont 


S 


ao 


0  — 

-R 

n' 

'p 

0  — 

-R' 

(îR  .    j  a?  !iR 


?/=-T— 77  ^    M-^  ^-17'       î/  = 


R  ?  -I-  R       ^        ?  -f- 1{ 


S    i  •'■  =  ^^T'      ?/  =  -  —-^  s;   )   ^  =  —Tir-      V  =  -^ 


R'  '  (  P-+-R'       •'       c-+-li' 

Outre  la  droite  SS'  de  renoncé,  on  a  donc  encore  trois  autres  droites,  SiS',,  SS',,  SjS'. 
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fioo 


L'équation  de  SS'  est 


X 

Oo 


y 
au 


0-  R 
n'p 


?  — Il 

0— R' 


=  0 


et  devient,  apr(;s  développement, 

B(IV  —  R)x  +  jy^p(rt'  —  fl)  -I-  aR'  -  a'RJ  -^Sfa'R  —  aR'j  ^  0. 

Or  cette  droite  passe  par  le  point  fixe 

flR'-rt'R 

X  =    — ,  7/  =  0. 

R'-R  -^ 

qui  est  le  contre  de  similitude  externe  des  cercles  C  et  C'. 

On  trouverait  de  même  que  la  droite  S,S;  a  pour  équation 

^(R'  —  R)/;  -  y\?{a'  —  a)  +  a'R  —  a\i']  -+-  p(a'R  —  aR')  =  0  ; 

elle  passe  aussi  par  le  centre  de  similitude  externe  de  C  et  C. 

Enfin,  les  doux  droites  SS',  et  SiS',  qui  ont  pour  équations 

|3(R  +  R').r  —  y\p(a'  -  a)  —  a'R  —  oR'J  —  3^ri'R  +  aR'}  =  0, 

p(K-hR').r-+-J/rp(a'  — a)-4-a'R  +  aR'j— S(a'R4-aR')  =  0, 

passent  par  le  contre  de  similitude  interne  de  C  et  C. 

I.ieu  du  milieu  des  droites  SS',  SiS,,  SSj,   SiS'.  —  Les  coordonnées  du  milieu  de  SS'  sont 

/      a  a' 

2x  =  p 


2,  =  _jf_ï_^JL^) 


Or,  de  ce  que 


—  R        ?  —  R'  , 
p'  =  k'-  =  [a^  -  W)  =  [a''  —  R'2),     on  en  déduit    p  =  A-lg  ç,     ?  =  k  sec  ç 

Or,  SI  1  on  pose       t"-^-  =  t,     il  en  résulte     p  =  ,      i  =  — , 

Les  coordonnées  du  point  considéré  sont  donc,  en  fonction   de    /, 

a  n' 


Ici 


(2 


Ut  -  R(  I  - 1')        :>la  -  R'(  l  -  /M 

_     /(-(i-i-/-^)  r  R  R'        1 

'^  ~  -^       L  '^/'^  -  R(  i  —  r-)  ~''  i>/.7-R'(i  -/»  J 

On  voit  ({uo  le  lieu  en  ([uestion  est  une  courbe  unicursale  du  (juatiir'me  deirré. 


Remarolk.  —  Le  lieu  des  points  S  et  S,  ei^t  In  conique 

(0.2  —  2ir^)x2  -^  nhf  —  20(0="  —  R-)x  4- n'(a-  -  R-')  =  0. 
Le  lieu  des  points  S'  et  S,'  ^s/  laconique 

(a'2—  2R-)a:2  +  a'^jy^  _  2a'(rt'^  —  R'^)j.--|-  a-\a'  —  R'-)  =  0. 
Si     rt  =  \\\li,   la  première  coni((ue  devient  la  parabole 

a?/»  —  2ir^x  -f-  a\V-  =  0,         ou         y-  =  —  (i./-  -  n). 

Suivant  que  n^  R/2,  celle  conicpn^  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole.  —  Il  résullc  li  •  i.i  >\nr  iv 
lieu  (les  milieux  dos  segments  SS'  est  un  cas  particulier  du  lieu  bien  plus  général  suivant  : 

Ljta)it  données  deux  coniques  C,  (?  et  un  point  fixe  O.  unr  sécante  variable  passant  par  0  rencontre 
C  en  V  el  Q  et  (7  en   V  ri  (Y.   Le  lieu  du  milieu  dcsquatre seipnruts   VV ,  (J(V.  I\>',  TQ  rsl  uttf  tjuarlique. 

Les  points  (ixes  étant  ici  les  centres  de  similitude  de  C.  et  C,  du  vt>il  (jue  le  lieu  du  milieu  dos 

segments  SS'  et  S, S;  sera  la  (luarticpie  [i).  Le  lieu  du  milieu  des  sogmenls  SS',  et  S,S'  sera  une  quar- 

ti(iu(>  analo^^nc  à  i'2). 

i:.->.  UARISIK.N. 


S5fi 
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1987.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0.  devx  diamètres  rectangulaires  Ox,  Oi/  et  un  point  M 
de  ce  cercle.  Du  point  M  on  abaisse  la  perpendiculaire  MP  sur  Ox  et  du  point  P  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire PQ  sur  OM.  A  partir  du  point  0,  on  porte  sur  Oy  et  dans  le  sens  0]/  une  longueur  OK  =  OQ  ; 
par  le  point    R   on  mène  la  parallèle    IIS    à   O.ïï.    Enveloppe    de   cette  droite    IIS     lorsque    le   point     M 

décrit  le  cercle. 

Soit  0  l'ongle  de  OM  avec  Or.  On  a  successivomenl     OP  =  R  cos  0,     00  =  R  cos-  0     ol,  par  suite, 
(,  l'équation  de  la  droite  liS  est 

y  —  R  cos-  0  =  tg  0  X. 
Posons     tg  0  =  7/1  ;     nous  aurons,  pour  équation  de  la  droite, 

R 

?/  nr  m.r  -t-  • 

■'  1  -h  m'- 

ay  Sous  cette  forme,  i!  est  déjà  visible  que  la  droite  enveloppe    une  liypo- 

cycloïde  à  trois  rebroussements  ;  nous  allons  le  vérifier  en  cherchant  l'équa- 
tion langenliolle.  En  identifiant  l'équation  précédente  avec  l'éq  uation  de  la 
droite  courante  du  plan 

ux  -h  v]i  -+-  //•  =  0, 


nous  avons 


m  = j 

V 


11 


et,  presque  immédiatement  'ir{u''-  +  v'-)  f-  Wv^  =  0. 

Ceci  est  bien  l'équation  tangentielle  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  ayant  un   point    de 
rcbroussement  à  l'origine  et  pour  tangente  en  ce  point  l'axe  des  y. 

Pour  traiter  la  question  en  coordonnées  ponctuelles,    nous  prendrons  la  dérivée   de   l'équation  par 
rapport  à  m,  ce  qui  nous  donnera 

21ijn 


et  nous  avons  ensuite 


(I  +m2)2 
\\(\  -h  3m-) 


V 


(l 


ce  sont  les  doux  équations  p.iramélriques  do  la  courbe  ;  elles  permettent  de  la  construire  facilement. 

Nous  leniarquons  d'abord  f|u"eu  changeant  m  en  — m,  x  se  change  en  — i  et  ?/  en  y\ 
la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oi/  et,  en  ti^nant  compte  de  celte  symétrie,  il  suflira  do  faire 
varier  m  de  0  à     -f-  oo  . 


D'autre  part, 


dx  i  —  3w<- 


dni 

EL 

dm 


(1 


m'-y  ' 


•^Hmd— 3m2) 

(  1  4-  m-)^ 


Ces    deux     dérivées    s'annulent     simultanément    pour 


v/;J 


1  \       .  \ 

— ,         tg  0  =  — >    sm  0  =  — - 
^3  v/3  ^ 


cos  ')  =  A—  ;     pour   cette    valeur,    0    est  donc  égal  w   30°.    Pour 

m  =  0,     x  =  0,     y  =  R  ;     la  courbe  part  du  point  le  plus  élevé  du 

1 

cercle,   avec  une  lansente  horizontale.  De     m  =  0     à     m=  — r-» 

9R 

X  et  7  croissent  :  x,  depuis  0  jusqu'à — —■:  et  y,  depuis  R  jusqu'à 

8  y/3 


— .   Ce  dernier  point  est  un  point  de  rebrouîsement,  où  la  tangente  fait  un  angle  de   30"   avec    Ox. 


nsuitc  X  et  y  diminuent  justpi'à  0,    la  dernière  tangente  étant  verticale.    La  courbe  se  construit  et 
s'achève  alors  sans  difficulté. 


CHIMIE 


SoluUon  géométrique.  -  McMioiis  par  le  point  H  une  droila  I5K  .pii  fasse  avec  RS  un  triangle  isocèle  KBR  et 

abaissons  du  point  K  une  perpendiculaire,  KL,  sur  Oy;  le  trian^'Ie  BKLe-^t  sem- 
l)ialjle  au  triangle  MPQ,  puisque  l'angle  LBK  cstégal  à  l'angleOMP  ;  daulre  part 
KB  =  Q.VI  =  2BL  ;  donc  HK  est  aussi  la  moitié  de  MP  et,  si  on  élève  au  point 
K  une  perpcndi.Milaire  à    BK,  qui  rencontre  Oy  en  I,  le  triangle  BKI  est  sem- 

Mal.lnaulriangh.  0P.\1  ,1  IB  est  égal  à    -^  ou  Ji.     Le  lieu  du  point  K  est 

donc  le  cercle  décrit  sur  IB  comme  diamètre,  et.  comme  BK  ot  IIS  sont  égale- 
ment inclinés  sur  le  diamètre  IB,  la  droite  RK  ou  RS  enveloppe  un?  hvpocv  - 
cloïde  à  trois  rebroussemcnts.  C'est  une  propriété  classique  de  cette  courbe." 

A.  ROUSSEAU,  à   Fournrs-en-\\\'Ppt,'s. 

Bonnes  solutions  :    MM.  G.   I.acii,  à  Rouez  ;  A.    Boige,   Ivcée  Je  Nancv  :  M.  Focbmol 
écôledes  Anglais,  à  Lyon  ;  J.  Makcé,  à  Itoueii  :  Stévenot.  6«d'artilleiieà  Tout  :  V.  Cahle  à 
Toulouse  ;  Bkmk,  Conducteur   des  Ponts  et  Chaussées  ;  L.  Naucellk  ;  A.  Courtois  ;  E.-N.  Baiusibx  ;  ft.  AuBEt,,  à   Moulins  •  L 
Simon,  à  Kounriies  ;  L.  Gouii-lot,  écôledes  Anglaisa  Lyon.  '  '"  -     • 


CHIMIE 


1982.  —  Dans  une  dissolution  de  permanganate  de  polaisium  on  fait  passer  du  naz  sulfurent  jusqu'à 
déco/oralion.  La  liqueur,  exaclcuieni  neulralisée  pjr  la  potasse,  est  ccaporce  à  siccilé.  Le  résidu  est  calciné 
au  rouge  au  contact  d'un  excès  de  charbon.  En  lavant  à  l'eau,  mais  à  inhri  de  l'air,  le  produit  de  celle 
calcination,  on  ohlirni  une  di-^solulion  dans  laquelle  on  fait  passer  du  qaz  sul/ureuv  à  refus.  La  liqueur 
bouillie  quelques  instants  et  filtrée,  est  additionnée  d  iod".  jusqu'à  persistance  de  ce  dernier  ;  il  faut  pour 
cela,  en  verser  1143  inilligrammes.  On  fait  enfin  passer  dans  la  liqueur  un  courant  de  chlore  ù  refus  et  on 
élimine  l'excès  de  ce  gaz  par  une  courte  ébullilion. 

Déterminer  :  /"  le  poids  initial  de  permanganate  employé,  2"  le  nombre  de  molécules  de  potasse  néces- 
saire pour  neutraliser  la  liqueur  finale. 

Le  gaz  sulfureux  réagit  sur  le  permanganate  de  pota>;siuin  d'après  l'équation 
x(2MnO*K  -<- 5S02  +  i^Il-0  =  2S0^VIn -h  2S0^K1I -f-SOMl'^). 

Il  se  forme  du  sulfate  acide  de  potassium   car  la  réaction  a  lieu  à  froid  et  en  présence  d'un  excès 
d'acide. 

En  neutralisant  par  la  pelasse,  on  transforme  tout  l'acide  sulfuriqae  en  sulfite  neutre  cl  on  obtient 
une  liqueur  qui  contient  a.-(3S0*lv'- -h:2S0^Mn) 

En  calcinant  avec  un  excès  de  cliarbon,  on  réduit  les  sulfates  ii  l'état  lie  sulfures  avec  dégagement 
d'oxyde  de  carl)one  et  on  obtient  j^\UK-S  -h2.MnS). 

En  lavant  ;i  l'eau,  ou  dissout  sculeniciil   le   sulfure  de  polasslum   el,  comme  on  oprro  â  l'abri  do 
l'air,  il  ne  s'oxyde  pas;  le  sulfure  de  manganèse,  insoluble,  précipile  avec  l'excès  ilo  charbon  non  brûlé. 

Le  gaz  sulfureux  transforme  le  sulfure  de  potassium  en  hyposuilile  el  le  poids  de  sulfure  étant 
rei)résenté  par  l]aK'''S,  la  réaction  doit  s'écrire 

4.t(iMv''S  h-  aSO^»  =  5SH)'K^  -H  S). 

Par  ébullilion,  l'excès  tic  ga/.  sulfuieux  s'en  va.  V.w  lilliani,  on  enlève  le  soufre.  L'iode,  en  pirseocc 

de  l'eau,  ai^ll  comme  o.xydanl  el  donne  un  leli  alliioiiale  siduble  : 

Ecrivons  (jue  le  poids  d 'lotie  employé  re|irt>eiile  1  I  i;{  milligi  animes  : 


y 


do  11 


=  a 
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Or  le  poids  de  permanganate  est  représenté  par  :2xMnO*K  ;  il  est  donc  de  (3  millimolécules  ou 
6x  138  =  948  milligrammes. 

Le  courant  de  chlore  oxyde  l'iodure  et  le  change  en  iodato  : 

^xi-iKi  +  6C12  _^  gir^o  =  -^lO^K  +  i^nci). 

Le  courant  de  chlore  oxyde  également  le  tétralhionate  et  le  change  en  sulfate  et  acide  sulfuriqiie  : 

-a:-SH>K^-h  7Cr-  -+-  lUH-O  =  2S0*K1I  -h  ^iSOML^  +  l'.llCl,. 

Pour  évaluer  la  quantité  de  potasse  nécessaire  pour  neutraliser  la  liqueur  tinale,  considérons  le 
résultat  de  ces  deux  réactions  ;  chaque  molécule  d'acide  chlorhydrique  et  chaque  molécule  de  sulfate 
acide  exige  une  molécule  de  potas-e,  et  cha([ue  molécule  d'acide  sulfurique  en  exige  deux,  ce  qui  fait 
en  tout,  en  remplaçant  x  par  3, 

■^X  3(2(3  4-1^  -^'tj  =  14'.. 

H  faut  donc  employer  i44  miliimolécules  de  potasse. 

Cr.  COUSIN,  école  des  Anglais,  Lyon. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  Holucieb.  h  St-I)ié  ;  Rovkh,  à  Nice;  Joseniians,  à  Paris. 
Solutions  passables  de  MM.  Daunaix,  a  Dijon  ;  Maihe,  à  l.yon. 
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Ahjèbre,    Anah/se    et     Trijonomctrie. 
J.  —  2052.  1°  Etudier  la  variation  de  la  fonction. 

2/  =  loi,' 


1  —  ax 
où  a  est  une  constante  posilive  irilV'rirure  à  l'unité  ;  lo^;'  désigne  lo  logaritlinio  nopcrieii. 

2°  Développercelle  fonction  en  série  cnlière  en  x  :  dans  ipiel  intervalle  la  niélliotle  suivie  csl-elle  applicable? 

3"  Déterminer  l'intervalle  de  convergence  par  ra(iplicalion  ii  la  .«^erie  des  Iticoremes  classiques  sur  la  con- 
vergence des  séries  à  termes  numériques,  cl  étudier  la  série  pour  les  limites  de  l'intervalle. 

II.  —  2053.  1°  Montrer  (pu'  la  fonction 

1 

'/  = ; — ' 

eus  ■*<  —  cos  4a 

OÙ  a  désigne  un  arc  donné,  est  une  fi-aclion  rationnelle  en     x  =  cos  l. 

Décomposer  celte  fraction  en  éléments  simples.  Dans  (piels  cas  la  formule  de  décomposition  correspondant 
au  cas  général  csl-elle  en  défaut,  et  comment  faut-il  alors  modifier  les  résultais  oblenus".' 

H'^'  juin;  durée  :  3  heures.) 
Géométrie      analytique. 
2054.  —  Dans  un  plan,  oii  l'on  a  choisi  deux  axes  rectangulaires  Ox,  0//,  on  considère  un  cercle  variable 

C  dont  l'equalion  est  : 

X-  -+-  y-  —  n'-.r  —  ionj  -1-1=0, 

m  désignant  un  paramétre  variable. 

1»  Montrer  que  la  polaire  i),  par  rapport  au  cercle  variable  C,  d'un  point  fixe  A  donné  dans  le  plan,  reste, 
eu  général,  tangente  à  une  conique  S;  discuter  la  nature  de  celle  conique.  Trouver  le  lieu  des  positions  parti- 
culières de  A  pour  chacune  desquelles  la  polaire  l)  tourne  autour  d'un  pointtixe.  Trouver  le  lieu  des  positions 
de  A  pour  les(pielles  la  conique  S  est  une  ellipse  semblable  à  une  ellipse  donnée. 

2°  l'ar  un  point  P  donné  dans  le  plan,  il  passe  en  général  deux  des  circonférences  C;  soient  Ci  et  C-z  ces 
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deux  circonférences.  Discuter  leur  réalilc.  —  Trouver  le  lieu  des  positions  du  point  P  pour  lesquelles  les  cer- 
cles Cl  et  C2  sont  orthogonaux.  — Trouvej- le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour  que  la  droite  joignant  les 
centres  de  Cj  et  de  C2  tourne  autour  d'un  point  fixe  donné. 

[3  juin  ;  durce  :  'i  heures.) 
Mf'canique. 

I.  —  2055.  Une  table  de  poids  P  repose  sur  un  plan  horizontal  fixe  (II).  Cette  table,  dont  la  partie  supé- 
rieure a  la  forme  d'un  cercle  (p),  est  munie  de  trois  pieds  égaux  dont  les  extrémités  inférieures,  réduites  kdes 
points,  sont  les  projections  sur  le  plan  (II)  des  sommets  d'un  triangle  ABC  inscrit  dans  le  cercle  (rj. 

La  table  est  reliée  ji  un  point  fixe  0  par  un  (il  flexible,  inextensible  et  de  poids  né;;ligeable,  attaché  au  som- 
met A  du  triangle  ABC.  On  suppose  la  table  dans  une  position  telle  que  le  fil  soit  tendu. 

Démontrer  (ju'on  peut,  sans  détruire  l'équilibre  de  la  table,  faire  agir  sur  elle  une  force  Q  qui  soil  horizon- 
tale et  dont  le  point  d'applicatio;!  M,  sup|)Osé  différent  de  A,  appartienne  à  la  circonférence  du  cercle  (F). 
Déterminer  ce  point  M,  la  direction  et  le  sens  de  la  force  Q. 

Déterminer  l'intensité  de  la  force  Q  à  partir  de  laquelle  la  table  cesse  d'être  en  équilibre. 

N.  B.  —  On  désignera  par  a  l'angle  du  fil  AO  avec  la  verticale  :  on  supposera  le  point  0  plus  élevé  que 
le  point  A.  On  supposera  de  plus  que  le  centre  de  gravité  de  la  table,  qui  n'est  pas  homogène,  est  sur  la  verti- 
cale du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC.  Enfin  on  négligera  les  frottements. 

IL  —  2056.  Un  point  matériel  M,  de  masse  m,  est  soumis  à  l'action  d'une  force  (F)  dont  les  projection."» 
X,  Y,  Z  sur  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  0-  sont: 

\= -.  \= -^ -,  /  =  0, 

^  +  j/  -)-  «  *  ~t~  y  -+-  « 

a  désignant  une  longueur  donnée  et  k  une  vitesse  donnée. 

1°  Le  point  M  étant  supposé  abandonné  sans  vitesse  initiale  en  un  point  donné  .Mu  de  Or,  démontrer  que 
le  point  M  reste  constamment  sur  Ox  et  calculer  la  vitesse  avec  laquelle  il  arrive  en  0. 

2"  La  position  initiale  du  point  M  étant  toujours  supposée  sur  U.r,  démontrer  qu'on  peut  le  lancer  avec  une 
vitesse  initiale  paiallèle  à  0//  de  manière  à  lui  faire  décrire  une  circonférence  de  centre  0;  déterminer  la 
grandeur  de  cette  vitesse  initiale. 

3"  Déterminer  toutes  les  trajectoires  du  point  M  pour  lcs(iuelles  le  mouvenientesl  uniforme  cl  de  viles.se  k. 

't  juin  ;  ilun-e  :  3  lieures.) 
Calcul. 

I    -  2057.  On  donne  les  angles  a  -    50°10'.30". 

h  =    40°   0'  10", 

C  =  121°  30'  20". 
Calculer  les  angles  A,  B,  c  par  les  formules 


,     A  +  B  C   '''' 

f  nr  —    col»  —    

COS 


sin 

l8  — s —  -  ^'olg  T 


a  -h 


sin 


.      A  4-  B 

,    sm — 

tg-  =lg_^-_^_^ 


i\.  B.  —  A,  B,  (•  sont  compris  entre  0  et  [H0\ 
il.  —  2058.  Calculer  la  valeur  de  lintegralt' 

I  =:    /     sin- xdx  =.  -^  — 


»j       sin  2a 
4~" 


aacliaut  (jue  a  est  le  plu-<  petit  an;^l('  positif  ditiil  la  tangente  est  donnée  par 

tga  =  2.017. 

(3  juin  ;  durée  :  2  heutxs 
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Prendre  comme  ligne  de  terre  le  petit  axe  de  la  feuille. 

On  donne  un  point  S  dont  les  projections  sont  sur  le  grand  axe  de  la  feuille;  ce  point  est  à  trois  centi- 
mètres en  avant  du  plan  vertical  et  à  quatre  centimètres  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Le  point  S  est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  de  4:)°  degrés  et  dont 
l'axe  est  horizontal.  La  ])rojection  hoi'i/.onlale  de  cet  axe  coupe  la  ligne  de  terre  en  un  point  situé  à  six  centi- 
mètres à  droite  du  milieu  de  la  feuille. 

On  coupe  le  cône  par  deux  plans  perpendiculaires  à  son  axe,  menés  à  une  même  distance  du  sonmiet  et  de 
part  et  d'autre  de  ce  sommet. 

La  distance  du  sommet  à  chacun  de  ces  deux  plans  est  de  six  centimètres.  On  obtient  ainsi  un  tronc  de 
cône  de  seconde  espèce. 

Représenter  la  portion  solide  de  ce  tronc  de  cône  qui  est  située  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection 
et  en  avant  du  plan  vertical  de  projection. 

(/  juin,  durée  :  "2  heures  11 2.) 
Physique. 

1.  2059.  —  On  inlruduil  un  décigramme  d'un  ml-lange  d'eau  et  d'alcool  élhvlique  dans  un  baromètre  à 
mercure  maintenu  à  la  température  de  100°  centigrade.^. 

Après  vaporisation  complète  du  liquide,  le  mercure  s'arrête  dans  le  tube  à  iO  centimètres  au-dessus  de 
son  niveiu  dans  la  cuvette.  Le  volume  occupé  par  la  vapeur  est   de  320'='"'  dans  les  conditions  de  l'expérience. 

1»  Calculer  la  densité  par  rapport  a  l'air  de  la  vapeur  du  uu'lange. 

2°  Sachant  <iiie  les  densités  de  vapeur  de  l'eau  et  de  l'alcool  par  rapjiort  a  l'air  sont  respectivement  0,622  et 
1,1)04,  déduire  de  la  mesure  précédente  la  composition  centésimale  en  poids  du  mélange. 

3°  Sacliant  que  la  présence  dans  100  grammes  d'eau  d'une  molécule-gramme  de  substance  dissoute  produit 
un  abaissement  de  18°, 6  dans  la  température  de  congélation,  on  demande  à  quelle  température  commencera  la 
soliiliiication  du  mélange. 

i"  A  (luelle  température  faulra-t-il  maintenir  le  mélange  pour  que  sa  solidilicalion  s'arrête  au  quart  de 
son  i)Ouls  ? 

La  hauteur  du  barom^Hrc  normal  au  moment  de  la  première  expérience  est  de  7o  cenlimèlres  à  0°.  On 
donne  la  densité  absolue  de  l'aii-  normal,  0,001293,  le  co'riii-it'nt  de   dilatation  des  gaz,  0,003('>7,  et  le  coeflicienl 

de  dilatation  absolue  du  nuM-curc   — — 

oy.)0 

IL  —  Détinition  du  moment  magnétique  d'un  aim  inl.  Si  mesura  en  valeur  absolue  par  la  niL-thode  de  G  auss. 

(l«i  juin,  durée  :  3  heures.) 
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2060.  —  Résoudre  l'équation 

27(1 2a;-  —  i2ax^n°)'  f-  IôOOj^x^  —  2ax}  =  0, 
sachant  qu'elle  a  une  racine  double,  et  ([ue  l'une  des  racines  simples  est  le  tiers  de  la  racine  double. 

E.-N.  Parisien, 

2061.  —  Soient  dans  un  triangle  AIJC  :  AA',  I5B',  G("/  les  bissectrices  intérieures  et  I  leur  point  de  con- 
cours. Soient  aussi  dans  le  triangle  A'IVC  :  A'A",  B'IJ",  C.'C"  les  trois  bissectrices  intérieures  et  1'  leur  point  de 
concours. 

Montrer  que  les  droites  AA",  RB",  CG"  sont  concourante.^  en  un  point  P.  Le  côté  RC  étant  fixe  et  le 
triangle  ARC  rectangle  en  A,  trouver  le  litui  des  troi-<  points  L  I'  et  P. 

E.-N.  R.*uisii:n. 

2062.  —  Soient,  dans  une  ellipse,  .MN  la  corde  injrmale  en  M,  1  le  milieu  de  MN,  P,  o,  R  les  pieds  des 
trois  autres  normales  abaissées  de  l.  Lorsque  M  parcourt  l'ellipse,  le  centre  de  gravité  du  triangle  PQR,  le 
centre  de  son  cercle  circonscrit,  l'orthoccntre  cl  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  décrivent  des  courbes  du 
sixième  degré. 

Discuter  ces  courbes  et  calculer  leurs  aires.  Dr  Wek.nkr  G.vedecke. 
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NOTE  SUR  L^ENVELOPPE  DE  PARABOLES  DE  DIRECTRICE  DONNÉE 

par  M.  Carette. 


Le  numéro  de  Novembre  1910  de  la  Revue  contient  l'énoncé  de  Problème  suivant  :  Trouver  l'enveloppe 
des  paraboles  qui  ont  pour  directrice  une  droite  donnée  A,  et  dont  le  foyer  décrit  une  droite  ou  un  cercle. 

Plus  généralement,  on  peut  chercher  la  correspondance  qui  existe  entre  le  lieu  (C)  des  foyers  et 
l'enveloppe   (E;  des  paraboles  ayant  pour  directrice  une  droite  donnée  a. 

Soit  une  parabole  -  de  la  famille  déterminée  par  la  directrice  A  el  le  lieu  des  foyers  (C).  Soit  F 
son  foyer.  Pour  avoir  les  points  de  contact  de  la  parabole  -  et  de  son  enve- 
loppe, on  doit  chercher  la  limite  (les  points  communs  à  -  et  à  la  parabole  voi- 
sine Tt'.  Soit  P  un  point  commun  à  tt  et  z'  ;  il  est  clair  que  P  est  le  centre 
d'un  cercle  S,  tangent  à  A  et  passant  par  les  foyers  F  et  F'.  Réciproquement, 
tout  cercle  S  passant  par  les  foyers  F  et  F'  de  -  et  -'  et  langent  à  A  admet 
pour  centre  un  point  commun  aux  deux  paraboles.  Comme  il  y  a  deux  cercles 
S  et  que  chacun  d'eux  a  pour  limite,  F'  tendant  vers  F,  un  cercle  tangent 
à  A  et  à  (C)  en  F,  chaque  parabole  touche  son  enveloppe  on  deux  points  à 
distance  Unie  et  ces  points  sont  les  centres  des  cercles  tangents  à  la  dmite  A 
et  à  la  ligne  (C)  en  F.  Soit  M  l'un  d'eux. 
L'enveloppe  (E)  est  le  lieu  de  M.  On  sait  quelle  est  tangente  en  M  à  la  parabole  -  :  comme  la  pa- 
rabole -  admet  pour  tangente  en  M  la  perpendiculaire  à  IIF  en  son  milieu, 
on  voit  que,  si  Ton  désigne  par  1)  la  tangente  en  F  el  par  I)  la  tangente  en 
M,  W  est  l'une  quelconque  des  bissectrices  de  1)  et  A,  et  I)  est  la  symétri- 
que de  A  par  rapport  à  D'. 

Héciproquement,étant  données  deux  droites  D  el  IV.  telles  que  [>  soil  la 
symétrique  de  D'  par  rapport  à  une  droite  lixe  A,  M 
étant  le  point  de  contact  de  D'  avec  son  enveloppe,  le 
point  de  contact  de  D  avec  son  enveloppe  est  la  projec- 
tion, F,  de  M  sur  D,  parce  qu'un  cercle  touche  son  en- 
veloppe en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  la  tan- 
gente au  lieu  de  son  centre.  Il  y  a  bien  une  parabt)le  de  direetrice  a.  tangente  en 
M  à  l'enveloppe  de  D'  et  de  foyer  F. 

En  résumé,  pour  que  les  lignes  (C)  et  (F'i  soient,  la  première  Ir  lieu  des  foyers, 
la  seconde  l'enveloppe  des  mêmes  paraboles  de  directrice  a.  il  tant  et  il  sullit  (jue 
(E)  soit  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  ;i    a  el  à  (C),  eu  hieiMiue  les  tangentes  h  et   h    à  (C)  el 
(E)  se  correspondent  ainsi  : 

D  et  D'  se  coupent  sur  la  droite   lixe  a  et   D    est  synuiritiue  de  A  par  rapport  à  H.  dn  est  ainsi 
conduit  à  une  correspondance  entre  droites. 


i>;\ 
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NOTE   DE  GÉOMÉTRIE 
par  M.  A.  Darmon 


Le  cercle  de  Monge  d'une  hyperbole  équilalére  se  réduisant  à  son  centre,  le  théorème  de  Faure 
donne  comme  cas  particuHer  la  propriété  suivante  : 

Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués  par  rapport  à  une  hyperbole  équilati're  passent  par  son 
centre, 
d'où  l'on  déduit  immédiatement  : 

Le  lieu  des  centres  des  hijperholes  équilatères  conjuguées  à  un  triangle,  e^i  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle, 
ou  encore  : 

Les  centres  des  hyperboles  équilatères  inscrites  dans  un  triangle  sont  sur  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle. 

Considérons  alors  un  faisceau  linéaire  tangenliel  de  coniques;  les  centres  des  deux  hyperboles 
équilatèresdu  faisceau  sont  sur  les  cercles  conjugués  aux  quatre  triangles  formés  par  les  quatre  tangentes 
communes  et  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  diagonal  ;  les  centres  des  quatre  premiers  cercles  sont 
d'ailleurs  les  orthocentres  des  triangles  correspondants. 

Par  suite  : 

Les  orthocentres  des  quatre  triangles  formés  par  quatre  droites  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  det  diagonales  sont  en  ligne  droite. 

Cette  droite  est,  comme  on  s'en  assure  aisément  à  l'aide  du  théorème  de  Steiner  et  de  celui  de 
Faure  appliqué  à  la  parabole,  la  directrice  de  la  parabole  du  faisceau;  elle  est  donc  perpendiculaire 
à  la  droite  de  Newton  qui  est  la  direction  asymplotique  de  cette  parabole. 

Les  cercles  que  nous  venons  de  considérer  formant  un  faisceau  linéaire  ponctuel,  les  cercles  de 
Monge  des  coniques  du  faisceau  en  constituent,  d'après  le  théorème  de  Faure,  le  faisceau  conjugué. 
Ces  cercles  ont  par  suite  deux  points  communs. 

■\  B.  —  La  Revue  a  donné  plusieurs  démonstrations  du  théorème  de  Faure. 
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Concours  de  1911. 


1988.    — On  considère  la  courbe  [G),     y  =  xe  '^  . 
1°  Construire  ce' te  courbe; 

2°  Trouver  l'équation  du  faisceau  des  droites  issues  de  l'origine  et  passant  par  les  points  d'inteneclion 
de  la  courbe  (C)  et  d'une  droite      y  =  ax-hb  ; 

'.]o  Discuter  l'équation  donnant  les  coefficients  angulaires  des  droites  de  ce  faisceau  ; 

\°  On  considère  la  surface     y  =  xe  '  4-  {x—{)z,     qui  est  coupée  par  le   plan  des  xy    suivant  la 

courbe  (G). 

Transporter  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  de  manière  à  prendre  comme  nouvelle  origine  le  point  A 
ayant  pour  coordonnées  dans  le  premier  système  d'axes  x  =  i,  y  =  e,  z  =  0,  puis  trouver  le  plan 
tangent,  l'indicatrice  de  la  surface  et  les  raijons  de  courbure  principaux  en  ce  point  A. 

1.  La  fonction  y  =  xe  ""  est  définie  pour  toute  valeur  de  x  autre  que  0  ;  elle  est  négative,  quand 
X  est  né"-alif  et  positive,  quand  x  est  positif.  Pour  x  infini,  elle  devient  infinie  comme  la  fonction   y  =  x, 
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le  rapport   —  ayant  pour  limite  1.   La  courbe  admet  donc  la  première  bissectrice  comme  direclion 
asymptotique.  Nous  avons  l'asymptote  par  le  développement  en  série 


y  =  xli  -] 


1  1 


y  =z  X  -\-  i  -{- 


tx 


L'asymptote  est  la  droite  y  —  x  -\-  \, 

et  l'ordonnée  de  la  courbe  diffère  de  celle  de  celle  droile  d'une  quantité  infiniment  petite  du  premier 

1 
ordre  dont  la  partie  principale  est    ■—  •  A  droile,  pour  x  positif,  la  courbe  esl  au-dessus  de  l'asymp- 
tote ;  à  gauche  elle  est  au-dessous. 

Voyons  maintenant  ce  qui  se  passe  à  l'origine,  pour  x   infiniment  petit.  A  gauciie  de  0  pour 

X  =  —  i,    y  est  infiniment  petit  et  négatif;  la  limite  de  —    est  nulle  ;  donc  la  courbe  arrive  à  lurigine 


tangentiellernenl  à  Ox  et  au-dessous.  A  droite  de  0,  pour    x  —  -h  t,     y  peut  s'écrire      y  = 


La 


limite  est  infinie  ;    la  courbe   est  asymptote  à  Oj/,  ù  droite  et 
en  haut. 

Complétons  cette  étude  à  l'aide  de  la  dérivée.  Nous  avons 


,.e-(.-l). 


Tant  que  x  est  négatif,  celte  dérivée  est  positive  et  la 
fonction  est  croissante  ;  quand  x  est  positif  et  plus  petil  que  1, 
la  dérivée  est  négalive  el  la  fonction  décroissante  ;  enfin,  à 
partir  de  x  =  1,  la  fonction  redevient  croissante.  La  courbe 
est  dès  lors  facile  à  cunstniire  ;  elle  a  l'aspect  ci-contre.  Le 
minimum,   D,  a  pour  coordonnées     a-  =  1,     y  =  e. 

2.  Si  on  rend  l'équation  de  la  courbe   homogène  ainsi  que 
celle   de    la   droite,   on  obtient  les  deux  équations 

y  z=  xe  ^  et  y  =  ax  -{-  bz. 

Le  faisceau  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  rencontre  des  deux   lignes  s'obli.Mil   .-n 
éliminant  la  variable  d'homogénéité  -,  entre  les  deux  équations.  Ce  calcul  nous  donne 

V-H.l 

y  =  xe    '"    . 

C'est  une  équation  en   —,    qui  détermine  les  coefficients  angulaires  des  droites  cherchées. 

.(• 

3.  Posons     —  =  m;      l'équation  précédente  devient 

X 

m  =  e    ^    . 
Il  s'agit  d'étudier  cette  é(inali(>n.  Pour  cela,  nous  l'écrirons  ainsi 

me  "  =  <?  *  , 
1 


et  nous  poserons     — -  =  —  ;     elle  deviendia  alors 


h    ±  ± 

X 


ou 


j<'  '  =  6f  •  . 
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Po'^ons     he  "  =  c,     et  coupons  la  courbe     y  =  xe  ^      par  la  droite     y  =  c;     les  valeurs  cherchées 

de  .r  seront  les  abscisses  des  points  de  rencontre. 

Si  c  est  négatif,  c'est-à-dire     6  <  0,     il  n'y  a  qu'une  solution  réelle. 

Si  c  est  positif  et  moindre  que  e,  ce  qui  donne  successivement 

±       e  b 

A  >  0,  e"  <^  —^  -  <  1  —  L6, 

b  a 

il  n'y  a  aucune  solution  réelle. 

Si  c  est  plus  grand  que  e,  c'est-à-dire     —  >  1  —  \Ji,     il  y  a  deux  solutions   réelles,  qui  sont  con- 
fondues dans  le  cas  limite  où      —  =1  —  Lb . 

a 

La  relation      — -^  1  —\J)     limite  n  en  fonction  de  b,   dans  l(!s  trois  derniers  cas. 
a  '-^ 

Supposons     b<ie\     alors    L6  <  1     et     1  —  Lb     est  positif.    Pour  que   l'inégalité      — >1 — L6 

b  b  ,  , 

soil  satislaito,  il   faut  que  <i  soit  positif  et  plus  i)otit  que     ;-•     L  autre  inégalité,     — ■<  1  — Lo, 

est  satisfaite  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  a. 

Quand     />>e,     L/;  >  1     et     1— L/>'<0.     L'inégalité      —  >  1  —  L/v     n'est  vérifiée  que  pour  les 

a 

valeurs  positives  de  a  et  pour  les  valeurs  négatives  plus  petites  que —7--     L'étude  de  la  relation 

signalée  s'achève  sans  difficulté 

4.  La  surface  y  =  .ve  ^  h- (x  —  dj3 

contient  la  droite  x  =  I,  y  =  e,  qui  est  parallèle  à  0:;  elle  passe  donc  au  point  .r  =  1,  y  =  e, 
:  —  0.  D'ailleurs,  comme  l'énoncé  l'indique,  elle  est  coupée  par  le  plan  :  =  0  suivant  la  courbe 
(C),     (}ni  contient  ce  points 

Cette  surface  est  une  surface  réglée  ;  elle  est  coupée  par   le  plan      r  =  C     suivant   uiu'   droite,  la 
(lioit(;  qui  a  pour  équations  x  =  C, 

7/  =  (C—  l)=-f  Ce~  . 
Portons  les  axes  parallèlement  à  cu.\-mèmes  au  point  1,  e,  0;  nous  aurons 

y  -H  e  =  (X  -H  l)e  """*"'  -h  xz, 

et  il  est  visible  à  nouveau  que  cette  surface  passe  à  l'origine  et  contient  la  droite     x  =  0,     7  =  U, 

c'est-à-dire  l'axe  des  z. 

L'écjuation  étant  résolue  par  rapport  à  ?/, 

I 

y  =  (x  -+-  1  )e  ^  "^'  -h  xz  —  e, 

du  du  O'^i^  d^y  .  <^^î/  .     ,        ,       , 

posons  p  —  -r^-,  q  =  — i^'  r  =  ——,  s  =  ^  \  et  t  =  —^,  le  plan  tangent  aura  pour 
*  ^        âx  Oz  <)x^  âxoz  oz^ 

équation  \ —  y  =  p{X  —  x) -hq{7.  —  z). 

A   l'origine,  les  valeurs  de    p    et    de    q,      p=e^-^^(l —  j-h-,      q  =  x,      deviennent 

p  =  0,     q  —  0,     et  le  plan  tangent  est     Y  =  0,     la  normale  à  ce  plan  est  Oy. 

Considérons  alors  une  courbe  de  la  surface  passant  au  point    0.    Les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 

dx  dy  dz 

sente  à  cette  courbe  sont  a  =  -7—»  p  =  -7—7  y  =  — r-  > 

"  ds  ds  ds 
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Ceux  de  la  normale  principale  sont 

rfa  di  ^  d'^  _      d'( 

dn        '''   ds  '       '   rfs  '       '    ds 

p  étant,  lo  rayon  de  courbure.  L'angle  0  de  la  normale  principale  avec  0'/  est  donc  donné  par 

rf^  d'-ii 

cos  0  =  p  -—  =  p  --■    ■ 
ds  ds^ 

dy  dx  dz 

ds  ds  ds 

d^y  d^x  d^z 

lû'^  ^  ^  ~d?  '^  ^ 'd?' 

A  l'origine,  p  et  q  sont  nuls;  donc  nous  avons 

cos  0 


/  dxy      ^    dx 
\  ds  J        "    ds 

dz           1 

^  dz 

ri 

■  -T-  -1-M 

ds         ^ 

\  ds 

■a--t-  i^.s-av  -t-  t-;'-, 
el,  pour  la  section  normale  qui  correspond  à  cette  tangente, 

0 

Dans  celle  formule,  p  a  un  signe,  car  nous  avons  supposé     0=r:0     et  0  peut  être  égal  à  -;   p  a  le 
signe  du  trinôme  et  devra  être  porté  sur  l'axe  Oy  avec  son  signe. 

L'indicatrice  a  pour  équation  ra;^  h-  "Isxz  -+-  tz-  =  1, 

en  appelant    y/p  la  valeur  du  rayon  vecteur  qui  va  du  point    0    au  point    far,  z)    de  riiidicatricc  qui  est 
placé  sur  la  tangente  à  la  section  norm;ile  envisagée. 

A  l'origine,  r  prend  la  valeur  e,  car  on  a  toujouis 


(_! !_V^ 

\{x-i-if      {x-hiy-i 


dx         [x  ^  1)- 

s  et  l  sont  toujours  égaux  à  1  et  à  0.    L'indicatrice  a  donc  pour  équation     ej-2 -i- 2a;/  =  1  ;    c'est  une 
hyperbole. 

Appelons  cos  a  et  sin  a  les  cosinus  directeurs,  par  rapport  à  Ox  et  à  0:,  de  la  direction  d'une 
tangente  à  la  surface  à  l'origine  des  coordonnées,  et  R  le  rayon  vecteur  de  l'indicatrice  situé  sur  cette 
tangente  ;  nous  aurons 

R2  =  f  ^ 


e  cos^  a  H-  2  cos  a  sin  a 
p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  correspondante.  Quand 

e  cos^  a  -+-  !2  cos  a  sin  a  =  cos-  a(^.'  -I-  2  tg  a) 
est  positif,  le  rayon  de  courbure  est  porté  par  la  demi-droite  O.r  ;  au  contraire,  ijuand     ;2  tu  j  -f-e     est 
négatif,   le  rayon  de  courbure  est  porté  [lar  la  demi-droite  opposée,  Ox' .  Les  changements  de  signe  se 

6  TZ 

font  quand     tg  a  =  x      et     tga  =  —  —  ;     soit     -3- -4- o     ce  second  angle,  o  désignant  un   angle  aigu 
et  positif;  lorsque  a  varie  de  0  à  — >     p  est  positif;  quand   a  varie  de  —  à     -;j--f-?,      ?  est  ne.^atif  ; 

et  enfin,  de      —h-?     à  7:,     p  est  positif.   Les  deux  directions   —  el     "^  ^~  ^     ^^^"'  «elles  des  asymp- 
totes de  l'indicatrice. 

,          ?           ~        ? 
Four  avoir  les  rayons  de  courbure  principauN,  il  f;mi  prendre  pour  a  les  valeurs-;^    et     —H 

Nous  trouvons  ainsi 

I  ^  '^ 

r  =  .  =  =— : et  r'  = ^^-— 

,   (?         ,    .     <P  <&  e  cos  !? -I- 2  sm  <p -h  e  —  eooso-  -rsinç-he 

e  cos*  -—  -h  3  sin  -^  cos  -~ 
t  2         2 
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D'autre  part, 


—  cot  V  =  —  — 


l<r  O    ^    —, 


sin  9  =-. 


v/4. 


le  radical  désignant  un  radical  arithmétique  ;  par  conséqu  ent 

2 

r  =  .  et  r'  — 


e  -1-  /e-  -h  4  e  -  \  e= 

En  rendant  les  dénominateurs  rationnels,  on  trouve  enfin 


cos  o  = 


v/e2  +  4  — 


/e^  +  4  H-  e 


v^4  -v  e^ 


Marcel  NICOLAS,  à  Lille. 
Bonnes   solutions:    MM.  G.    Lacii,    à    Rodez;  P.  Rémo  ndin,  à  Lérouville  ;  L.   .Iammks  :  A.  Courtois,  à  Sedan:  A.  Ronvaux 

L.  GOBILLOT. 

Assez  bonne  solution  :  M.  Raymond  Ciiirolj  à  Moulins. 


1989.  —  On  considère  une  poulie  rnohile  de  poids  2P,  soutenue  par  un  fil  dont  l'extrémité  A  est  fixe, 
tandis  que  l'autre  extrémité  B  est  libre  et  tirée  par  une  force  F  ayant  la  direction  du  fit.  A  chaque 
point  B  du  plan  correspond,  ainsi  une  force  F.  Montrer  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  V  ;  calculer 
cette  fonction  et  déterminer  les  lignes  de  niveau. 

Prenons  pour  axe  des  x  l'horizontale  Ax  et  pour  axe   des  y  la  verlicale  Ay    dirigée    vers  le  bas, 
m  n      b  ^^^  deux  droites  étant  situées  toutes  deux  dans  le  plan  de  la  poulie. 


U 


rT  Désignons  par  x,  y  les  coordonnées  du  point  B  et  par  X,    Y  les 

projections  de  la  force  F  :  nous  allons  exprimer    X  et  Y  en  fonction 

de  X  et  \j. 

Soient  H    le  rayon   de  la    poulie,  et    /    la  longueur  du  lil.  Nous 

avons  /  =  AM -r  arc  MN  H-NB, 

ou,  en  désignant  par  2    l'angle  du  (il   AM   avec  l'horizontale  Ax, 

/=  Ai\l-+-NB  +  -2Ha. 

D'antre    pari,    l'abscisse    x     du    point   B    est  égale    à  la  somme 

km  +  mn  -f-  /(/>,     ou  à     AM  cos  a  h-  corde  MN  -^  BN  cos  «. 

On  a  donc 

X  =  (AM  -(-  B.N)cos  a  h2Rsin  a, 

ou,  en  remplaçant     AM-^NB     par     l—t\\%,     on  a 

(^)  X  =  /  cos  2-1- 2B  sin  a  —  2Rï  cosa. 

,  p 

D  autre  part,  d'après  la  théorie  do  l'équilibre  df  la  poulie  mobile,  on  a     F  sin  »  =  i\    ou    F  = 

Par  suite,  les  projections  de  la  force    F  sur  les  axes  sont 

x  =  I^2il,        Y=  -p. 

sm  ■3. 
Or  la  formule  (I)  délinit  a  comme  fonction  de  x;  on  en  conclut  que  X  est  fonction  seulement  de  x 
et  comme  Y  est  une  constante,  il  y  a  une  fonction  des  forces.  Soit  U  cette  fonction  ;  on  doit  avoir 

rfU  =  X'/x-hY(ij/. 
Or,  en  différenciant  la  relation  (1)  on  a 

dx  =  (— /sin  x-(-2Basin  a)rfa  ; 
on  en  déduit 

cos  a 

dV\=^— (— /sina  +  2Rasina)c^a— Pc^y,  ou  rfU  =  PI— /cOSa-h2Kacosa](^a— Prfi/. 

sm  %  L  j  j 


SID  a 
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En  intégrant,  on  a 

L'  =  P  —  /sina-H2R(asin  a  +  cos  a);  —  P7  -v-C. 
On  obtient  ainsi  la  fonction  des  forces,  %  étant  une  fonction  de  x  définie  par  la  relation  (I). 
On  en  conclut  que  les  lignes  de  niveau  ont  pour  équations  paramétriques 

X  =  /cosa-^2Rsina  — 2l{acosa,  V  =■■  —  /sina-i-2Rcosa  +-2Rasina-|-C', 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  que  le  rayon  de  la  poulie  est  négligeable,  ces  équations  se 
simplifient  et  deviennent  a,'  =  /cosa,  y=  — fsina-i-C'; 

elles  représentent  les  cercles  a;- -t-  [y  —  C')^  =  1-. 

Jkan  OTTENHEIMER,  8-=  d'artillerie.  Nancy. 

MM.  Cil.  B,  PTisTB,  lépétileurnnx  Anglais,  à  Lyon  :  Anrlré  Courtois,  1470  d'infanterie,  à  Se.lan  ;  A    Rol-^sbac.  h  Kournes- 
en-VVeppes,  ont  résolu  la  question  en  négligeant  le  rayon  de  la  poulie. 


1990.  —  Une  tige  homogène  pesante.  OA  est  mobile  autour  d'un  point  fixe  0.  Une  autre  lige  AB, 
également  homogène  et  pesante,  est  articulée  en  A  à  l'extrémité  de  la  première.  Son  extrémité  B  est  mobile, 
sans  frottement,  sur  une  droite  horizontale  passant  par  le  point  0.  En  B  est  appliquée  une  force  horizon- 
tale F  située  dans  le  plan  OAB. 

Connaissant  les  poids  des  deux  tiges,  on  demande  quelle  relation  existe  entre  la  grandeur  de  la  force  F 
et  Vinclinaison  de  In  lige  OA. 

Chercher,  en  particulier,  pour  quelle  valeur  de  F  la  tige  OA  prend  une  inclinaison  de  45". 

Les  deux  tiges  sont  supposées  inégales.  On  admet  que  l'articulation  existant  en  \  équicaul  à  deux 
forces,  égales  et  contraires,  appliquées  l'une  à  la  lige  OA,  l'autre  à  la  tige  AB. 

Il  est  presque  évident  que,  par  raison  de  symétrie,  les  deux  tiges  sont  situées  dans  un  nii-me  plan 

vertical,  le  plan  vertical  qui  contient  l'iiorizonlale  Ox,  sur 
laquelle  se  déplace  le  point  H.  On  peut  d'ailleurs  le  démontrer 
de  la  façon  suivante,  en  analysant  les  forces  qui  soUicitonl  les 
deux  tiges. 

Nous  devons  écrire  (|ue  chacune  dos  deux  liges  est  en  équi- 
libre. La  lige  OA  a  un  point  fixe  O  ;  elle  est  soumise  à  l'aclion 
de  son  poids  !*,  qui  est  vertical  et  appliqué  au  milieu  lî  de  OA, 
et  à  l'action  AN  de  la  lige  .\B.  Pour  iju'il  y  ait  équilibre,  il 
faut  que  les  deux  forces  P  et  N  soienl  dans  un  uu'mu»'  plan 
contenant  le  point  0  :  ce  tpii  ni«inlro(jue  la  force  N  est  dans  le  plan  vertical  cpii  passe  par  la  lig«>  O.K. 

D'autre  part,  la  lige  AB  est  en  équilibie  sous  l'action  \  de  OA  (N'  étant  égale  el  opposée  ii  Ni,  de 
son  poids  P',  de  la  force  F  cl  de  la  réaction  R  de  Ox.  On  peut  remplacer  H  cl  F  par  leur  re.sullanle 
F',  et  comme  la  lige  AR  est  alors  en  cquilibre  sous  l'action  de  trois  forces  N'.  P  el  F ,  il  faut  que 
ces  trois  forces  soienl  dans  un  même  plan  et  se  rencontrent.  Ce  plan  sera  le  plan  verlica!  conlenani 
AB,  parce  qu'il  contient  P'. 

On  voit  ainsi  que  la  droite  NA^'  doil  être  située  dans  les  plans  verticaux  des  droites  (>.\  el  AR.  el 
doit  passer  par  le  point  de  rencontre  (à  distance  finie)  de  P  el  F  ;  donc  les  deux  plans  verticaux 
coïncident. 

1.  /■.''luilihrc  de  0.\.  —  Prenons  comme  ;i\e  des  x  l'horizontale  (jue  décrit  le  point  B,  ol  comme  ax*» 
des  y  la  verticale  descendante».  Soienl  /  la  longueur  de  la  tii;e  0.\.  P  s«»n  poids,  el  0  l'anglo  qu'elle 
fait  avec  i)x.   Désignons  en  outre  par  \  el  V  les  projections  de  la  force  N 
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Pour  que  OA  soit  en  équilibre,  il  Caut  et  il  sullit  que  la  somme  des  moments  algébriques  des  forces 
P  et  N  par  rapport  au  point  0  soit  nulle.  Les  coordonnées  du  point  A  étant/cos6  et  /sin 'J,  le  moment 

/  cos  0 
de  N  est     /  cos  0  Y  —  /  sin  <>  X,     celui  de  P  est    "  P  ;  on  a  donc 

(1)  /cosOY— /siiiOX-i ^^1— P  =  0. 

2.  Équilibre  de  AB.  —  AB  est  soumise  à  l'action  des  quatre  forces  W,  P',  F  et  R;  celle-ci  est 
normale  à  Ox-  puisqu'il  n'y  a  pas  de  frottement.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suflit  que  la 
somme  des  projections  des  forces  sur  chacun  des  axes  Ox  et  Oy  soit  nulle,  etque  la  somme  des  moments 
algébriques  par  rapport  à  un  point  du  plan  soit  nulle. 

Projetons  les  forces  sur  Ox  et  Oy  ;  nous  avons,  en  remarquant  (jue  les  projections  de  N'  sont 
—  \     et     —  Y, 

(2)     -X-hF  =  0,  (3)     -Y-^P'-R  =  u. 

I';n(in,  prenons  les  moments  par  rapport  au   point   A.  Nous  désignerons   par  /'  la  longueur  AB  et 

par  0'  l'angle  ABO.  Nous  avons 

,  ,  /'  cos  6' 

(4) P'  —  /'  cos  0'  R  -+-  /'  sin  0'  F  =  0. 

Remarquons  tout  de  suite  que  le  triangle  OAB  nous  donne 

OA  AB  /sinO 

sm')'  = 


sin  0'  sin  0  /'      ' 

Les  équations  (i),  (2),  (3)  et  (i)  nous  permettent  de  calculer   \,  Y,  R  et  F  en  fonction  de  0. 
Nous  avons  d'abord     X  =  F;     puis,  la  relation  (l)nous  donne 

2FsinO— Pcos  0 


Y  = 
et  de    (3j    nous    tirons  K  =  P'  —  Y  = 


"2  cos  0 
2P'  cos  0  -^  p  cos  0  —  2F  sin  0 


2  cos  e 

Remplaçons  R  par  cette  valeur  dans  l'équation  (4),  nous  avons 

_  (P-t-P')cos6cos0' 

2(smO  cos  6'  -+-COS  6  sin  0')  ' 

et  nous   n'avons   plus  qu'a  remplacer    sin  0'    par  ^^- —  et  cos 0' par     - —      \  ^'" poiiroblenirre.x- 


,  ,.     .     p  r  (P-+-P')cosO//"'  — /-^sin^  e 

pression  demandée  de  r,  r  =— — -. — — -^ . —  -  — ., 

^  2smO[/cosO-+-//'2_/2sin«0] 

/  /' 

ou  encore,  en  remarquantque    — -  =  — , 

_       cosO(P^  P'W\>'-'—  P''sin='6 
"~    2sinO[PcosO-f- v/P^*^^T^sTn^O[" 

Si      0  =  —,     on  a  h  = -__     ■ 

4  2[P  -H  v/2P'*—  P2] 

(î.  LACH,  à  Rodez. 
Bonnes  solutions  de  MM.  Raymond  Chiroi.,  à  Moulins,  it  L.  Gobillot,  école  des  Anglais,  à    Lyon. 


1991.  —  On  mesure  l'indice  d'un  verre  par  la  méthode  du  goniomètre.  Quel  est  U indice  du  verre  pour 
une  radiation  donnée  si,  l'angle  A  du  prisme  étant  de  20°,  la  déviation  D  observée  {mimmum  de  déviation) 
est  de  12"? 
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Les  équations  du  prisme  conduisent  à  la  formule  connue 

.     A-i-D 

sin-^- 

n  =  — 


A 

sin  — - 

2 

dont  rapplicalion  donne  ici 

sin  16° 
n  = 


sin  10» 
Sur  la  règle  à  calcul,  on  trouve 

sin  16»  =  0,270,  sin  10°  =  0,174,  »  =  1.59 


Bonnes  solutions  de  MM.  Uagnaux  et  Gouillot. 


R.  CHIROL,  à  Moulins. 


1992.  —  On  considère  deux  barreaux  d'acier  identiques  A  el  A'  qui  ont  été  aimantés  différemment. 
En  les  faisant  osciller  dans  le  champ  terrestre  autour  d'axes  verticaux,  on  constate  que  le  barreau  A  fait 
trois  oscillations  complètes  en  dix  secondes  alors  que  A'  n'en  fait  que  deux.  On  demande  : 

a)  Le  rapport  des  moments  magnétiques  des  deux  barreaux  ; 

b)  La  position  d'équilibre  par  rapport  au  méridien  magnétique  que  prend  l'équipaqp  obtenu  en  fixant 
en  croix  les  deux  barreaux.  L'équipage  est  supposé  mobile  autour  d'un  axe  vertical  ; 

c)  La  durée  d'oscillation  complète,  sous  radian  du  champ  terrestre,  dr  l'équipage  obtenu  en  fixant 
l'un  contre  l'autre  les  deux  barreaux,  les  pôles  de  7wms  contraires  en  regard.  L' équipage  est  suppose  mobile 
autour  d'un  axe  vertical. 

a)  Soient  M  et  M'  les  moments  magnétiques  des  deux  barreaux,  I  Uur  moment  d  inertie  commun, 
H  la  composante  horizontale  du  champ  terrestre.  On  a 


3  V    MH  -2  >    M'H 


Ln  prenant  le  rapport,  on  trouve  -r—-  —  —  • 

M  4 

b)  Soit    a    l'angle  qno  l'ait  le  ban  eau    A    avec  le  méridien  niaunéliquo  quand  l'équipage  est  dans  sa 

t: 

position  d'équilibre  ;      -, »     sera  l'angle  (juc  foraavec  le  méridien  lo  barn^au  .\  ,  mais  do  l'antre  c<">lé. 

Les    moments    des    forces    ap|)liquées  respectivement  aux  deux   barreaux   sont,  en    valeni    absuluf, 
M  sin  a  et  M'  cos  a  ;  ils  doivent  être  égaux,  donc  on  a 

M'         '» 

M  sm  a  =  M  cos  ot  d  on  tg  a  =  — -  —  —  • 

En  calculant  l'angle  a  avec  la  règle  à  calcul,  on  trouve 

a  =  24°. 

c)  Quand  les  barreaux  sont  asseniblés  les  pôles  de  noms  contraires  en  n>gard,  le  moment  magn«>- 
lique  du  système  est     M  —  M'     et  le  moment  d'inertie  21.  I.a  durée  d'oscillation  est  donnée  par  la  formule 


d'où 


(M  — M  ^11 
1  (M  -  M  )ll 


'^--^^Vtmt: 


Or  les  deux  piemières  équations  domuMit 

Mil  l)  Mil 

et 


4nn  100  4r  1  1(1(1 
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j,   ,  „       j,^   .  (M  —  iVl'jH 

d  ou  1  on  déduit 


4^21  100 

1  1 


t'         40 
Solutions  passables  de  MM.  Dagnaux  et  Gobillot. 


t  =  ^0  =  6%32. 

R.  CHIROL. 


1993.  — Dans  une  bombe  calorimétrique  rfe  601)'™'  dont  la  température  initiale  est  0°  et  dans  la- 
quelle on  a  préalablement  fait  le  vide,  on  introduit  du  méthane  jusqu'à  ce  que  la  pression  atteigne  1  at- 
mosphère; puis  on  ajoute  de  l'orygène  de  manière  à  porter  la  pression  à  o  atmosphères.  On  fait  exploser  le 
mélange  et  on  constate  que  la  chaleur  dégagée  par  la  réaction  est  de  5690  calories-grammes . 

Dans  une  deuxième  opération,  on  introduit  dans  la  bombe  de  l'hydrogène  jusqu'à  ce  que  la  pi-ession 
atteigne  "1  atmosphères  et  on  ajoute  de  l'oxygène  de  manière  a  porter  la  pression  à  5  atmosphères.  Après 
explosion,  on  trouve  pour  la  chaleur  dégagée  le  chiffre  de  3650   calories-grammes. 

Dans  une  troisième  opération,  on  introduit  dans  la  bombe  1  gramme  de  charbon  de  sucre  et  on  ajoute 
de  l'oxygène  jusqu'à  ce  que  le  manomètre  indique  une  pression  de  25  atmosphères.  Après  inflammation,  on 
constate  que  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  La  combustion  est  de    81  lU  calories -grammes. 

On  demande  de  déduire  des  résultats  qui  précédent  la  chaleur  de  formation  du  méthane  a  partir  de  ses 
éléments.  On  précisera  les  conditions  expérimentales  auxquelles  se  rapporte  le  chiffre  obtenu. 

Un  volume  de  600  cm^  sous  la  pression  d'une  atmosphère  et  à  0""  représente  luie  fraction  de  molé- 
cule égale  à  —  •    La  combustion  d'une  molécule  de  méthane  déneigerait  donc 

-2-24 
--r->  5600  =  -212  400  calories. 

0 

Le  mrme  volume  de  600'"^    sous    la   pression    de   '2    ..Imosphères,    représente  —-^ — -  molécules 

*  f  '       t'  22400 

224 

d'hydrogène.  La  combustion  d  une  molécule  dégag-uail  donc      ——-  x3650  =  68100  calories. 

Enlin,  un  atome  de  carbone  pesant  12»,  sa  combuslion   dégagerait     1  2  X8l  10  =  07  .iOO  calories 
Or  la  combustion  du  méthane  est  représentée  par  l'équation 

Cll^-+-20-  =  C0*-f-2H-^O. 
Si  on  désigne  par  .r  la  chaleur  de  formation  du  méthane,  on  a  donc,  en  grandes  calories, 

2I2,'t  =  97,3-^  2x08.1  — a-, 
a-  =  21,1. 


1994.  —  On  sait  (jue  le  peroxyde  d'azote  présente,  entre  les  températures  de  20'  et  liO',  une  variation 
rapide  de  la  couleur  et  des  diverses  propriétés  physhpies.  Ce  phénomène  correspond  à  la  transformation 
réversible  de  Az'O'  en  AzO-. 

On  a  mesure'  à  la  pression  alniosphénque   le  volume   occupé  par  lS'-',i  de  peroxqde  d'azote.   On  a 
trouvé  :  à  la  température     /,  =  27",     un  volume     V,  ^:  o',00  ; 
à  la  température     i.^  =  HOo,     un  volume     \,  =  12', li. 

Soit  a  le  coefficient  de  dissociation  du  corps  Az-0%  c'est-à-dire  le  rapport  du  nombre  des  molécules 
de  Az^O*  dissociées  au  nombre  total  des  molécules  que  l'on  aurait  si  tout  le  peroxyde  d'azote  se  trouvait 
sous  forme  de  Az^O*.   On  demande  : 

i°  La  valeur  de  a  aux  températures  ti  et  t^  ; 
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2"  Le  signe  du  phénomène  thermique  qui  accompagne  la  transformation  de  Az^O*  en  AzO-.  On  sait 
d'ailleurs  que  ce  signe  ne  varie  pas  entre  les  températures  de  27*  et  rfe  i  10". 

On  admettra  que  l'on  peut  appliquer  a  Az-0*  et  à  Azr)2  les  lois  des  gaz  parfaits. 
Poids  atomique  de  l'azote,  14;  de  l'oxygène,  16.  Densité  de  l'oxygène,     d  =  1,105. 

Soit  n  le  nombre  des  molécules  que  l'on  aurait  si  tout  le  peroxyde  d'azote  se  trouvait  sous  la 
forme  Az^O*,  wx  le  nombre  des  molécules  dissociées;  le  nombre  réel  des  molécules  sera  n(l-r-a). 
Soit  V  le  volume  moléculaire  dans  les  conditions  normales  ;  à  t°,  le  volume  de     ii(i-\-%)     molécules 

sera     n{i -^  ol)Y (  l -\- —— j  ■     On  aura  donc  les  deux  équations 

n(l-^aOv(l+.-A.'^  =  V., 


w(l  -hoL^)\(i  4- 


273 


=  V,. 


18,4 
Le  poids  moléculaire  Az'^0*  est  égal  à  92,  donc     n  =       '     =  0,i. 

Le  poids  moléculaire  de  l'oxygène  est  32  et  le  poids  spécifique  de  l'air  normal  1,'293,  donc 

32 

V  =  =  22  4 

1,105X1,293 
Les  équations  numériques  sont  donc 

0,2(1 +a.)22,4(n-^)  =3,90, 
0,2(1 -^a,)22,4(l+-il5.)  =12,14 

et  donnent  a,  =  0,20,  a,  =  0,93. 

Une  élévation  de  température  a  donc  augmenté  la  dissociation.  11  on  résulte,  d'après  les  lois  du 
déplacement  de  l'équilibre,  que  cette  dissociation  doit  élre  endothermique. 


GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


1985.  —  Soient  M  un  point  variable  d'une  ellipse,   ('  son  centre  de  courhurr,   1*  ei  <J  les  pieds  des 

deux  autres  normales  issues  de  C . 

1°  La  corde  1*0  est  normale  à  une  ellipse  fixe  ; 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  Md  ft  I*(  »  est  une  ellipse; 

„   .  I 

3»  Le  lieu  du  centre  de  (iravilé  du  lrian(ile  Ml'O  est  une  cnurhr  du  sixième  denre  dont  l'aire  est   -— 

de  celle  de  l'ellipse; 

4°   Le  lieu  du  centre  du  cerrle  circonscrit  à   MPO  ^5/  une  sexlitiue  dont  l'nirr  est    — -  de   l'tnrc  de  la 

'  12 

développée  de  l'ellipse  ; 

5"  Le  lieu  du  milieu  de  PO  est  une  scrtiiiur  dont  l'aire  est     —    de  <clle  de  l'etlivsc  : 
0°  Le  lieu  du  pôle  de  PO  par  rapport  à  /'ellipsr  donnrr  est  une  kreuzcurve. 

D'un  point  (juolconque   C.{x„,  i/„)    (mi  pcnl  iiifiicr  a  ItMlipse     — r -+- -rr       '        "     «lualre  normales 

dont  les  pieds  P,  O,   P  ,  0    ^""l  Ifs  points    de   nMicoiitrc  di'  rt'ilipst»  (>l  d.'  rhyp»M-bole  d'Apollonius 
relative  an  point  (1,  v\  dont  l'cqualion  s'écrit 
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Xq 


yo  —  y 
y_ 


c^xy  -\-  b'^y^x  —  o^^^y  =  0. 


On  en  conclut  que  l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  quatre  points  P,  Q,  P',  Q'  est 

fl)  — ^  +  -^  -   1  +  Mc^xu  -^  bht^x  -  a^x.y)  =  0. 


■^  +  jr    *  +  ^(^'^.v  -^  ^'yo^  -  ^'^«î/) 


Désignons  par  (a,  J3)  et  (a',  ^')  les  coordonnées  des  pôles  des  deux  droites  PQ  et  P'Q'  par  rapport 
à  Fellipse  :  l'ensemble  de  ces  deux  droites  a  pour  équation 


(2) 


a^  ft2         1  M    ^2    -^    ^2 


1=0, 


et  constitue  une  des  coniques  du  faisceau  (1).  Pour  une  valeur  convenable  de  X,  les  équations  (I)  6t  {"2) 
ont  leurs  coeflicients  proportionnels.  Or  les  termes  constants  étant  opposés,  il  doit  en  être  do  même  des 
autres  coefTicients.  Si  nous  écrivons  que  les  coefficients  de  x*  sont  opposés  ainsi  que  ceux  de  j/^  nous 
obtenons  les  formules  aa'  -+-  a^  =  0,  ^P'  -i-  6-  =  0, 

bien  connues  sous  le  nom  de  formules  do  Joachimstal. 

Gela  posé,  soit  M(acos  9,  6sin'f)  un  point  de  l'ellipse,  et  soit  G  le  centre  de  courbure  au  point  M. 
Le  point  G  étant  sur  la  développée,  deux  des  pieds  de  normales  issues  de  ce  point  à  l'ellipse,  P'  et  Q' 
par  exemple,  sont  confondus  au  point  M:  le  pôle  de  P'U'  est  précisément  le  point  M,  et  les  formules 
de  Joacliimstal  nous  donnent,  2  et  [i  étant  toujours  les  coordonnées  du  pôle  de  PQ, 

aa  cos  ^  -\-a-  =  0,  ^b  sin  v  -1-  b-  =  0, 

a  ,  b 


ou 


COScp 


P=- 


olX  -il/ 

La  droite  PQ  a  donc  pour  équation      — r^-^  -1=0, 

a-         b- 


sm  9 
ou 


y 


a  cos 


b  sin 


1  =0 


1.  Cherchons  l'enveloppe  de  cette  droite.  Le  point  limite  est  défini  par  les  deux  équations 
X  y  t        r,  xsino        y  cos  (f 


a  cos  co 
la  seconde  peut  s'écrire 


b  sin  «p 


X 


a  cos  tf 


1=0, 


V 

b  sin  o 


et 


fl  cos  9 


acos"? 

?/ 

/;  sin  o 


cos-  tf -H  sm^  9 


cos-  9  sin-  o 

on  tenant  compte  de  la  première.  On  en  tire 

X  =  —  a  cos^  «?,  y  =  —  b  sin'  o, 

et  on  en  déduit  (jue  l'enveloppe  de  la  droite  PQ  a  pour  équation 


b  sin' 


=  -i, 


=  0; 


(3) 


X 

-  I      -+- 
n 


y 


)      -..0. 


Il  nous  faut  démontrer  que  cette  équation  représente  la  développée  d'une  ellipse. 

X"-  )/^ 

h  — 

A-        B^ 


On  sait  que  l'ellipse    -— -  4- -^  —  1  =  0    a  pour  développée  la  courbe 


(i^)'-(t^)^  — «• 


Gette  équation  représentera  la  même  courbe  (jue  l'équation  (3)  si  l'on  a 


A^  —  li^ 


A»  — B= 


Gomme  nous  supposons     a  >  b,     ces  égalités  montrent  que  .\  doit  être  plus  petit  que  B.  11  nous 
faut  donc  établir  qu'on  peut  déterminer  A  et   B  par  les  équations 
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A        _  j^  b        _   1 

B-2  —  A2   ~   a  '  ïi'-  —  A'^    ~  1  ' 

Le  calcul  est  très  simple.  Nous  avons  d'abord     Aa  =  IV;  =  /,     ou     A  =  — >     B  =  — ,    et  eo  por- 

a  h 

tant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  par  exemple,  nous  obtenoDs 

X 

"^  1  ^M  *  \        .  r  <''''" 

'[-r:, ri  =  ',  ou  enfin 


.         ab"^  a^b  .      ,     , 

Nous  avons  donc    A= — —,    a  = —^:    par  suite  la  droite  PQ   est  normale  à  l'ellipse 


1  c^xy      /  chj  y  _ 


2.  L'équation  de  la  normale  MC  au  point  M  est 

ax  b]i 


e  =  0. 


cos  'f         sin  cp 
En  résolvant  cette  équation  et  celle  de  la  droite  PQ  on  obtient  les  coordonnées  du  point  de   ren- 
contre 

aia'  —  W)  hib'  —  'ia'-) 

X  = ; — —  cos  9,  y  = — —  sin  o, 

a'  -H  6^  ^  •''  a*  -h  A- 

et  l'on  voit  immédiatement  que  ce  point  décrit  l'ellipse  qui  a  pour  équation 


a\d' —VPf         b\b^--la^f 


1  =  0. 


3.  Soient  a?i,  j/i  et  x^,  xj-i  les  coordonnées  des  points  P  et  Q  ;  le  centre  de  ;,'ravité  <i  du  triangle 

MPQ  a  pour  coordonnées 

__   .r,  4- x.>  H- a  cos  tf                        j/i -h  t/o -i- ^  sin  s 
^  = ^ '  ?/  = 3 • 

Remarquons  que     — î— — ^      et  "■     sont  les  coordonnées  du  milieu  1  de  pn.  Ce  point  est 

à  l'intersection  de  la  droite  PQ  et  du  diamètre  conjugué,     — ; —  •  -|i-  =  0;     on  en  déduit  aisé- 

(i-        a  cos  (?      6- 

ment  les  coordonnées  du  point  I, 

=  —  a  sin-  ^  cos  cp, =  —  o  cos*  o  siii  o. 


a, 

et  par  suite  celles  du  point  G, 


or  =  —  cos  co  cos  2»,  M  =  —  — -  sm  »  cos  29. 

3  '  ■  *  3  ' 


Il  est  aisé  d'éliminer  o  entre  ces  deux  écjuatious.   En  les  divisant  membre  à  in«Mnl»re,  on  a  d  abord 

bx 
des  carrés,  on  a 


aij  Wx  'iii 

tgtt.  = ■—;     puis  si  on  les  écrit     —  =cos?cos2», f-  =  sm?cosi?,     ol  si  on  fait  la  sonune 

bx  (10 


ou,  en  remplaçant  tg  cp  par  sa  valeur, 

/  nhf 

/  j-«        1/»  \         / 
9( 
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ou  enfin 


^-.y-]     =0 


Le  lieu  est  donc  une  courbe  du  sixième  degré,  symétrique  par  rapport  aux  axes,  admettant  à 
l'origine  un  point  quadruple,  les  tangentes  étant  les  diamètres  conjugués  égaux  de  Tellipse.  Mais  pour 
construire  cette  courbe,  et  pour  calculer  son  aire,  il  sera  plus  simple  d'utiliser  les  équations  paramé- 

fj 


triques 


X  =    —  COSçCOSScp, 
o 


o 


Il  suffira  évidemment  de  faire  varier  ç,  de  0  à  -^  et  de  prendre  la  symétrique  de  la  courbe  obtenue 
par  rapport  à  Ox  et  par  rapport  à  Oy. 

h 

coso(6sm2o  —  i). 


Nous  avons 


-7—  = sm  06  cos^  9  —  1),  -f- 


3 


I  1 

Soient  a  l'angle  aigu   qui   a  pour   sinus   — — ,    el  p  celui    (jui   a   pour   cosinus  ;  nous  avons 

v'6  y/6 

«<  —  <<?',     et  les  variations  de  x  et  y  sont  indiquées  dans  le  tableau  suivant  : 


0 

a 

? 

a 

T 

décroît 

2a 

>     fi 

décroit 

0 

décroît 

2« 

Dv/ê 

croit 

0 

0 

décroît 

2h 

croit 

0 

croît 

9    V  6 

croit 

b 

\)^ 

3 

Nous  obtenons  ainsi  l'arc  de  courbe  AOB  ;  et  comme 

1 


'A    -»■ 


en  prenant  le  signe 


dy  II  6  sin-  o 

-r  = cot  <? ^ -, 

dx  a  Dcos*  9  —  1 

on  voit  que  la  tangente  en  A  est  perpendiculaire  à  Ux,  la  tan- 
gente en  B  perpendiculaire  à  Oy,  et  que  la  tangente  au  point  0 

b 
a  pour  coefficient  angulaire 

a 

En  achevant  par  symétrie  on  obtient  toute  la  courbe. 
L'aire  limitée  par  la  courbe  est  égale  à  quatre  fois  l'aire  cou- 
verte de  hachures,  et  celle-ci  est  égale  à     — ô"  I    "  •'^'^y  —  ydx, 
puisque  le  rayon  vecteur  tourne  dans  le  sens  négatif  quand  o  croit  de  0  à 


— -•    L'aire  totale  A  est  donc 
On  a 


A  =  —  2  /    -  xdy  —  ydx. 


xdy  — ydx  = cos'cpcosicp(6sin^cp — l)rfo sin-'f  cos2<p(6cos'^cp   -  l)d^  = —  cos^2?rf<p, 


el  par  suite 


A  = 


2ab 
9 


cos^  -?"?  =  "5" 


(1  -+-  cos  4cp)rf9 


■Kub 
l8~ 


C'est  bien  la  dix-huitième  partie  de  l'aire  de  l'ellipse. 


4.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  MFQ  rencontre  l'ellipse  aux  trois  points  M,  P,  Q  et  en  un  qua- 
trième   point  R,  tel  que   les    droites    PQ  et  MR  aient  des  pentes  opposées.    La   pente  de    PQ   étant 
b  sin  9  11     j     hïd  b  sin  ^ 


a  cos  c» 


celle  de  MR  sera 


a  cos  <f 


et  l'équation  de  cette  droite  sera 
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0/0 


X  —  a  cos  tp         y  —  b  sia  9 


=  0, 


a  cos V  0  sin 

L'équation  du  cercle  MPQ  est  donc  de  la  forme 

\  «  0"  /       \  a  cos  0         /^  siri  <f         J\a 


a  cos  (p        6  sin  ç 


=  0. 


=  0, 


coso        6  sin  (p 

et  il  suffira  de  déterminer  X  de  façon  que  les  coefficients  de  x'  et  de  y^  soient  égaux.  Nous  avuns  ainsi 

À  1  A  \ 


nous  en  tirons 

et  l'équation  du  cercle  s'écrit 


a2        a^cos^cD         62        b^  sin^  ^  ' 
0"^  cos^  o  -+-  b^  sin^  o 


X  = 


(a^  —  62)sij,2^(.Qg2  ^ 


c                                c* 
a;'-h  J/M-  — sin^cpcoscp.x ^  cos^ -^sio  o.j/ —  (a- cos^  tp -1-  h'- sin^ '^)  =  0. 

Les  coordonnées  de  son  centre  sont 

c-     .   ,  c- 

^"  =    -  TT- sin-cpcos'r,  y  =  — r  cos- o  sin  s. 

''In  '  •'  xjA  • 


2a 
On  en  tire  aisément 

X  b 

—  = tg  <?, 

y  '^' 


et 


Hb 


4(a2ar2  -+-  b^y') 


=  sin^  o  cos-;;  ; 


réliinination  de  -f  est  alors  très  simple  et  nous  donne 
Wx'^  -+-  bY)'  —  n^b'c'x-y'  =  0. 

Cette  équation  représente  encor-e  une  rosace  à  quatre  branches,  les 
tangentes  au  point  quadruple  étant  les  axes  de  coordonnées. 

On  la  construit  aisément  au  moyen  des  équations 

c^     .    ,  c' 

X  =  —  -—  sin-  o  cos  9,  y  =  —-  cos-  'j  sin  --, 

la  zn  '         ' 


dx 


c- 


(Jy 


-3-  =  —  3—  sin9(3cos2  9—  1),  -~-  =  -r^coso(l  —  3sin-o); 

df  "la  do         Vj 

en  faisant  varier  ?  de  0  à  —  on  obtient  la  branche  OMNO  dans  le  sens    OMNd 

2 

L'aire  couverte  de  hachures  a  pour  valeur      —  /       xdy  —  ydx,     et  l'aire  totale   linulée  par  la 

courbe  est  A  =  2  xdy  —  ydx  =  2         7- sin-  iurfo 

Jo  J  i,       {{jab  • 


-(  \i-co.^,)d,=  ^.. 


I  ()«/>.', 


On  vérilie  aisément  que  l'aire  do  la  développée  de  l'ellipse  isl  -^—-  -  ;  l'aire  A  est  dono  bien    la 
douzième  partie  de  cette  aire. 

5.  Nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  ■'{  que  le  milieu  de    VQ  a  pour  coordonnées 

.V  =  —  <i  sin"  v  cos  9,  y  =  ~  b  eos-  o  siti  ■^. 

Ce  sont  les  t'uiualions  p;uainiiii(iiies  ti'une  rusace  analogue  à  la  [ui'i'iMl(>nte.  Sun  l'qualion  rectiligoe  esl 

/£  .  zlV-  — •^*  =0 

Tiiib 

et  son  aire  est   >    c  esl-a-du'e  la  liniliénie  i)arlie  de  celle  île  I  ellipse. 

8  '  ^ 
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6.  Nous  avons  vu  au  début  que  les  coordonnées  du  pôle  de  PQ  sont 

a  h 


y  =  — 


cos  cf  sin(p 

par  suite,  le  lieu  de  ce  point  a  pour  équation 

1 =  1. 

a;2        jy2 

On  reconnaît  Téquation  d'une  kreuzcurve  admettant  pour  asymptotes  les  tangentes  aux  sommets 

de  l'ellipse.  E.-N.  BARISIEN. 

Bonnes  solutions  par  iMM.  Maurice  Fournial,  école  des  Anglais  à  Lyon;   G.  Lach,  à  Rodez;  L.  Naucelle  ;  A.  Rousseau,  à 
Fournes-en-Weppes  ;  L.  Simon,  à  Fourmies. 
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2026.  —  Un  cube  dont  les  arêtes  aai,  bbi,  cci,  ddi  sont  verticales  et  ont  pour  longueur  G'™  a  pour  base  infé- 
rieure le  carré  abcd  situé  dans  le  plan  11  de  cote  6  ;  les  points  a  et  b  sont  dans  le  plan  de  profil  situé  à  3""  à  droite 
du  centre  de  la  feuille  ;  les  points  c  et  d  sont  à  gauche  de  ce  plan  de  profil,  a  a  pour  éloujnenient  6  et  b  pour  éloi- 
gnement  12. 

La  diagonale  db^  tourne  autour  de  iaréte  aat,  puis  autour  de  iarêle  C|di  ;  elle  engendre  ainsi  deux  hyperboloïdes. 
Représenter  le  solide  commun  à  ces  deux  hyperboloïdes  limité  aux  deux  phns  de  projection,  aux  plans  de  profit 
situés  à  9'=™  du  centre  de  la  feuille,  au  plan  de  front  d'éloignement  \8  et  au  plan  horizontal  tangent  au  second  hyper- 
boloïde  et  situé  au-dessus  du  centre  de  cet  hyper boloide. 

(Agrégation  des  sciences  malhémaliques,  épreuves  finales;  concours  de  1911.) 

Représentation  des  deux  solides.  —  t)ésignons  par  Hi  l'hyperboloïde  dont  l'axe  AAi  est  vertical  et  par  Hj 
celui  dont  l'axe  CiDi  est  horizontal.  La  diagonale  DBi  a  sa  projection  horizontale  tantîonle  au  cercle  de  gorge 
de  lli  ;  on  peut  donc  tracer  ce  cercle  dont  le  centre  est  a,  oi  et  en  déduire  le  demi-axe  Iransverse  o'/i  de  l'hy- 
perbole méridienne.  La  trace  horizontale  h,  h'  de  la  génératrice  nous  donne  d'ailleurs  le  rayon  ah  du  parallèle 
de  cote  zéro,  et  il  suftit  d'amener  la  génératrice  à  être  de  front  en  /"o/io  pour  obtenir  l'asymptote  hio'  de  la 
méridienne  de  front  dont  nous  connaissons  déjà  le  sommet  fl  et  le  centre  o'.  Nous  pouvons  donc  tracer  cette 
méridienne  qui  donne  le  contour  apparent  vertical  de  l'hyperboloïde  Hi. 

Une  construction  absolument  identique  nous  l'ait  connaître  le  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloidc  H>  dont  la 
projection  verticale  se  fait  en  vraie  grandeur,  et  nous  en  déduisons,  après  avoir  déterminé  l'asyn)ptote  wA  de 
la  méridienne  horizontale,  le  contour  apparent  horizontal  du  second  hyperboloïde,  qui  est  l'hyperbole  de  centre 
w  et  de  sommet  g. 

Sections  planes  qui  limitent  le  solide.  —  Cherclions  d'abord  les  «celions  qui  limitent  le  solide  commun 
dans  les  plans  horizontaux  et  les  plans  de  front  définis  par  l'énoncé.  Le  plan  horizontal  de  projection  donne 
sur  l'hyperboloïde  Hi  le  parallèle  de  rayon  ah  et  sur  l'hyperboloïde  H2  une  hyperbole  ayant  le  même  centre 
et  les  mêmes  asymptotes  que  la  projection  de  la  méridienne  horizontale,  son  axe  transverse  étant  de  profil. 
Pour  avoir  sa  longueur,  considérons  la  méridienne  de  profil  de  l'hyperboloïde  qui  coupe  la  courbe  cherchée 
en  son  sommet  l',  l  et  amenons  cette  méridienne  à  être  horizontale  ;  le  point  /'  vient  en  i\  et  se  projette  en  l\ 
sur  la  méridienne  horizontale;  il  suflit  de  ramener  ce  point  /i  en  l  par  une  rotation  inverse  pour  avoir  le 
sommet  cherché.  Connaissant  alors  les  asymptotes  et  ce  sommet,  nous  pouvons  tracer  la  courbe  et  la  limiter 
au  plan  vertical  et  au  plan  de  front  donné. 

Le  plan  horizontal  tangent  à  l'hyperboloïde  II2  donne  sur  cette  surface  les  deux  génératrices  qui  se  pro- 
jettent précisément  sur  les  asymptotes  de  la  méridienne,  wâ  et  la  droite  symétrique  par  rapport  à  Mg.  Sur 
l'hyperboloïde  Hi  il  donne  le  parallèle  de  rayon  ae. 

Le  plan  vertical  de  projection  donne  sur  l'hyperboloïde  Ho  le  parallèle  de  rayon  oj'^'  et  sur  l'hyperboloïde 
II]  une  hyperbole  ayant  même  centre  0'  et  mêmes  asymptotes  que  la  méridienne  de  front,  mais  située  dans 
l'autre  angle  des  asymptotes.  Son  axe  Iransverse  s'obtient  par  le  procédé  déjà  usité  précédemment,  mais  on 
peut  éviter  ici  la  construction  en  remarquant  que  le  point  b\,  b[  de  la  génératrice  commune,  ayant  par  rapport 


tUheUe  :  —  • 


578  GËOMÉTRIR   DESCRIPTIVE 


au  plan  principal  de  Iront  le  mènne  éloigneineiil  que  le  plan  vertical  de  projection,  est  sur  le  même  parallèle 
que  le  sommet  cherché  ei  par  suite  les  sommets  de  la  section  sont  précisément  b'  et  b[.  On  peut  donc  tracer 
la  courbe. 

F.e  plan  de  front  d'éloignement  18  donne  sur  rhypf'iboloïde  Ho  un  parallèle  égal  au  premier  puisqu'il  est 
symétrique  par  rapport  au  centre.  Sur  l'hyperboloïde  fli  il  donne  une  hyperbole  qui  a  les  mêmes  asymptotes 
que  la  précédente  et  son  axe  transverse  sur  la  même  droite  b'b[,  ses  sommets  étant  déterminés  en  amenant  la 
méridienne  de  prolil  à  être  de  front,  ce  qui  amène  le  point  p  en  pi,  j)[  d'où  nous  déduisons  le  sommet  p'.  On 
peut  donc  tracer  l'hyperbole  p'V. 

Enfin  les  deux  plans  de  profil  donnent  sur  les  deux  suifnces  des  sectionsdont  les  deux  projectionsse  confondent 
sur  les  droites  l\l\  et  sa  symétrique  par  rapport  à  //"'. 

Intersection  des  deux  surjaces.  —  Les  deux  hyperboloïdes  ayant  en  commun  la  génératrice  DBi  se  coupent 
suivant  une  cubique  dont  il  est  facile  d'avoir  ici  les  asymptotes  sur  chaque  projection.  En  effet,  les  deux  cônes 
asymptotes  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes  de  manière  à  avoir  leurs  sommets  au  centre  du  cube  ont 
comme  génératrices  communes  les  quatre  diagonales  du  cube.  La  diagonale  DBi  qtii  est  la  génératrice  com- 
mune aux  deux  hyperboloïdes  donnera  sur  chaque  projection  une  asymptote  d'inflexion  jL,  j'\/,  l'autre  asymp- 
tote «Cl,  a'c[  étant  sur  chaque  plan  de  projection  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe. 

Il  en  résulte  que  sur  chaque  projection  la  courbe  traverse  le  cercle  de  gorge  aux  points  d'inteiscction  de 
aci  ou  de  a'c\  avec  ce  cercle  de  gorge. 

On  connaît  de  suite  un  certain  nombre  de  points  remarquables  de  la  cubique  à  l'intersection  des  sections 
planes  des  deux  surfaces  par  chacun  des  plans  horizontaux  ou  de  front  que  nous  venons  d'examiner. 

Un  calcul  assez  simple  permet  d'obtenir  l'équation  de  chacune  des  cubiques  projections  de  l'intersection 
des  deux  solides. 

En  prenant  pour  origine  le  centre  du  cube  et  pour  axes  des  parallèlesà  ses  arêtes,  on  aleséquations  suivantes  : 

CD,  i    ^  =  -°'  AA,!    '^^"'  I3,D     x=y  =  z. 

(.-  =  «;  I    ,j  =  —a: 

On  en  déduit  l'équation  de  chai]ue  hyperboloïde, 
Hi  x^-h>f-  —  2z^-\-2n{t/  —  x)  =  0, 

H2  x^  —  2i/2  -hz^-h  2a{x  —  z)  =  0, 

et  la  projection  horizontale  de  leur  intersection  débarrassée  de  la  génératrice  commune  est 

'A{x  -+■  )ff\.i(x  —  y)-i-  4a]  —  'ta^x  —  y) -h  i&a^  =  0. 

On  a  donc  les  asym|)lotos  x-\-yz^O,  et  3(x  —  j/)-+-4a^0. 

On  voit  aussi  la  tangente  x  —  v  =  4a 

au  point  où  la  courbe  traverse  le  cercle  de  gorge. 

L'asymptote  a;  -t-  »/  =  0  est  un  axe  de  symétrie  car  si  on  coupe  la  courbe  par  des  perpendiculaires  telles 
que     X  —  y  =z  X,     l'équation  donne  deux  valeurs  opposées  pour    x-\-y. 

Nous  avons  donné  la  construction  d'un  point  courant  en  menant  par  la  génératrice  commune  un  plan 
auxiliaire.  Soit  fq-i  son  intersection  avec  le  plan  du  cercle  de  gorge  de  Ho  et  f'r',  son  intersection  avec  le  plan 
du  cei'cle  de  gorge  de  H|,  nous  en  déduisons  la  seconde  génératrice  sur  chaque  surface,  soit  qitu,  g'.,m'  ei 
r.^ï»,  r':im',  dont  l'intersection    m,  m'    est  un  point  de  la  courbe. 

Pour  avoir  la  tangente  en  ce  point  nous  construisons  les  plans  tangents  aux  deux  suifaces  en  ni,m',  et  pour 
cela  nous  menons  sur  chacune  d'elles  la  seconde  génératrice.  Nous  avons  ainsi  les  plans  Q2MQ1  et  RoMHi  dont 
nous  prenons  l'inlerseclion  en  les  coupant  par  le  plan  horizontal  0'  qui  nous  donne  'es  horizontales  q-,fji  et 
piPi.  En  joignant  leur  intersection  0  au  point  ut.  nous  avons  la  tangente  et  nous  en  déduisons  la  tangente  O'/n' 
à  la  projection  verticale. 

Solide  commun.  —  Le  solide  commun  est  limité  dans  le  plan  horizontal  supérieur  par  le  parallèle  ae  d'une 
part,  et  les  deux  génératrices  wh  et  wôi,  d'autre  part,  l'angle  o,oiA  comprenant  la  portion  de  surface  intérieure 
à  la  fois  aux  deux  solides.  Il  en  résulte  que  les  arcs  du  parallèle  intérieurs  à  cet  angle  subsistent  seuls.  L'angle 
supplémentaire  correspond  à  la  portion  de  surface  de  l'hyperboloïde  \\i  qui  subsiste,  d'une  part  jusqu'à  l'arc 
de  courbe  /,oi  qui  limite  dans  cet  angle  le  contour  apparent  horizontal,  et  de  l'autre  côté  jusqu'à  l'hyperbole 
nuM'idienne  horizotitale  dont  l'arc  hngb  subsiste  et  se  raccorde  en  b  avec  la  génératrice  bh  qui,  avec  l'arc 
fq2^  du  cercle  de  gorge  complète  le  contour  apparent  horizontal  de  cette  portion  du  solide  commun.  Il  faut  y 
joindre  une  sorte  d'onglet  LiicrZxo  dont  les  portions  du  contour  icl(^  et  oori-  sont  cachées. 

La  visibilité  de  la  projection  verticale  n'ofï're  plus  de  difticulté. 
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Cours  préparatoires  {Candidats  français  et   candidats  étrangers.) 
Mathématiqves. 
2063.  —  On  donne,  en  coordonnées  polaires,  unecourhi-  C 

P  =  f{^)- 
On  demande  de  déterminer  une  courbe  D  par  la  condition  suivante  : 

M  étant  un  point  de  G  et  N  un  point  de  I)  situés   sur  le  même   ravon  vecteur,  la  tan-ente  \S  à  D  doit 
faire  avec  la  tangente  MT  à  G  un  angle  a  donné  et  constant. 

Traiter  en  particulier  les  cas  où  la  courbe  G  est  : 
1°  Un  cercle  ayant  son  centre  au  pôle  ; 
2°  Un  cercle  passant  par  le  pôle  ; 
3"  Une  spirale  logarithmique  :  ?  =  e""»  ; 
4°  Une  droite  ; 

5°  Une  spirale  d'Archimède  :  ?  =  Kw.  Discuter  la  lornie  de  la  courbe  D 
dans  ce  cas; 

6»  Une  conique  ayant  son  loyer  au  pôle.  .Montrer  que.  dans  ce  cas,  on  est 
ramené  à  une  quadrature  qu'on  sait,  en  principe,  effectuer,  .\cliever  les  calculs  dans  le  cas  où  la  courbe  C  est 
une  parabole.  Discuter  la  forme  de  la  courbe  D  dans  ce  cas. 

(/"■  juin,  de  W  h.  à  midi.) 
Mécanique. 

I.  —  2064.  Un  point  M  décrit  une  ellipse  avec  une  accélération  totale  dirigée  con.^tamment  vers  l'un  des 
foyers,  F.  Connaissant  les  longueurs  des  axes  de  cette  ellipse  ainsi  que  le  temps  employé  à  la  parcourir, 
calculer  la  vitesse  de  M  en  fonction  de  l'angle  6  que  forme  le  rayon  vecteur  FM  avec  le  grand  axe. 
Démontrerque  cette  vitesse  peut  être  regardée  comme  la  résultante  de  deux  vitesses  conslan  tes,  dont  l'une 
est  perpendiculaire  à  FM  tandis  que  l'autre  est  parallèle  au  petit  axe.  Déduire  de  là  la  forme  de  l'hodographe 
et  la  grandeur  de  l'accélération  totale. 

M.  —  2065.  On  considère  un  cerf-volant  constitué  par  une  surface  plane  ayant  im  axe  de  svmetne  .AB 
situé  dans  le  plan  de  la  figure.  Ce  cerf-volant  est  soumis  à  l'action  de  trois  forces,  savoir  :  son  puids.  connu.  P. 
appli(|ué  au  centre  de  gravité  (i  ;  la  pression  iN  du  vent,  apfdiquée  normalement  à  AB  en  un  point  C.  enfin  la 
traction  T  du  fil,  attaché  en  un  point  D  qui  est  relié  invariablement  à  Al>.  Ou  donne  les  trois  points  G,  C.  D 
placés  comme  l'indique  la  figure,  et  l'on  admet  : 

1°  Oue  la  pression  N  est  représentée  par  l'expression  .N  =  Kri,sin  i,  où 
K  désigne  une  constante  donnée,  v  la  vitesse  du  vent  (supposé  horizontal),  et 
t,  l'angle  d'inclinaison  de  AB  sur  l'hori/.ontale  ; 

2»  Oue  le  fil.  de  |)oids  négligeable,  est  sensiblement  rectiligne  el  dirigo 
suivant  T ; 

3»  Uue  le  cerf-volant  demeure  immobile. 

Calculer,  en  fonction  de  c,  l'inclinaison  i  de  AH,  la  tractuin  T  exercée  par 
le  lil  et  l'inclinaison  0  de  ce  fil  sur  riiori/ontale. 

Dire  (|uelle  est  la  limite  au-dessous  de  laquelle  r  ne  peut  dej^condrc  sans? 
que  le  cerf-volant  cesse  de  se  tenir  en  l'air. 

(4  juin,  de  8  k.  à  midi.) 
Calrul. 

Ilésoudre  on  Iriaiigle  coniiaissanl  les  3  cAtés  : 

c  —  iOI^/ir.H,  h  =  328"',2:t:<. 

Calculer  les  angles  et  la  surface. 

l^/ij/SliJItt' . 

I.  —  .Mesure  des  lemperalures  [tar  le  lliermoinètre  normal. 

Décrire  brièvement  l'appareil  employé  cl  exposer  les  inolii-»  qui   l'ont    fait   choisir,  pour   la  di^llnition   de 
l'échelle  ci'ii  tigradt<, de  préférenceaux  auli-esdis|iosilifs  lliermoiiiclriqueset  nolanunenlauthormomèlrefcmercurf- 


2066. 


c  =  29T».;il5. 

{.'il  mai.  de  3  h.  à  4  h.  I 
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QUESTION  PROPOSÉE 


"•  —  2067.  On  considère  ie  svsteme  optique  con-titue  par  une  lentille  tnince  plan-convexe  dont  la  face 
plane  est  argentée. 

1°  Calculer  le  rayon  qu'il  faut  donner  à  la  face  courbe  de  la  lentille  pour  que  ce  système  soit 
équivalent  à  un  miroir  concave  de  l  mètre  de  ravon  (indice  du  verre  :  l,rj3). 

2"  Construire  l'image  d'un  point  dans  ce  système  optique. 

3°  Y  a-t-il  quelque  chose  de  changé  au  point  de  vue  optique,  si  l'argenture  n'adhère  pas  bien  au 
verre  et  laisse  ainsi  entre  la  lentille  et  le  miroir  une  lame  d'air  extrêmement  mince? 

4°  On  se  propose  d'achromatiser  le  système  pour  deux  radiations  données.  Tune 
rouge  et  l'autre  violette.  L'on  accole  k  cet  effet  à  la  lentille  plan-convexe  en  crown  une  len- 
tille divergente  en  flint.  Calculer  les  rayons  de  courbure  R  et  R'  des  deux  lentilles  supposées  minces, 
sachant  que  les  indices  de  la  radiation  rouge  sont  de  1,52  dans  le  crown  et  i,63  dans  leflinl  et  que 
ceux  de  la  radiation  violelle  sont  de  1 ,54  dans  le  crown  et  1 ,67  dans  le  flint. 

m. — 2068.  Kntre  les  deux  armatures  A  et  B  d'un  condensateur  plan  chargé  et  parallèlenient  à 
celles-ci,  on  glisse  un  plateau  métallique  C.  Ce  plateau  est  isolé  et  non  chargé;  il  a  les  mêmes  dimensions  que 
les  armatures. 

Ce  plateau  C,  une  fois  complètement  introduit  entre  A  et  B  est-il  soumis  à  une  force  tendant  à  le  dépla- 
cer ;  lest-il  pendant  son  introduction  ? 

La  force  d'attraction,  qui  s'exerce  entre  A  et  B,  est-elle  modifiée  par  l'introduction  de  C  et  dans 
quelle  proportion  : 

I"  Si  l'on  suppose  que  .A  et  R  restent  chacun  isolé  pendant  l'introduction  de  C? 

^  :!Li:îLZl±±Z ^  i'  si  l'on  suppose  que  l'on  maintient  entre  A    et    15  une  ditterence  de  potentiel 

constante? 

Le  condensateur  plan  est  supposé  as?ez  grand   pour  que   la   perturbation   du 
^     champ  électrique  sur  les  bords  puisse  être  négligée. 

p, Distance  de  A  et  H  :  3  cm 

Epaisseur  de  C  :  1  cm. 
IV.  —  On  considère  le  système  d'unités  (système   électromagnétique   pratique)    admettant   comme  unités 
fondamentales  les  grandeurs  suivantes  r 

unité  de  masse  :  10-"  gramme-masse, 
unité  de  longueur  :  10'  centimètres, 
unité  de  temps  :  la  seconde. 
Exprimer  en  kilogramme-poids  l'unité  de  force  de  ce  système,  et  en  kilogrammètres  l'unité  de  travail. 

(.')  Juin,  de  8  h.  à  midi.) 
C/iimte. 

L  —  Etude  comparative  des  différents  procédés  de  fabrication  du  chlore. 

(On  s'en  tiendra  aux  procédés  réellement  utilisés  au  laboratoire  ou  ilans  l'industrie.) 

IL  -  2069.  I  ti  appareil  de  grillage  peut  être  alimenté  soit  avec  du  soufre,  soit  avec  de  la  pyrite  de  fer 
(FeS^),  soit  avec  de  la  blende  (ZnS).  On  règle  la  quantité  d'air  admise  dans  l'appareil  de  manière  que  les 
gaz  résultant  du  grillage  contiennent  5  "/o  d'oxygène 

On  admetli-a  que  le  grillage  des  sulfures  métalliques  ne  laisse  comme  résidu  que  des  oxydes. 

On  demande  de  donner  dans  les  différents  cas  la  composition  centésimale  en  volume  des  gaz  obtenus. 

Nota.  —  l'our  simplifier  les  calculs,  on  admettra  que  l'aii-  renfernu!  en  chiffres  ronds  20  °/„  d'oxygène. 

{3J  mai,  de  8  h.  à  midi.) 


OUESTION  PHOPOSÉK 


2070.  —  On  donne  une  sphère  de  ^S"'™  de  rayon  ;  les  projections  de  son  centre  sont  sur  le  grand  axe  de  la 
ieuille,  .symétriques  par  rapport  au  petit  axe,  et  situées  à  lO"^"  de  ce  petit  axe. 

|o  Cir(-onscrire  à  cette  sphère  un  hyperboloïde  de  révolution  axant  même  centre  que  la  sphère,  dont  l'axe 
est  de  front,  incliné  à  30°  sur  le  plan  horizontal,  et  siii-  lequel  on  s'élève  de  gauche  k  droite.  Les  génératrices 
rectilignesfont:50°  avecl'axe^ 

2»  Circonscrire  à  la  même  sphère  un  paraboloide  de  révolution  ayant  son  axe  de  bout,  son  sommeten  avant 
de  la  s[)hère,  et  sachant  que  la  distance  de  son  sommet  k  son  foyer  vaut  8™"°. 

3"  Construire  l'intersection  des  deux  surfaces.  Déterminer  les  axes,  les  sommets,  les  points  doubles  avec 
les  tangentes,  et  les  points  sur  les  contours  apparents. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


oSl 


4"  Représenter  le  solide  commun.    Dessiner  en  noir  les  lignes   de  contour  apparent  et  dinterse<Uon,  eu 
rouge  les  lignes  de  construction. 

o"  Calculer  les  distances,  an  centre  de  la  sphère,  des  di^iix  plans  de  iront  bitangents  k  l'intersection. 
Donner  sur  une  feuille  à  pail  le  détail  du  calcul  el  une  explication  sommaire  de  l'épure. 

{École  normale  supérieure  el  Bourses  de  licence  ;  épreuve  pratique,  22  juillet  10 12.  de  8  h.  à  midi.) 


DEUXIÈME    PARTIE 


GEOMr^TIlIh:  ANALYTIOLE 


2003.  —  in  angle  de  grandeur  conslanlc  pivole  autour  d'un  point  fixe  0.   Les  côtés  rencontrent   une 
droite  fixe  ^  en  A  el  B.  On  demande: 

{"  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB; 
2"  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  OAB  ; 
3°  Le  lieu  de  l orthocentre  du  triangle  UAB  ; 
4°  L'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  0.\B; 

1.  Prenons  comme  axes  de  coordonnées  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oy  dont  l'une,  Ox,  est 
perpendiculaire  à  a,  et  soit    x  =  d     l'équation  do  celte  droite. 
Le  cercle  O.VB  a  une  équation  de  la  l'orme 

a:2  +  7/2  —  2af  —  2?!/  =  0, 
a,  ^  désignant  les  coordonnées  du  centre  ;  on  en  déduit  aisément  l'équation 
de  l'ensemble  des  droites   OA    et   OB  en  éliminant  la  variable  d'homogé- 
néité entre  les  équations  du  cercle  et  de  la  droite.  On  obtient  ainsi 

d(aj2  H-  1/2)  —  2[oLx  -+-  Pj/)x  =  0, 
ou  dy-  —  '2^xy  -h  (d  —  2a).r-'  =  (.», 

Il  nous  faut  écrire  maintenant  que  ces  deux  droites  font  l'angle  con- 
stant 0. 
Les  pentes  m  et  m'  de  ces  deux  droites  sont  racines  de  l'équation 

dm'-  —  2pm  -h  rf  —  2a  =  0  : 
(m'  —  m)- 


y 

/ 

y<      / 

\ 

j 
\ 

é 

D 

E 

! 

\ 
/ 

0 

^ 

F  "^-^ 

/ 

X 

on  doit  avoir 
Or 

par  suite 

ou 

ou  cnlin 


tg--  0  = 


(1  H-  m?»')'- 


?2            d  —  2: 
m)-  —  4m/H'  =  -4  -— 4 — 


4[^>  _  d{d  -  i«)l 
'dS 


1  -\-  mm'  =  i  H- 
tg2  0  = 

tg»  e  =  - 


rf  — 2a  2((i-  a) 


d  d 

^-—  d{d  —  2a) 


{d-a) 

P2_(a 


dy 


(i  -  dy 
(«  —  (/)- 

cos'-  't 


On  en  conclut  q\w  le  lieu  du  |)oinl  (^a,  p)  est  la  conique 

{x-dy 


\r 


ces'  0 
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qui  a  pour   foyer  l'origine,   pour  directrice  correspondante  la  droite   A    et  pour  excentricité 


cos  0 
Cette  conique  est  donc  une  hyperbole. 

On  peut  d'ailleurs  l'établir  géométriquement.  Joignons  en  effet  le  centre    C    du  cercle  aux  points 

0  et  A  et  abaissons  CD  perpendiculaire  sur  A.  L'angle  DCA  est  égal  à  Tangle  AOH  ou  à  0,  et  dans  le 

CO  1 

triangle  rectangle    ACD  on  a     CD  =  CAcosO     ou      -— -  =  ,      ce  qui  démontre  la  proposition 

^  ^  CD         cosO  ^  ^      ^ 

2.  Soirnt  0)  le  centre  du  cercle  inscrit  et  E,  F  les  points  où  ce  cercle  touche  les  côtés  AB  et  OB. 

Dans  le  triangle  rectangle  wOF  on  a 

^  .     0  tuO  1 

wF=(Jwsin— -,  et  par  suite  — -r- =    —  • 

'1  ^  wE  0 

On  en  conclut  que  le  lieu  du  point  w  est  encore  une  hyperbole  ayant  pour  foyer  le  point  U,  pour 

directrice  correspondante  la  droite  A  et  pour  excentricité 

sin  — 
Il  est  à  remarquer  que  cette  hyperbole  est  aussi  le  lieu  du  cercle  exinscrit  dans  Tangle  AOB. 

3.  Le  lieu    do   l'orlhocentre  du  triangle   AOB   est    évidemment  la   droite  Ox,    qui  est  une  hauteur 
coniniune  à  tous  les  triangles. 

4.  Cherchons  maintenant  l'enveloppe  du  cercle 

x2  -I-  y2  _  23j^.  _  2^y  ^  0, 

(a  —  dy 
a  et  &  vérilianl  1  équation  a^'-t-ft-  =  . 

On  peut  exprimer  aisément  a  et  p  en  fonction  d'un  paramètre,  en  écrivant 

■X  ~  d  a  —  d 

cos  o,  ^  = sin  »  ; 

eus  "  n  • 

rfcO! 

on  en  tire 


cos  0  ''  "^         cos  0 

rfcos?  „  dsin 


cos  cp  —  cos  0  cos  o  —  cos  0    ' 

et  l'équation  du  cercle  devient 

2rf  cos  cp  'id  sin  o 

x2  -+-  y2 ]_-  X '—-  V  =  0, 

cos  o  —  cos  0  cos  o  —  COS  0 

ou  {x^  -H  y~  -  'idx)  cos  s  —  'idy  sin  9  =  {x-  -h  y^)  cos  6. 

Eliminons  o  entre  cette  équation  et  la  suivante  —  (x--\-rj^  —'idx)  sin  9  —  ^rfy  cos  ç  =  U;  il  suflit 
pour  cela  d'élever  au  carré  et  d'ajouter.  Nous  trouvons  ainsi  (x*-t-  y-  — 'idxy -h  idhj^  =  {x^ -h  y- f- cos^  0, 
ou,  en  divisant  par    x^  -h  y^,     (x^  -1-  7'-)  sin''  6  —  Adx  4-  Ad-  =  0. 

L'enveloppe  est  un  cercle. 

Et  ceci  pouvait  se  prévoir  géométriquement,  car  le  cercle  OAB  a  son  centre  C  sur  l'hyperbole  (H) 
obtenue  dans  la  première  partie,  et  passe  constamment  par  le  foyer  0  de  cette  hy[)erbole.  On  sait  alors 
que  l'enveloppe  de  ce  cercle  est  le  cercle  directeur  correspondant  au  second  foyer  de  cette  même  hyper- 
bole.  U  est  d'ailleurs  facile  de  le  vérifier  analytiquement. 

H.  DONTOT,  élève  à  l'Ecole  normale  supérieure. 

Bonnes  solutions  p;ir  MM.  Cli.  IUitiste,  répétiteur  à  IKcole  des  Anglais.  ;i  Lyon;  A.  Bocge,  lycée  de  .Nancy:  André 
Couinois,  147"  d'infanterie,  à  Sedan  ;  G.  Esteben,  à  Bordeaux;  G.  Lach,  à  Douai  ;  J.  Le  Biias  ;  R.  Malaisf.  à  Denain  ;  Mabes- 
CALCHi  ;  M.  Boux,  à  Clialon-sur-Saône  ;  .N.  Savaky,  6o«  darlillerie  :  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  P.  Vergnes,  SS' d'artillerie. 
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CONCOURS  DE  i^\2  (Suite. 


ECOLE   CENTRALE 


Mathématiques . 


I.  —2071.  Soient  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  fixes  Ox  et  Oy  et  un  point  A  fixe,  d'abscisse 
donnée,  négative,    —  a,    sur  Ox. 

\o  Former  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  (H)  ayant  pour  centre  le  point  A  et  un  sommet  k  l'origine 
0,  et  celle  de  la  parabole   (P)   ayant  pour  foyer  l'origine  0  et  pour  directrice  la  perpendiculaire  à  Or  en  A. 

2»  En  un  point  U(x  =  a,  j/  =  ,3)  de  (H),  on  lui  mène  la  tangente  (Tj  ;  M  décrivant  (H),  trouver  et  con- 
struire le  lieu  du  pôle  S  de  (T)  par  rapport  à   (P). 

3°  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  S'  intersection  de  (T)  et  de  la  droite  OS. 

II.  —2072.  Soient  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  fixes  x'Ox,  y'Oy,  et  A  un  point  li.xe  sur  y'Oy, 
y  d'ordonnée  positive  donnée,  a.  Ln  point  matériel  M  supposé  non  pesant  et  de  masse 

égale  à  l'unité  est  assujetti  à  rester  sur  l'axe  x'Ox.  Il  est  attiré  vers  le  centre  \  par 
p  une  force    MF  =  K^.     M.A,  proporlionnelb;  à  la  dislance    MA,    K   étant  un   nombre 

constant  donné.  A  l'instant  pris  pour  origine  du  temps,  le  mobile  M  est  k  l'origine  0 
et  il  est  lancé  le  long  de  x'Ox  avec  une  vitesse  positive  donnée  Vq. 

i°  Dans  l'hypothèse  où  il  n'y  a  pas  de  frottement  de  M  sur  x'Or,  trouver  l'équa- 
tion du  mouvement  de  M  et  discuter  ce  mouvement. 

2°  Dans  l'hypothèse  où   il   y  a  un  frolternent  de  M  sur  x'Ox,  dont  le  coefficient  f 

v/3-i-l 


0 


.V' 


M   -^ 


donné  est  supposé  le  même  au  repos  et  pendant  le  mouvement,  on  donne    V„  =z  K.a.f 
mouvement  de  M. 


v^  —  1 


Discuter  le 


Calculer,  à  •——-  de  seconde  sexagésimale  prèsja  dui-ée  totale  de  ce  mouvement  jusqu'à  larrél  définitif,  en 


supposant    K  rr  y  et  adoptant  les  unités  du  système  C. G. S. 


119  juin,  de  7h.  à  it  h.) 


Trigonométrie. 


2073.  —  On  considère  un  triangle  ABC  dans  lequel  la  tani;enle  de  l'angle  A  est  égal  k  la  demi-somme  de-s 
tangentes  des  deux  autres  angles   B  et  C. 

1"  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  tg  B  et  tg  C  et  exprimer    cos(B  — G)    en  fonction  de  cos  H. 

2»  Trouver  les  limites  entre  lesquelles  doit  être  compris  l'angle  .V  et  étudier  la  variation  de    cos  It  -♦-  cos  C 

quand  on  fait  varier  l'angle  A  entre  ces  limites. 

.,„   p...  i.       ,       »     j     ,•  I  ,       sin  li  4-sin  C 

.i°  Determmer  1  angle    A     de  taron   que   le   rapport 

discussion. 


sin  A 


soit  é^'al  à  un   nombre  donné     K  ; 


Calrul. 

2074.  —  Calculer  : 

1»  Tous  les  angles  x  compris  entre  zéro  et  ilou/.e  angles  dn)it-<  ([ui  vciiMimiI  l'iM|ii.iiion 

2 
sin  X  =      . 

2"  Les  valeurs  (-orrespondantos  du  nouibre  y  défini  par  la  formule 


y  = 


4— v/b 


(20  juin,  de  li  h.  IJQ  à  ;'.  h.  I    J.) 
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c'_ 

"o'\ 

j;      ; 

y 

c  ■-- 

Kiture. 

2075.  —  Cadre  29'''"  sur  45*;'°.  La  ligne  de  terre  (en  rouge)  xy  est  parallèle  au  grand  axe  du  cadre  et  à  6<^°» 
au-dessus.  La  ligne  de  rappel  omo's'  est  à  8"=™  à  gaucho  du  centre  du  cadre;    ojo  =:  lo»™,     coo' z=  4c™,    ws' z=  6"=°. 
La  verticale   passant   par  le  point   o,  o'   est  l'axe  d'un  tore  engendré  par  nn  cercle  situé  dans  le  plan  de 
front  0  c,  de  centre  (c,  c')  et  de  rayon     4'^'°;     ojy  =  e'"",     yc'  z=  4"". 

Un  cône  a  pour  sommet  le  point  [s,  s')  de  Taxe  du  tore  et  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  parabole 
dont  l'axe  est  co^,  le  sommet  c,  et  qui  passe  par  le  point  a  ;  a  est  sur  la  circonférence  décrite  de  o  comme 
centre  avec   oc   pour  rayon  et  sur  la  perpendiculaire  à  oc  menée  par  S,     o3  ■=.  2'™. 

/^^cm  On  déterminera  l'intersection  du  tore  et  du  cône  et  on  représentera 

la  partie  du  tore,  supposé  solide  et  opaqne,  extérieure  au  cône. 

-XoTA.—  Le  corps  demandé  sera  seul  dessiné  à  lencre  noire,  les  lignes 
vues  en  traits  pleins  et  les  lignes  cachées  en  points  ronds.  Les  construc- 
tions seront  faites  à  l'encre  rouge  (trait  plein,  plutôt  fin),  en  particulier, 
celles  nécessaires  pour  la  détermination  d'un  point  quelconque  de  l'in- 
tersection et  de  la  tangente  en  ce  point,  des  points  et  tangentes  remarqua- 
bles (parallèles  liuiiles,  génératrices  limites,  contours  apparents,  points 
doubles  en  projection). 

Les  tangentes  seront  tracées  à  l'encre  rouge  en  trait  un   peu  plus 
accentué  aux  environs  des  points  de  contact  (de  1""  à  •2'""'  de  chaque  côté  du  point  de  contact)  &i  sans  aucune  flèche. 
Pas  de  titre  extérieur  au  cadre.  Titre  intérieur  dans  la  partie  laissée  libre  à  droite:  Tore  entaillé  pnr  un  cône. 

(20  juin,  de?  h.  à  11  h.) 
Physique. 

L  —  Condensateur  sphéricjue  ;  sa  capacité,  son  énergie. 

IL  —  On  forme  un  condensateur  sphérique  on  recouvrant  d'une  couche  mince  d'argent  les  deux 
faces  d'un  ballon  de  vorre  de  315  centimètres  de  diamètre  intérieur,  de  un  demi-rnillimèlre  d'épaisseur,  et  dont 
le  pouvoir  inducteur  spécifique  est  5, s  ;  la  différence  de  potentiel  entre  les  armatures  étant  de  12000  volts,  on 
demande  de  calculer  la  ([uantitc  de  chaleur  que  peut  produire  la  décharge. 

Cliimie. 
\.  —  Acide  iodhydriquo. 

IL  —  2076.  —  Pour  le  projet  d'une  usine  à  acide  sulfuriquo  devant  produire  chaque  jour  100  tonnes 
d'acide  (repondant  à  la  formule  SO'*II-),  on  résoudra  les  problèmes  lhéori(iues  suivants  : 

1°  Quelle  sera,  en  tonnes,  la  consommation  journalière  de  pyrite  do  fer  ? 

2°  Quel  sera,  en  mètres  cubes,  le  volume  total  d'air  (supposé  pris  à  0°  et  76<^"i)  nécessaire  chaque  jour 
à  la  fabrication,  à  partir  de  la  {>yrite  ".' 

3°  Quel  sera,  chaque  jour,  le  nombre  de  calories  dégagées  par  la  formation  de  l'acide  sulfurique  liquide  à 
partir  du  gaz  sulfureux,  de  l'oxygène  gazeux,  et  de  l'eau  liquide  ? 

Données  : 

S  +  2()  ^SO'^^gaz    -|-69c,^     (en  calories-kilogrammes  par  molécule-gramme); 

S  4-30+-  11-0  liquide  =  SO^H-  liquide -I-  124'"     (en  calories-kilogrammes  par  molécule-gramme). 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

(19  juin,  de  2  h.  1/2  à  .3  h.  1/2.) 
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SUR  LE  CALCUL  DES  RACLNES  RÉELLES  D'UNE  ÉQUATI<>N 

pur  M.  G.  Cotty,  élève  à  lEcole  normale  supérieure. 


Soit  F(.x)  =  0  une  équation  quelconque,  algébrique  ou  transcendante;  je  peux  d'une  intinité  de 
manières  la  mettre  sous  la  forme 

f{x)  -  g{x)  =  0, 

f(x)  =  0     et     g{x)  =  0     étant   deux    équations    dont  le    choix    comporte    une    certaine  part     d'arbi- 
traire. 

l'our  exposer  le  principe  de  la  méthode  de  calcul  des  racines  dune  équation  par  des  approximations 
successives,  nous  supposerons  que  nous  sachions  résoudre  les  équations  /"(.r)  =  A,  g'x}  =  B,  A  et 
li  étant  deux  constantes,  et  (jue  nous  ayons  pu  enfermer  chaque  racine  de  F(j)  =0  dans  un  inter- 
valle (rt,  0)  où  /'(.!■)  et  g'{x)  gardent  un  signe  constant. 

i"  Cas.  —  f'{x)  cl  g'{x)  oui  le  mnne  signe  dans  rinicrvulle  {a,  b).  —  l'ar  exemple,  supposons  que 
l'[x)  et  ry'(x)  soient  toutes  deux  positives 
Considérons     F(a)  =  f{a)  —g(a). 
Si     f{a)  —  ry(a)  =  0,     a  est  racine. 

En  dehors  de  ce  cas,  on  peut  avoir,  soit    f{^)  —  g{n) '^  ^K     soit    /<" j  —  yi,")  <  0. 
lo     f{a)-g{a)>0. 

Considérons  l'équation  ^(x)  =  g[x)  —  f[a]  —  0. 

Je  dis  que  cette  éiiuation  a  une  racine  et  une  seule  x,  comprise  enlie  n  cl  b.  V.a  fllel 

*(a)  =  g{a]  -  f{a), 

Or  o(x)  croit  constamment  de  n  à  b,  a(n)  est  négatif, 

?(^)  >  0[b)  -  g{a)  >  0. 

Donc     o(x)  =  0     a  une  racine  et  une  seule  dans  l'intervalle  («, 

Soit  Xi  celte  racine,  .le  dis  que  x^  est  supérieur  à  a. 

Tour  le  prouver,  il  ino  SLiflit  de  montrer  ([ue     g{x^)  >  g{n). 

Cela  résulte  de  ce  que  l'on  a  /'^a)  >  g(a). 

Remarquons  encore  que  l'on  a  /(x,)  —  ^(x,)  >■  l), 

car  /'(j-i)  >  f[tt), 

[)uis(jue  .r'i  est  supérieur  à  a. 

.r,  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  </  et  un  raisonn.'menl  idcnliquo  au  précédeiil  moiilrc 
(lue  réqiiation    g{x)  =  /■./•,)     a  une  racine  et  une  seule  x..  supérieure  ù  x,  onlro  x,  et  h. 

Finalement,  nous  pouvons  former  une  suite  de  quantités'»,    >       >  '•      d'(iiiii>s  i.ar  h».  ,■, Mu- 

tions suivantes  : 

9(x,)  =  l\a), 

g{Xi)  =  /(x,), 


m\ 
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x,^  va  continuellement  en  croissant  avec  n  et  reste  inférieur  à  b.  Donc  la  suite  précédente  admet 
une  limite,  ;,  inférieure  ou  égale  ii  h .   Or  /(.x)  et  f/'.r)  sont  conlinu.'s.  Donc  on  aura 

\  sera  racine  de  E(.r)  =  U.  Connme  ;  (\st  dans  l'intervalle  (i,  6;,  c'est  la  racine  unitjue  dont 
rexistence  a  été  supposée  dans  {a,  h). 

On  en  obtient  ainsi  do  proche  en  proche  des  valeurs  !)ai'  défaut,  inai'^  on  peut  aussi  en  avoir  des 
valeurs  approchées  par  excès. 

Puisque  /'(/')  ~  .7 C*^)  est  positif.  f\^)—''.i\}>]  est  négatif.  On  montrera  facih3menl  qu'on  peut 
former  une  suit3  de  quantités  />,  '/i,  j/o,   •  •  -,  !/;o  délinies  par 


y,,  décroissant  avec  n  et  tendant  vers  la  racine  ;.  Cette  suite  donnera  des  valeurs  approchées  par  excès 

de  t 

Intcrprctalion    >/éoi»ctrlque.    —    Soit    J)    la    courbe    ayant    pour  équation 

y  =  l\x),     {g)  la  courbe  ayant  pour  équation     y  =  .'/(a"'- 

Puisque  f{x)  et  g{.':)  croissent  de  a  à  h,  ces  courbes  ont  la  forme  indiquée 
/(TJsur  la  (igurc. 

On  voit  facilcux-nt  que  la  formation  de  la  suite  (j:„)  revient  à  in.scrirc  entre 
^'i  I         (/■)  et  (/y)  la  ligne  briMU!    A///|»ii»»2'»2. .  .»i/./hÂ.  . . ,    les  points  mj^.  étant  sur  (/"), 
,7/^'     >^      '2       [  les   points  »/»/.  sur  (//),  les    droites  M?;.-im/,  étant  parallèles  à  0.»;  cl   les   droites 

^'■^-^'t^  !    .      niini[  parallèles  à  Oy. 

ha  formation  des  y„  re\ienl  au  tracé  de  la  ligne  brisée     Unin\n,n',. . . . 

I 

a       .2;,j:'2,^  ô  a>  -2°     /(a)  —  (j{iiX  0. 

On  voit  sans  peine  que  les  (|nanlilés  .ri,  .i..,  .  . .,  a-„,  délinies  par 

/,,,■„;  =  ^(a-„- .), 


croissent  et  tendent  vers  la  racine 
De  mémo  les  quantités  y^,  y^, 


.'/" 


. ,  lii'linies  par 


décroissent  cl  tendent  aiissi  vers  ç. 

L'interprétation  géométrique  est  analogue  ;i  celle  du  cas  précédent. 

Si  f'{x)  et  (j'{x)  étaient  toutes  deux  négatives  dans  l'inlervalle  (a,  b),  on  ramènerait  ce  cas  au  cas 
précédent  en  écrivant  l'équation 

2«  Cas.  —  /".(■)  et  <j\x)  oitl  d''s  siyni's  coiilraircs  duns  VinlercaUc   (a,  b).    —  Nous  pouvons  toujours 
supposer  que  l'on  ait     /'(.r)  >■  0     et    o\x)<^^Q. 

Alors     F'(.r)  =  /\r)  —  ()\x)     sera  positif  dans  (a,  h)  ;  on  aura  donc  nécessairement 

E(a)<0,  1-('0>0. 

En  résume  les  quatre  quantités  fya),  g{a),  f\b).  yih)  satisfont  aux  quatre  conditions  suivantes  : 

A«)<  !/("),       fH<m, 

m>g{b),  y[a)>g[b). 

Nous  ferons  dans  ce  cas  sur  {a,  b)  une  hypothèse  supplémentaire. 
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Considérons  le  système 

/■(^)  -  g(y)  =  0, 
/■(?/)- i/(^v  =  o. 

Nous  supposerons  qu'il  n'admet  pas  Je  soliUion  {x,y}  dans  l'intervalle  (a,  h),  pour  laquelle     x  =  >/. 

'"     f/'-)^9(^^)     ^^     9'\^)^  f\^)i     ^^f'  deux  sigties  d'égalih;  ue  pouvant  exister  simulUmévienl. 
Considérons  l'équation 

o(x)  =  g(x)  -  fut)  =  0. 

Je  dis  qu'elle  a  une  racine  et  une  seule  entre  a  et  6. 

En   ef'i'et  cp(x')    décroît    dans    linlervalle     (a,  h)  ;  d'antre    part,      '^(^a)  =  'j[a)  —  /[a)      est  posilil, 
r(J^>  =  Oif')  — /(^)     6st  inférieur  à    ;j{lj)  —  f{h),     donc  est  négatif, 
9(.x')  =  0     a  une  seule  racine  x^^  dans  (a,  (j),  et     aî-„  -X  /j. 
On  a  y(.r„)  =  /•(.,). 

Formons  /"(r^),  je  dis  (jue  l'on  a 

f(-ro)>rj(x,). 

En  effet  /"(^•q)  >/"(«)>  ;?UJ, 

car  .r„  est  supérieur  à  a.  Tq  est  donc  supérieur  à  la  racine  ;  de  l'équation     l\r)  =  U     dans  (a,  b). 
Considérons  l'équation 

^{x)  =g(x\-f(x,)  =  0. 

Elle  a  une  racine  et  une  seule,  x^,  entre  a  et  x^,  car  dans  rintorvalle  (</,  o-q),  ({-(j)  décroil  constam- 
ment et  d";iutre  part 

■Ka)  =  fl{a)  -  f{x,),  ^(a)  >  g{a)  -  g{h)  >  0, 

et  ^(^0)  =  g{/j)  -  f{x,),  m<^' 

Je  dis  que     ?  >-ari  >  a. 

Pour  le  prouver  montrons  que     ,7('i)>/'^^^i)- 

Cela  résulte  de  ce  que     g'xi)  =  /\Xq),     et     [{j-'o)^ l\xi).     a,  est  donc  inférieur  à  ;. 

On   a     a?!  >  a.      En    effet     ^(.r,)  = /(jjJ     est    inférieur     ou    égal   à    f{b)     puisque     XQ<^b.     Ur 

fV^Xoi'^)'     donc 

0(^i)  ^  9i.^')^  •^■'  >  «• 

On  ne  peut  pas  avoir    a-,  =  a,     sinon  on  aurait 

ce  qui  est  contraire  à  riiypollièsc  faite  au  début. 

En  raisonnant  à  partir  de  a-,  et  de  Xo,  comme  nous  l'avons  fait  à  pailir  de  a  et  do  /».  nous 
calculerons  deux  nombres  x^  et  x-^  comprenant  '  et  situés  dans  rintorvalle  (x„,  .*•,).  Einalomenl  nous 
formerons  une  suite  do  ([uantités  a,  To,  ai,  .  .  .,  -r,,.  . .  .  dr-linios  par  les  éi|ualions 

y(^-o)  =  A"). 
9{^i)  =  fi-^'o), 


les  X  d'indice    impair  allant  in   décroissant,   les  x  d'indi*»'  pair  allant  on  crui>>aiil,  el  loul  j- iriudico 
pair  étant  supérieur  à  tout  .t   d'indice  iu)pair. 

Xii,  tendra  vois  une  liniite     l    ■  (i,     r^^,  ^  ,     tondra  vor^  iino  limite     ;i  ^  /'.     ol  Ton  aura 

A^)  =  .91  h). 
Commis  lo  système  /'(i/)  — g{x)  =  0, 

M  —  gin)  ==  0, 
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n'a  pas  d'aulre  solution  dans  [a,  b)  (jiie  la  solution     x  =  y  =  l,     on  aura  nécessairement     À  =  [jl  =  ;. 
Xii,  est  toujours  supérieur  à  ^  quel  que  soit  p  et  x.j.^i  est  inférieur  à  ;. 

Interprétation  géométrique.  —  Traçons  dans  un  plan  deux  axes  rectan- 
gulaires O.r,  Oî/,  et  les  deux  courbes  (/")  et  {g)  ayant  respectivement  pour 
équations 

f(x)  =  II,  et  g[x)  =  ,j. 

L'hypothèse  supplémentaire  faite  dans  le  cas  précédent  revient  géométri- 
quement à  la  suivante:  il  n'y  a  pas  entre  les  deux  droites  A[,AÛ  et  RoBÔ  de 
rectangle  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux  axes  et  dont  les  sommets  soient 
sur  les  courbes  (/")  et  (yj. 

La  formation  de  la  suite  dos  quantités  (x„)  revient  comme  on  s'en  assurera 
facilement  à  tracer  la  ligne  brisée  AyMoM,',MiM,'MjMo. .  .M„M,',.  ■ .,  Mn  étant  sur 
(g),  m;,  sur  (/),  .M„m;,  étant  parallèle  à  Og     et  M,;M„.,     étant  parallèle  a  Ox. 


y 

\ 

m 

\          '  ^^ 

Y^  ^K^ 

0 

Cly     CIC-^     ÛC^       b            X 

Nous  avons  supposé  fyo.)  >  fj^b), 

ou  peut  avoir  trois  autres  cas. 


o's>)>m  ; 


i2»     f[a)  <;  g{b)     et     9(«)  <  f  h).  —     Où  montrera  sans  peine  que  l'on  peut  former  une  suite  de  quan- 
tités (x„)  délinies  pir  les  équations 


tous  les  x„  étant  dans  l'intervalle  ('/,  h),  x.^,  di'croissant  et  tondant  vers  la   racine,   Xi^.^i    croissant  et 
tendant  vers  cette  même  racine  ;. 

3"    f{(t')~^  fj{lj)    et    Oif^) '^  f\^^) •     —  On  posera 

.7(-'u)  =  l\b), 
;j{x>)  =  /"(.rj, 


les  X  d'indice  pair  croîtront   et  teudronl    vers  ;;   les  x  d'indice  impair  décroîtront   et   tendront  aussi 
vers  ;. 

4"  f{a)  ^gjj)  et  .7('0  5^ /('')•  —  Dans  ce  cas,  on  verra  que  l'équation  ;j'x)  =  f{f')  a  une 
racine  entre  a  et  b,  soit  x^.   On  formera  /'(.r,,). 

'"^i    /(:po)  ■<  >7('^);     on  sera  ramené  au  deuxiènîc  cas  où  a  est  remplacé  par  x^,. 

Si      fiXi^)^ g{b),     on  sera  ramené  an  premier  cas  oi^i  a  est  remplacé  par  x^. 

On  ne  peut  pas  avoir  /(.ru)  =  g(b)  à  cause  de  l'hypolbése  supplémentaire  faite  dans  le  cas  où 
/'{x)  et  g\x)    sont  de  signes  contraires  dans  (a,  b). 

Il  reste  naturellement  entendu  que  l'on  ne  considère  jamais  le  cas  où     /(a)  =  g'[b)    et    f(b)  =  g{a). 

Si  ce  cas  se  présentait,  on  prendrait  un  nombre  ([uelconquc  X  dans  l'intervalle  [a,  b),  on  formerait 
f(k)  et  _9(À)  ;  si  on  avait  /(X)  —  gÇk)  =  0,  on  aurait  eu  la  chance  de  tomber  sur  la  racine  ;  sinon  on 
tombera  sur  un  des  cas  précédents  et  on  remplacera  l'un  des  nombres  a  ou  6  par  X,  de  façon  que  le 
nouvel  intervalle  formé  comprenne  la  racine,  ce  (jui  est  facile  à  faire  en  considérant  F{a),  F(b)  et  F(X). 

Si  on  avait  /\X)  =  ^(X)  quel  que  soit  X  dans  (a,  b),  ceci  prouverait  que  dans  (a,  b)  l'équation 
proposée     F(.r)  =  0     est  une  identité. 

Les  interprétations  géométiiipios  des  trois  dernicrscas  sont  analogues  à  celles  du  premier.  Le  lecteur 
fera  aisément  les  figures  coirespondantcs. 
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Applications  de  la  Méthode  des  Approxirnalions  successives  aux  pcjualions  algébriques. 

Nous  avons  fait  dans  Lexposé  de  la  méthode  des  hypothèses  qa'il  semble  difficile  de  vérifier  dans 
la  pratique. 

Nous  allons  montrer  que,  au  contraire,  nous  pouvons  résoudre  les  équations  algébriques  sans  rien 
savoir  sur  Tcxistence  de  leurs  racines,  s'il  en  existe,  et  sur  leur  place. 

Pour  cela,  nous  résoudrons  d'abord  un  cas  parliculier. 

Problème.  —  liecherche  de  la  racine  posilivc  ;  de  l''f(iualion 

Aox"'  -h  A,.x'"^'  -h  Ao-x"'--  -f----H-  A„_,.r  -1-  A„  =  K, 
|{  —  \^     étant  positif  et  non  nul,  et  tous  /ev  coefficients  Ai  étant  positifs,  quelques-uns  pouvant  éiir  nuls,  à 
l'exception  de  A  g. 

L'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F(.r)  =  \\,x"'^"-^\iX'"-''->  ^-..-H  A,„  „' ^  —  ^"'   ^  0. 

X)' 

p  étant  choisi   do   telle   façon   (|ue  .•\„,_/,  soit   différent  de  0  et    (pie  tous   les  A  d'indice   supérieur  à 
m  —  p     soient  nuls. 

On  verra  aisément,  en  vérifiant  que  les  conditions  nécessaires  pour  l'application  de  la  méthode  sont 
vérifiées,  qu'on  peut  former  la  suite 


"/K-A. 

Y  K- A,„ 

V  f{x.) 

;/K-A,„ 

Si  p  est  pair,  on  prend  bien  entendu  la  racine  positive.  Les  x  d'indice  pair  vont  en  croissant  et 
restent  inférieurs  à  la  racine  ;  ;  les  x  d'indice  impair  voni  en  décroissant  et  restent  supérieurs  à  ;.  l'.n 
général  x.^i,  et  x^,, ,  i  tendront  vers  ;. 

11  y  a  cependant  un  cas  d'exception.   S'il  existe   deux  nombres  positifs  \  t>t    ^    tels  ([ue  l'on  ail 

X<Y, 
/■(X)-r/(Y)  =  0. 
/•(Y)-.7(\)  =  0, 
a"2,,   pourra  tendre  vers  \  et   'l',,  ,  ,   vers  V. 

On  a  déjà  vu  comment  on  lève  celle  dilliculté  (voir  le  cas  de  f{a)  =  g{h)  el  f\b)  =  g{n)).  Mais 
nous  pouvons  la  lever  autrement.  Nous  avons  enfermé  la  racine  dans  un  inlervalle  (X,  Y)  compris  dans 
l'intervalle  (0,  x>  ).  Posons     x  =  \-\-x'.     L'éfjualion   proposée  se  changera  en  une  autre,     o(x')  =  0. 

Comme  X  es!  positif,  on  voit  facilement  (\\\c  ctfj;')  =  U  a  la  même  forme  (|ue  l'équation  K(.r)  =  0. 
C'est  o-n.r'"' +  ai.r"'-'  H- f- «„,.,-' -|_  a,,.  =  [i. 

Les  y.  sont  tous  positifs  et    p  —  a„,    est  positif,  puis(|ue  l'cqualion  acerlainemenl  une  racine  positive. 

On  traitera  ceit»;  nouvelle  (Mpiation  connue  la  première. 

Si  la  même  circonstance  se  présenli\  au  lu  n  de  calculer  ;— \  on  aura  calcule  deux  nonU)res 
comprenant  ;  -  .X  :  on  applifpuua  encort>  If  int'^me  profcdé.  Comme  la  circonslanoc  signalée  ne 
pourra  se  présentei-  (|u'un  nombre  limilé  de  fois,  on  calcnleia  final»  nicnl  ;  par  deux  suites  donnant  des 
valeurs  apiuochées  do   ;  par  excès  et  par  défaut. 

Hésolulion  d'nnr  rqnalim)  nli/é/iriiiur  ijurlconque.  —  i^o'M  rèi|ualiun    \'\j)  =  0,    F(x)  étant  un  polyOOme 


m  SUR  LE  CALCUL  DES  RACINES  RÉELLES  D'UNE  ÉQUATION 


entier  de  degré  m  par  rapport  à  x.  Cette  équation  a-t-elle  des  racines  et,  si  elle  en  a,  peut-on  les  cal- 
culer ?  La  méthode  précédente  convenablement  appliquée  permet  de  résoudre  ce  problème. 

S'il  y  a  la  racine  0,  je  l'enlève.  Je  peux  ne  considérer  que  des  équations  n'admettant  pas  de  racines 
nulles.  Je  peux  ne  chercher  que  les  racines  positives,  la  recherche  des  racines  négatives  se  ramenant  à 
la  recherche  des  racines  positives  de  l'équation  transformée  en     —  .r. 

Posons  F(.r)  =  f'x)  —  g{x), 

f{x)  et  rj(x)  étant  deux  polynômes  à  coefficienU  tou-;  positifs.  C'i\a  est  visiblement  possible  et  mémo  d'une 
inlinité  de  manières.     f'{x)  et  g'[x)  sont  positifs  de  0  à    -h-c. 

Considérons  r{0)  =  /'(O)  —  .^(O).  On  peut  toujours  supposer  cette  quantité  positive,  sinon  on  au- 
rait au  préalable  à  changer  les  signes  des  deux  membres  de  léqualion     F(a)  =  0. 

a)  S'il  y  a  une  racine  positive  au  moins  do  ï\x)  =  0,  il  existe  un  nombre  b  tel  que  Ton  ail 
F(^)<0     et  tel  qu'entre  0  et  b  il  n'y  ait  qu'une  seule  racine  ;  de  l'équation.  Alors  la  suite 

Xg  =  0, 
g{xi)  =  f{Xo), 

donnera  ar„  tendant  vers  ?. 

b)  S'il  n'y  a  pas  de  racine  positive  de  V(x)  =  0.  les  r„  de  la  suite  précédente  croîtront  indéfini- 
ment. S'ils  tendaient  vers  une  limite  finie  >..  on  aurait  nécessairement 

et  l  serait  racine,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypollièse. 

Nous  concluons  ainsi  :  Si  la  suite  des  .x„  tend  vers  une  limite  iinio  :,  ;  est  la  plus  petite  racine 
positive  de  l'équation  proposée.  Si  la  suite  des  .t„  tend  vers  l'infini,  l'équation  n'a  pas  de  racine 
positive. 

Le  problème  est  donc  ramené  au  calcul  des  x„. 

Il  faut  retnarquer  qu'en  réalité  on  n'a  pas  besoin  de  jr„  liii-mèuie,  mais  d'une  valeur  de  x„  appro- 
chée par  défaut  et  supérieure  à  .t„„,.  Or,  pour  calculer  x„  on  résout  des  é(|ualions  de  la  forme  étudiée 
dans  le  cas  particulier  précédent  où  nous  avons  aj^pris  k  former  des  valeurs  de  .r„  approchées  par  défaut. 
Le  problème  est  donc  bien  résolu. 

Théoriquement,  on  enlèvera  par  une  division  la  racine  ;;  si  elle  est  multiple,  nous  en  serons 
avertis  en  formant  la  transformée  de  l'équation  en  r-4-;.  Cette  équation  aura  une  racine  nulle  mul- 
tiple; nous  l'enlèverons.  Nous  rechercherons  alors  la  plus  petite  racine  positive  de  léfiuation  nouvelle 
et  ainsi  de  suite  jusquà  ce  qu'on  trouve  une  équation  n'ayant  plus  do  racine  positive. 

PuATiorKMENT,  OU  procédera  autrement.  Traitons  d'aijord  le  problème  suivnnt: 

Problème.  —  Trouvp.r  les  deux  racines  de  l'crjunLion  V[x)  =  0  les  plus  voisines  d'un  nombre  donné 
N  et  situées  de  part  et  d'autre  de  N. 

Si  ces  racines  existent,  on  verra  que  ce  sont  les  limites  des  suites 

gf-^o)  -  AN), 

(!) 


et 


Si  l'une  des  deux  Ha  plus  petito)  existe  seule,  une  des  suites  tendra  vers  elle,  l'autre  suite  croîtra 
indéliniment  ;  s'il  n'y  a  pas  de  racine  positive  inférieurti  à  N,  une  des  suites  deviendra  négative  et  l'on 
s'arrêtera. 
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Revenons  maintenant  au  problème  précédent.  On  a  calculé  la  plus  petite  racine  positive  ;  de 
1-Y.x)  =  0.  Prenons  un  nombre  >'  supérieur  à  ;  et  cherchons  les  racines  voisines  de  N.  Si  entre  ;  et  N 
il  n'y  a  pas  d'autre  racine  que  E,  une  des  racines  voisines  do  N  sera  ;.  Elle  sera  donnée  par  une  des 
suites  précédentes;  l'autre  suite  tondra  vers  l'infini  si  ;  est  la  seule  racine  positive  de  l'équation 
F(.r)  =  0,  et  vers  ;',  si  ?'  est  une  racine  de  l'équation  supérieure  à  ;.  Si  entre  ;  et  N  il  y  a  une 
autre  racine  ^i,  on  l'aura  calculée.  Et  on  recherchera  les  racines  comprises  entre  :i  et  :,  en  prenant  un 
nombre  N  entre  ;i  et  çj  et  en  résolvant  le  problome  précédent  pour  ce  nombre.  On  calculera  ainsi  de 
proche  en  proche  les  racines  de  plus  en  |)lus  grandes  de  l'(.7;)  =  0,  en  sassurant  à  chaque  fois  qu'on 
n'en  oublie  pas. 

La  résolution  d'une  équation  algébrifjiie  se  traite  ainsi  on  extrayant  des  racines  d'ordre  inférieur  ou 
égal  au  degré  de  l'équation. 

la  méthode  des  approximations  successives  s'applique  ;\  des  équations  transcendantes:  et  il  est 
souvent  commode  de  prendre  pour  f{x)  la  partie  transcendante,  pour  cjix)  la  partie  algébrique. 

Dans  le  cas  des  équations  du  Iroisième  et  du  quatrième  degré,  on  ramène  la  solution  au  calcul  de 

racines  d'é({iiations  du  second  degré.  Far  exemple,  soit  à  résoudre 

dx'*  -I-  bi  ''  +  cx^  H- dx  -\-  0.  =  V . 

^     .  .     .  ,       ,  cx'^  -\-  dr  -+-  e 

On  1  ociit  ox-  -h  bx  H ; =  0. 

X- 

On  prendra  f[x)  =  ax^  -+-  Ox, 

^             ex-  -+■  dx  -f-  e 
0{x)  =-- :, 


On  sait  résoudre     f{x)  —  l,    g[x)  =  \x.     La  résolution  de  l'éqnalion  sera  ai?ée. 


m   ,  })t(m  —  i) 

2004.  —  Léqiintiou       ax"'  h /m'"^'  -f — -  cv"'--  -+-•••  =  0, 

'  1  12 

diin.s  Itniurlle  on  suppose  b-  — ac  =  0, 

7)e  peut  (ivoir  loulcs  ses  racines  réelles  que  si  elle  a  tontes  ses  racines  éijulcs.  [Après  avoir  dotiiu'  une  dnnoits- 

Iralion  jxir  le  llirorème  de  llolle,  on  donnera  nne  rni/îration  eti  exprimant  l'hypothèse  au  viot/en  des  raciitfs 

a.  ^,  Y,   ...). 

On  voit  aisément  que  la  dérivée  d'ordre     ni  -  2     du  polynôme 

m   ,  in{  m  —  i) 

{{x)  ŒE  ax'"  H-  —  bx'"-'  +____ca-»'-s  -h  ••• 

est  {""--\x)  =  w{m  —  1  )(JH  —  i) .    .  :\[ax''  H-  "ihx  ■+■  c\ 

(\u\  peut  s'écrire,  en  supposant     h-  —  ac  =  0, 

f"'--\x)—m{m  -  <l(m— f)    ..3a|T-4--]   • 

Si u'iiimnlopasladérivéc' prrc.'.liMiic  /"'^\a-;.  <-tMio-i-i  n'admet  qu'une  racine  réelle  d*apn'^s 

a 

le  théorèni(>  (l(>  Holle  ;  donc  léipialion  f\x)  =  0  ne  peni  avoir  toutes  ses  racines  réelles,  car  on 
(pie  lors(p)'uu  polynonn*  ;i  lontos  ses  r;icitu^s  n'cllcs,  toiilos  ses  dérivées  t>!il  aussi  toutes  leur«i  r.i 
réelles. 

Si  au  ooiilraiie '-     iinnnlo  /"'"-"(x), '-      est  rarnif  triple  «lo  cette  dérivée. 
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Plaçons  nous  maintenant  dans  celte  hypothèse  et  remplaçons  x  par dans  la  dérivée  précé- 
dente f""-''\x).   Si  f'"'-'*\x)   ne  s'annule  pas  pour     x  = .      f'"'~^\x)  a  au  plus  deux  racines  réelles 

n 

et  fix)  ne  peut  avoir  toutes  ses  racines  réelles.   Si     f""-*l j  =  o, est  racine  quadruple 

\       a  J  a  ^ 

de  /'"'-'"(.r). 

(b  \  '" 
X  -^ j    ,     ou 

bien  f{x)  n'a  pas  toutes  ses  racines  réelles. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  ce  résultat  de  la  façon  suivante. 
Désignons  par  ^,  p,  ■(,  ...   les  racines  de  f{x)  ;  nous  avons 

la  =  —  m  —  >  Ini  =  — ^ -. — 

a  '2a 

Ij  r 

Posons =  /i;     la  relation     h^  -   ac  =  0     nous  donne     —  =  k-,     et  par  suite 

a  II  ^ 

'in'vi  —  I  )   , 
\y.  :=  vxk,  -L-i'^  =       ^       '  /;\  et  Ix' =  C-^r  -2Z^i  ==  mli-. 

On  en  déduit  Xa^  —  -2k:£.t  -h  mk-  =  0,  ou  2; a  —  k)-  =  0, 

ou  (a  -  kr  -+-  (p  _  A-j2  +  (y  -  k;-  -h  . .  ■  =  0. 

Si  aucune  racine  n'est  imaginaire,  cette   relation  ne  peut  avoir  lieu   que   si   l'on  a      a  — /,•  =  0, 

^  —  /''  =  0,      Y  — /i  =  0,       . . .,  cest-k-dire      a  =  i  =  y  =    ■•  =  /,-,      c'est-à-dire  si  toutes  les  racines 

sont  égales. 

M.  MALAISE,  à  Denain. 

h  c 

Autre  solution.  —  En  posant   comme  précédemment =  k,      —  =  A»,     le  i)olvnome  f(x)  s'écrit 

a  a  '      ■  '  *  . 


/■(^)  =  «[ 


X'"  —  mkx'"   '  H h^x"'-- 


ou,  en  complétant  la  puissance  m"  do     x  —  h    dont  les  trois  promiiTs  termes  sont  en  évidence, 

f(x)  =  a(x  —  A)'"  -+-  Pix), 
P{x)  désignant  un  polynôme  de  degré  inféiicur  ou  égal  à    m  —  3. 

1"  Si  le  polynôme  P{x)  est  identiquement  nul,  /(.r)  se  réduit  à  a'r  —  ky",  Vri\nd[[on  f{x)  —  0  .i  toutes 
ses  racines  égales. 

2°  Su[)posons  ([ue  P(x)  ne  soit  pas  idenliqucmcnl  mil,  et  i'aisuns  la  transformation  x  —  k  =  ij,  lï'quation 
devient  ay"'  +  Q(y]  =  0. 

Q(2/)    étant   un  polynôme   de  degré  inférieur  ou  égal  à     »>  —  3.     On  reconnaît  alors  l'existence  d'une  lacune 
d'au  moins  deux  termes,  donc  l'écpiation  a  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

P.  TfUClURD,  à  Miribei  (Ain). 

Uomies  solutions  par  MM.  Biais,  lyrée  St-Loiiis  ;  A.  I!ok;iô,  lycée  de  Nancy;  A.  (^oiinrois,  147°  d'infanterie  à  Sedan  ; 
L.  r.0Dii,i,0T,  école  des  Anglais  ;\  Lyon  ;  A.  lîoussKAti,  à  Fouines  en-Weppes  ;  .\.  Savarv,  61^  d'artillerie;  L.  Simon,  à  foiir- 
mies(Nortl). 


Gi':u.MKTnii': 


1984.  —  On  donne  une  cubique  circulaire  droite  à  point  double,  par  son  axe,  son  point  double,  un 
point  et  la  tangente  en  ce  point. 

i**  Construire  le  sommet  et  les  tangentes  au  point  double  ; 

2°  Construire  le  point  de  la  cubique  situé  sur  la  tangente  donnée  ; 

3"  Construire  Casgmptote . 
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Soient  0  le  point  double,  Or  Taxe,  M  le  point  donnô  et  MG  la  tangente  à  la  cubique  en  ce  point, 
(.'ette  cubique  est  une  cissûide  ayant  pour  pôle  le  point  0  et  pour  direc- 
trices un  cercle  de  centre  C,  sur  Ox,  qui  passe  en  0,  et  une  droite  Ali 
perpendiculaire  à  Ox.  Supposons  le  problème  résolu  et  les  éléments  fon- 
damentaux de  la  cissoïde  construits,  cercle  C  et  droite  AD. 

Alors  DU  =  OM,  et  le  triangle  formé  par  DB,  la  tangente  au  cercle 
et  la  droite  AB  est  isocèle,  l'angle  B  est  égala  l'angle  D.  Nous  pouvons 
donc  construire  la  direction  de  la  tangente  au  cercle  et  tracer  avec  OM 
un  triangle  OHM  égal  au  triangle  DEB  et  ayant  ses  côtés  parallèles  à  ceux 
de  celui-ci. 

D'autre  part,  on  sait  que  la  tangente  à  la  cissoïde  et  la  tangente  au 
cercle  coupent  la  directrice  rcctiligne  AB  en  deux  points,  F  et  E,  symé- 
triques [)ar  rapport  au  point  B  ;  par  conséquent     BF  =  BF  =  H  M  =  OU, 
et,  puisque  les  droites  MF  et  OM  sont  connues,  ceci  nous  permet  de  trouver  la  droite  BF.  cest-ii-dire 
la   directrice  rectiligne  de  la  cissoïde.  En  prenant  BD  équipollent  à  MO,  nous  avons  le  point  D.  La 
tangente  au  cercle  est  DE,  parallèle  à  OU,  et  le  centre  C  du  cercle  s'en  déduit  facilement. 
Tontes  les  questions  posées  se  résolvent  alors  sans  diflicuUé. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Wiîner,  à  l'Ecole  des  Mines  ;  !..  Aigu>ie;  G.  Lacii,  à  Kodez  ;  L.  Smos,  à  Fourraies  ;  L.  Jammls  ; 

M.  KouiiNioi,;  P.  Vehg.nes  ;  Ch.  Monzat,  (iSe  d'infanterie;  A.  Rousseau,  à  Fourties-en-Weppes 
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2005.  —  hJludicr  la  surface  d'cqual'wn     .f^  -i-  xy  +  z  —  U. 

C'esl  une  surface  réglée.  Conslruire  géomélriquetnenl  une  ge'néralrice.  Construire  géomèlrujuemenl  un 
point  de  la  ligne  de  striction.  Trouver  les  traces  et  les  contours  apparents  sur  les  plans  de  projection. 

Le  cône  des  directions  asymptoliques  se  réduisant  ;i  un  plan  triple.  ,r^  =  0,  la  surface  ne  peui 
admettre  que  des  génératrices  j)arallè!es  au  plan  des  yz.  I)";iilleuis  si  nous  coupons  par  le  plan  x  =  À» 
nous  oblenons  comme  section  la  droite  délinie  par  les  équations 

X  =  1,  ;  -t-  >!/  -t  À'  =  0, 

et  en  faisant  varier  /,  ces  équations  définissent  toutes  les  droites  tracées  sur  la  surface. 

Les  projections  de  toutes  ces  droites  sur  le  plan  îles  ;/:  sont  tangentes  à  la  courbe 

(jui  est  précisément  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  des  //:.  Cette  courbe  est  facile  à 
construire  ;  elle  est  symétrique  par  rapport  à  Oj/,  elle  ailmel  à  l'origine  un  point  de  rebroussement 
dont  la  tangente  est  Oj/,  et  ses  branches  infinies  sont  parabulitjues  dans  la  direction  0:. 

Cette  courbe  est  une  développée  de  parabole.  On  sait  en  elVet  (jue  la  développée  île  la  parabole 
y-  —  2/51-  =  0     a  pour  équation     H(.r  —  ;<)'  —  "llpy"^  =  0  ;     on  en  conclut,  en  transportant  l'origino  au 

aip 

point     x  —  p,     1/  =  0,     (pie  rt'(|ualii)n     ix^ -L- y-  —  [)     nquésentc  la  développée  de  la   parabole 

;/■•*  —  'ipx  -  2/J-        (». 

Si  l'on  lait  alors  p=  —  iL,  et  si  l'on  eliange  x  on  ',  ol  y  en  ;,  o\\  peut  dire  que  la  courbe 
^y-^  -t- 27:;'-  =  0  est  la  développée  de  la  parabole  z- -ir  \y —  ^  =  U.  On  vérifiera  d'ailleurs  aisémenl 
(pie  la  droite     ;  4-  );/  -h  /?  =  0     est  nornnile  à  celle  jaiabolo  au  point  qui  a  pour  ci>le     —  i>. 

On   construira  donc  aisément  la  ginératricc  de  la  surface  qui  e^l  située  don:»  le  plan    x  =  X,    en 


:yj4 
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prenant   l'intersecliori    de   ce  plan  et  du    i)lan   parallèle  à  O-i-  passant   par  la  normale  à   la  parabole 
r- -h  47— 8  =  0     au  point    z=  —  2l. 

Cherchons  maintenant  à  construire  le  point  central  de  la  génératrice  G  située  dans  le  plan  x  =  À. 
l'iuir  cola  nous  considérons  la  généralrice  voisine  G'  située  dans  le  plan  x  =  À',  nous  menons  la 
perpendiculaire  commune  AA'  à  ces  deux  droites,  et  nous  cherchons  la  limite  du  point  A  quand  À' 
tend  vers  )-.  La  droite  AA'  est  parallèle  à  Ox  et  rencontre  le  plan  de  yz  au  point  commun  aux 
I)rojeclions  de  G  et  G'  surce  plan.  Quand  A'  tend  vers  zéro,  ce  point  a  {)Our  limite  le  point  de  contact 
de  la  projection  de  G  avec  son  enveloppe  4;/^ -f- 272^  =  0.  Mais  ce  point  est  précisément  le  centre 
de  courbure  de  la  parabole  z- -^  ïy  —  8  =  0  au  point  z  ^ — 2a.  On  mènera  donc  par  ce  centre 
une  parallèle  à  Or,   et  le  point  où  elle  rencontre  G  est  le  point  central  de  cette  génératrice. 

Les  équations  paramétriques  de  cetle  ligne  de  striction  sont     x  =  À,     y  =  —  3À^,     ;  =  2X'. 

Là  surface  coupe  le  plan  des  xy  suivant  l'axe  des  y  et  la  parabole     x-  -\-  y  =  0  ;     elle  coupe  le 
jjian  des  xz     suivant  la  cubique     x'^ -h  z  —  0,     et  le  plan  des  j/;  suivant  l'axe  des  y. 

Son  contour  apparent  sur  le  plan  des  yz  e<l   la  courbe     4j/' -t-  27;-  =  0;     sur  les   deux  autres 
plans  elle  n'a  pas  de  contour  apparent. 

Solutions  par  MM.  André  Couotois,  147^  d'infanlerie  à  Sedan  ;  A.  Roisseau,  à  Fournes-en-Weppes;  L.  Gobillot,  école  des 
Anglais,  à  Lyon. 


2009.  —  DisrMler  l'équaiion  x^  -h px  -t-  ry  =  0.  (l) 

Suit    M  un  poinl  de  coordonnées  q  et  p  ;  soient  a  et  't>  deux   racine-;  de  l  équation  (1).  Dans   quelle 

région  du  plan  peut  se  trouver   M    pour  que   a   soil  toujours  comprise  entre  deux  nombres   a  et    b,   et  P 

entre  deux  nombres   c  et   d.    Celte  région  est  limitée  par  qual'-e  droites  tangentes  à  une  courbe  (C).  Quelle 

est  celte  courbe  ? 

I)a  point  M  on  mène  les  tangentes  à  la   courbe    G).  Elles  coupent  l'axe  des  y  en  dei  points     A,  B,  C. 

J.es  normales  aux  tangentes  en   A,  13,  G  coupent  l'axe  des  x  en  des  points  A',  B,  C  dont  is  abscisses  sont 

x^  -+-  px  -\-  q  =  0. 


racines  de  l'équation 
1/équation     x^ 


px  +  7  =  l), 


([uc  nous  écrivons     /' -h /</ -f-.r  =  u,     représente,  quand  l  varie, 
un   système  de  droites,  dont  le   coedlciimt   angulaire    est 

•    L'enveloppe  de  ces  droitesest  4j/' -f- '27x- =  0.  C'est 

une  développée  de  parabole,  symétrique  par  rajjport  à  0;/, 
ayant  son  point  de  rebroussement  à  lorigine  et  située 
au-dessous  de  Ox.  Lestroisracines  deléquationcn  /  sont 
réelles  dans  la  région  hachurée  ;  il  n'y  en  a  (piune  qui 
soil  réelle  (juand  le  point  M  est  dans  les  autres  régions. 
Pour  que  par  le  poinl  M  passent  deux  droites  dont 
les  t  soient  compris  entre  a  et  ^  dune  part,  et  entre  c  et  rf  d'autre  part  il  faut  déjà  que  les  trois 
valeurs  do  /  soient  réelles,  c'est-à-dire  ([ue  le  poin-t  M  soit  dans  la  région  hachurée  et  de  plus  que  les 


coollicionts   angulaires   soient   compris    entre 
moins  lorsqu'on  suppose  les  quaire  nombres  positifs 


1  1  1 

—      et -,     et  entre et 

a  b  c 


1  , 

-7-5      du 
d 


llestuluscommodedetransfonnerrenonce.de  poser     /  = et  d'envisager  l'équatijn 


ni^x — m^y  —  1=0, 


(jiii  donne     y  =  mx 


AGRÉGATION  DES  SCIEN'CFS  MATIlEMATIOUFS 


Il  revient  alors  au  même  de  chercher  les  régions  oii  doit  se   trouver  le  point  M  pour  que  l'une  des 
racines  soit  comprise  entre  deux  nombres  donnés,  et  l'^iutro  entre  deux  nombres  également  donnés.  A 

chncun  de  ces  f|uatre  nombres  correspond  une  tangente  dont 
le  coefllcient  angulaire  est  donné.  On  place  les  quatre  points 
de  contact  et  on  voit  aisément  les  arcs  que  doivent  parcourir 
les  deux  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  M  : 
ce  sont  ici,  par  exemple,  les  arcs  AH,  IB  et  CD.  f.es  tangentes 
en  A,  B,  C,  D  et  la  courbe  limitent  les  régions  que  l'on  recon- 
naîtra facilement. 

Les  régions  hachurées  sont  alors  acceptables.  Tous  les  pro- 
blèmes analogues  se  résoudront  sanspeine. 

La  dernière  partie  est  évidente;  c'est  une  simple  vérification. 

Bonnes  solutions  :  MM.  F.   Margand,  école  des  Anglais  ;  N.  Savarv  ;  R.   Boyf.b,  lycée  de  Nice. 


CONCOURS  DE   1912  (Sm>.) 
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Mathématiques  élémentaires  ('). 

1"  Un  contour  qiiadrangulaire  gauche    ABCDA    étant  circonscrit  à  une  sphère  (S)  de  contre  S,  aux  |>oint.<; 
M,  N,  P,  Q,  on  a,  en  orientant  les  tangentes  m,  7^  p,q  de  A  vers  B,  de  R  vers  C,.... 

ot.ÂM  =  ÂQ,  !i.ÏÏN=BM,  v.CP=CN.  5.00  =  DP, 

a  =  -V  1,  3  =  =  t,.    . 

Cela  conduit  à  prévoir  deux  cas  distincts  :  dans  l'un  des  cas,  le  contour    AHCDA    n'est  pas  quelconque,  et  l'on  a 

a  +  ^.ft  +  ^Y.c+^YÔ.rf  =  0, 
a,  b,  c,  d   étant  les   longueurs    des    côtés;    dans   l'autre  cas,    on    indiquera    une   propriété    des  deux   plans 
MPN  et  MPQ,  par  exemple. 

2"  On  suppose  donnée  la  sphère    S.    Soient   m   et  p   deux  droites  fixes  tangentes  i\  celle  sphère  aux  points 

M  et  P.  On  considère  les  droites  n  qui  s'appuient  sur  les  droites  m  et  p  (points 
d'appui  [{  et  (")  et  qui  sont  tangentes  à  la  sphère  (point  de  contact  N).  Ces 
droites  forment  deux  systèmes  (n)  et  (n')  ;  on  déterminera  les  surfaces  (s)  et 
(S')  dont  elles  sont  les  génératrices,  les  courbes  (r)  et  (r')  qui  sont  les  lieux 
des  points  N  et  N' ;  on  introduira,  si  l'on  veut,  l'enveloppe  des  plan.s  (S.  n)  ol 
celle  des  plans  (S,  «').  Que  |)eut-(tn  dire  dos  tangentes  on  M  et  P  aux  doux 
courbes  (T)  et  (I")?  -   Applii-alion  aux  contours  du  para^iraphe  t. 

30  On  suppose  maintenant  «lonné  le  contour    AltCnA,    ol  l'on  oherolio  le.* 
sphères    (S)    langonlos  aux  quatre  ctMés. 

On  examinera  d'abord  le  cas  où  l'on  veut  avoir  une  sphère  (."<i  avec  points 
de  contact  dans  un  mémo  plan  ;  on  moulrora  <i  priori  que.  si  une  toile  sphèro 
existe,  il  doit  eu  cxislor  une  intinito.  On  établira  rigourousonient  00  fait  on  pro- 
jetant, pai-  oxouiplo,  la  ligure  >ur  un  plan  ronvonablo  ;  on  fora  ronnAlIro  1  •  y><  n 
dos  contres  dos  spbères  en  (iut>slion  ;  (ui  iudiquora  la  sphère  do  plus  petit  rnvon.  Quelle  esl  l'envelo; 
sphères  (S)  ? 

On  oxamiuora  en  second  lien  le  cas   dii    l'on  deuiando  une  sphère    iS>    n\oc  points  do  ronlRCl  non  dnns  nn 
même  plan,  nn  liaileia  la  (piestion  par  le  calcul,  en  posant 

ÂÂÏ  =  X,  RN  =  y,  (T  -  -,  1>Q  —  l  : 


(1)  Des  solufiens  étudiées  de  la  (juestion  son!  juiMii^'s  d.ms  le  Jnurunl  df  Miilhfmnli^"-'*  -'" 
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on  fera  voir  que,  pour  chaqui^,  sy.stème  de  valeurs  des  inconnues,  on  a  bien  une  sphère  (S).  On  classera  les 
soluLions  en  quatre  groupes  (1  cl  1'),  (2  cf  2'),  ... 

Dans  le  cas  où  il  existe  une  série  continue  de  sphères  (S),  avec  points  de  contact  dans  un  même  plan,  que 
deviennent  les  solutions  isolées,  avec  points  de  contact  non  assujettis  à  être  dans  un  même  plan  ?  Certaines  de 
ces  solutions  isolées  funt-elles  partie  de  la  série  continue  de  solutions  ? 

Remarque.  —  Soient  a,  b,  c.  d  les  plans  perpendiculaires  aux  plans  des  angles  A,  B,  C,  U,  menés  par  les 
bissectrices  de  ces  ansles,  et  a',  h',  c',  d'  les  plans  analogues  menés  par  les  bissectrices  des  angles  extérieurs  ; 
on  pourra  indiquer  rapidement  le  rôle  de  ces  plans  au  paragraphe  3,  d'abord  dans  chacune  des  deux  hypothèses 
«  —  b -\- c  —  d  =  0,  a-\-b  —  c  —  d  =  0,  puis,  dans  le  cas  d'un  contour  quelconque,  en  considérant,  par 
exemple,  les  solutions  (1  et  1';;  on  reviendra  alors  sur  le  résultat  obtenu  à  la  fin  du  paragraphe  3.  Dans  les 
figures  qui  accompagneront  le  texte,  on  représentera  le  plan  a  par  la  bissectrice  de  l'angle  A,... 

Malhémaliqites  spi'cialex. 

2077.  —  1°  Si,  dans  une  équation  du  troisième  di'C>ré 

(1)  z-'—piz--^-  ]'■>-■— Pi  =  0, 

le  coefficient  pi  est  nul,  la  fonction  ^îp  — -2.-a  =  :■'-,  -t-  co^n  +  z],  non  symétrique  par  rapport  aux  lettres,  est 
équivalente  a  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'cquation.  Le  cas  où  pi  =  0  est-il  le  seul  où  il  existe 
un  polynôme  homogène  du  second  degré  à  trois  variabb'S  qui  jouisse  de  la  même  propriété? 

Le  coefficient  pi  n'étant  pas  nul,  former  l'équation  (2;  qui  a  pour  racines  les  valeurs  (]ue  prend  la  onction 
x^--\-xi/-hy-  quand  on  y  remplace  x  et  y  par  deux  racines  quelconques  de  l'équation  (1).  L'éciuation  (2) 
peut  elle  être  équivalente  à  l'équation  (I)  dont  on  l'a  (b'duite '.' 

2»  Les  n)édiancs  d'un  triangle  ABC  se  coupant  en  uu  point  0,  on  fait  tourner  ce  triangle  de  00"  autour  de 
0  dans  un  sens  et  dans  l'autre  ;  on  obtient  ainsi  deux  nouvelles  positions  A'B'C,  A"1)"C"  du  triangle  (A'  et  A" 
étant  les  nouvelles  positions  du  point  A).  Soient  A',.  A"  les  milieux  de  BA',  BA";  \i\,  B','  les  milieux  de 
CfV,  CB";  C,,  c;,  les  milieux  do  AC,  AC"  ;  A'..  A  i,  b's  milieux  de  CA',  CA"  ;  B'..  B'^,  les  milieux  de 
AB,  AB";  C^,  C4,  les  milieux  de  1!C',  BC".  Montrer  (jue  les  angles  A',()A',',  A^OA':,  B'.OB';,  B'oOBj.  C',OC;',  CoOC'î 
ont  même  bissectrice  et  qu'il  existe  sur  celte  bisscctri<;c  deux  points  w',  lo'  symétriques  par  rapporta  0,  tels 
que  les  quadrilatères  to'co"AÎA",  «j'm"\'.,\",,  to'M"ii\ïi"^,...  soient  inscriptibles. 

Démontrer  qu'ilexiste  un  triangle  AiBjCi  homolln'tique  du  triangle  ABC  |)ar  rapport  ;i  0  et  tel  que,  si  Ion 
prend  les  inverses  Ao,  B2,  Co  des  sommets  Ai,  Bi,  C|.  Ii>  pôle  d'inversion  étant  soit  w',  soit  m",  le  centre  dos 
moyennes  dislances  des  points  A2,  Bo,  C2  est  soit  10',  soit  "j". 

(On  pourra  représenter  les  dilferents  points  par  leur-;  afiixes,  rapportées  à  un  système  d'axes  rectangulaires 
ayant  0  pour  origine,  et  utiliser  la  propriété  indiquée  au  11°  1.) 

30  On  considère  les  triangles  ABC  variables,  tels  que  les  points  to',  10'  qui  leur  correspondent  soient  fixes 
et  pour  lesquels  le  produit  des  longueurs  des  médianes  est  donné.  Trouver  le  lieu  des  sommets  de  ces  triangles. 
(On  pourra  se  borner  à  construire  ce  lieu  dans  le  cas  où  les  données  sont  telles  que  l'un  des  triangles  ABC  ait 
deux  sommets  confondus.) 

Ltant  donné  un  point  A  du  lieu,  construire  le  triangle  ABC  (|ui  lui  correspond. 

Calci'l  différentiel  et  inlrr/rat. 

Les  axes  de  coordonnées  ox,  oy,  oz,  étant  rectangulaires,  on  donne  un  cercle  (y),  d'axe  nz,  de  rayon  r  et 
de  cote    z  :=  h. 

Par  un  point  arbitraire  M  du  cercle  (y)  en  mène  un  plan,  langent  à  ce  cercle,  et  dont  la  position  dépend 
uniquement  de  la  position  du  point  M  sur  ce  cercle.  Lors(iue  le  point  .M  décrit  le  cercle  (y)  ce  plan  enveloppe 
une  surface  développable  (S)  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  d'une  variable,  soit  w. 

10  Déterminer  la  surface  (S)  et  la  courbe  (C)  section  de  cette  surface  par  le  plan  xoi/. 

2°  Comment  doit-on  choisir  la  fonction  a  pour  que  la  courbe  (C)  coïncide  avec  tine  courbe  donnée  (Ci) 
définie  i)ar  son  c(iuation  cartésienne? 

Montrer  que  la  représentation  est  possible  d'un  nombre  limité  de  manières  et  indiquer  à  quelles  surfaces 
(S)  correspondent  les  autres  solutions  de  l'équation  dilléronlielle  déterminant  w. 

Y  a-t-il  des  courbes  Ci  exceptionnelles  pour  lesquelles  la  représentation  par  une  courbe  (C)  est  impossible  ? 
3°  Comment  appliquera-t-on  la  représentation  précédente  d'une  courbe  plane  à  l'intégration  d'une  équation 

différentielle  ordinaire  ? 

Y  a-t-il  des  équations  didérentielles  exceptionnelles? 
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rio: 


ï(»ê-")=[-(è)T 


Intégrer  l'équation  du  seconrl  ordre 

Comment  pc!nt-on  découper,  dans  le  plan  xoy,  les  courbes  intégrales,  par  déplacementet  déformation  d"iine 
surface  dévelo[)pable  (S)  ? 

Indiquer  des  équations  du  premier  ou  du  second  ordre  dont  l'intégration  se  ramène  aux  quadratures,  et  des 
équations  du  second  ordre  dont  l'intégrale  générale  peut  être  découpée  dans  le  plan  Toy  en  utilisant  le  procédé 
mis  en  évidence  pour  l'équation  précédente. 

4°  On  considère  une  famille  de  développables  (S)  dépendant  d'un  paramètre  et  sur  chacune  de  cesdévelop- 
pables  on  choisit  une  courbe  déterminée  (t).  Les  courbes  (t)  engendrent  une  surface  (S)  que  l'on  peut  repré- 
senter par  les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points  exprimées  à  l'aide  de  deux  paramètres. 

Inversement,  étant  donnée  une  surface  (ït)  par  son  équation  cartésienne,  peut-on  la  représenter  de  la  façon 
précédente? 

5°  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  (E)  déterminant  les  surfaces  orthogonales  à  une  famille  donnée 
et  à  un  paramètre  de  développables  (S). 

6°  Déterminer  les  développables  (S)  et  intégrer  l'équation  (K),  lorsque  cette  équation  (E)  admet  comme 
solution  particulière  la  surface  (Sa),  lieu  des  arAtes  de  rebroussciuent  des  (léveloppal)les  (S). 

La  surface  [Z-i)  appartient-elle  à  l'intégrale  générale? 

Existe-t-il  des  surfaces  normales  aux  génératrices  des  développables  (S)  ?  Le  calcul  met-il  en  évidence  la 
génération  do  ces  surfacs  on  partant  de  l'iino  d'entre  elles? 


Mécanique. 

Equilibre  et  mouvement  d'un  câble  à  cheval  sur  une  poutre. 

Un  câble  pesant  flexible  et  inextensible  est  à  cheval  sur  une  poutre  cviindrique  horizontale  fixe,  le  long 
d'une  section  droite  S  supposée  convexe. 

Notations.  —  On  appellera  H  le  point  le  plus  haut  de  S,  Ai,  lîi  les  deux  points  de  S  à  tangente  vcrlicalo,  I» 
étant  au  moins  aussi  haut  que  Ai. 

On  choisira  pour  origine  des  abscisses  curvilignes  s  sur  S  le  point  Ai,  le  s<»ns  posilif 
étant  le  sons  AiHBi.  On  prendra  une  verticale  ascendante  comme  axe  des  y  et  une 
horizontale  orientée  dans  le  sens  de  la  demi-normale  extérieure  en  Ai  comme  axe  des  x. 
L'angle  que  fait  la  demi-normale  extérieure  à  S  en  un  point  .M  de  l'arc  Ailllti,  avec  ox. 
sera  désigné  par  o  et  le  rayon  de  courbure  correspondant  par   r.   La  relation  entre   o   el 

l'abscisse  curviligne  *•  =  Ai.M  sera  représentée  par  l'oquation  s  =  a(v).  On  appellera 
T  la  valeur  absolue  de  la  tension  en  un  pointducAble  et  .\  celle  de  la  réat'lion  de  la  poulro 
sur  l'unité  de  lot)gueur  du  cAbIc.  au  môme  point. 

Données.—  On  connaît  la  longueur  l  do  l'arc  AjiHit,  hi  longueur  1.  du  c;\ble,  son  poids 
p  pir  iiiiiLé  de  longueur,  enfin  la  hauteur  //(  ^  0)  de  Bi  au-dessus  de  A|.  On  suppose  la  hauteur  de  .\i  au- 
dessus  du  sol  supérieure  à  L,  de  sorte  ((u'on  n'aura  pas  à  s'inquiélor  du  choc  sur  lo  sol  tl.ins  le  problènie  dont 
l'énoncé  suit. 

Vroblèmr. 

I.  —  On  nàglificra  d'abord  le  frotlemcnl  du  câble  sur  la  poutre. 
lo  On  étudiera  l'équilibre  du  cAble  et  sa  stabilité. 

2"  En  négligeant  la  résistance  de  l'air,  en  supposant  qu'à  riu>laut  initial  tous  les  points  du  cAble  el  leurs 
vitesses  sont  dans  un  mémo  plan  vertical  et  (pio  toute  portion  libre  du  cAble  est  verticale  el  animée  d'une 
vitesse  verticale,  on  montreia  i|uo  la  loi  du  moiivemont  s'obtiont  p;«r  des  quadratures.  On  indiquera  les  prin- 
cipales circonstances  (|ui  |teuveut  se  présenter  suivant  les  doniioos  initiales. 

En  parliculioi-,  on  délorminera  la  vitesse  que  possède  le  cAblt'  au  moment  où  il  quille  la  poutre,  eu  sup- 
posant la  vitesse  iniliale  nulle. 

On  calculera  colle  vilossc  à  un  docimèlie  près  par  seconde  on  supposant  que  S  esl  urje  circonfert'iu'.'  de 
p'riitiètre  ogil  à  1  uicUm;  oI  ([uà  liustant  irutial  le  crtbie  u  doux  portions  libres     A  \|  =  /,     IUl|  ^3/. 

II.  —  On  reprendra  ensuite  la  question  de  l'équilibre  en  tenant  compte  du  frottctnent  du  ciibU  sur  la  poulrr 

if  ■=  t,g  0     otanl  le  coefficient  di^  frottement). 
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On  se  contentera  d'étudier  l'équilibre  limite  du  cable  dans  le  cas  où  L  est  supérieur  à  ^  et  de  rechercher, 
suivant  les  valeurs  de  L,  si  dans  une  position  d'équilibre  le  câble  a  un  ou  deux  brins  libres.  (On  pourra  sim- 
plifier en  se  bornant  au  cas  où  S  est  un  cercle.) 

En  particulier  on  indiquera  si  dans  l'application  numérique  proposée  plus  haut,  le  mouvement  peut  avoir 

lieu  quand  f,  au  lieu  d'être  négligeable,  est  égal  à  — - 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


2078.  —  On  dit  qu'une  éfiuation  du  quatrième  degré  est  réciproque  quand  il  existe  une  valeur  de  a 
pour  laquelle  l'équation  prend  la  l'orme 

<7x*  -+-  bx^  +  ex-  ■+-  blx  -+-  n)i  =:  0. 

Montrer  que,  dans  ce  cas,  l'équation  est  résoluble  à  l'aide  d'équations  du  second  degré. 

1"  Trouver  la  condition  pour  que  l'équation  ax*  +  ibx^  ■+■  (Jcx-  -+-  ^dx  -f-  /"  =  0  soit  réciproque  de  celte 
manière. 

2»  Si  on  fait  la  transformation  x  =  y -\- h,  il  y  a  trois  valeurs  de  h  pour  lesquelles  l'équation  en  y  devient 
réciproque  ainsi.  Former  l'équation  du  troisième  degré  qui  donne  /*  et  trouver  la  valeur  de  >.  qui  correspond 
à  chaque  valeur  de  h. 

3«  J>'équation  en  y  se  décompose  en  deux  trinômes,  a(y- +  py -\-'/.}iy^ -^- qy -\-h  ;  trouver;)  ci  q,  la 
condition  pour  que  p  ^  q.  .Montrer  directement  que  si  le  polynôme  du  quatrième  degré  est  un  carré  parfait, 
l'équation  en  h  est  indéterminée.  Expliquer  le  résultat.  E    H. 

2079.  —  !»  On  donne  une  conique  C  :  on  demande  de  trouver  toutes  les  droites  A  telles  que  si  l'on  fait 
tourner  (1  autour  de  ^  il  existe  un  cône  ou  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  engendrée  ï,  le  long  de  la 
conique.  Montrer  que  ces  droites  a  doivent  rencontrer  la  conique  C  et  satisfaire  à  une  autre  condition  qu'on 
demande  d'interpréter  géométriquement,  ("es  droites  A  forment  donc  une  congruence  dont  la  surface  focale 
se  décompose).  Que  devient  le  parallèle  double  pour  ces  surfaces  i]  ('i. 

2°  Trouver  les  courbes  planes  C  qui  par  rotation  autour  de  0;  engendrent  une  surface  de  révolution  telle 
(ju'il  existe  un  cône  ou  un  cylindre  circonscrit  le  lotig  de  C.  Si  l'on  prend  pour  équations  de  la  courbe 

i  z=  „nj,  y  -   Vix], 

on  trouve  pour  déterminer  F  une  équation  ditTércntielle  dite  de  .Jacobi  qu'on  peut  facilement  intégrer. 

E.  KEHAV.AL. 


DEUXIÈME    PARTIE 


ECOLE  DES  MINES  l>i:  S.M.NT-ETIE.NNE 


Concours  de  1911. 
1995.  —  Etudier  le  mouvemenl    d'un   nDbil".  M  dont    Vn''célérnl'i.on  v  et  lu  vitesse   v  fout  un  angle 

obtus,  constant,   'l  et  sont  dans  un  rapport  ronstant      -'-  =  c. 

l"  Nature  de  Vhodographe  du  mouvement  que  l'on  rapportera  aux  coor  lonnées  polaires  v,  w,  en  pre- 
nant comme  pôle  le  centime  0  de  l'hodogrnphe.  On  supposera  donnée  la  valeur  de  v  pour     i»  —  0. 

Ilelation  entre  Vaccélération  tangentielle  et  la  vitesse  du  mouvement.  Variation  de  la  vitesse  avec  le 
temps  t  ;  on  suppose     w  =  0     poiir     f  =  0.      Variation  d<'  l'ang/e   m  avec  le  temps. 

C)  On  sait  que  la  surface  engendrée  par  une  conique  tournant  autour  d'une  droite  est  en  général  du  quatrième  degré  et 
possède  une  parallèle  ()oul)te. 
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2»  Expression  en  fonction  du  temps  des  composantes  cartésiennes  —,    — ^  ,   delà  vitesse  du  mobile  M 

dt        dt  '  '   •  . 

Expression  des  coordonnées  x  et  y  en  fonction  de  a.,  de  'l  et  de  la  vitesse  initiale;  on  déterminera  les 

constantes  d'intégration  en  écrivant  que  x  et  y  sont  nuls  pour     t  =  x  .     Comparer  le  mouvement  de   M  et 

celui  du  point  représentatif  sur  l'hodographe. 

i.  Nature  de  Vhodographe  fH).  —  Soit  P  l'exUémilé  du  vecteur  v  équipollent  k  la  vitesse  de  M, 
mené  par  0.  Son  lieu  (H)  est  l'hodographe,  et  y  est  la  vitesse  de  P  sur  (Hj. 
D'après  la  première  propriété  de  l'énoncé,  (H)  est  une  courbe  qui  coupe  les 
rayons  vecteurs  issus  de  0  sous  un  angle  obtuscoiistanl  -l.  Cette  propriété  est 
caractéristique  de  la  spirale  logarilhmi(iue,  et  pour  avoir  l'équation  de  (11)  en 
coordonnées  polaires,  il  suffit  d'intégrer  l'éqiiaLion 

d^a 

Si  Uq  est  la  vitesse  pour    m  =  0,     on  obtient 
(1)  V  =  v^e~^- 

La  construction  de  cette  courbe  est   classique  :  le  point    0    est  un  point    asymptote.  (Juand  w 
croit,  u  diminue  et  les  spires  de  (H)  se  rapprochent  du  point  0. 

Re/ation  entre  yt  e<  v.  —Soit  yt  l'accélération  tangentielle  du  mobile  M;  c'est  la  projection  de  y  sur  u, 

Yr  =  YCOS  'h  =  CCOS'ii.V, 

en  vertu  de  la  seconde  propriété  du  mouvement.  Onen  déduit  de  suite  l'expression  de  v  en  fonction  de  /. 

_   dv 
''■  ~  ~dF' 


On  a  en  effet 


Égalons  les  deux  dernières  expressions  de  y,  :     ccosà.v  = 


dv                                     dv 
— —      ou     c  cos  'l.dt  = . 

dt  '  V 


Les  variables  t  et  v  sont  séparées,  et  l'intégrale  est 
V  =  v'i^e''  '-'o^  '■^  ■', 
v'o  étant  la  vitesse  de  M  pour     t=  0;     mais  alors,  d'après  l'énoncé,  w 
est  nul  aussi,   et  yj  coïncide  avec  t'o, 

{'i)  V  =  v^e'  cos  0  •  ' . 

'i'  étant  obtus,  ccos-l-  est  négatif,  et  v  décroit  constammenl  avec 
le  temps,  sa  limite  pour  /  =  oo  étant  zéro. 

Les  variations  de  v  avec  le  temps  sont  représentées  p;ir  une  courbe 
exponentielle,  l'exposant  de  /  étant  négatif. 
Relation  entre  w  et  t.  —  Nous  avons  exprimé  v  en  fonction  de  w  (formule  l)ol  on  fonction   de  / 
(formule  2).  En  égalant  ces  deux  expressions,  nous  aurons  la  relation  cliercbéo, 

(i) 

=  C  CCS  <!^  .  t 


(3)  co  =  c  sin  4--'. 

On  voit  que  la  courbe  (II)  est  décrite  avec  une  vites>o  angulaire  constante,  c sin^. 

2.  Calcul  de   — ^  cl  — ^-    — PriMions  poiii  axe  Ox  l'axe  auipiel  nous  avons  rapporté  (HWn  coordon- 
dt  dt 

T. 

nées  polaires  et  pour  Oi/  un  axo  faisant  l'angle     H avec  Ui".  Les  projections  de  i'  sur  ces  axes  sont 

-j-  =  l'j.  =  ucos  fo  =  l'oC'^os  (;/-fcos  [csm  'l.tL 
dt 

du  •  •     ,     1 

— ^-  =  v,j  =  V  sin  >o  =  Voe^  ''^"'  'r  '  sm  ,c  sin  >>.<]» 
cit 
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d'où  l'on  tirerait  x  el  y  en  fonction  de  t  par  deux  quadratures,  et,  par  suite,  en  fonction  de  tu  à  l'aide 
do  (3)  ;  mais  pour  simplifier  l'écriture,  nous  passerons  de  suite  à  w. 

dx         dx     rfuj  dx  —!^— 

—7-  —  ~T~  •  -1—  =  c  sin  6 .  -T—  =  t\e  *?  ■;  cos  w, 
dt  dio      di  di.j 

du  -^1- 

c  sm  il.  -~  =  v\,e  'g 'y  sin  (o. 
d''i 


el  de  même, 


En  intégrant  par  parties,  on  encore,  de  façon  plus  élégante,  en  formant 


dx       .  dii 
— \~^-r-    et  ntilisantla 

(lOJ  (1(0 

formule     cosO  +  i  sin  0  =  e"'     et  égalant  deux  à  deux  les  parties  réelles  et  imaginaires  des  deux  mem- 
bres intégrés,  il  vient 


X  +  Xq 


0,.  sin  'il      ,   \  r  ,  1  "1 

=  — e  '-'  '-'     sm  to  -I cos  '■<>  |, 

c  L  ig^        J 

-V sm  (u  —  cos  w  I, 


.x'o  et  y»  étanl  deux  constantes  réelles  d'intégration. 

Si  t  augmente  indéfiniment,  w  en  fait  autant  (formule  3);  les  crochets  des  seconds  membres,  sans 
tendre  vers  aucune  limite,  restent  finis,  mais  les  exponentielles  tendent  vers  zéro,  tg-i  étant  négatif.  Donc 
x-^x^     et     y-^]h>     ont  pour  limite  zéro  i)0ur  i  itifini. 

Pour  satisfaire  à  l'énoncé,  nous  prendrons  donc  x^  et  j/u  nuls  ;  ce  qui  donne  pour  expressions  de  x 
et  y,  coordonnées  de  M,  en  fonction  de  (o, 


V,,  sin  'i/     — 
X  =  '-  e  'f 


co 


M  sin 


IST'l 


-  cos  w 


] 


i;osin'i;     —-ri      1  "| 

?/  =   e  '^  V  I  smio  —  cos  w  I. 


Pour  mieux  comparer  le  mouvement  de  M  acidui  do  P  étudions-le  aussi  en  coordonnées  polaires. 


p  =  v'x'  -+-  »/■ 


e  »K  ^ 


en  appelant  o  el  0  les  coordonnées  polaires  de  M  rapportées  à  O.r. 

Convenons,  conmic   nous  en  avons   le  droit,  de  faire  correspondre  à    w    la  détermination  de    0 
comprise  entre  0  et  i.-  ;  la  dernière  formule  nous  laisse  le  choix,  après  inversion,  entre 

0  =  w  —  6  et  0  =  T  -+-  w  —  6. 

Mais  la  figure  correspondant  à  la  dernière  détermination  de  0  montre  que  l'hodographe  du  mouve- 
ment de  Ml  serait  parcouru  dans  le  sens  des  w  décroissants,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  puisque  w  =  c  sin  i  ^ 

Nous  devons  donc  prendre     (o)     0  =  w  —  (l. 

Alors  on  a  pour  équation  de  la  trajectoire  de  M  en  coordonnées 

t'u       —         — ^  -IL. 

polaires  p  =  — e^e'^  .e  '«'^  =  ae  '^'i/  . 

c 

C'est  une  spirale  logarithmique    de   pôle    0,    dont   on  déduit 

l'hodographe  par  une  homothélie  et  une  rotation. 

Des  relations  (3)  et  (o)  on  déduit     0  =  csind/.^  — i,       ce  qui 

montre  que  la  vitesse  angulaire  de  M  est  constante. 

On  voit  que  les  mouvements  de    P   et  de   M  s'exécutent  avec  la  même  vitesse  angulaire,    csin^', 

sur  deux  spirales  logarithmiques  déduites  l'une  de  l'autre  par  une  homolhétie  suivie  d'une  rotation. 
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IIemahque.  —  Nous    sommes    partis    pour   celte    étude  des  propriétés     ('(-.v)  =  i  =  (lonslamle; 

—  =  c,     et  nous  en  avons  déduit  aue  le  mouvement  de    .M    s'exécutait  à  vitesse  angulaire  constante 

sur  une  spirale  logariliimique.    Montrons   qu'un  tel  mouvement  jouit   des  propriétés  dont  nous  nous 

sommes  servis. 

Soit  'l  l'angle  constant  de  OM  avec  la  vitesse  de  M.  Le  rayon  OP  correspondant  de  (H)  se  déduira 

de  OM  par  une  rotation  de    'l  ;  et  de  plus,  il  est  évident  que    OP    tournera  uniformément  autour  de  U 

OP 
avec  la  mrme  vitesse  angulaire  que   OM.   Montrons  que  — —  =  constante. 

OP   =»'  =  .-(^)  ^(y)   ='/-{^)  +(^)  .(^)   =/.-A 

d(}  1    rfo  .       .  1    do 

car  —r-  est  constant  et —    aussi  puisque '-  =  cot  '!/. 

dt  p    do  ^       '  p    (iO 

L'hodographe  se  déduit  de  la  trajectoire  par  une  rotation  et  une  homolhétie.  C'est  donc  une  spirale 

logarithmique,  et     (y, y)  =  constante  =  'l.     De  plus,  en  reprenant  pour  (II)  la  démonstration  que  nous 

venons  do  l'aire,  on  voit  que  le  rapport  de  la  vitesse  de    P  à  OP  est  constant, 

V 

—  =  constantp. 

V 

Les  propriétés  dont  nous  sommes  partis  sont  donc  caractéristiques  du  mouvement  auquel  nous 
sommes  arrivés. 

Remarquons  encore  que  le  mouvement  de  la  projection  de  M  sur  un  axe  quelconque  passant  par  0 
est  un  mouvement  périodique  amorti. 


Marcel  NICOL.\S,  à  Lille. 


N    D.  L.  W.  —  Pour  p.issor  des  coor,ionnées  x  et  y  du  point  .M, 

'e-^  (   si 


vo  sin  <h    —^  /    .  cos  (-) 

sin  cj  4- 


tg  'l 

rosin  <h     — ^  /'  sin  w 

y  = e  'fe'  'Ij     - — i cos  « 

c  \  1?  r 

aux  coordonnées  polainis,  il  vaut  mieux  procéder  ainsi:  écrivons  d'abord  .r  cl  y  ••oinint»  il  suit: 

X  =z  —  e  ^s  't'  cos  i'w  —  il), 
c 

j/  =:  -—  c  'K  •],  sm  {w  —  •]/), 
et  posons  X  z=  r  cosO,  y  =  rsin  0. 

Nous  aurons  r  z=  —  e  'b  .i,  ,  0  =  (o  —  «l* 

c 

Il    »   o 

par  su  lie,  r  =  —  e  '»  'l>  . 

C'est  l'équaliou  d  î  l;i  Irajccloirc  eu  coordoiini'Os  polaire^. 

lionnes  solutions  ili;  >hl .  li  l.vr.n,  i  llo  le/ :  I,oni>;  .Iammk.  ;»  l'onlDiise  ;  J .  I)\i;naiix,  ;>  Dijon  ,  l,.  t'iOBiLLor.  rcole  «I»»* 
An^liiis,  à  Lyon  ;  Mauescalgiii;  A  Kousskah,  ;i  Fourncs-en  \Vc|)|u's;  I'.  Mmu;anii,  t'ctile  îles  Angl:ii>.  à  Lyon;  J.  Lk  B»as;  R.Bovrn, 
lycôe  de.  Nice  ;  llaymond  Ciiiuoi.,  à  Moulins. 


1996.  —  (hi  coiisi'jlèrc  hi  courhc    (1   ilonl  ri'ujunliim  en  coordonnées  polnirfS  est     a  =  ae'"". 

Au  ponit     Mo(p  =  n,     tu  =  0)     de    C  ion  tissorir  une  infinité  de  points  y\^{p^.  W|\  ....  M,; 

(le  lu  viènie  roiirlir,  h'/s  ijii'      w,  =  0,      ....      <.„  =  »0  ...  ;     l\m  suppose  i/Ut!  les  points    M„.  .M,.  ...,  M„ 

sont  des  points  nioteriels  de  vinsses  resprrtires     t/i,,  =  Àrr,     m^  —  )? ,    »n    -  -   '-  »..•,,,,,.> /i,..io--//.-v 

à  leurs  distances  au  point  0. 
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1°  Défini)'  le  centre  de  gravité  G  de  ces  points  matériels  en  nomlire  infini.  Calculer  les  coordonnées 
cartésiennes  X,  Y,  puis  les  coordonnées  polaires  H,  y-,  du  point  (1. 

On  calculera  au  préalable  les  expressions  S„  =  Xf/''cosÂ7  et  S;,  =  1  r/''sin /."-f,  oii  h  prend  toutes 
les  valeurs  entières  comprises  entre  0  et  n     (0  <  /,•  <  n)  ;      on  pourra  utiliser  à  cet  e/p't  la  formule  de  Moivre. 

2"  Cons'ruire,  pour     0  =  — .     l'arc  de  courbe  décrit  par  le  point  G  lorsque   m  varie  de  0  à    x. 


C     M 


1.  Désignons  par  X„    et    Y„    les  coordonnée?  du  point    G„,    centre  do   gravité   de    i'enj-enible  d-^s 
n  H-  I     points  M^^,  31,.    Mj,  ...   I\l„  ;  nous  avons 

X  Uli,.Vk 


X„ 


y..  = 


-  "'  h 


-  "Uî/A 


ïm^ 


xn,  yic  étant  les  coordonnées  rectilignes  du  point  .M,,. 

Heniplaçons  maintenant  ni^  par  À?,.,  av,  et  tjk  respectivement  par  PaCOSco^. 
et  pAsinoj/,.,   nous  obtenons 

^l?l  COS  0)/.  iX.-j  pjn  ,^ 


X,.  = 


Y„  =  — 


■^k 


-Zlo„ 


ou,  encore,  on  remplaçant  ?/.  par  ae~"'''"  et  w^  par  /.O. 
X„  =  ^ 


on,  enfin. 


X„ 


X  lae-"'''" 

n 


^^PA 


V„    =  -^^-^; 

L  lae'"''" 

0 

a  vg-s-^^^'sin  /,0 


V. 


^  c-""' 


Nous  allons  eliercher  si  X„  el   V„  ont  des  limiles  lorsque  »  augmente  indéfininient. 

Le  dénominateur  commun     IV"''"     est  la  somme  des     n  h-  i     premiers  termes  d"nne  progression 

0 

géométrique  dont  le  premier  (ernie  est  i   et  la  raison     e l'our  (|ue  la  smuinp  ait  une  limite  pour  h 

infini,  il  fauf  que  la  raison  soit  plus  petite  que  1,  el  pour  rda  (|ue  /;(')  soit  p<i?ilif.    Nous  supposerons, 
conformément  à  la  figure     m  >  0,     0  >  0. 

Nous  avons  alors  v^-mA'i  — 


I 


1  _  r-"  ' 

Pour  calculer  les  limitas  des  nu(n''>rateurs  de    \„  el  Y„.  envisageons  les  sommes 

S'„  =  Ï7''sin  /rj. 


Il  11 

Il  n 

.  -^  )S',  —  Ï7''  (cos  /.-J  +  i  sin  /.'f  )  =  l'qe''^)'''. 


Nous  en  tirons  S, 

Nous  avons  encore  dansle  troisième  membre  lasommcdes  n  -1- 1  premiers  termes  d'une  progression 
géométri(|ue  dont  la  raison  est  (pi'^.  Cette  somme  aura  une  limite  si  le  module  de  la  raison,  qui  est  le 
module  de  q,  est  plus  petit  que  1. 

Nous  supposerons  cette  condition  remplie.  pI    en  désignant  par  S  et  S'  les  limites  de  S„  et  de  S'„ 

1  1 


nous  avons 


S  +  JS' 


1  —  qe''^  1  —  q  cos  o  —  /'/  sin  9 

ou,  en  multipliant  haut  et  bas  par  la  quantité  imaginaire  conjuguée  du  dénominateur, 

1  —  q  cos  9  -+-  iq  sin  9 


S  -f-  îS' 


(I  —  q  cos  9)^  H-  q-  sin-  9 
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r,03 


Nous  en  lirons 


S 


1  —  q  cos  9 


S'  = 


q  sin  'f 


I  —  2r/  cos  'f  +  7-  I  -  2'/  cos  ç  -H  ryî 

Posons  alors     q  =  c  -'"',     et     cp  =0,      en  remarquant  (|iie    7<l;     nous  avons 

^.-'■Oco.A-0  =  '-/" ''''' 

0  1  —  2e--""'cosO -^e"'"'" 


i:c--"'''''sin  ko  = 


e~-""'<in  0 


1  -  2e-^""'cusO  -He-""" 
On  en  conclut  que  X„  et  Y„  ont  des  limites  X  et  Y  delinies  par  les  furnnile^ 

X  =  gfl  —  c-""')(i-^r^"""cosO) 
1  —  2e-^""'  cos  0  H-  pr^""'     ' 
a(l  -e-""»)«-2'""?in0 


I  —  '2cr-""'  (OS  0  -r  e~*""' 
Ce  sont  les  coordonnées  rectilignes  du  point  G. 
Soient  l{,  a  les  coordonnées  polaires  du  inêtne  point.  Noas  avons 

a''(  I  —  e-""')2 


ou 


11^  =  X2  -H  Y^ 
11  = 


i  —  2e--""'cosO  -+-  g-*'"" 


Puis 


cos  a  =   —  = 


:v/l  —  26-2"'"  cos  0  H-  e-*'"" 

X  1  -  ç-s-'-ocose 


f£  =  ±1; 


sin  a 


H        £/ 1  —  -2e-*""*  ces  0  -t-  e-*""  ' 
Y  e--'""sinO 


2.  Pour     0  =  —,     on  a 


X  = 


H         £^1  —  2e-="""  cos  0  -h  ,p-*""> 
a(l-c     ^j 


I-he- 


a(\—c    -)i 

1  -H  <?--■'"- 


Quand  m  varie,  le  point  G  décrit  iiuo  courbe  unicursale  du  quatrième  dejiré  ;  car  si  l'on  pose 


e     '^   —  l,     ou  a 


X 


n   1     "  /) 


Y  = 


g/-(l  -  /i 


Pour  la  construire  il  sera  plus  simple  de  se  servir  di>s  rooidoum'es  polaires,  (tn  1 
a{\  —l)  1  _  r- 


K 


Sv/IH-/' 


^v^l  -hf' 


H/l-h/* 


Ou  eu  tire     /-  =  1^- 7.,      et      /  =  H-^t^a,     puisque   /    ou     e    2      est  positif.    (À>mn>e  d'aulro  pari 


1 


est  égal  à  cos  «,  ou  a 


sv/1  -+  t' 

R  =  a  cos  a(l  —  s/'iï«'. 

Telie  est  réquatiou  du  lieu  en  coordonnées  ptdaires, 

Nousavous  ^ljj:a=:''  ^.  et  »»  cnuldeO  ;'i  -+- «  .  Donc  r  • 
décroît  de    I    à  0,  et  pir  suiti'  a  décroil  i\o  —  à  t». 

Nous  avo?is  donc  ;i  ((instruire  l'aro  d(>  U  oourho  corrospondani 
aux  valeurs  île  *  c<unprisi>s  entre  0  ol    -  • 

Quand  a   croit  do  0  J»   —     les  deux  facteurs  cos   s  ,1     ,|  _^,|jj,, 


HOi 
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décroissent,  donc   R  décroît  de   a  à  0.    On  obtient  ainsi  la  branche  de  courbe  AO,   tangente  en  0  à  la 
bissectrice  de  l'angle  .xO?y. 

On  vérifie  aisément  que  —  est  infini  pour     a  =  0.     donc  la  courbe  est  tangente  au  point  A  à  Ox 

I-rançois  MARGAND,  école  des  Anglais,  à  f.yon. 

Bonnes  solutions  par  VM.  J.  Dagnaux,  à  Dijon:  L.  GoBi.r.nT.  école  des  Anglais;  G.  Lach,  à   Rodez;  M     Maire    lycée  de 
^^ncy  ;  M.ircel  Nicolas,  a  fJlle.  ,    j         v^ 


^? 


d 


1998.  —  1"  On  hrùle.  en  vase  clos  dans  une  atmosphère  cVoxygène  pur  un  gramme  d'un  hjdrbcarhure 
lif/nide  de  formule  C'II'',  de  façon  à  réaliser  une  combustion  complète  selon  la  formule  : 
'20' HP  -^  (in  +  p)0  =  -2»C02  +  pH^O. 
//opération  est  effectuée  dans  une  bombe  calorimétrique  constituée  essentiellement 
comme  suit  : 

La  bombe  est  fermée  par  un  bouchon    B.    L'oxyÇfcne  est    introduit  par  le  dispositif 

spécial  P.   La  matière  combustible  est  placée  dans  une  nacelle  de  platine  P'.   Le  bouchon 

de  Vid)ns  est  traversé  par  deux  conducteurs  isolés  ab  et  cd  servant  pour  l'allumage.   Le 

courant  électrique  qui  parcourt  ces  conducteurs  porte  au  rouge  et  fait  brùbr  le  fil  de  fer 

f,  disposé  de  façon  à  pénétrer  en  partie  dans  la  matière  combustible.  La  bombe  est  placée 

dans  un  calorimètre  de  Berthelot .  Le  thermnmètre  plongé  dans  ce  calorimètre  est  gradué 

en  centièmes  de  deqré. 

On  a  réalisé  avant  l'expérience  l'équilibre  de  température  entre  l'eau  du  calorimètre  et  l'air  de  la  pièce. 

On  constate  que  la  température  de  l'eau  du  calorimètre  est  de  l.')",30.  On  fait  passer  le  courant  et  l'en  obtient 

toutes  les  'M)  secondes  les  températures  suivantes  : 

'M)  sec.     après  le  passage  du  courant     \H",  &)  sec.     après  le  passage  du  courant     l.S",!'*, 

î>0  sec.  —  -  -l.S»,?;},         \'2i)  sec.  —  —  IH\'M), 

i:iO  sec.  --  —  180,-2!),         ISO  sec.  —  —  lH'\-27. 

On  note,  après  cette  dernière  mesure,  que  la  diminution   de  la  température  observée  par  minute  reste 

sensiblement  constante,  et   l'on  constate  que  la  température  du  thermomètre  est  de  IH",  l.'i  six  minutes  après 

le  passage  du  courant.    Une   expérience   spéciale  a  ))ermis   d'évaluer  ri  'iSO"  la  valeur  en  eau  du  calorimètre 

et  des  appareils  qu'il  contient.  Le  puids  de  l'ena  contenue  dans  le  calorimètre  est  de  .'{27;!'^    /.a  spirale  de  fer 

pjèse  0'^,()2.")  et  la  chaleur  dégagée  par  la  combustion  d'un  gramme  de  fer  est  de  !,(>  gronde  calorie. 

On  demande  de  calculer  en  grandes  calories  la  chaleur  dégagée  par  la  combustion  complète  d'un 
gramme  de  l hydrocarbure  précité. 

On  admet  que  l'on  évalue  la  température  lue  et  la  correction  de  température  en  commettant  pour  chacut.e 
de  ces  deux  déterminations  une  erreur  inférieure  à  1/I(K>  de  degré,  et  que  l'erreur  dont  peut  être  affecté'-  la 
valeur  en  eau  du  calorimètre  est  inférieure  à  2  grammes.  On  demande  de  calculer  la  valeur  maximum  de 
l'erreur  relative  commise  dans  la  détermination  précitée. 

2"  a)  La  densité  de  vapeur  de  l'hydrocarbure  C"\V'  par  rapport  à  l'air  est  de  2,^.  Le  quotient  du  poids 
de  carbone  par  le  poids  d'hydrogène  contenu  dans  l'hydrocarbure  est  de  Ti.  On  sait  que  le  poids  spécifique  de 
l'air  est  égal  è>  1  1,  i  fois  celui  de  l'hydrogène. 

On  demande' de' déterminer  la  formule  du  composé  C"H''. 

b)  On  a  établi  d'autre  part  par  des  expériences  analogues  que  les  réactions  ci-dessous  effectuées  à  volume 
constant  comportent  les  dégagements  de  chaleur  suivants  par  molécule-gramme  de  CO'^  ou  de   IPO  formé: 

(1)  C +(!)-  =  CO- H- l)i.,;{     grandes  calories. 

(2)  H^  H-  0  =  li-O  (à  l'étal  de  vapeur)  -h  57,  i     grandes  calories. 

La  chaleur  de  vaporisation  d'une  molécule-gramme  d'eau  liquide  est  de  10  grandes  calories,  8.  Le  poids 
atomique  du  carbone  est  12. 
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On  demande  d'indiquer  si  le  composé  G"ll''  esl  endolkermifjue  ou  exullinnni'^w:  el  d^  calculer  la  cUaieur 
de  fornialion  d'un  gramme  de  ce  carbure  à  l'état  liquide,  en  se  reportant  aux  résultats  de  l'expérience  précé- 
dente. 

Les  chaleurs  dégagées  dans  les  réactions  (1)  et  {'2)  étant  supposées  déterminées  avec  une  erreur  relative 
1 
inférieure  à    — — »    on  demande  de  calculer  la  valeur  maximum  de  l'erreur  ahsolne  commise  dans  la  déler- 
100 

mination  précitée. 

',i°  On  brûle  en  une  heure  par  combustion  complète  10  kilogmmmes  du  mémo,  hydrocarbure  dans  un 
moteur  à  pétrole  qui  fournit  un  travail  effectif  éq>iivaknt  aux  -2/10  de  la  chaleur  dégagée  par  ta  combustion 
de  i hydrocarbure. 

On  demande  d'évaluer  en  unités  C.  G.  S.  le  travail  fourni  par  la  machine  en  une  seconde,  en  prenant 
comme  point  de  départ  l'équivalence  entre  une  grande  calorie  et  un  travail  égal  à  4:2o  kilogrammètreSy  el  en 
indiquant  la  méthode  suivie. 

1.  Calculons  d'abord  la  correction  de  température. 

Pendant  les  trois  dernières  minutes  de  l'observation,  la  chute  de  température  esl  sensiblement 
constante,  co  qui  indique  que  l'échange  de  chaleur  entre  la  bombe  et  le  calorimètre  est  terminé,  ('elle 
chule  est  de  18", -^ — 18", 15  =  0°,12  pendant  les  trois  miiiuLes,  soit  0°, 02  pendant  chaque  demi-minute 
Pendaat  les  cinqdemi-niiniite>de  l'expérience  oii  la  température  a  varié  seulement  de  IH"  à  18",  ^T,  un  peut 
admettre  (|ue  la  perte  de  chaleur  correspond  à  0", 02  par  demi-minute,  soit  O'j,  10  en  tout.  Pondant  la 
première  demi-minule,  où  le  caloiimèlre  est  passé  de  la  température  ambiante  à  18°,  on  peut  admettre 
une  perle  moitié  moindre,  correspondant,  par  conséquent,  à  00,01.  En  résumé,  sans  la  perle  lutale,  on 
aurait  observé,  nu  bout  de  d80sec,  18", 27  -hO^jH  =  18°, 38,  et  la  variation  de  température  eût  élé  de 
18",:}8  —  15%30  =  11°, 08.  La  lecture  de  la  température  initiale,  celle  de  la  température  finale  el  l'éva- 
luation de  la  correction  comportant  chacune  une  erreur  maximum  de  O^Oi.  cette  variation  de  tempé- 
rature est  déterminée  avec  une  erreur  maximum  de  0»,03,  soit  à  — -—  près. 

100   ' 

La  valeur  en  eau  du  calorimètre   et  de  ce   qu'il  contient  e^t  de     480-T-3iii7o  —  3T')3  gramnii-s     ;\ 

.1 

2  grammes  près,  soit  a  77^77  pies  environ. 

Lu  chaleur  dégagée  est  donc  3753x3,08  =  11539;  mais  il  faut  en  retrancher  la  chaleur  déga- 
gée par  la  combustion  de  la  spirale  de  fer,  soit     lGOOxO,02ri=  iO.     11  reste  donc  11519,  chaleur 

déterminée  à 1 près,  soit  /  /,5  nrandcs  calories  à  0,1  près  environ. 

100        2000      '        '  '    -^ 

2.  a)  Supposons  le  poids  moléculaire  de  Thydrogènc  égal  à  2  ;  sa  densilé  esl  -— — ■  • 

Le  poids  moléculaire  du  carbure  esl     lin -\- p,     sa  densilé  2,5. 

Les  poids  moléculaires  étant  proportionnels  aux  densités,  on  en  déduit 

l-2n-hp  =  28,8x2,5  =  72. 
D'autre  part,  h'  rap[)orl  du  poids  du  carbone  à  celui  de  l'hyilrogèno  étanl  5,  «m  a 

Un  =  [\p. 
On  tire  de  là    />  ==.  12     et     /(  =  5.     La  formule  cherchée  esl  Cil'- ;  c'osl  celle  du  ponlaiio. 
b)  L"é(|ualion  de  la  combiislion  (>st 

(yiP"  I  80-*  =  5C0-  !  oii-o. 

La  clialcui' (le  fonuation  du  ga/.  carbouique  esl     5x0'i.3  =  171,5. 

Celle  de  l'eau  iiiii,  dans  les  conditions  oii  Ion  a  opéré,  a  di"»  se  condenser  (les  données  no  permel- 
Icnl  i)as  de  faire  d'autre  hypothèse),  est     l)Xl,57,4  -I-  10,8)  =  '400,2. 
La  chaleur  dégagée  par  la  combustion  est    li  X  11,5  =  8i8, 
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Si  donc  .r  'iésiumo  la  chaleur  de  formation  du  caibure,  on  a 

8-28  =  47L5  -T-40'.),^2  -  ./■,  d'où  .;•  =  5-2,7. 

]j('.  composé  osl  donc  cxothennique. 

Mais  les  Irois  nombres  dont  x  est  formésont  connus  chacun  à près  ;  la  limite  de  l'erreur  absolue 

pos.>il)le  est  donc  8,'i  pour  le  premier,  4,7  pour  le  second  et  4,1  pour  le  troisième.  La  valeur  maximum 

de  Terreur  commise  sur  x  est  donc,  en  valeur  absolue,     8,3 -+- 4,7 -t-4,1  =  17,1. 

5-2,7 
Pour  1  gramme,  la  chaleur  de  formation  sera        ,'     =  0,73     avec  une  erreur  maximum 

7-2 
3.  La  combustion  de  10'^^'=  du  carbure  dégage     lOOOOX  l],o  =  1 15000     grandes  calories,  dont  les 

— ■  sont  23000.  Cette  chaleur  équivaut  à      23  000X  42-J  =  977;)000      kilogrammèlres,  ce  qui  repré- 
10  ^  .  1  K 

U()X  10'-'' 

sente      977o000x  1000x981  X  100  =  î)(;x  10''      unités  C.  G.  S.,  soit      — — =  26(>XlO'      par 

,\  hOO 

seconde. 

1999.  —  1°  On  Irniie  <t  clunid  dans  un  hallnn  un  méianiin  d'acide  xulfurnjue  couceitlré  et  de  mercure. 
On  recueille  le  rjnz  (jui  ^e  d<'(/iirfe  du  hntlon  dans  l\'aii  de  chlore.  On  njoitli'  dans  le  liquide,  une  fois  l'opéra- 
lion  terminée,  iin  excès  de  chlorure  de  hari/inn  et  l'on  r<rueille  un  précipite  dont  le  poids  à  l'état  sec  est  de 
10  grammes. 

•2'>  On  fait  couler  de  l'acide  sulfuriqui'  sur  du  soufre  fondu  et  l'on  lecueille  /'•  ijaz  dégagé  dans  l'eau  de 
chlore,  eomnie  il  est  dit  ci-dessus.  Le  poids  du  pn-ripité  ohtrnu  après  addition  dr  chlorure  de  hargum  est  de 
10"  //  sec. 

3°  On  rhau/fe  de  l'acide  sulfurique  concrnirr  arec  du  chnrhon  et  l'(oi  recueilli'  le  gaz  dégagé  dans  l'eau 
de  chlore.  On  précipite  comme  ci-dessus  par  le  chlnrure  de  bargum,  mais  on  reprend  après  fillration  le  pré- 
cipité obtenu  par  l'acide  chlorhgdricjue  dilué  dans  l'eau,  et  l'on  pèse  le  précipité  sec  obtenu  par  fillration  de 
la  liqueur  chlorhgd>ique.  Le  poids  de  ce  précipité  est  de  10  grammes. 

On  demande  de  calculer  les  poids  d'acide  sulfirriijue  décomposés  dans  chacune  des  trois  opérations 
précédentes,  S  =  32,  0  =  10,  P.a  =  i:{7,  C  =  12,  llg  =  200. 

1.  la  premièie  opération  donne  lieu  aux  réactions  représentées  par  les  formules  suivantes  : 

2S0^H-^  4-  Hg  =  S()4lg  -+-  211^0  4-  SO^ 

S02 -h  211^0-1- Cl-  =  SU*H-  +  211C1, 

SOMi-  -^  BaCl-  =  2IIC1  -\-  SO'Ba. 
On  voit  (ju"a  une  molécule  ou  233  grammes  de  sulfate  do  baryum  correspond  une  molécule  de  gaz 
sulfureux  et,  par  suite,  deux  molécules  ou  196  grammes  dacide  sulfuricjue  dans  la  première  réaction.  A 
10  grammes  de  sulfate  correspond  un  poids  d'acide  sulfurique 

2.  La  seconde  expérience  débute  par  la  réaction 

2S0*H^  +  S  =  211^0 +3Si)^. 

Le  sulfate  de  baryum  correspond  toujours,  molécule  à  molécule,  au  gaz  sulfureux,  et  une  molécule  de 

2 
gaz  sulfureux  correspond  ici  à  -^  de  molécule  dacide  sulfurique,  trois  fois  moins,  par  conséquent,  que 

dans  le  cas  précédenL  A  un  précipité  de  10  grammes  correspond  donc  un  poids  d'acide  sulfurique 

3 
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3.  Dans  la  troisième  expérience,  on  a 

2SO^H2  +  C  =  2H^0  -i-  CO^  -h  2S0-. 
On  est  sûr  que  le  précipité  final  ne  contient  que  du  sulfate  de  baryum.  En  effet,  le  gaz  carbonique  ne 
précipite  pas  le  chlorure  de  baryum  el  quand  bien  même  on  aurait  supposé  une  production  de  carbonate 
de  baryum,  celui-ci  aurait  disparu  par  le  lavage  à  lacide  chlorhydrique.  iJonc,  dans  cette  opération,  une 
molécule  de  sulfate  correspond  à  une  molécule  d'acide  sulfurique  initial  et  à  10^  correspond  un  poids 

^^^  =  4^200. 

-•^•^  ri.  BOVEC,  lycée  de  Nice. 

I5onti('s  soliilions  de  MM     A.  Couiuois.  147'  il'infnnterio  ;    J.  Dagn\ix_,;i   bijou;   L.    Gouilloi,  école  des  Anglaisa  Lyon  : 

!-.  MoNTAUT,  7*  (l'iiitilleiie  ;  N.  Savauy,  01'  d'arlillerie. 
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I<C0IJ':  DES  PONTS  ET  CHAUSSEES 


Cours  préparatoires. 

AL/cbrc  cl  A'  ulijsc. 


1.  —  2080.  Soil  rinléi^rule  délinic 


U  =  /;cos(K32).c2. 
Peiil-on  trouver  rapidement,  pour  les  valeurs  positives  de     K  ;^  i     el  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

0  el  4-  '   nn  polvnome  en  x 

4 

Y  =  ao  +  a,af  -+-  •••  H-  a„r", 
oii  n  soil  un  enlicr  aussi  pelil  que  possible,  et  qui  repré.scnte  y  avec  une  erreur  moindre  que  0,001  ? 
On  pourra  s'aider  pour  les  calculs  iiuinéri(|ues  de  la  table  de  lo;,Mrill\mes,  en  prenant    -  =  3,1410. 
Trailcr   ensuile    le    niônie    problème    pour     K  :^  1      et  les  vabmi-s    de    x    comprises   non    plu>    entre 

0  el  -^,   mais  entre  0  et  — -• 

4  2 

11.  —2081.  l'osant  .)„  =     /    ,    ,  ^"^  ,     , 

OÙ  a  est  une  constante  cl  n  un  enlicr  [)ius  grand  que  zéro,  on  demande  de  calculer.),,,  '^n  pourra  par  exemple 
chercher  k  établir  une  formule  de  récurrence  où  entreront  deii.K  au  moins  des  qu.inliles    J„,  J„ .,,   ... 

Indiquer  plus  généralement  une  méthode  utilisant  le  résultat  obtenu  ci-dessus  et  qui  permelle  de  calculer 

/'.  x)dx 


J- 


(x'^  -+-  a'-)" 

OÙ  f(x)  est  un  polynôme  entier  en  x. 

Géumclric  anali/tique. 

I.  —  2082.  Oiudic  est  la  courbe  enveloppe  de  la  droite  mobile 

X-P  4-  2XC!  -H  H  =  0. 
A  élanl  un  paramètre  variable  el  P,  U,  |{  i.\o>i  fonctions  linéaires  de  x  el  de  i/   ! 

Iletrouver.  au  moyen  du  résultai,  l'équalion  de  la  langenle  de  coeflicient  angulaire  *'»  ii  la  parabole. 

II.  —  2083.  Démontrer  ([ue  le  rayon  de  courbure  en  un  point  dune  parabole  esl  le  double  de  U  portion 
de  normale  comprise  entre  ce  point  cl  la  directrice  (rapporter  la  parabole  à  sa  directrice  0*  el  à  son  a«c  t>|/." 

Calcul  nuDiériqnc. 

2084.       Soil  la  fonction     //  =  sin  tt.w  —  ic',     où  .c  est       ■  <•. 
On  demande  : 

De  dire  combien  il  y  a  de  racines  [losilivesel  plus  grande-  que  /.ero  île  laloncliou  y.  il  v  en  aune.iu  moins. 


608 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


2°  Soil  a-'i  une  de  ces  racines;   on    demande   de  la  calculer  de  façon  que    ttx,    soit  connu  en   grades  à  un 
cenlième  de  grade  près. 

On  s'aidera  de  la  table  de  logai-ilhmes. 

Mécanique. 

I.  —  2085.  Quelles  sont  les  surfaces  de  niveau  pour  un  champ  de  forces  où  un  point  de  masse  m  est 
soumis  à  la  fois  à  l'aclion  de  la  pesanteur  mr/  et  à  celle  d'une  force  constante  »iK 
émanée  d'un  centre  fixe? 

II.  —  2086.  Un  lil  de  poids  négligeable  est  fixé  par  l'une  de  ses  extrémités  A; 
il  supporte  en  15,  à  une  dislance  donnée  AB  =  a  du  point  A,  un  poids  1';  il  passe 
ensuite  sur  une  très  petite  poulie  C  située  à  la  même  hauteur  que  le  point  A  et  à 
une  dislance  AC.  de  ce  point  égale  aussi  à  a  ;  enfin  il   supporte  par  son    extrémité 

P 

libre    un    poids      P'  =  -—^  ■ 

1°  Trouver  la  figure  d'équilibre  du  système. 

2°  Montrer  que  cette  figure  d'équilibre  est  stal)le. 

Epure  de  Géométrie  descriptive. 

Le  petit  axe  de  la  feuille  étant  xx\  et  le  grand  axe  yi/,,  on  donne 

1°  sur  le  grand  axe,  le  point  (a,a')  tel  que     Ou  =  1.32»"°,     Oa  =  114"""  ; 

2"  riiorizontale  (H, II')  de  cote  29'"",  dont  la  projection  horizontale  coupe  les  axes 
aux  points  m  et  n   tels  que     Om  =  :}2"°'.     On  =  TO»". 

On  considère 

1"  le  tétraèdre  régulier  ayant  un  sommet  en  (n,a'j,  une  arête  dirigée  suivant  (11,11 
et  dont  le  quatrième  sommet  est  à  droite  du  grand  axe  de  la  fouille  ; 

2°  la  sphère  de  centre  !a,a')  dont  le  rayon  est  do  65°"°. 

Hepréscntor  le  solide  formé  par  l'ensemble  dtî  ce  tétraèdre  et  de  celte  sphère 
supposés  opaques  et  limités  chacun  à  la  partie  extérieure  à  leur  intersection  commune, 
et  indiquer  les  ombres  (propres  et  portées  par  la  sphère  sur  le  tétraèdre)  produites 
par  des  rayons  lumineux  parallèles  à (R,R'). 

S.-U.  —  Les  lignes  de  construction  étant  tracées  en  rouge,  on  figurera  en  noir  les 
arêtes  du  solide  rcprésculé  celles  qui  sont  cachées  étant  en  pointillé),  en  bleu  les 
limites  des  ombres  (considérées  seulement   sur   les  parties  vues),   les  ombres  elles- 


2087. 


mêmes  étant  indiquées  par  une  teinte  légère  ou  des  hachures  bleues. 


QUESTIONS  PROPOSEES 

2089.  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  coefficients  de  l'équation  du  sixième  degré 

x''  -\-  ax'^  +  bx'^  -\-  cx'  -\-  djo-  -h  f.r  -t  f  =  0. 

pour  qu'on  ail  entre  les  racines  les  égalités 

X,  +  X.,  -h  ^3  =  .i:^  +  x--{-  a-^ 

XiXoV^  =  x^x^j-^  D'  Wekner  Gaedecke. 

2090.  -  On  considère  tous  les  triangles  isocèles  dont  l'un  des  côtés  égaux  est  fixe.  1»  Le  lieu  des  centres 
des  cercles  inscrit  et  exinscrits  à  ces  triangles  se  compo-se  d'une  slropho.de  droite  et  d'une  sextique.  2»  Trouver 
le  lieu  des  points  de  contact  do  ces  quatre  cercles  avec  les  côtés  du  triangle. 

^  L.-.N.   uARlSlE.N. 

2091  -  On  considère  une  conique  de  centre  0  et  un  point  P  de  son  plan.  Soient  deux  cordes  rectangu- 
laires variables  passant  par  P,  AB  et  CD.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  les  cinq  points 
0,  A,  B,  C,  D.  Cas  du  cercle.  ^'  ^^■'^«■'^^«  Caedecre. 
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Nuinéios 
des  quesliuiis. 

1849  Exercices  sur  le  déterminant 


0 


Ou      flij      . 

..        (Un 

a-.\    «oj 

.  .         (lin 

«ni        (l„l 

.  .        «,.„ 

k  -Il 

lue!  on  a  ^j'ru  —  1,      ^j'i/,;ti/,/ 


1969  Le  déterminant 

0  (a-?)'     (a -y)'     (a  -  o,* 

,a-o)'     (p-Sj*     (r-5,*           0 
est   divisible    par   le  carré   du   détorniinaiil  de 
Vandermonde  relatif  à  a,  ^i,  y,  ô 

1966  Quotient  des  deux  déterminants 


1      1      1 

o;--    b 


c<- 


et 


1 

1 

1 

« 

/; 

c 

a- 

<;- 

c- 

1895  lîludier  les  séries    n  sin'  —  •     >i(  sm 

1 


2002  Sommer  la  série     u„  = 


1760  Dérivée  d'ordre  n  de  c  ' 

1896  Minimum  de  la  surface  totale  d'un  secteur  s[dié- 
rique 

1922  Etude  de  la  fonction  // =  a,t»L.T  —  .r.  Montrer 
qu'elle  vérille  une  équation  dillérenliellc.  llela- 
tion  entre  //i'"  et  j/'''-ii 

1917  Uéveloiiper     y  =  y/l  -)- x*      sous  la  l'orme 
Cl  (ti 

X  -+-  Oo  H 1 1-  . . . 

X        x' 

Déterminer   x»   de  fa(;oii  que  lorsiiue    x  >  .ro, 

1                                          (i\ 
on  ait  a  ——  i)rcs     ij  —  x  =■  «u  H Calculer 


36 


•466 
423 

168 
o53 
108 
KiS 


;)08 


Aumcrus 
des  questions. 


(1— cos::,-^»/  —  — 


Pa^es. 


4"' 


la  limite  de 

3'(Sin  :- 

1 
lorsque    s  =  —     tend  vers  zéro  ... 

j: 

1986  Aire  du  triangle  curviligne  commun  a  trois 
cercles  de  rayon  5"=">  et  dont  les  centres  sont 
respectivement  a  des  distances  e*-'"',  T'm  et  8""  . 

1855  Calcul  des  intégrales 

/  '^'  xLx  dx  /  "''  x'  -4-  3j  -+-  3 

1866  Déterminer  X  de  fat^on  que 

/(x)  =  x'  -(-  Xx^  —  x'  -+-  2x  -f-  2 
se  mette  sons  la  forme 

(x"-  -+-  px  -+  7)(x-  ^  p'x  -h  q'). 
la  diirérence  des   deux  trinômes  étant    4x  -h  I. 

...         /  '  •'''  -^  4 
Lalculer     1    

19U3  Calculer     /     - 


dx 


dx 


3x—  1 


1978  Calculer 


et 


I  -: ^.  arc  tg  xf/x. 

/    1  -+-  x' 


arc  tg  xc/r, 


/(x')  étant  un  polynôme  en  x*  .     ,     .     ^     ,     , 
lS;j7  Intégration  de  l'équation    xy'  —  (x  +-<«)»/'  -+-  V  —  0. 
1867   Trouver  une    série    entière    xérillanl    l'équation 
9(1  —  x'ij/"  —  9x»/'  -+-  (/  ~  0       K.Hic  iiii  .h  inice- 
ment  de  variable    t  -  uir 

une  équation  à  coefllci.  i  jire 

une  courbe  intégrale     t.uuiti  une  .m.' 

1881  l'nc  surface  1  est  citui>ce  par  un  pl.tn  de   cote  : 

suivant  une  courbe  |.i<>i..  lit    i  ...     ...i   #. -, 

Dclermmer  celte  fond  ..ne 

compris  entre  i;  et  les  I  -                -  «it 


■[a:H-A».)  +  V^— /'jj 


494 


529 


102 


496 
19 


1011 


\yj 


610 
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Kuméros 
des  questions.  Pages. 

1891  Déterminer   une    courbe  aynnt    Oy   pour  axe  de 
symétrie,   ayant    à  l'origine    un   contact  du    5e 

ordre    avec    la    couibe    y  =  -—    et    vi'riûant 

o 

réqiiation     100  — ^  —  lOO  -V^ -f- y -+  fi  =  0  .     181 
dx'-  dx- 

1902  Intégrer    -'-4- —  5y  +  4  =  0 222 

X       x'        ./■■■       •/■■ 

1911  Etant  donnù     bix)  = h  — —  -^  -m 

1  3  0  1 

calculer  V'{x\  la  sommer  et  en  déduire   F(x). 
Développement  de  -^ 2tilj 

1924  Intégrer    y"'(\  -h x){i  +  2i)  -h  ixt/  —  2//'  -^2=0 

par  les  séries 299 

f> j^ 

1932  Intégrer  l'équation  xij' -h  eij  = Varia- 
tion (le  liiilégrale  qui  s'annule  pour    .t  =  f     .     319 

19'i6  Intégrer    a   -r— —  ^'   r-+^i/  =  0     parlessénes. 
dx-  dx 

Propriétés  des  séries  obtenues.  Dans  le  cas  où 
elles   se  réduisent  à  des  polynômes,   étudier  la 

réalité  de  leurs  racines -536 

1965  Intégrer     a-i)"  —  i/ =  it .     Courbe    intégrale    tan- 
gente à  i)x  au  point  0.   Aire  et  arc     ....      '»''9 
1 
1898  Calculer    à    — --    près     la     racine     positive    de 
100 

'■'-'-'   =1L  .     .     1.:. 

X  10 

1910  Calculer  avec  (i  décimales  exactes  la  racine  réelle 

de    2.r'-f  IOj:  — 1=0 2l).T 

1934  Dans  un  liémisphère  on  creuse  une  cavité  de 
même  centre.  Déterminer  le  rayon  de  fai-on  que 
le  centre  de  gravité  du  solide  coïncide  avec  le 
pôle  de  la  cavité 312 

1914  Condition    pour    que     x' —  3«j;^  4- />  =  0     n'ait 

qu'une  racine  réelle  comprise  entre  0  et  1    .     .     •'■il 

2004  L'équation 

))i{m  —  Il 
ax'"  -f-  mbx"'^^  -)■ ^ cx"—-  -f-  . . .  =0, 

où  b-  —  ne  =  0,  ne  peut  avoir  toutes  ses 
racines  réelles  ([ue  si  elle  les  a  toutes  égales     .     o91 

2009  Sur    la    discussion     de   l'équation    .x^ -+- /).r- -^  7, 

où  q  et  p  sont  les  coordonnées  d'un  point  .  o'H 

1878  Uésoudrc    un    triangle    AI'.C    connaissant    B,    </, 

AC"  -h  AD'  =  /t-,    AI)  étantliihauteurissuede  A.     iiS 

1955  Trapèze  ABCD  redangle  en  A   et   1);  E,  point  de 

rencontre  de  AD  et  DC.  CED  r=  x,  lîC  =  a, 
[)K  =  d.  Calculer  AC  en  fonction  de  a,  d,  x, 
et  étudiei'  sa  variation.  Déterminer  x  connais- 
sant    BC  =  a,     DE  ^  d,     AC  —  b i-& 

1810  Construire  une  table  des  valeurs  de 

c^'^'  sin  ^ 

M  =  U cos(r<— ^),  s  = '-> 

cos«p  '  0 

cos  9 
r  —  — T-^>  e  =  2,718,  U  =  1"», 

0  =  1  sec,  G  =  45"    .     .     .     .     133 

1879  Calculer  x  compris  entre  0  et  2-  tel  que 

,V    32425"Tg"A  3 

tg  3.C  =  V  / 2 ,  A  =  — 

V    S5(i64sin3A                         7 
d'un  angle  droit. 14^ 

1950  Calculer  une  table  des  valeurs  de    .  442 

sin  X 
1956  Calculer  x,  y.  z.  compris  entre  0  et  -  vérifiant 

V  31C25  2-4-V/3 

cos  X  =  V  /  3           tg  y  =  — 7^^—  , 

V   325138'             "^  v^3       ' 
sin  2x 


GEOMETRIE  ANALYTIQUE  A   DEUX  DIMENSIONS 

Numéros 
des  questions.  Pages. 

1851  Exercices  sur  deux  cercles  sécants "5 

193(i  Parallélogramme  OACB  ;  sur  OA,  OB   on   prend  P 

et  (j  tels  que  OP-ÔÛ  =  ÂPBQ-  Lieudupoint 
de  rencontre  de  PB.  QA.  Le  cercle  circonscrit  à 
OPQ  passe  par  un  point  ûxe.  PI)  parallèle  à  OC, 
AD  parallèle  à  PQ,  DE  parallèle  à  0\  ;  lieu  du 
point  de  rencontre  de  P(J  et  DE 361 

194'J  Triangle  AOB  rectangle  en  0.  Droites  A  qui  cou- 
pent OA,  OB  et  AB  en  des  points  M,  N.  P  tels 
que  P  soit  le  milieu  de  .MN.  Par  un  point  1!  pas- 
sent deux  droites  ^  ;  r-'alité.  Condition  pour 
que  les  quatre  points  de  rpnconti'e  des  droites  A 
passant  par  B  et  de  celles  qui  jiassent  par  H' 
soient  sur  un  cercle 500 

1979  Enveloppe  des  cercles  passant  par  l'origine  et 
interceptant  sur  la  droite  ./•  ^  /  une  corde 
égale  à  2/ 497,     537 

1981  S  et  S'  centres  de  similitude  d'un  cercle  variable 
avec  deux  cercles  C  et  C  qu'il  coupe  ortbogona- 
lement  Enveloppe  de  SS'  et  lieu  du  milieu  de 
SS' 534 

1987  Cercle  de  centre  0,  deux  diamètres  rectangulaires 
O.r.  0//.  D'un  point  M  du  cercle  on  abaisse  .MP 
perpendiculaire  sur  Or.  IMJ  sur  OM  ;  on  prend 
sur  Ov  or.  =  00.  Enveloppe  de  la  droite 
menée  par  B  parallèlement  a  OM 556 

2U03  In  angle  constant  AOB  tourne  autour  de  son  som- 
met 0  et  renrnntie  une  droite  fixe  en  A  et  B. 
Lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circons- 
crit au  triangle  O.Ui.  Lieu  de  l'ortliocentre  .     .     581 

1984  Constructions   relative^  à   une  cubique  circulaire 

à  point  double 592 

1810  Etude  de  la  conchoïde  de  Nicomède 29 

1841  Exercices  divers  sur  les  courbes  telles  que  la  tan- 
gente et  la  normale  en  cliaque  point  détermi- 
nent sur  Or  un  segment  de  mesure  algébri(iiie 
constante.  Trajectoues  orthogonales 8 

1843  Déterminer  les  courbes  pour  lesquelles  le  cercle 
liomotliétique  dans  le  rapport  /.■  par  rapport  au 
point  M  du  cercle  de  courbure  en  M  passe  par 
un  point  Ijxe 23 

185.S  ï,  projection  de  l'origine  0  sur  la  tangente  en  M 
à  une  courbe^  P,  projection  de  M  sur  Oy.  Déter- 

1    j  ,  or 

mmer  la  courbe  de  façon  que  -— -  soit  constant.      60 

1814  Kxercices  sur  la  sirophoide 

(xr  -+-  -yKx-  -4-  //')  -  TV  =  0. 
Lieux  et  enveloppes 72 

l,s5G  D'iMi  point  M  on  abaisse  .MP,  Mo  perpendiculaires 
sur  Or  et  0//.  puis  Pli,  0>  sur  O.M.  Par  H  et  S 
on  mène  des  parallèles  aux  axes,  qui  se  coupent 
en  jx  et  11'.  Etudier  la  transformation  ainsi  définie 
en  coordonnées  rectilignes  et  polaires 87 

1883  Construire  la  courbe  1/  =  tg.c  — x;  calculer  la 
racine  comprise   entre    1    et   1,1   de   l'équation 


tgx 


164 


1886  A  tout  point  M  d'une  courbe  (C)  on  fait  corres- 
pondre un  point  M',  de  même  abscisse  que  M, 
tel  que  la  parallèle  menée  par  l'origine  h  la  tan- 
gente en  M  et  la  parallèle  à  Or  menée  par  M' 
se  coupent  sur  une  droite  donnée  (D)  parallèle  à 
Oy.  On  déduit  M"  de  .M'  de  la  même  manière. 
Déterminer  C  de  façon  que  MM'  (ou  MM")  soit 
égale  à  une  longueur  donnée 183 

1904  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
à  des  cercles  variables  inscrits  dans  un  angle 
droit  par  un  point  fixe  situé  sur  l'un  des  côtés 
de  cet  angle 223 

1889  C  et  Cl,  cercles  concentriques.  Par  un  point  fixe 
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îïumcros 
(les  questions.  Pages. 

1'  on  mène  une  S(';cante  rencontrant  Ci  en  A  et 
B.  I^ieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes 
issues  de  .\  et  15  à  0 .     226 

1905  Construire  la  courbe  y  =  (x  —  \]'±^  —  1.  Calcu- 
ler la  valeur  de  x  qui  annule  y 240 

1006  Trajectoires  orthogonales  des  courbes 

r^  =  ±  2a2  cos  20 241 

1921  D(''tcrminer  une  courbe  telle  que  la  projection  sur 
Ox'  du  centre  de  courbure  en  un  point  M  soit 
le  point  T  où  la  tangente  en  M  rencontre  Qx   .     242 

1912  Enveloppe  et  trajectoires  orthogonales  des  parabo- 
les qui  ont  même  axe  et  même  directrice.     266,     2 '0 

1909  Courbe  (x" -f-j/'i*  —  «î/l-r^  — y'-)  =  0.  Intersec- 
tion avec  un  cercle  passant  par  l'origine.  Lieu 
des  milieux  des  cordes  de  la  courbe  vues  de 
l'origine  sous  un  angle  droit 274,     336 

1926  M  point  variable  d'un  cercle  fixe,  H  projection  de 
M  sur'  un  diamètie  fixe.  Sur  la  tangente  en  M 
on  prend  les  points  P  et  P'  tels  que 

MP  =  MP'  =:MH. 
P   et   P'    décrivent  des  cardioïdes  ;  les  tangentes 
en  P  et  P'  se  coupent  en  T,  les  normales  en  N 
Lieu  de  T,  enveloppe  de  TN,  de  PII  et  P'II   .     .     2S8 

1921  Trajectoires  orthogonales  de  cercles  dépendant 
dun  paramètre.  Lieu  des  points  d'inilexion  de 
ces  trajectoires.  Lieu  des  centres  de  courbure 
aux  points  où  elles  coupent  le  cercle  variable        312 

1925  AB  diamètre  fixe  d'un  cercle  0,  M  point  variable 
du  cercle,  C  et  C  deux  points  de  A\l  tels  que 
eu  =  CM  =  k.  Lieu  des  centres  de  similitude  ; 
1°  du  cercle  0  et  du  cercle  de  diamètre  AM  ; 
2°  des  cercles  de  diamètres  AM  et  BM  ;  3°  du 
cercle  0  et  du  cercle  de  diamètre  MC.     .     .     .     326 

1939  II  y  a  une  infinité  de  cubiques  circulaires  passant 
par  les  sommets  d'un  triangle,  l'orthocentre  et 
les  pieds  des  hauteurs.  Lieu  du  foyer  singulier, 
enveloppe  de  l'asymptote 362 

1937  Lieu  des  milieux  des  cordes  interceptées  sur  une 

cissoïde  droite  par  une  sécante  de  direction  fixe.     377 

1938  M'Ij:;',  //'),   P   projection  de   M'  sur  O.r,  M  symétri- 

que de  P  par  rapport  à  O.M'.  Calculer  l'alTixe  de 
M.  Lieux  de  M'  quand  M  décrit  une  droite  ou  un 
cercle,  et  inversement 387 

1933  AA'  diamètre  fixe  d'un  cercle,  P  point  du  diamè- 
tre, M  point  du  cercle  tel  que  MP  =  MA',  M' 
projection  de  M  sur  la  tangente  en  A.  Envelop- 
pes de  .M'P,  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de 
M'P.  des  perpendiculaires  menées  lie  M'  sur  MP, 
de  .M  sur  MP.  Lieux  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit et  de  l'orthocentre  de  MM'I'    ....     395 

1941  AB  diamètre  (ixe  d'un  cercle,  M  point  de  ce  cercle. 
Sur  AM  on  prend  .MC  =  m. MB  et  sur  BM 
MI)  =  H  MA  LitMi  des  centres  et  enveloppes 
des  cercles  AMI),  BMC,  ACD,  BCD  ;  lieu  du  point 
de  rencontre  de  Al),  BC.   Enveloppe  de  CD  .  44ti 

1945  Triangle  AB(;  inscrit  dans  un  cercle  0,  A  est  fixe 
et  AB'  f  Al'.  =;  k'.  Lieu  île  la  projection  de 
A  sur  lu',.  Lieu  du  centre  du  ceiric  circonscrit 
au  liiangle  OHC,  du  centre  de  gravité;  enve- 
loppe de  liC 4  i7 

tSi")  C  et  C'  coniques  fixt's,  M  et  M'  pAlcs  diriie  rnérru- 
droite  i)ar  r-ap[iort  à  ces  conicpies  Lieu  de  ces 
points  lorS(|ue  le  milieu  de  MM'  est  situé  sur 
une  droite  donnée         13 

1837  C,  ('  coni(|ues  ayant  un  foyer  commun  F;  I' 
point  situé  sur  l'irric  des  diicctrMCi's  r'clativcs  .i 
V .  C.onditicm  poui- (|ire  les  taiigcnti's  mciiétvs  de  P 
airx  deux  ioiii(iues  forment  un  faisreair  barrno 
rii(iire 23 

1841  M  point  variabb-  sur  un  si-gnient  fixe  AB.  Sur  AM 
ei  MB  on  constirrit  des  triangles  APM,  MijB 
ayant   leurs  d'étés   parallèles   ii  deux    directions 


ïîumcrof 
des  question'.  l 

fixes.  Lieu  du  milieu  de   l'Q.   enveloppe  de  PQ, 
lieu  de  la  projection  de  .M  sur  Py 

1838  \  Exercices  sur  les  normales  issues  d'un  point  à 
1856  '    une  parabole  

1800  AI!  et  CD  conles  perpendiculaires  d'une  ellipse 
passant  respectivement  par  les  foyers  K  et  F",  P 
et  Q  pôles  de  AB  et  CD.  Enveloppe  de  PQ.  Lieu 
du  point  de  rencontre  de  PQ  et  AB     .     .     .     . 

1S61  Enveloppe  des  coniques  ayant  un  foyer  fixe,  la 
longueur  du  grand  axe  constante,  dont  le 
deuxième  foyer  décrit  une  droite  ou  un  cercle  . 

1853  Coniques  bilangentes  à  un  cercle  et  passant  par 
deux  points  d'un  autre  cercle.  Lieu  du  pôle 
d'une  droite  fixe 


49 


1880  Courbe      x 


1  4-t- 


V  =  1  -H<*. 


Condition 


pour  que  trois  points  tu  li,  1^  soient  en  ligne 
di'oite.  (Condition  poirr  qu'il  existe  une  conique 
C  tangente  aux  trois  points  /:,  t.,  ty.  Exercices 
sur  ces  coniques 

1897  A,  B  points  fixes  d'une  conique,  M  point  variable 
sur  cette  conii|ue.  Lieu  du  point  de  concours 
des  hauteurs  du  triangle  ABM 

1916  Lieu  du   milieu  d'une  droite  de  longueur  donnée 

dont  les  extrémités  décrivent  lune  une  ellipse  et 
l'autre  le  grand  axe  de  cette  ellipse         .... 

1907  M  point  d'une  parabole,    P    projection  de  ce  point 

sur  l'axe,  Q  point  de  rencontre  de  la  tangente 
avec  l'axe,  C  le  cercle  MPQ.  Lieu  du  sornni.l  et 
enveloppe  de  la  seconde  parabole  passant  par 
l'intersection  de  la  première  et  du  cercle  C  .     . 

1915  Enveloppe  des  paraboles  de  directrice  fixe  dont  le 
foyer  décrit  une  droite  ou  un  cercle 

1917  Exercices  sur  une  parabole  tangente  aux  axes  de 

coordonnées    

1908  M   point  d'une  ellipse  de  centre  0.  A  perpendicu- 

laire à  O.M  en  M.  P  et  Q  points  oii  les  parallèles 
menées  par  U  a  la  tangente  et  à  la  normale  en 
M  rencontrent  A.    Lieux  de   P  et  de  Q   . 

1929  Sur  le  point  de  rencontre  de  l'axe  d'une  parabole 
et  de  sa  directrice  on  ruène  une  sécante  MN  ; 
on  joint  FM,  F.N  (F.  fi>yeri  et  p.ir  M  et  .N  on 
mène  des  piralleles  à  l'axe  qui  rencontrent  F\ 
et  l'U  en  M'  et  .N".  Le  trapèze  MM'.NN  est  ins- 
criptible  et  cii-conscriplible.  Lieu  des  points  de 
contact  du  cercle  inscrit.  La  diirérence 
1 l_ 

NV'"'  MM' 
est  constante      

1943  Triangle  rectangle  AOB,  droite  UD.  P  p.u.il.ule  et 
Il    hyperbole  éi|uilatère  coniUKuées  par  rapport 

au  triangle  .VOii,  et  pour  '   ~  ■      "       '  •    r- 

tion  asvmptotique.  I'  e-  e» 

fixes,  Il    passi'  par  qir.iti  i-'S 

points  de  rencontre  de  i'  tl  II,  i|u.«i>d  OU  ^.trie. 
Lieu  du  centre  de  11,  du  fojer  et  lUi^ommet  de  P. 

1967  I',    t).   B    pieds  des  normales  ni                             :  <e 

par  un  point  M  «le  l'ellrps»»  I  ■                               e* 

/^levées  en  M  h  MP.  MQ.  '•••  ■'..    HP. 

PQ    en    triiis   points  en  .\eloppo 

lie  celte  dnnle  quaii>l   M  4SI, 

1971   I  es  cercles  conjugués  aux  ^  p.ir  let 

l'Atés  d'un  (|uadrllalere  ■  futi 

faisceau  de  cercles  conjuaii.-  «tti   i 
ruiné  par  les  cercles  décills  sur 

eomrnu  diniiietres 

HrAil»  D    .*  —  <t  =  0. 


120 
134 

156 
«70 

202 

22S 
253 
291 

301 


4r 


4S0 


19  >;  Parabole  P  »/'  —  ♦/""  ~  "• 
l'iii'  droite  Al 
Il  en  It  Lieu 
,|iies  par  rapj 


par  rapport  a  A  et  B     lus  t.iiiKriUi"»  en  M  vl 
a   (Cl  rnupeiil  In  lnn(tcnt«  en  X  .1  P  en   I  d 


612 


TABLE    DRS    MATIÈRES 


Numéros 
des  question».  Pape? 

Lieu  (T)  de   I   et  1'.  Exercices  sur  les  tangentes 
menées  du  point  I  fi  la  courbe  (C) 512 

lO'Fj  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  un  point 
I',  par  deux  sommets  opposés  d'un  quadrilatère 
et  par  le  point  de  contact  des  tangentes  issues 
de  P  à  une  conique  variable  inscrite  dans  le 
quadrilatère 51, s 

1972  Cercle  r,  tangent  en  M  à  une  ellipse  et  passant  par 
le  centre  0.  Lieu  du  centre  i).  du  point  de 
rencontre  de  MCI  avec  le  cercle;  enveloppe  de  la 
corde  QS,  commune  au  ceicle  et  à  l'ellipse,  lieu 
du  milieu  de  (JS ,-;oi 

4983  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
conjugué  commun  à  une  conique  li\e  et  a  une 
conique  variable  passant  par  ([ualre  [loints  .      .     5i3 

t985  M  point  variable  d'une  ellipse,  C  centre  de  cour- 
bure. ('  et  0  pieds  des  normales  issues  de  C. 
La  corde  F'Q  est  normale  a  une  ellipse  fixe;  lieu 
du  point  de  rencontre  de  MC  et  l*(j.  Lieu  du 
centre  de  sravité  du  triangle  M\'().  Lieux  du 
milieu  de  IQ  et  du  pùle  de  l'Q oTI 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A   TROIS  DIMENSIONS 


18(12  Par  un  point  P  de  la  coin-be  ,r*  — //- —  1  =  0, 
::;  =  0,  on  mène  une  parallèle  à  0:  sur  Inquelle 
on  prend  un  vecteur  P.M  égal  à  Paire  limitée  par 
la  courbe.  O.r  et  OP.  Elude  de  la  courbe  gaurlie 
lieu  de  M.  Ilan  normal,  plan  osculateiu-,  cour- 
bure      S3 

Etude  de  la  congrueiice  de  droites     »/=  a'-^  a — /.', 

'  =  ;jr-^  /.|x  — A- '    .    .    .'    .    .'    :ii  i 


1930 

19S,S  Exercices  sur  la  courbe    v  =  .rc  '      et  >ur  la  sur- 

face  y  =  .ré»  -  -t-  (./•  —  Ii:.  Détermination  de 
l'indicatrice  et  des  rayons  de  courbure  piinci- 
paux 

184(5  .\  tout  cercle  ('  du  pi, in  langent  au  Sduimet  d'un 
paraboloide  de  révolution  on  fait  correspondre 
le  ])ôle  du  id.in  de  la  conicpie  section  du  par.ibo- 
loide  et  du  cylindre  qui  a  C  pnui'  section  droite. 

Etude  de  cette  correspondance 

Si  deux  quadriques  qui  ont  deux  génératrices 
communes  de  même  système  se  coupent  à  .ui^;le 
droit  en  tous  les  points  île  l'une  d'elles,  elles  se 
coupent  à  angle  droit  en  tous  les  points  de 
l'autre 

Complexe  des  droites  dont  les  conjuguées  par  rap- 
port il  deux  quadriques  concourent     .... 

Sur  les  droites  H  dont  les  conjuguées  [)'  et  D'  par 
rapport  à  deux  parabolo'ides  équilatères  égaux 
P,  Q.  ayant  même  axe  et  même  sommet,  sont 
dans  un  même  plan.  Montrer  (|ue  D'  et  D"  sont 
à  la  même  distance  de  l'axe,  l'ont  le  même  ancle 
avec  l'axe  Soit  l)i  une  droite  D,  l)j  s.i  conjiiuiiée 
par  rapport  à  P,  l),  conjuguée  de  I),  p.'ir  raji- 
port  à  0,  ...  étu  lier  la  dislriliutlon  de  ces 
droites 

Lieu  des  points  dont  les  projections  sur  les  géné- 
ratiices  d'un  même  système  d'un  hyperboloïde  à 
une  nappe  sont  dans  un  même  plan.  Ce  plan  est 
cyclique,  et  le  lieu  se  compose  de  six  droites     . 

Sur  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 

i-z-  =  i.r-  —  a'i{y^  —  h-) 

Sur  les  cercles  situés  sur  le  tore.  Courbes  qui  cou- 
pent les  parallèles  sous  un  angle  donné.  Spbères 
passant  par  les  cercles  des  plans  bitangents  . 

Etudier  la  surface    ,r' +  .r// -+- :  =  0 
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183  4 

18911 


G 
193 


1923 

1970 
19(i0 

2005 


214 


285 
460 


4'>.> 
593 


MECANIQUE 

Numrrns 
dos  quef-tions,  j 

1839  Déterminer  la  trajectoire  d'un  mobile  sacbant 
qu'elle  est  plane  et  ([ue  les  composantes  tangen- 
tielle  et  normale  de  l'accélération  sont  constantes 
toutes  les  deux   

1S73  Calculer  les  composantes  du  vecteur  vitesse  dans 
un  mouvenncnt  de  rotation.  Application  numé- 
rique     

Conique  x-  ->-  4.v'-  —  2/).!/  =  0,  P  et  P'  points  dia- 
métralement opposés  ;  du  point  .M  2,  3i  on 
abaisse  .MQ  et  >iO'  perpendiculaire  sur  OP  et 
OP'.  la  droite  U(J'  passp  par  un  point  fixe  S. 
Etudier  le  mouvement  de  M  sacbant  que  >1S  est 
le  vecteur  accélération 


I3.S 


18-; 


139 


tions 


^'/û. 


1882  Mouvement  du  point  (.r.  y,  Z}  défini  par  les  équa- 

p  =  V  /  ■  ''_    ■     Correspondance  entre  les  points 

(.r,i,  .J/o.  :-o)    et    (x,  >i,  z).    Calcul    d'un    volume. 
Détermination  d'im  centre  de  gravité  .     .     .     .     IGl 

1892  In  point  parcourt  une  développante  de  cercle  avec 
une  vitesse  qui  croît  proportionnellement  au 
temps.  Déterminer  l'accélération  totale,  et  l'Iio- 
dographe ■ 189 

1918  Mouvement  j- =  at,  y  =  hlK  :  —  cP,  a,  b,  c 
étant  les  coordonnées  du  point  P.  Ce  point  res'e 
sur  une  surface  S  telle  que  le  vecteur  vitesse 
fasse  un  angle  constant  avec  une  droite  fixe. 
.Accélérations  totale,  tangentielle,  rayon  de  cour- 
bure  f9."i 

l'''j4  P(a,  0)  mobile  sur  Qx,  0(0,  .2|  mobile  sur  O.v. 
a  -I-  ^  =  2a.  Sur  PQ  comme  diagonale  on  cons- 
truit le  carré  PfUJS.  Montrer  que  R  est  fixe  et 
trouver  le  lieu  de  S.  Par  S  on  mène  une  paral- 
lèle à  1/  —  .r  =  0  qui  rencontre  PQ  en  .M. 
Lieu  de  M.  Mouvement  de  M  sacbant  que  le 
vecteur  vitesse  de  M  est  la  projection  ortliogo- 
nale  île  MU  sur  Plj.  .Mouvement  de  P  et  Q  .     .     472 

1095  Sur  le  mouvement  d'un  mobile  dont  l'accélération 
7  et  la  vitesse  »'  font  un  angle  constant  et  sont 
dans  un  rapport  constant 

1859  Point  pesant  mobile  sur  un  cercle  horizontal  (|ui 
tourne  autour  d'un  axe  vertical  en  passant 
par  le  centre.  Etudier  le  mouvement 

18(18  Mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  de  la 
force  \  =  —  ax,  Y  =:  —  by,  7,  =  ~  cz. 
Exercices  divers 


1935  Exercices  sur  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur 
un  plan  incliné  avec  frottement 


,'J9S 
63 

115 

36'i 


19iS  \  tout  point  M  de  l'espace  on  fait  correspondre  un 
])oint  P»  lie  l'axe  des  :,  tel  que  MR  rencontre 
une  parabole  du  plan  i1es  .///.  Etudier  le  mouve- 
ment de  .M  soumis  à  laction  de  la  force  MU 

1901  Sur  le  mouvement  de  deux  points  soumis  à  l'ac- 
tion d'une  force  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance,  lun  des  points  ayant  un 
mouvement  circulaire,  et  l'autre  un  mouvement 
parabolifiue 


438 


108 


1976  Mouvement  d'un  point  attiré  proportionnellement 
à  la  distance  par  un  centre  qui  se  déplace  sur 
Or   d'un   mouvement  uniforme 544 

1S()3  Equilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  ellipse  et  attiré  en  outre  par  une  force 
proportiomielle  à  la  distance  et  émanant  d'un 
sommet  de  l'ellipse .       85 

1S93  Equilibre  d'une  tige  pesante  dont  une  extrémité 
est  lixe  et  dont  l'autre  est  attachée  à  un  fil  qui 
passe  sur  une  poulie  et  porte  un  poids  ....     190 

1899  Equilibre  d'une  tige  pesante  AB,  mobile  autour 
de  A;  son  centre  de  gravité  est  attaché  à  un  fil 


TAHLK    DES    MATII-JiF:^ 


P.l'! 


Numéros 
(l 'S  qucaion».  rages. 

qui  passe  sur  une  poulie  (située  sur  la  verlicale 

de  A)  et  porte  un  poids 199 

1900  Toules  les  fois  que  rinq  forces  se  font  ('•quilibre 
sur  un  même  solide,  leurs  lignes  d'action  ren- 
contrent deux  mûmes  droites 201 

1919  MV  moment  linéaire  par  rapport  à  M  d'un  vecteur 
porté  sur  0;  et  ayant  pour  valeur  -^1.  AlF 
symétrique  de  MV  par  rapport  au  pian  mené 
par  M  parallèlement  à  yOz.  MF  est  l'Intensité 
d'un  champ  de  forces.  Suifaces  de  niveau, 
lignes  de  iorces.  Lieu  de  V,  surface  engendrée 
par  .MV  quand  .\1  décrit  un  cercle 2" 

1931  Eciuilihre  d'une  barre  pesante  OA,  le  point  0 
étant  fixe  rà  l'origine,  et  le  point  A  étant  solli- 
cité par  une  force  AM,  le  point  M  étant  ilans  le 
plan  des  xy ;U3 

1953  Exercice  sur  la  poulie  fixe  avec  frottement   .    .    .     -471 

1989  Poulie  mobile.  <^alcul  d'une  fonction  des  forces  et 

des  lignes  de   niveau ">66 

1990  Equilibre   de   deux   tiges  articulées  OA  et  AR,   le 

point  0  étant  fixe   et   le  point  B  assujetti  à  se 
déplacer  sur  l'horizontale  du  point  0 5G7 

1996  Exercices  sur  le  centre  de  gravité  d'un  ensemble 

de  points 60) 


ÉPURES 


18(;j  Intersection  de  deux  paraboloïdes  hyperboliques. 
(Agrégation  des  sciences  mathématiques,   1909). 

18()9  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  paraboloïde 
hyperbolitiue.  (Ecole   Polytechnique,  1910)   .    . 

1877  Intersection  d'tuie  surface  gauche  de  révolution  et 
d'un  cône  de  révolution.  (Ecole  Centrale,  1910). 

1901  Ombres  d'un  segment  d'hyperboloïde  de  révolu- 
tion. (Ecole  des  l'onts  et  Ciiaussées,  19H)j   .    .    . 

188.'J  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  d'un 
paraboloïde  de  révolution.  Ombres.  (Ecole  Nur- 
ttiale  supérieure,  1910) 

1913  Développement  de  la  sur  face  latérale  d'une  portion 

de  cône  com[UMpe  entre  deux  cylindr-es.  (tcole 
Nationale  supérieure  des  Mines.  Section  réser-- 
vée  aux  sous  ingénieurs  et  aux  contiùleurs,  19i(i). 

1949  Intersection  d'un  hypcrboloïde  de  r-évolution  et 
d'une  sphère.  Ombres.  (Ecole  Polyteclmiciiie, 
1911)    

19.'i7  Ombres  d'im  solide  de  révolution  furnu';  par  une 
splicr.',  iMi  hvjiciboloïde  et  un  paraboloïde.  (Ecole 
C.entiale,    19"il, 

1980  Inter-section  d'un  hyperboloïde  et  d'irn  cône.  (Ecole 
(les  l'onlset  Ehaiissées,  cours  préparatoires,  19il  ). 

19ri2  Inferseclion  diui  hyperboloïde  à  une  nappe  déniil 
par  trois  génératrices  reclilignes  et  d'un  pa- 
raboloïde liypt>i'boli(puv  Ombres.  (Kcole  Nor-- 
male  supérieure,  191 1  ) 

1997  Intersection  d'iui  tore  et  ilun  cylindi-e  de  rvvo- 
lulion  (Ecole  des  Mines  d(!  SaintElienne,  1911). 

2026  Inlerseciion  de  deux  hyperboloïdes  de  révolution 
à  une  nappe.  (Agrégation  des  Scienct^s  mathéma- 
tiques. 1911)    

1914  Exercice  de  géoruétiie  desciiptive 


243 

2fi9 
3<9 

424 

454 

533 


57f. 
420 


PHYSIQ'JE 


1848  Système  de  Icnlillcs.   l'oinls  noilaux 


31 


Suméro» 

1784  Point  brillant  fixé  à  un  diapason  qui  vibre  devant 
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